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Resumen

En el presente trabajo, se estudian las propiedades cualitativas de cierto tipo de sistemas
competitivos no auténomos de Lotka-Volterra con retardo infinito que modelan una
comunidad de n-especies en competencia.

Mediante la construcciéon de funcionales apropiados del tipo de Lyapunov, establecemos
una serie de condiciones algebraicas sobre los coeficientes y los ntucleos, de facil verifica-
ciéon, que son suficientes para garantizar la extincion y sobrevivencia de un determinado
nimero de especies. La parte sobreviviente se estabiliza alrededor de cualquier solucion
de un sub sistema de los sistemas en estudio. Estas series de condiciones también garan-
tizan la persistencia, estabilidad extrema y comportamiento asintético de los sistemas.
Al final de los capitulos 2 y 3 se presentan ejemplos para justificar la viabilidad de los

resultados principales.

Palabras Claves: Lotka-Volterra; Retardo Infinito; Extincion; Sobrevivencia; Persis-

tencia; Estabilidad; Extremadamente Estable; Funcional tipo Lyapunov.
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Competitive Systems of the type
Lotka-Volterra with Infinite Delay.

Abstract

In the present paper, we study the qualitative properties of certain type of nonautono-
mous competitive Lotka-Volterra systems with infinite delay, which describe a model
of n-species in competitive.

By constructing suitable Lyapunov-type functional, we establish a series of easily ve-
rifiable algebraic conditions on the coefficients and the kernels, which are sufficient to
ensure the extinction and survival of a determined number of species. The part sur-
viving stabilizes around any solution of a subsystem of the systems in study. These
conditions also guarantee the persistence, extreme stability and asymptotic behavior of

the systems. Examples are presented to verify the viability of the main results.

Keywords: Lotka-Volterra; Infinite delay; Extinction; Persistence; Survival; Stability;

Extremely stable; Lyapunov-type-functional.
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Introduccion.

La Ecologia es la ciencia que estudia a los seres vivos, su ambiente, la distribucion
y abundancia, esas propiedades son afectadas por la interaccion entre los organismos
y su ambiente. El objeto principal de la Ecologia es la evolucion de las poblaciones.
La descripciéon matematica de un sistema del mundo real es a menudo llamada modelo
matemético. El interés general de la modelaciéon matemética de poblaciones biologicas
ha aumentado sustancialmente durante las Gltimas cuatro décadas. Esta area interdis-
ciplinaria de investigaciéon ha atraido un ntmero grande de bidlogos, ingenieros, fisicos
y matematicos en los ultimos anos. La mayoria de estos investigadores ha intentado en-
tender los fenémenos bidlogicos, usando ambas técnicas, tanto las ciencias fisicas como
la matematica.
En estas aplicaciones, el comportamiento futuro de muchos fenémenos se supone que
son descritos por la solucion de una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO). En otras pa-
labras, el sistema es gobernado por un principio de causalidad; es decir, el estado futuro
del sistema es independiente de sus estados pasados y es exclusivamente determinado
por el presente. Sin embargo retrasos o retardos son componentes naturales de los sis-
temas biologicos y existen muchas razones para incluirlos en los modelos matematicos.

Por ejemplo, los retardos podrian ser incluidos para representar:
(a) Lapsos de regeneracion de recursos,
(b) Periodos de maduracion,

(c) Lapsos por alimentacion, etc.



Precisamente, es en las Ecuaciones Diferenciales con Retardo (EDR), o mas gene-
ralmente Ecuaciones Diferenciales Funcionales (EDF), donde el pasado ejerce influencia
sobre el futuro de una manera muy significativa. La gran mayoria de los fenémenos bio-
logicos son representados de mejor manera por EDF que a través de EDO.

Durante los ultimos 60 anos y especialmente los tltimos 40, las EDR han sido y conti-
nuan siendo investigadas intensamente; ver [15], [16], [17], [20] ¥ [37]. Una de las moti-
vaciones de su desarrollo se ha centrado, en particular, en la Biomatemaéatica. El uso de
estos modelos con retardo se remonta a la época del matemaético italiano Vito Volterra
(1860-1940) y el matematico frances Marcel Brelot (1903-1987) en sus publicaciones
[36] v [9], respectivamente, donde estudiaron el modelo clasico de presa—depredador
con retardo continuo infinito.

Volterra (1931) investigo el siguiente modelo de presa—depredador

\ d]\;zt(t) = Ny(t) :—7“2 + aaNi(t) + /OO Fy(t — S)Nl(s)ds} :

donde Nj representa el numero de individuos presa en el instante ¢ y Ny el niimero de
individuos depredadores, «;, con ¢ = 1,2, son medidas del efecto de la interacciéon entre
las dos especies, r; es la tasa de crecimiento de la presa y ro es la tasa de mortalidad del

depredador; Fy y F5:[0,+00) — (0, +00) son funciones continuas y satisfacen, para

cada i = 1,2,
+oo
/ Fi(s)ds = 1.
0

Las integrales
t t
/ Fi(t — s)Ny(s)ds y / Fy(t — s)Ny(s)ds

expresan el impacto de cada especie sobre la otra en el pasado. Si la existencia de la
poblacion es limitada, el limite inferior de la integracion puede ser cambiado por (t—7),
con 7 constante.

Volterra prob6 que existe una tnica solucion col(Ny(t), Na(t)) con N;(t) > 0, para
todo i, i = 1,2 y t > 0. Ademas si las soluciones no son estacionarias, ellas fluctian

indefinidamente y las soluciones periddicas son imposibles.



Brelot (1931) estudi6é una modificacion del sistema anterior incluyendo términos que
representan la competencia intraespecie alrededor de la presa y del depredador para

obtener el sistema siguiente

d]\;lt(t) = Ny (t) _T1 — M N1 (t) — ag No(t) — /_OO Fi(t— 5)N2(8)d8:| 7
k d]\;Qt(t) = N2<t) _—7"2 - /\QNQ(t) +0£2N1(t) —+ /_OO FZ(t _ S)Nl(S)d8:| :

donde los términos —A\; N; representan la competencia intraespecie, I} y Fy satisfacen
las mismas condiciones que el sistema estudiado por Volterra, mencionado anteriormen-
te.

Brelot probé la existencia de una tdnica solucién para su sistema, la cual es acotada.
Si Ay # 0y (la presa) N; es acotada por un nimero positivo; Ny puede ser acotada
también, mas aun se puede aproximar a cero, de acuerdo con la relaciéon que puedan

tener los pardmetros en la ecuacion.

Consideremos ahora dos especies, (por ejemplo, de animales, plantas o bacterias ) cuyas
poblaciones son z1(t) y x2(t), las cuales compiten una con la otra por un abastecimien-
to limitado en un ambiente comin. Para construir un modelo matemético tan realista
como sea posible, se supuso que en ausencia de la otra especie, una de ellas tendria
una poblacion limitada. Cuando no se da interaccion entre las especies, la poblaciéon
satisface el siguiente sistema:

xh () = by (t) — ap 23 (t),

l’é(t) = bQ[BQ(t) — aggl’%(t).
Si suponemos que la competencia tiene el efecto de una tasa de declinaciéon de ambas
poblaciones proporcional a su producto xq(t)x2(t), insertaremos tales términos con una
constante de proporcionalidad negativa en las ecuaciones del sistema anterior, para

obtener las ecuaciones de competencia o sistemas competitivos del tipo Lotka—Volterra:
l‘ll(t) = bll‘l (t) — allx%(t) — 1271 (t)l’g(t),
wé(t) = bgﬂ?g(t) — a21;1:1(t)x2(t) — aggilﬁg(t) )

donde los coeficientes by, bs, aq1, a12, as1 y ag2 son nimeros reales positivos. Las constan-

tes by y by representan la razéon de crecimiento de las especies x1, xo respectivamente;



a1, Ao representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie
tiene sobre su propia razén de crecimiento y aqo, ao1, representan la medida del efecto
inhibidor que el desarrollo de cada especie tiene sobre la otra (interaccion).

El analisis del plano fase muestra que las condiciones

1202 az1 b
bl > , bg >

22 a1

son necesarias y suficientes para la existencia de un punto de equilibrio, (xo, o), esta-
ble del sistema, de forma que ambas componentes sean positivas y atraigan todas las
soluciones con condiciones iniciales en el primer cuadrante xq, xs.

Si se satisfacen las condiciones:

aq9b ao1b
by > 122’ by < 2101

22 11

entonces toda soluciéon con condiciones iniciales tiende a la solucién de equilibrio, la
by

cual esta dada por ;1 = —, x5 = 0, cuando ¢t — co. Esto se conoce como el principio
ail

de exclusion competitiva.

Este ultimo sistema se generalizo a los sistemas:

n
x;(t) :[Ez(t) [bl—Za”x](t)] s 1= 1,...,71,

j=1
y a partir de la década de 1980, comenzaron a considerar los sistemas no auténomos

competitivos de Lotka-Volterra:
zl(t) = z;(t) [bi(t) - Zaij(t)xj(t)] . di=1,..,n
j=1

donde las funciones b;(t), a;;(t) con 1 < 4,5 < n, son continuas, positivas y acotadas,
superior e inferiormente, por constantes positivas; ver [3], [4], [5], [6], [14], [25], [32], [33] ¥
[34]. Este tipo de modelo es el que se estudia en este trabajo pero con retardo infinito.
Se investigan las propiedades cualitativas de los sistemas competitivos de ecuaciones

diferenciales con retardo infinito:

zh(t) = x;(t) [b:i(t) — au(t)x;(t) — Z aij(t)/ Kij(t — s)xj(s)dsl , t>0,i=1,...,n.

j=1,ji



() = 24(8) [bi(t)—Zaij(t)/_ Kij(t—s):cj(s)dsl, £>0,i=1,..n

donde las funciones z;(t) , i = 1, ..., n, en el pasado, satisfacen que z;(t) = p;(t), ¢ <0,
con ;(t) funciones continuas, positivas y acotadas.
En adelante se usara la siguiente notacion.

Dada una funcion ¢ : Dom(g) — R acotada. Se definen

g = inf g(t), ¢"= sup g(b).
teDom(g) teDom(g)

Montes de Oca y Vivas en [25], consideraron el sistema integro—diferencial de Lotka—

Volterra con retardo infinito
240 =10 o) = b0 = bal0) [

I,Q(t) = J]Q(t) |:a2<t> — bgl(t)/ ]{Zl(t — S>$1<S)d8 — bgg(t)l’g(t) :| y

t

(e — s>x2<s>ds] |

donde los coeficientes satisfacen las siguientes condiciones:

1) agy by (1 <k,j <2)son funciones continuas acotadas superior e inferiormente

por constantes positivas en (—oo, +00).

2) Los nucleos K; : [0,00) — (0, 00), son funciones tales que

/ Ki(s)ds=1, i=1,2.

Ellos probaron que el principio de exclusién competitiva se cumple, si los coeficientes

satisfacen las desigualdades

l u u !
R U 4 4
[ . I — pu ’
b12 b22 b21 bll

Es decir, para cualquier solucion col(x1(t), x2(t)) del sistema dado, con condiciones

iniciales en un espacio apropiado, se cumple que
D) 50y m(t) - ut() = 0,
cuando t — oo, donde u*(t) es la tunica solucion de la ecuacion logistica

2'(t) = x(t) [ara (t) — buu(t)2(t)]



l

a

que cumple que para todo t € R, 0 < u*(t) < A, donde A y 9§ satisfacen 0 < § < le
11

y 5 <Ay th’in (u(t) — u*(t)) = 0 para cualquier solucion u(t) de esta ecuacion con
—+00

condicién inicial positiva.

Montes de Oca y Zeeman en [26] y [27|, consideraron el sistema competitivo no auto-

nomo de Lotka—Volterra

n

zi(t) = x;(t) [bi(t) - Z aij(t)xj] , con 1<i<n,

j=1
donde los coeficientes b;(t), a;;(t), 1 < i,j < n, son funciones continuas, acotadas

superior e inferiormente por constantes positivas en (—oo, +00). En [27], probaron que

si los coeficientes satisfacen que para cada k, 2 < k < n, existe un entero 7, < k tal que

by by

Tk< uk,]zl,...,k’,

g iy
entonces cualquier solucion col (z1(t), z2(t), . .., x,(t)) del sistema, con valores iniciales
positivos, tiene la propiedad que z;(¢) — 0 exponencialmente para i = 2,...,n, cuando

t — 400y z1(t) — u*(t) = 0, cuando ¢t — 400, donde u*(t) es la Gnica solucion de la
ecuacion diferencial logistica 2'(t) = z(t) [a11(t) — b11(¢)x(t)], que satisface las condicio-

nes mencionadas arriba.

En [26], probaron que si se satisfacen las hipotesis:

a) Para cada entero k, r + 1 < k < n, existe un entero i, ix, < k tal que

b) Para cada entero i, 1 <i <r , se cumple
T bu
! J
bi > Z (Zgj aT ,
j=1,j#i 2

entonces cualquier solucion col (z1(t), z2(t), . .., z,(t)) del sistema, con condiciones ini-

ciales positivas, satisfacen que z;(t) — 0 exponencialmente para i = r + 1,...,n,



cuando t — +oo y x;(t) — ui(t) — 0, cuando t — +oo para ¢ = 1,...,r, donde

u*(t) = col (ui(t),...,ux(t)) es la tnica soluciéon del sistema

T

zi(t) = z;(t) [bz’<t) - Zaij(f)%’(t)] ; I1<ui:<m,

J=1

que satisface lo siguiente:

i)  u*(t) esta definida sobre R y sus componentes estan acotadas superior e inferior-

mente por constantes positivas.

ii)  Cada solucion col (x(t), xo(t), ..., x.(t)) de este sistema con condiciones iniciales

positivas satisface que hin (x;(t) —ui(t)) =0parai=1,..,r
o

La hipotesis b) garantiza la existencia de esta solucion u*(t).
En este trabajo consideramos los sistemas competitivos no auténomos de Lotka—Volterra

con retardo infinito de la forma:

zi(t) = x;(t) [bi(t) — az; (H)x;(t) — ai;(t / x](s)ds] , t>0,i=1,..,n

(1)

Jj= 17#1

z;(t) = z;(t) [bi(t) — Zaij(t)/_ Ki;(t — s)xj(s)ds] , t>0,i=1,...,n, (2)

x;i(t) = ¢i(t) para t <0, i=1,..,n, (3)

donde b;(t), a;;(t), 1 < 4,5 < n, son funciones continuas, acotadas superior e infe-
riormente por constantes positivas en R. Los nuicleos Kj;: [0,+00) — [0,400), 1 <
1,7 < n, son funciones continuas tales que fo K;;(t)dt = 1. Las condiciones iniciales
i, 1 < i < n, satisfacen que, ¢; € C[(—00,0],[0,00)], ©;(0) > 0,7 =1,...,n y son
acotadas.

Usando el analisis matemaético, la teoria de ecuaciones diferenciales con retardo, teoria

de las ecuaciones integrales de Volterra, métodos y técnicas utilizadas en algunos de



los trabajos citados y mediante la construcciéon de funcionales del tipo Lyapunov esta-
blecemos una serie de condiciones algebraicas sobre los coeficientes y nicleos, de facil
verificacion, que son suficientes para garantizar la extension de los resultados logrados
en [26] y [27]. La tesis estd estructurada en tres capitulos. En el primero de ellos, el
capitulo de los preliminares, esta dedicado a resultados y definiciones que son necesarias
para el desarrollo de los capitulos subsiguientes. Los capitulos 2 y 3, forman el corazén

de esta investigacion, en el primero de estos, se consideran las hipotesis:

H; : Para cada entero k, 2 < k < n, existe un entero i, 7y < k tal que para cualquier
entero j, 1 < j < k, se satisface la siguiente desigualdad

!

L

l [T
Qi Qg

Hy: pij = / sK;;(s)ds < oo, 1<i4,j<n.
0

u

by
l oo 7bu .
ahy [, Knebisds

Hy: [[°s*Kyi(s)ds < ooy ayy > My (a)? ji11, donde My =
Logrando los siguientes resultados principales

1) Silas hipotesis Hy y Ho se satisfacen, entonces la solucion col (x1(t), ..., x,(t)) del
sistema (1), con condicién inicial (3), tiene la propiedad que para cadai,2 <i < n,
se cumple que x;(t) — 0 exponencialmente cuando t — +o0, y u*(t) — z1(t) — 0
cuando t — +o00, donde u*(t) es una cierta solucion de la ecuacion diferencial

logistica u/(t) = u(t) [b1(t) — a1 (t)u(t)].

2) Silas hipotesis Hy, Hy y Hj se satisfacen, entonces la solucion col (x1(t), ..., z,(t))
del sistema (2), con condicion inicial (3), tiene la propiedad que para cada i,
2 < i < n, se cumple que z;(t) — 0 exponencialmente cuando t — 400, y
u(t) —x1(t) — 0 cuando t — +o00, donde u(t) es cualquier solucion de la ecuacion

logistica integro—diferencial

u'(t) = u(t) {bl(t) —ap(t) /000 K (s)u(t — s)ds| ,



Los resultados presentados en este capitulo han sido publicados en la revista “Nonlinear

Analysis” ver [23].

En el capitulo 3, bajo las siguientes hipotesis

~

Hy

r bv
: Para cada entero i, 1 <i <r, se cumple bl > > ag; (—]> .

Para cada entero k, r + 1 < k < n, existe un entero i < k tal que para cualquier
entero j, 1 < 7 < k, se satisface la siguiente desigualdad
Yo _ b

l [T
A Qg

=1

:,uij:/ sKij(s)ds <oo, j=1,2,....n,i=1,2...,r.
0

T —_—
. Para cada cada i, 1 <i <7, secumple b\ > a;;Mj, donde

j=Lj#i

— bt
M; = ]

al; [T Kji(s)e ds

: Para cada par de enteros 7,5 , 1 < 4,7 < n, se cumple f0+°° s2Kij(s)ds < +o0, y

para todo i, 1 <i <r,

—~\ 2
<M1> (aZ)Z,uu +00 N
S [ Kas)e s,
0

my;

r —~
[ u
J=Lg#
U ,L;
@ e

donde m; = , L= Zlaqjj]\A/fiuij y ]\Z como en H,.
]:

Se prueban los siguientes resultados principales

1) Silas hipotesis Hy, Hy y Hj se satisfacen, entonces la solucion col (z1(£), . . ., 2,(t))

del sistema (1), con condiciéon inicial (3), tiene la propiedad que para cada i,

r+ 1 <1i<n,se cumple z;(t) — 0 exponencialmente cuando t — 400, y para i,



1 <i<r xt) —yi(t) — 0 cuando t — +oo, donde y(t) = col (y1(t), ..., y-(t))

es cualquier solucion del sistema

2i(t) = 2i(t) [bilt) —au(ai(t) = Y ay(t) /_ sz(t—S)xj(S)dSI :

i=1j#i

t>0,i=1,...,r. (4)

2) Si las hipotesis ﬁl, ﬁg, H, y ﬁ5 se satisfacen y la matriz C' = (c;;),.,, cuyo
coeficientes estdn dados por
a[ii 0Jroo Ki'(S)G_byst . (Mz) T(??u) Hu’ para i = j
Cij = .
—a; [1 + —(M)ﬁiuu] ; para i # j,
es una M-matriz. Entonces la solucion z(t) = col (x1(t), xo(t), ..., z,(t)) del sis-

tema (2) con condicién inicial (3), satisface que para cada i, r +1 < ¢ < n,
z;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢t — oo, y para i, 1 < i < r, se cumple que
z;(t) — yi(t) = 0 cuando t — oo, donde y(t) = col (y1(t),...,y,(t)) es cualquier

solucién del sistema

r

i(t) = i(t) [bz‘(t) - Z%‘(t)/_ Kij(t — S)Z‘j(s)ds] 7

j=1

t>0,i=1,....r. (5)

Estos tltimos resultados estan siendo preparados para su publicacion, ver [24]. Al final
de los capitulos 2 y 3 damos ejemplos que ilustran la viabilidad de los resultados antes

mencionados.



Capitulo

Preliminares.

Este capitulo esta compuesto por definiciones, lemas y teoremas, necesarios para las

demostraciones establecidas en los capitulos 2 y 3 de este trabajo.

§1.1. Teoria basica.

Definiciéon 1.1. Sea f : R — R una funcion continua y acotada. Denotamos por

fl="mf{f(t):t € Dom(f)} y  f*=sup{f(t):te€ Dom(f)}.

Definicion 1.2. Una funcion K : [0, 4+00) = R continua, no negativa y con la propie-

dad [[° K(s)ds =1, se denomina nicleo normalizado.

Observacion 1.1. Denotaremos como BCY al siguiente conjunto:
BC* = {p € C[(—00,0],[0,00)] : (0) >0 y ¢ es acotada }.
Este conjunto se conoce como conjunto de las funciones iniciales.

Lema 1.1. Sean K wun nicleo normalizado y  : R — R wuna funcion continua y
acotada. Sea
“+oo

ft) = / K(t — s)x(s)ds = K(u)z(t — u)du.

0

Entonces la integral tmpropia definida por f converge uniformemente en R.

12
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Demostracion. En efecto, para cualquier 1" > 0 se tiene que

“+oo +oo

K(uw)z(t — u)du| .

K(u) t—udu—/ K(u)z(t — u)du

0 T
Por ser z acotada se tiene que existe M > 0 tal que |z(t)| < M para todo ¢t € R. Asi

—+00

K(uw)z(t — u)du

+00
< MK (u)du
T

T

+oo
= M K (u)du. (1)
T
Por otro lado, tenemos f0+°° K (u)du = 1. Esto implica que dado € > 0 existe un ntumero
positivo Ag € N tal que

+o0 T +o0
K(u)du—/ K(u)du| =
0 0 T

K(u)du

€

< — todo T > A,. 2
77 Paratodo > Ay (2)

Por lo tanto, de (1) y (2) se tiene la convergencia uniforme de g en R. ]

Los dos resultados siguientes, se encuentran completamente demostrados en (|10], pag.
333).

Teorema 1.2. Sean f(x,y) y Daof funciones continuas en [a,o0) X [c,d]. Supongamos
+o0o

que para cada y € [c,d], la integral F(y) = f(z,y)dzx converge y la integral

a
+o0

G(y) = Dy f(x,y)dx converge uniformemente en [c,d|. Entonces F es derivable
enfe,dly F'(y) = Gly).
Teorema 1.3. Sea f(z,y) una funcion definida y continua sobre [a,00) X [¢,d] y su-

PONGAMOS que f;oo f(z,y)dx converge uniformemente sobre [c,d]. Entonces

/cd { :OO f(a:,y)d:c} dy = /;OO {/cdf(x,y)dy} dz.

Los siguientes lemas se encuentran demostrados en la publicacion [25].

Lema 1.4. Sea x : R — R wuna funcion continua, no negativa, acotada y sea K :

[0, +00) = (0,400) un nicleo normalizado. Entonces

t——+o0 t——+o0

= liminf x(¢ <hm1nf/ K(t — s)z(s)ds

gh’msup/ K(t — s)z(s)ds < limsup z(t) = 7.

t—+o00 t——+o0
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Lema 1.5. Sean K un nicleo normalizado y x : R — R wuna funcion continua, no

negativa y acotada. Si th'+m x(t) = xg, entonces
—+00

t

tlgrnoo - K(t — s)x(s)ds = xo.

Teorema 1.6. (De Comparaciéon entre dos ecuaciones diferenciales escalares)
Sea D un abierto de R?, f(t,y) vy g(t,y) funciones continuas f,g: D — R e
v = f(t,y) ey = g(t,y) las correspondientes ecuaciones diferenciales. Supongamos
que una de las dos funciones, f o g, es localmente lipschitziana en D con respecto de
la variable y. Sean y, z : [a,b] — R soluciones respectivas de y' = f(t,y) ey’ = g(t,y).

Supongamos que se verifica

g(t,y) < f(ty) en D, yque z(a) <yla).
Entonces
2(t) < y(t).
Demostracion. Ver (|29], Pag. 161).

Lema 1.7. Sean f,g son funciones continuas y acotadas en R y K un nicleo norma-
+00

lizado que satisface / sK(s)ds < +o0. Entonces la funcion
0

H(t) = O+OO K(s) (/tt f(s+ 0)g(9)d0) ds,

con t € [0,400), estd bien definida, es derivable y su derivada estd dada por

H(t) = g(t) 0+°O K (s)f(s + t)ds — 1) 0+°° K(s)g(t — s)ds.

Demostracion. En virtud de que f y g son funciones acotadas, se garantiza que existen
constantes positivas My y M, tal que |f(t)] < M; y |g(t)] < M, para todo t € R.

Veamos que H esta bien definida

K ( /: s+ e)g(e)d9> ds

0
“+oo

< [T K [ 156+ 000 doas

0

+oo
< MlMQ/ sK(s)ds < +o0.
0
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Demostremos ahora que H es derivable, en primer lugar veamos que f0+oo Dsh(s,t)ds

t
converge uniformemente en [0, 400), donde h(s,t) = / K(s)f(s+0)g(0)df. En efecto,
t—s

usando el Teorema Fundamental del Calculo

Doh(s,t) = %[/t K(S)f(s+0)g(0)d0—l—/0 K(s)f(s+0)g(9)d0]

_ {% (/tOSK(s)f(s + 0)9(9)d9> +% (/OtK(s)f(s + Q)g(e)dﬁ)}

= [=K(s)f()g(t —s) + K(s)f (s +1)g(t) ]

= [K(s)f(s+t)g(t) — K(s)f(t)g(t —s) .
Por tanto

[Dah(s, t)| < |K(s)f(s +)g(t)] + |K(s)f(t)g(t — s) |
< 2K(s)M;Ms,.

Como

400
/ QMlMQK(S)dS = 2M1M2,
0

se concluye por el Criterio de Weierstrass para Convergencia Uniforme de Integrales
Impropias, ver ([7], pag. 268), que f0+oo Dsh(s,t)ds converge uniformemente en [0, +00).

Por otro lado, como

H(t) = +OO K(s) (/t:f(s + 0)9(9)d0) ds

0

_ /O+°° (/tt K(s)f(s + e)g(e)de) ds

400
= / h(s,t)ds converge para todo t € [0, +00).
0

Entonces por Teorema 1.2, se tiene que H es derivable en cualquier subintervalo [0, d]
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de [0,400) y su derivada esta dada por

H'(t) = +OO Doh(s, t)ds
= [+ ate) ~ K@) Oale ) 1 ds

—+00 “+oo

= o) [ Kf(s+0ds—f0) | K(s)glt - s)ds.

Esto prueba el lema. O

Lema 1.8 (Ahmad, Colemam). La ecuacion logistica,

V' (t) = v(t)[ba(t) — an (t)o(D)], (1.1)

tiene una unica solucion u*(t) tal que para todo t € R, 6 < u*(t) < A, donde A y 0

l pu
son numeros que satisfacen 0 < § < Tl Yy Tl < A. Y siu(t) es una solucion de la
arn

11
ecuacion logistica (1.1) con u(0) > 0, entonces u*(t) — u(t) — 0 cuando t — +oo.
Demostracion. Ver 2] y [11]. O

El siguiente lema es un resultado, de Gopalsamy y He, que se encuentra en [18]. Se

presenta su demostracion para mostrar la técnica utilizada.

Lema 1.9. Sean K11 un nicleo normalizado, by y ai1 funciones no negativas, continuas
y acotadas superior e inferiormente por constantes positivas en R. Supongamos que u(t)
es cualquier solucion de la ecuacion integro—diferencial
o0
V'(t) = v(t) [bl(t) — a1 (t) i K (s)v(t —s)ds|, t>0, (1.2)
con funcion inicial u(t) = p(t), para t < 0, donde ¢ € BC™T. Entonces u(t) > 0 para
todo t en su dominio, u(t) estd definida en todo el intervalo [0, +00), y ademds

bu
limsupu(t) < My = 1 .
t—++o0 () ahy [7°7 Ko (s)esds

Demostracion. Como u(t) es solucion la ecuacion integro—diferencial (1.2), se cumple
que u/'(t) = u(t)P(t), donde

+oo

P(t) = |:b1(t) — Cbu(t) KH(S)U(t — S)dS .

0
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De aca, se deduce que u(t) = ¢(0)exp {f; P(s)ds}. Como ¢(0) > 0, tenemos que
u(t) > 0, para t > 0 en su dominio. Por la positividad de la solucion u(t) de (1.2), se

tiene que para todo t > 0 en su dominio
u'(t) <blul(t).
Integrando la desigualdad anterior desde ¢ — s hasta ¢ con t — s > 0, se obtiene
u(t — s) > u(t)e™* parat > s> 0. (1.3)

Nuevamente, usando la positividad de la soluciéon y la desigualdad anterior obtenemos,
de la ecuacioon (1.2), la siguiente desigualdad diferencial para todo t no negativo en el

dominio de u(t):

W (t) <ult) [b“ al, ( 0+°° Kll(s)eb’fsczs) u(t)}
=u(t) [by — Biu(t)],

donde B; = dl, ( Jib< Kll(s)e*bqfsds>.

Por Teorema de Comparacion 1.6 se tiene que u(t) < z(t), donde z(t) es solucion de
la ecuacion diferencial logistica 2/(t) = z(t) [b} — Byz(t)] con condicion z(0) = u(0) =
©(0). En virtud de que la solucion z(t) esta definida y es acotada en el intervalo [0, +00)
y por el teorema de prolongacion para ecuaciones diferenciales con retardo ver ([19],
teorema 3.1, pag. 45), se tiene que u(t) esta definido en el intervalo [0, +00). Como _1u1 es

un atractor global para las soluciones de la ecuacion diferencial logistica con condiciones

iniciales positivas y puesto que limsupu(t) < limsup z(t) = tlim z(t), entonces
—+00

t—+o0 t—+o00
by by
limsupu(t) < = = 1 —.
t—+o0 By dl, fo Kiq(s)e bisds
Asi queda demostrado el lema. O

Observacion 1.2. El lema anterior implica que cualquier solucion de la ecuacion
integro—diferencial (1.2), con funcion inicial en el conjunto BC™, estd acotada superior-
mente en el intervalo [0, +00). Como la funcion inicial estd acotada superiormente en
el intervalo (—o0, 0], entonces para cualquier solucion v(t) de (1.2) con funcion inicial

en BC™ se tiene que v* = sup{v(t) : t € R} < 4o0.
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El siguiente lema es un resultado que se encuentra en el articulo [13] de Chunhua Feng.

Nosotros damos una prueba distinta a la realizada por él.

Lema 1.10. Supongamos que K11 es un nicleo normalizado, by y a1 son funciones
no negativas, continuas y acotadas superior e inferiormente por constantes positivas en
R, ademds pn = fOJrOO sKi1(s)ds < +o0. Si v(t) es la solucion de la ecuacion integro-
diferencial (1.2) con funcion inicial v(s) = ¢(s), para s < 0, donde p € BCT. Entonces
existe un numero positivo « = a(v) que depende de la solucion v(t), tal que v(t) > «

para todo t > 0.

Demostracion. Sea v(t) la soluciéon de la ecuacion integro-diferencial (1.2) con funcion
inicial v(s) = ¢(s), para s < 0. Definamos la siguiente funcion w(t) = v(t) exp (—H (t)),
donde H(t) = 0+°° Kq1(s) [ftt_s aj (0+s) v(@)d@] ds, para todo t > 0. De la observa-
cion (1.2) se tiene que v(t) es acotada superiormente en R y ademads es positiva. Por
hipotesis aq1(t) es acotada y p = f0+°° sKj1(s)ds < 400. En consecuencia, usando el
Lema (1.7) concluimos que la funcion H(t) esta bien definida, es derivable en [0, +00)
y su derivadas estd dada por

H'(t) = v(t) i h Ki1(s)ay(t + s)ds — a1 (1) i N Ky1(s)v(t — s)ds.

Asi, se puede concluir que w(t) esta bien definida, es derivable y ademaés es positiva en

[0, +00). Claramente se cumple que w(t) < v(t) para todo ¢ > 0. Probemos que

v(t) < exp(L)w(t), donde L = ajjv"p. (1.4)

Ku(s [ /: an (6 + s)v(e)de] ds)

=L molf
! exp< Kt { [ ] a0
(

af;v" SKH( )ds)

= w(t)exp (ajyv" u = w(t)exp (L)

En efecto,

v(t) = exp

= t) exp

Demostremos ahora que w(t) estda acotada inferiormente por una constante positiva

para todo t en [0,400); en efecto, usando la positividad de v(t) y w(t) para todo ¢
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en [0,+00) y del hecho de que v(t) es solucion de la ecuacion diferencial logistica con

retardo, se obtiene
W(t) = v'(t)exp(=H(t)) —w(t)H'(t)
= w(t) [bl(t) - v(t)/o a1 (t + s)Ky1(s)ds

> w(t) [b) —ay(t)].

De esta tltima expresion y de la desigualdad (1.4), obtenemos que para todo t en el

intervalo [0, +00) se cumple

W' (t) > w(t) (bll —af,exp (L) w(t)) )

Demostremos que la desigualdad anterior implica que w(t) > z(t) para todo t > 0, donde
z(t) es solucion de la ecuacion diferencial logistica z'(t) = z(t) [0} — a}y exp (L) 2(t)]
con w(0) = z(0). En efecto, como w’(0) > z(0) (b, — aty exp (L) 2(0)) = 2/(0) se puede
garantizar por la continuidad de w'(t) y 2/(t), que existe 6 > 0 tal que para todo
t € [0,6) se cumple que w'(t) > Z/(t), integrando esta desigualdad desde 0 hasta ¢, se
cumple que w(t) > z(t) para todo t € [0,0). Si la desigualdad no fuese cierta para todo
t > 0, existiria un primer tiempo ¢1,¢; > 0 > 0 tal que w(t) — z(¢) > 0 para todo
0<t<tyw(ti)— z2(t1) = 0. Claramente, de la definicién de derivada, se tiene que
(w—2) (t;) < 0. Por otro lado,

() > wlty) [bll —afyexp (L) w(ty)]
= z(t1) [t} — afyexp (L) 2(t1)] = 2'(t1).

Lo cual es una contradiccion. Con esto se prueba que, w(t) > z(t) para todo ¢ > 0.
u
1
afy exp (L
soluciones de la ecuacion diferencial logfstica 2'(t) = z(t) [b} — a}y exp (L) z(t)], con
b
aty exp (L)
definicién de limite inferior tenemos que existe un niimero positivo T', tal que para todo

t > T setiene v(t) > liminfov(t) — l > % Claramente o = a(v) = min {ﬂ, ag(v)},
t—+o00 2 2 2

donde as(v) = min{wv(t) : t € [0,¢]} satisface que v(t) > « para todo t > 0. Asi queda

En resumen: z(t) < w(t) < v(t) y ademaés es un atractor global para las

~—

= «y. De la

condiciones iniciales positivas. Esto implica que l%’m info(t) >
—+00

demostrado el lema. O
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Definicion 1.3. Se dice que la ecuacion diferencial (1.2) es extremadamente estable, si
para cualquiera dos soluciones x(t) y y(t) de (1.2) con funciones iniciales x(s) = ¢(s),
y(s) = (s) para s <0, donde ¢, € BC™T, se satisface que

lim (x(t) —y(t)) = 0.

t——+00
Observacion 1.3. La definicion anterior se conoce por muchos autores como global-

mente asintoticamente estable.

El siguiente lema se encuentra enunciado y demostrado en la publicacion [18] de Go-
palsamy y He. Este lema garantiza que la ecuacion (1.2), bajo ciertas hipotesis es

extremadamente estable.

Lema 1.11. Supongamos que se satisface las hipdtesis del Lema 1.9, y ademds

+oo
/ Ky (s)ds < +o0, y (aly) oMy < aly,
0

U
bl
7bu

Siuy(t) y u2(t) son dos solucianes cualquiera de la ecuacion (1.2), entonces

donde M, = y o= fo sK11(s)ds < +o0.

lfm (ur(t) — us(t)) = 0.

t——+o00

El siguiente resultado se encuentra completamente demostrado en las publicaciones [32]
o [22].

Lema 1.12. (Lema de Fluctuaciones) Sea x(t) una funcion derivable y acotada
sobre (o, 00). Entonces existen sucesiones T, — 00, 0, — 00 tales que
i) 2'(6,) =0 y x(0,) =T =limsupx(t), cuandon — oo.

t—+o00

ii) 2/(1,) =0 vy z(r) —z= lngrinf:L‘(t), cuando n — 00.
—+0o0

Lema 1.13. Sean la matriz A = (au;) y el vector b = col (51, Ba, ..., Br) con a;; >0, y

i, i >0, 1 <1i,5 <r. Supongamos que se satisfacen las desigualades

Bi> > a3<5—]> i=1,....r (1.5)

j=1,j#i
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Entonces existen nimeros positivos \;, 1 =1,...,r, y R tales que para todo j =1, ...,r,

_Ajajj + Z )\iaij < —R.

i=1,i#j

Demostracion. Ver (|31], teorema 2.2 y corolario 2.3). O

Lema 1.14. Sean la matriz A = (a;j) y el vector b = col(by, by, ...,b,) con a;; >0, y
az;,b; >0, 1<14,j <r. Supongamos que se satisface la desigualdad (1.5). Entonces
la matriz 2D — A, donde D es la matriz diagonal dada por D = diag (a1, ..., @), €s
invertible y su inversa estd dada por i (AD™1 — ])i la cual es no negativa; debido a

i=1
que sus entradas son numeros no negativos.

Demostracion. Ver (|35, lema 4.1). O

Lema 1.15. Sean f : (a,b) — R una funcion derivable,
D={te(ab): f(t)=0%# f'(t)} yg(t)=|f(t)]. Entonces g es derivable en (a,b)\D,
g(t) = f'()sgn (f(t)) y D es un conjunto discreto y en consecuencia es un conjunto

numerable.

Demostracion. La funcion ¢(t) = [t| es derivable en R\{0} y ¢'(t) = sgn(t). Por
el Teorema (Regla de la Cadena) la funcion g(t) = |f(t)] = (wof)(t) es derivable
en (a,0)\D y ¢'(t) = ¢(f(t))f(t) = sgn(f(t))f(t). Probemos que D es discreto;
en efecto, supongamos lo contrario; es decir, exite un punto de acumulaciéon t, € D.
Esto implica que existe una sucesion {¢,}52, en D con t, # t, para todo n tal que

t, — to. De la definicion de derivada de la funciéon f en el punto ty, se tiene que

, f (tn) B f (tO)

"(tg) = lim —————=
f ( O) n—-+00 tn — to

y t, # to. Esto contradice que tg € D. En consecuencia D es discreto y por tanto

=0, ya que t,,to € D y se cumple que f(t,) = f(to) =0

numerable. Asi queda demostrado el lema. O

El siguiente lema se encuentra enunciado y demostrado en la publicacion [1], dentro de

la prueba del Lema 2.4, pagina 382.

Lema 1.16. Sea g(t) una funcion derivable en [0, +00). Si existe un nimero positivo

+oo
M tal que |¢'(t)] < M para todot >0 y / lg(t)| dt < +o0, entonces lim g(t) = 0.
0

t—-+o0
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Lema 1.17. Para todo x,y € (—o0, ] se cumple que
(—y) (" —e') 2 e P (" =)’

Demostracion. Sean z,y € (—oo, 5]. Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcion
f(t) = €, se tiene que existe # con 0 < 0 < 1 tal que e® — e¥ = el0=024+0 (5 ) ¢
(x —y) = (e® — e¥) e~ 10=D2+0]  Multiplicando en ambos lados de la igualdad anterior

por e* — €Y, se tiene
(z —y) (% —€¥) = (% — e¥)” e~ [(1=Dz+0], (1.6)
Por otro lado, se tiene por hipotesis que x < gy y < 3, por tanto se cumple que
(1—=0)z+0y < (1—-0)8+060=p;

de aca se obtiene que e ? < e l1=0)=+0] " gystituyendo esta desigualdad en (1.6), se

tiene que
(=) (e =) > e (e = ).

Por lo que queda demostrado el Lema. ]



Capitulo 2

Extincion en Sistemas Competitivos No

Autonémos con Retardo Infinito.

En este capitulo consideramos los sistemas competitivos de ecuaciones integro—diferenciales

de Lotka—Volterra con retardo infinito,

n t
i(t) = z;(t) [bz'(t) —ai(wi(t) — Y ag(t) | Ki(t— S)fﬂ’j(s)ds] »
j=1j#i -
t>0,i=1,...,n, (2.1)
n t
(1) = wi(t) |bi(t) = ay(t) / Kij(t — s)z;(s)ds| |
Jj=1 -
t>0,i=1,...,n, (2.2)
junto con la condicién inicial
zi(t) = pi(t), t<0, i=1,...,n, (2.3)
donde p; € BCt, i = 1,...,n. Para el estudio de estos sistemas, supondremos que

siempre sera requerida la siguiente hipotesis.

H, : Los coeficiente b;(t), a;;(t), 1 <1, j < n,son funciones continuas acotadas superior

e inferiormente por constantes positivas sobre R. Los ntcleos Kj;: [0, +00) —

23
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[0,4+00), 1 <i,j < n, son funciones continuas tales que

+oo
K(t)dt = 1.
0
Estos sistemas han sido estudiados profundamente por algunos autores, en los que po-
demos citar [15], [21] y [28], quienes han enfatizado su trabajo sobre la existencia de
puntos de equilibrio, soluciones periédicas, cuasi-periddicas y han demostrado teoremas
de estabilidad global. También es conocido que si se satisface la hipotesis Hy, las solu-

ciones de estos sistemas existen y son tnicas ver [12], [19] y [30].

Ademas de la hipotesis Hy, consideremos las siguientes hipotesis adicionales:

H, : Para cada entero k, 2 < k < n, existe un entero 1, i, < k tal que para cualquier
entero j, 1 < j < k, se satisface la desigualdad
" !
i _ by

(O
(%)

a; @
Hy Hij = / SKij(S)dS < 00, 1<4,5 <n.
0

U

by
S s 1o
aby [, Knebisds

Hy: [ s*Kii(s)ds < ooy aly > My (a¥)? g, donde My =

El objetivo de este capitulo es desarrollar de forma exhaustiva la publicacion [23|, donde

se obtuvieron los siguientes resultados:

1) Silas hipotesis Hy, Hy y Ho se satisfacen, entonces la solucion col (z1(t), . . ., z,(t))
del sistema (2.1), con condicion inicial (2.3) tiene la propiedad que para cada i,
2 < i < n, se cumple que z;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — +oo y
u*(t) — z1(t) — 0 cuando t — 400, donde u*(t) es la solucion de la ecuacion

diferencial logistica descrita en el Lema 1.8.

2) Si las hipotesis Hy, Hy, Hy y Hj se satisfacen, entonces la solucion z(t) =
col (z1(t), xo(t),...,x,(t)) del sistema (2.2), con condiciéon inicial (2.3) tiene la

propiedad que para cada 7, 2 < i < n, se cumple que z;(t) — 0 exponencialmente
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cuando t — 400 y u(t) — x1(t) — 0 cuando t — 400, donde u(t) es cualquier

solucion de la ecuacion integro—diferencial

W (t) = u(t) [bl(t) —an() /0 T K (s)ult — s)ds| (2.4)

Al final de este capitulo damos ejemplos que ilustran los resultados anteriores.

§2.1. Positividad, prolongacién y acotamiento de las soluciones

de los Sistemas (2.1) y (2.2).

En esta seccion estudiamos las soluciones de los sistemas (2.1) y (2.2), junto con la
condicion inicial (2.3) y demostramos que dichas soluciones son positivas y prolongable
sobre todo el intervalo (0, +00). También se prueba que las sumas de las componentes
de cada solucion de estos sistemas, son acotadas superior e inferiormente por constantes

positivas.

En todos los resultados de esta secciéon, se supone que se satisface la hipotesis Hy.

Lema 2.1. Siz(t) = col (z1(t),z2(t),...x,(t)) es la solucion del sistema (2.1) con
condicion inicial (2.3), entonces x;(t) > 0 para todo t en el intervalo mazimal de

existencia, con it =1,...,n.

Demostracion. Cada ecuacion diferencial del sistema (2.1), se puede escribir como
zi(t) = z;(t) P;(t), donde

(2

Pi(t) = [bi(t) — au(t)x;(t) — Z a;;(t) K (t — s)xj(s)d5] , i=1,...,n.
i=li#i —oo

De aca se deduce que z;(t) = x;(0) exp{fOtPi(s)ds} i = 1,..,n. Como z;(0) =
©i(0) > 0, tenemos que z;(t) > 0, para i = 1,...,n y t perteneciente al intervalo

maximal de existencia. Esto completa la prueba del lema. O

Lema 2.2. Siz(t) = col (z1(t),z2(t),...x,(t)) es la solucion del sistema (2.2) con
condicion inicial (2.3), entonces x;(t) > 0 para todo t en el intervalo mazimal de

existencia, con 1 =1,....,n.
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Demostracion. La prueba es anédloga a la del Lema 2.1. O]

Lema 2.3. Si x(t) = col (x1(t),x2(t), - ,x,(t)) es la solucion del sistema (2.1) con
condiciones iniciales (2.3), entonces existen nimeros positivos M; con 1 <1i <n , tales
que para cualquier i, 1 < i < n, x;(t) < M; para todo t € (—o0,3), donde [0, ) es el
intervalo mazximal de existencia de la solucion x(t).

u

i
L

Demostracion. Sea M; > max q @Y, , 1 < i < n. Afirmacion: x;(t) < M;, para
todo t € (—o0, 3). En efecto, claramente x;(t) < M; para t € (—o0,0]. Por lo tanto,
esta desigualdad se satisface para todo ¢ cerca de cero y t € (0, 3). Si esto no se cumple
para todo t € (0, 3), entonces existe un entero p y un ntmero ¢y, 0 < t; < 3, tal que
zi(t) < M;,i=1,..,n, para 0 <t <ty z,(t1) = R,. Por la definicion de derivada se

tiene que x;,(t;) > 0. Por otro lado,

n

i(h) = () [bpun—app(tl)xp(tl)— S ayh) / 1 Km(tl—s)%(s)dsl

Jj=1j#p

u l ! b; u
< R, [0 —d R, = Ry, |- —R,| < —R,b" <0,

p pp pp l
Clpp

lo cual es una contradiccion. Asi para 1 < i < nyt € (—o0,f), x;(t) < M,;. Esto

completa la prueba del lema. O

Lema 2.4. Si x(t) = col (x1(t),x2(t), -+ ,x,(t)) es la solucion del sistema (2.2) con
condiciones iniciales (23), entonces existen numeros positivos ]\/4\Z con 1 <17 <n tales
que para cualquier i, 1 < i <mn, x;(t) < M, para todo t € (—o0, B), donde [0,5) es el

intervalo mazximal de existencia de la solucion x(t).

Demostracion. Se sigue de la positividad de la solucion x(t) del sistema (2.2) con las

condiciones iniciales (2.3), que para t perteneciente al intervalo maximal de existencia,
z(t) < bixi(t), i=1,..,n.

De aca, se deriva que z;(t) < z;(t — s)exp (bs) para 0 < s<t<f yi=1,..,n. De
esta desigualdad y la positividad de la soluciéon x(t), se tiene que para i = 1,...,n,

b +oo
ri(t) < xi(t)%aéi { - xl(t)] , donde ;= K;;(s)exp (—b}'s) ds.
0
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U

Sea ]\//_7Z > max {QDf, : }, 1 <7 < n. Por el mismo argumento usado en la prueba

I
Vil
del Lema 2.3 y por la desigualdad anterior, se obtiene que para todo t € (—o0, 3),

x;i(t) < ]\Z, 1 <i < n. Esto completa la prueba del lema. O

Lema 2.5. Si z(t) es la solucion del sistema (2.1) con condicion inicial (2.3), entonces

el intervalo mazimal [0, 5) = [0, 400).

Demostracion. En virtud de los Lemas 2.1 y 2.3, se tiene que 0 < xz;(t) < M, para
i = 1,..,n y t perteneciente al intervalo maximal de existencia [0, 3). Por tanto, si
fuese f < +oo se tendria que para cualquier ¢ € [0, 3), el par (¢,z(t)) perteneceria al
subconjunto compacto € [0, 5] x [0, M;] x [0, M] x ... x [0, M,,] de R™™! y esto contradice
el teorema de prolongacion para ecuaciones diferenciales con retardo, ver ([19], teorema

3.1, pag 45). En consecuencia [0, §) = [0, +00). Esto completa la prueba del lema. [

Lema 2.6. Si z(t) es la solucion del sistema (2.2) con condicion inicial (2.3), entonces

el intervalo mazimal [0, 5) = [0, 400).

Demostracion. La demostracion es analoga a la prueba del Lema 2.5, ya que por los
Lemas 2.2 y 2.4 se tiene 0 < z;(t) < ]\Z para ¢ = 1,...,n con ¢ perteneciente al intervalo

maximal de existencia [0, 3). H

Lema 2.7. Supongamos que la hipdtesis Hy se satisface. Si x(t) = col (x1(t), - ,x,(t))
es la solucion del sistema (2.1) con condiciones iniciales (2.3), entonces existen nimeros

positivos 6 y A tal que 6 < > x;(t) < A para todo t > 0.
i=1

Demostracion. Gracias a los Lemas 2.3 y 2.5, se tiene que para i, 1 <i <n, x;(t) < M;
n

para todo t € R. Pongamos A = >~ M;, asi
i=1

Zml(t) <A para t€R. (2.5)
i=1

n
Veamos ahora la existencia de § > 0 tal que § < > x;(t). En efecto; para cada i,
i=1

1 <4 < n, definamos la funcién

wi(t) = 24(t) exp (— ) Hij@)) (2.6)

=1
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en el intervalo [0, +00), donde H;;(t) = 0+OO Kij(s) [ftt_s a;j(0 4 s)z;(0)df| ds con 1 <
i,7 < n,i+# j. En vista de que para cada i, 1 < i < n, x;(t) es no negativa y acotada
superiormente en R, las funciones a;;(t) con 1 <i,5 <n , i # j son acotada superior e
inferiormente por constantes positivas y se cumple la hipotesis H,, entonces por el lema
1.7 se tiene que H;;(t), 1 <i,j < n, estan bien definidas y son derivables en [0, 400).
Por lo anterior las funciones w;(t) con 1 < i < n, estan bien definidas, son no negativas

y derivables para t > 0. Afirmacion. Para cada i, 1 <i<nyt >0,

w;(t) < x;(t) < w;(t)exp (L), (2.7)

donde L; = Z# ai; Mjju;;. En efecto; claramente, w;(t) < x;(t) para todo t > 0. Para
J=Lj#i
probar la otra desigualdad, consideremos la funcién (2.6) de la cual se obteniene que

para cada ¢ con 1 <17 < n,

o) = wen| S [ Ky [ /t:aij(ﬁ—l-s)xj(ﬁ)d@} ds)

=150
n 400 t
< w;(t) exp Z Ki;(s) {/ a%deQ} ds)
=157 7" b=s
n 400
= w;(t)exp Z al-“ij/ sKij(s)ds>
j=1j#i 0

n

= w;(t) exp Z al-“ijuij> = w;(t) exp (L;) .

J=Lj#i

Esto prueba la afirmacion.

Sea ¢ cualquier nimero positivo tal que

. = b, v, !
J < min Z i(0)exp | — Z a5 05 tij | — ,— N
i=1 j=1,j#i 2 Zl eLJ‘a”fj 2 21 eLdagj 2 21 eLda,‘ij

= = =

Afirmamos que § < ) w;(t) para todo t > 0. En efecto, esta desigualdad se satisface
=1

1=
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para t cerca de cero y t > 0, ya que

Zwi(()) = Z:Ei(())exp (— Z /000/_ aij(e—i-s)Kij(s)xj(@)des)

j=1,j#i
n n 400 0
= Saen (= 3 [ [ a6+ 9Ky 0)dsds
i=1 j=1,j#i "0 —s
n n 400 0
> Z(pi(())exp - Z / /az‘jKij(s)go}‘dﬁds
i=1 j=1,4#i 70 -
n n —+o00
= Z(pi(()) exp | — Z a%gp}‘/ sK;j(s)ds
i=1 j=1,j#i 0
= Z(pi(O) exp | — Z a%gp}‘uzj> > ).
i=1 j=1,j#i

Si la desigualdad 6 < ) w;(t) no se cumple para todo t > 0, entonces existe un nimero
i=1

t1, t1 > 0, tal que 6 < > w;(t) para 0 < ¢t < t; y § = > w;(t1). De la definicion
i=1 i=1

de derivada se obtiene que > wi(t;) < 0. Por otro lado, en virtud de la desigualdad
i=1
w;(t1) < 0 para cada j, con 1 < j < n,y puesto que para cada i, con 1 < i < n, se

tiene que

n

oo
wi(t)) = wit) | bi(tr) — aa(t)zi(t) — > %‘(tl)/o az‘j(t1+5)Kij(S)d5)

j=1,j#i

> wi(th) | b —awi(t) — Y fl?j(tl)a?j)
j=Li#i
= w;(t1) bﬁ"Z%‘@l)%)
j=1

> wz(tl) bi — Z GLj’LUj(tl)(l?j>

Jj=1

> wi(ty) | b — ZeLjéa;‘j> :

j=1
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Sacando factor comtn Z elia¥, se obtiene que

7=1

157

n
bt
wi(t1) > wi(tl)ZeLjaiuj - =0
=1

l

n

Lo cual contradice que Y wi(t;) < 0. Asi para todo t > 0, > w;(t) > 0. De esta
i=1 =1
desigualdad y del hecho de que w;(t) < z;(t) para todo t > 0, se cumple que

5 <3 ut) (28)

Hemos demostrado que existen nimeros positivos 0 y A tales que se satisfacen las

desigualdades (2.5) y (2.8). Con esto queda demostrado el lema. O

Lema 2.8. Supongamos que la hipdtesis Hy se satisface. Si x(t) = col (x1(t), - ,x,(t))
es la solucion del sistema (2.2) con condiciones iniciales (2.3), entonces existen nimeros

positivos 0 y A tal que 6 < S 2:(t) < A para todo t > 0.
i=1

Demostracion. Del Lema 2.4 se tiene que para todo t € R, 1 < i < n, z;(t) < ]\/4\,

Para cada i, 1 < i < n, definamos w;(t) = x;(t) exp (— > Hij(t)>, donde H;j(t) =
j=1

0
mento usado en la prueba del lema anterior se tiene que para i, 1 <1 < nyt > 0,

[7%° K (s) [ftis aij(0 + s)z;(0)df| ds, con 1 < 4,5 < n. Entonces por el mismo argu-

(t) esta blen definida, es no negatlva diferenciable y w;(t) < z;(t) < eziwi(t), donde
Z az; ,uw Tomando A = Z Gy § un ntmero positivo tal que

~ ] “\ vt bl,
0 < min Z%’(O) exp (— Z%j‘ﬁj%y’) ,%7 e b
i=1 =1 2 ZleLjalfj 2 ZleLjaij
j= j=

se demuestra, en forma analoga al Lema 2.7, que 5 < Z i(1) <A para todo ¢ > 0.

Esto prueba el lema. O
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62.2. Resultados principales.

En esta seccion se exponen los resultados principales de la publicacion [23], especifi-
camente se prueba que para cualquier solucion z(t) = col (z1(t), x2(t),...,z,(t)) del
sistema (2.1) 6 del sistema (2.2) con condiciénes iniciales (2.3), se satisfacen que para
cada i con 2 < i < n, las especies x;(t) se extinguen, mientras que x(t) se estabiliza a

una solucion u*(t).

§2.2.1. Extincién

Proposicion 2.1. Supongamos que las hipétesis Hy, Hy y Hy se satisfacen. Si x(t) =
col(x1(t), xa(t),...,x,(t)) es la solucion del sistema (2.1) con condiciones inicial (2.3),
entonces para todo i, 2 < i < n, se cumple que x;(t) — 0 exponencialmente cuando
t — +oo. Ademds, existe un nimero positivo o = «(z) tal que x1(t) > a para todo

t>0.

Demostracion. Usaremos una modificacion al razonamiento usado en [27] para de-
mostrar que para i, 2 < i < n, x;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢t — +o0. La
prueba se realizara por induccién. Primero demostremos que z,(t) — 0 exponencial-

mente cuando t — 4o00. Sea ¢ = i, dado por la hipotesis H;. Por tanto, para 7,

1 < j < n, se cumple que b'a :‘] — blal,; < 0. En consecuencia, podemos denotar por
max {bta¥ — blal,,... bta¥, —bla, } = —a,, donde a;, > 0. Definamos en el intervalo

[0, +00) la funcion

wa(t) = (2i(t)"" (1)) exp (Hij(t) — Gis(t))

donde

Hy;(t) = b Z / +OOKW { /t;aij(ejus)xj(e)de} ds

J=1,j#

Gij( —blZ/ Kyji(s {/t:anj(eﬂ)xj(e)de} ds.

Por los Lemas 2.1 y 2.3, junto con las hipotesis Hy y Ho, se satisfacen los requerimientos

del Lema 1.7, garantizando que H;;(t) y G;;(t) con 1 < i,j < n, estan bien definidas
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y son derivables en [0, +00). En consecuencia wy,(t) esta bien definida, es positiva y

diferenciable para t > 0. Observemos que

In (w,(t)) = —b“In (24(t)) + b In (2,(2))

S /0 " K(s) [ /;aij<e+s)xj<e)d9} ds

J=1,j#
n-l atoo t

_béZ/ K,5(s) [/ an; (6 + s)a@(@)d&} ds.
j=1"0 t—s

Aplicando derivadas a ambos lados de la ecuacion anterior se tiene,

wy(t) zi(t) | v (t) - e
—= = —by——=+b——= —0b a;;(t) K;i(s)x;(t — s)ds
() w0 iy 2 ) | Kl
n 400
+b11i Z Ij<t> Kij(S)CLij(t + S)dS
j=1j#i 0
n—1 400
+b) ) an(1) Koj(s)z;(t — s)ds
=1 0
n—1 +oo
—bi Y (1) K (8)an(t + 5)ds.
=1 0
“(t ! (t
Sustituyendo zi(t) Zu(t) se obtiene

O 0
wl(t) = w,(t) [—bz (bxt)—am«t)xi(t)— 3 ay(t) OOKU(SW_SMS)

j=1,j#i 0

+b! (bn(t) — Ay ()T () — i (1) i h K, j(s)x;(t — s)ds>

j=1
n +00 n 400
—bz Z (Zl'j(t) Kij (S).ﬁlﬁj (t — S)dS + bz Z l'](t) Ki]’ (S)ai]’(t + S)dS
j=1,j#i 0 j=1,j#i 0
n—1 4o n—1 4o
+00 ) an(t) Koj(s)z;(t — s)ds — b a;(t) K (8)an;(t + s)ds
j=1 0 j=1 0
n +00
j=1,j#i 0

n—1 +00
A0l () = bt (B)aa (£) — b)Y~ 5(2) K (8)an;(t + s)ds
j=1 0
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Cambiando los coeficientes b;(t), an;(t), a;(t) y ba(t) por b, dl;, a; y by para todo j,
1 < 5 < n, respectivamente, nos queda la siguiente desigualdad

n

w'(t) < —bUbl + sza;; t) + biby — Y vl (t)
j=1

= wa(t) ) (bhay — biay,;) z;(t)

7j=1

w (t) max {bgz ;Al - bi 5117 . ’bza?n - bia’f’m} Z x](t)

IN

< —wy(t)a,d; por el Lema 2.7.

d
Asi, —

p (wy,(t) exp (a,dt)) < 0. Integrando esta desigualdad desde 0 hasta t, se obtiene

wy(t) < w,(0) exp (—a,t) . (2.9)

Por otro lado, para todo ¢t > 0

walt) > (@) (a0) exp (—biz [ 5| [ a0+ 91a,0)00] )
by bl j;l e
> (24(t) " (wa(t))" exp (—bﬁZ / aszjsKnxs)ds)
= (2t) " (2a(t)" exp (—bi > az]Mjum> = (@:(t) " (aa(0)" K,
donde K = exp ( b %1 anJMJ“"J> Asi para todo t > 0

wn(t) > K (a:(6) ™% (a(8)" (2.10)
De las desigualdades (2.9) y (2.10) se obtiene que para todo ¢t > 0

(:L‘n(t))bi < K1 (l‘z< )>bu wn(o)e—an& < K1 (Mi)bﬁ wn((])e_a"&,
De acé se Concluye que a?n(t) < Tne*'ynt para todo t > 07 donde Tn — (Kfl (Mi)bﬁ wn(0)> ol
o0
bl

Y In = > (. En consecuencia, x,(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — +o0.
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Ahora supongamos que para j, r < j < n, se satisface la desigualdad x;(¢) < T} exp (—v;t)
para todo t > 0 y probemos que z,(t) < T, exp (—7,t) paratodot >0y 1 <r < n.
En efecto, sea i = 7, dado por la hipotesis Hy. Por lo tanto para j, 1 < j < r, se tiene
que bral; — blal;, < 0, asi —a, = médx {btay — blaly, ..., brak — blal,}, donde o, > 0.

Definamos la funcién

w(t) = ()" (2,.(6)% exp (bu Z /+°° { /tsaij(9+s)xj(9)d9} ds

Jj=1,j#i

_pt Z /+°° { /tsarj(e—f—s)l‘j(@)de] ds>.

Jj=1,j#r
Entonces por el mismo argumento usado en la funcion w,(t), se tiene

n

(6 < 1) [z (v, — ) o <t>] .
Claramente i (brat; — blal;) z;(t) < —oy i z;(t). Como § < i z;(t) + Zn: z;(t) y

j=1 Jj=r+1

n
Z ;(t) = 0 exponencialmente cuando ¢ — o0, entonces existe ¢, t; > 0, tal que

ﬁ\

+
) oo,
Z xi(t) > = 5 bara todo t > t;. Escojamos 8 > 0 tal que 8 < 7 Como Z zi(t) =0
7j=1 j=r+1
exponencialmente cuando ¢t — 400, existe ty, to > 0, tal que para t > ty, se cum-

n
ple que Y (bral —blal,) z;(t) < B. Por tanto para t > médx {t1, 12} = 7, se tiene
=t

d oy
pr (w,(t) exp (pt)) <0, donde p = a

w,(t) < Kexp{—p (t — 1)}, (2.11)

donde K = w,(t). Por otro lado para todo t,t > 0

n

we(t) > (1) (2, ()" exp (—bﬁ > a:;Mjum) = (a:(t) ™" (2, ()" H, (2.12)

J=Lj#r
n

donde H = exp (—bé > angj,urj) De las desigualdades (2.11) y (2.12) se obtiene
J=1,j#r

x.(t) < T, exp {—% (t — f)}
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para todo ¢t > t, donde T, y =, son constantes positivas. En consecuencia, z,.(t) — 0

exponencialmente cuando ¢ — +o00. Esto prueba que para i, 2 < i < n, x;(t) — 0

exponencialmente cuando t — +oo. So6lo falta demostrar que existe a > 0 tal que

z1(t) > « para todo t > 0. En efecto, por el Lema 2.7 se tiene que, § < i z;(t) y
=1

=
n

como lim ) z;(t) = 0, entonces ¢ < liminfz;(¢). Usando el mismo argumento que
t—+00 =9 t——+oo

se dio al final de la prueba del Lema 1.10, concluimos que existe a = a(z) > 0 tal que

x1(t) > a para todo t > 0. Esto completa la prueba de la proposicion. O

Proposicion 2.2. Supongamos que las hipotesis Hy, Hy, Hy se satisfacen.

Si x(t) = col (x1(t), z2(t),...,za(t)) es la solucion del sistema (2.2) con condiciones
iniciales (2.3), entonces para todo i, 2 < i < n se cumple que z;(t) — 0 exponencial-
mente cuando t — co. Ademds, existe un nimero positivo @ = a(x) tal que x1(t) > @

para todo t > 0.

Demostracion. Para probar que para ¢ con 2 < i < n, z;(t) — 0 exponencialmente
cuando t — +oo, trabajemos de forma analoga a la prueba de la Proposicion 2.1.
Probemos por induccion que para i = 2,...,n, z;(t) — 0 exponencialmente cuando
t — +o00. Primero demostremos que z,(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — +oc.
Sea ¢ = i, dado por la hipotesis H;. Por lo que se cumple que para j con 1 < j < n,
bua, — bial,; < 0, asi max {btay — blal,,... btak, —bldl,} = —a,, donde o, > 0.

Definamos en el intervalo [0, +00) la funcion

wat) = ()" @a(®) " exp (Hy(t) = Gis(t))

donde A . )
]E\[”(t) = bz Z/ Kij(S) |:/ aij(ﬁ + s)az‘j(ﬁ)dﬁ ds
j=1 0 t—s i
y
R n +o00 t b
j=1 0 t—s i

Trabajando de forma analoga a la demostracion de la Proposiciéon 2.1, se obtiene que
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wy,(t) estd bien definida, es positiva y diferenciable para ¢ > 0. Ademés
In(w,(t)) = —bpln(zi(t)) + b In (z,(1))

b XZ; /O " K(s) [ /t : ais(0 + S)xj(e)dﬁ} ds
_bié /;OO K,;(s) {/t; an; (0 + s)a@-(@)d&} ds.

/
(T
Derivando ambos lados de la igualdad anterior, despejando w!, (t) y sustituyendo xl_gt;’
Ty
/
t
Tl ), se obtiene
xn(t)

n +oo
w(t) = wy(?) [—bz (bi(t) = ai(t) i Kij(s)z;(t — S)ds)

40! (bn(t) — z": (1) o K,(s)x;(t — S)ds)

j=1
n +00 n +00
—b > (1) Kij(s)a;(t — s)ds + bl Y () Kij(s)ay(t + s)ds
j=1 0 j=1 0
n +o0 n +oo
L) an(t) Koj(s)xj(t — s)ds — b a(t) Kp;(8)an;(t + s)ds
j=1 0 j=1 0

= wy(t) [—bzbi(t) + by z": z;(t) + Kij(s)a;j(t + s)ds

bbb, (t) — b Z x;(t Knj(s)anj (t+ s)ds
< [ bUbl + Z bhaia;(t) + bibY — > blal,, J(t)]
j=1

= wa(t) Y (braly — biay;) w;(1)

IN

wy(t) méx {Oafy — Viayy, ., bial, — bag, } Y (1)

< —wy(t)ayo.
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De aca se puede concluir que
wp(t) < w,(0) exp (—a,0t) . (2.13)

Por otro lado, de forma analoga a la proposicion anterior se prueba que para todo ¢t > 0,

!

walt) > K (2:(6) ™" (za(H)" (2.14)
donde K = exp (—bﬁ Zlagj]\/jj,unj) Combinando las desigualdades (2.13) y (2.14) se
j:

1
o\ b o
obtiene que para todo ¢t > 0, z,(t) < T,e ™' , donde T,, = [K‘l (Mz) wn(O)} K y

~

o0
bl
Ahora supongamos que para j, r < j < n, se satisface la desigualdad x;(¢) < T} exp (—;t)

Vn = > 0. En consecuencia, z,(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — +oc.

para todo ¢t > 0 y probemos que z,(t) < T, exp (—7,t) paratodot >0y 1 <71 < n.
En efecto, sea i = i, dado por la hipotesis H;. Por tanto para j = 1,...;7, se tiene

— blal btat — blal } donde «, > 0.

zrl?"rw zrr

que b%a® — blal. < 0, asi —q, = maX{b

T"Lj zr] rzl

Consideremos la funcion

W) = ()™ (a0) exp (bZ [ R [ s+ om0 as

_pt g /0+°O K (s) [ /ti ar; (0 + s)xj(e)del ds> .

De forma analoga para t > max {t;,to} = t,

w,(t) < Kexp{—p (t 1)}, (2.15)
_ da,
donde K = w,(t) y p = 5 B > 0. Por otro lado para todo t,t > 0

we(t) > (2:(6) ™ (2,(1)) exp< bZ urj)=<xi<t>>b? (e (t)" H,  (2.16)

donde H = exp (—bﬁ > aﬁj]\//jjprj). De las desigualdades (2.15) y (2.16) se obtiene
j=1

z,.(t) < T, exp {—’yT (t — f)}
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para todo ¢t > t, donde T, y =, son constantes positivas. En consecuencia, z,.(t) — 0
exponencialmente cuando t — +oo. Esto prueba que para i = 2,...,n, z;(t) — 0
exponencialmente cuando ¢ — +oco. Para demostrar que existe @ > 0 tal que z(t) > @
para todo t > 0, se hace de forma analoga a la prueba de la Proposicion 2.1 utilizando

el Lema 2.8. Esto completa la prueba de la proposicion. O

§2.2.2. Comportamiento asintético.

Teorema 2.9. Supongamos que las hipotesis Hy, H, y Hy se satisfacen. Entonces la
solucion x(t) = col (x1(t),...,x,(t)) del sistema (2.1) con la condicion inicial (2.3),
tiene la propiedad para i, 2 < i < n, se cumple z;(t) — 0 exponencialmente cuando
t — +oo yu(t)—x1(t) = 0 cuando t — +oo donde u*(t) es la solucion de la ecuacion

diferencial logistica descrita en el lema 1.8.

Demostracion. Sea x(t) = col (x1(t),...,z,(t)) la solucion del sistema (2.1) con la
condicion inicial (2.3). Por la Proposicion 2.1 existe un numero positivo « tal que
x1(t) > a > 0 para todo t > 0 y z;(t) — 0 exponencialmente cuando t — +o00 para
i =2,...,n. Por tanto, x;(t) esta acotada inferiormente y mas atin por Lema 2.3, esta
acotada superiormente. En consecuencia z(t) esta acotada superior e inferiormente
por constantes positivas. Solo nos falta probar que tEeroo (x1(t) — u*(t)) = 0. Como
i (t) < @1(t) [bi(t) — ar1(t)x1(t)], se sigue por el Teorema de Comparacion 1.6, que
z1(t) < u(t) para todo t > 0; donde u(t) es la solucion de la ecuacion diferencial
logistica 2/(t) = z(t) [bi(t) — a11(t)z(t)] con u(0) = z1(0). Claramente la solucion u(t)

estd acotada superior e inferiormente por constantes positivas. Definamos la funcién V'

) + Zi;a;tj /OOO (/tte Klj(e)xj(s)ds) do.

Veamos que V' esta bien definida, es positiva, acotada superiormente y es derivable en

sobre el intervalo [0, 4+00) como

u

V(t) = V(z(t),u(t)) = —In (961((;))

[0, +00). En efecto, por ser x;(t), u(t) derivables, acotadas superior e inferiormente por

1
constantes positivas y satisfacen z(t) < u(t), se tiene que G(t) = —1In ( i )) esté
u
bien definida, 0 < G(t) < d, es derivable y su derivada esta dada por

“ (— In (u((f)))) — —an(®)u(t) — =1 (8) + Z o [ ; Kay(t — sy (s)ds,
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Por otro lado, el Lema 1.7 implica que la funcion F(t) = Y af; [;° (ftt—e Klj(e)xj(s)ds> do,
j=2
esta bien definida, es derivable y su derivada es

PO = Satino =3 [ ste - e

Ademas F'(t) es positiva y satisface la siguiente desigualdad
n o0 t
F(t) < Zcffj/ (/ Klj(e)des) do
= 0 t—0

n n

= ZCL%MJ’/ sKlj(H)dQ == Z CLlleMjlﬁlj == C
0

=2 j=2
En consecuencia V esta bien definida, es positiva, acotada superiomente por d+ C'y es

derivable en [0,400) y su derivada esta dada por

V() == an(®lu(®) ~ (0] + 3 an0) [ Kigle — s)a(s)ds

n n t
+ Z ay;r;(t) — Z a}‘j/ Kyi(t — s)x;(s)ds.
Jj=2 Jj=2 >

Ademas se cumple las siguientes desigualdades

V() <~ dhfult) (0] + 3 (es(®) ~at) [ K- o)y (s)ds

+ Z ay;x;(t)
=2
< —ajy[u(t) =z ()] + g(t), para  t>0; (2.17)
con g(t) = Zzaﬁ‘jxj(t). Debido a que z;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — 400
J:

+o00o
para todo 7, 2 < j < n, se cumple que 0 < / g(s)ds < +oo. La desigualdad (2.17)
0

implica que

F(ver-dy [ ) -nras+ [ o) 2o

Asi
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alu/o (u(s) — z1(s))ds < V(0) =V (¢t) +/0 g(s)ds.

+oo
En virtud de que V' (t) > 0, u(t) —x1(t) >0y / g(s)ds < +00, obtenemos
0

0 < /OOO (u(s) — 21(s)) ds < — (V(O) + /;OO g(s)ds) < 400,

aiy

Por otro lado, la funciéon u(t) — z1(¢) es no negativa, acotada superiormente, derivable

y u/(t) — 2/ (t) es acotada sobre [0, 00). Por tanto, por el Lema 1.16 se cumple

lim (u(t) —z(t)) = 0. (2.18)

t—-+o0

Por otra parte, el Lema 1.8 implica que

lim (u(t) —u(t)) = 0. (2.19)

t——+00

De las igualdades (2.18) y (2.19), se concluye que

lim (u*(t) —x1(t)) = 0.

t——+o0

Con esto queda demostrado la prueba de el teorema. O

Cuando los coeficientes del sistema (2.1) son constantes, la convergencia de la primera
componente de cualquier solucién del sistema (2.1) con condiciones iniciales (2.3) al
punto de equilibrio positivo de la ecuacion diferencial logistica /() = x(t) [by — a112(t)],
se puede demostrar de una manera mas directa usando el Teorema de Fluctuaciones,

como lo hacemos a continuacion.

Teorema 2.10. Si en el sistema (2.1) los coeficientes b;, a;;, 1 < i, j < n son constan-

tes, los K;; son nicleos normalizados y se satisfacen las hipotesis Hy y Hy. Entonces

la solucion col (x1(t), xo(t), ..., x,(t)) del sistema (2.1) con condicion inicial (2.3), sa-
tisface que para cada i, 2 < i < n, se cumple que x;(t) — 0 exponencialmente cuando
b
t— 400 y xy(t) = —.
aii

Demostracion. Sea col (x1(t), z2(t), ..., z,(t)) solucion del sistema (2.1), para probar que

z;(t) — 0 exponencialmente para todo i, 2 < i < n, cuando t tiende a 400, se hace de
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forma analoga a la prueba de la Proposicion 2.1. De este hecho y en virtud del Lema

1.5, se obtiene

t

lfim Kij(t — s)x;(s)ds = 0, j=2,..,n. (2.20)

t——+o00 oo

Por otro lado, por el Lema 1.12 (de fluctuaciones), existe una sucesion 7 — +o0

1

conforme n — +oo tal que zi(7})) = 0 y zi(7}) = z;, cuando n — +oo, donde

T

T, = limjnfxl(t). De la ecuacion (2.20), se obtiene que h’rf | Kij(1r—s)z;(s)ds =0
— 400 n—+00 — o0

para i = 2, ...,n. Sustituyendo 7,! en la primera ecuacion del sistema (2.1), se tiene
n T}L
o (T = 2y (7)) [bl —apr (1)) — Zalj/ Kyj(r) — s)xj(s)ds] . (2.21)
j=2 I

Aplicandole a esta ecuacion limite cuando n — oo se obtiene que 0 = z[by — anz4], y

en virtud Lema 1.14 se tiene que z; > 0, lo que implica que

o b
T, = 1§Ln+1£of$1<t) = (2.22)

Por otro lado, por la positividad de las soluciones se tiene que

2y (t) < 21(t) [b1 — ana (1)),

por el Teorema de Comparacion 1.6, se satisface que z1(t) < vy(t), donde vy (t) es
solucion de la ecuacion logistica 2/ (t) = z1(t) [by — a1121(t)] con v1(0) = z1(0) = ¢1(0).

Por lo que se concluye que

b
limsup z1(¢) < limsup vy (t) = Um v () = —. (2.23)
t—+o0 t—+oo t—+oo a1y
De (2.22) y (2.23) se tiene la siguiente desigualdad
. by ) by
liminf z1(t) = — < limsup x;(t) < —.
t=+o0 ai t—+00 a1
b
En consecuencia th/in x1(t) = —L_ Con esto queda demostrado el teorema. ]
oo an

Corolario 2.11. Supongamos que se satisfacen las hipotesis Hy y Hy. Ademds supon-
gamos que para cada entero k, 1 < k < n y para todo entero positivo j, j < k se

satisface
!
U

l

2.24
T <3 (2:24)

u
)
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Entonces la solucion x(t) = col(x1(t), xo(t), ..., x,(t)) del sistema (2.1) con condicion
inicial (2.3), satisfacen que para cada i, 2 < i <n, z;(t) — 0 ezponencialmente cuando

t — 400 yu*(t) — x1(t) = 0 cuando t — +o0.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del Teorema 2.9 escogiendo 7, =

1 para cada k. O

Corolario 2.12. Supongamos que se satisfacen las hipotesis Hy y Hy. Ademds supon-

gamos que para cada entero k, 1 < k < n y para todo entero j, 1 < j < k se verifica

que
b b b pt
<y > (2.25)
aj; ajj Qg

Entonces la solucion x(t) = col(xy1(t), xo(t), ..., x,(t)) del sistema (2.1) con condicion
inicial (2.3), satisfacen que para cada i, 2 < i <mn, z;(t) — 0 ezponencialmente cuando

t — 400 yu*(t) —x1(t) = 0 cuando t — +oo.

Demostracion. De (2.25), se tiene que para k > j

u l U 1
i bbb
! u — 1 u
Ap; G55 Az a4y
cuando j = k, se tiene
U U !
bk: _ bj b1
/Y u
g 55 a4y

por lo que se satisfaces la hipotesis de el Corolario 2.11. Esto completa la prueba del

lema. O

Corolario 2.13. Supongamos que se satisfacen las hipotesis Hy y Hy. Ademds supo-

bY bl
og . . . . . . ] 7
gamos que para cada enteros positivos i,j, con i < j < n se satisfacen que o < p
3J ij
! u
y para cada enteros positivos i,7, con j < i < n, — > —— . Entonces la solucion
U l

at .
ij
x(t) = col(x1(t), x2(t),...,xn(t)) del sistema (2.1) con condicion inicial (2.3), satisfa-
cen que para cada i, 2 < i < n, x;(t) — 0 exponencialmente cuando t — +oo y

u*(t) — x1(t) = 0 cuando t — +00.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del Corolario 2.12. [
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Teorema 2.14. Supongamos que las hipotesis Hy, Hy, Hy y H3 se satisfacen. Entonces
la solucion x(t) = col (x1(t), za(t), ..., z,(1)) del sistema (2.2) con condiciones iniciales
(2.3), tiene la propiedad que para cada i, 2 < i < n, x;(t) — 0 exponencialmente
t = +oo yu(t) — z1(t) = 0 cuando t — 400, donde u(t) es cualquier solucion de la
ecuacion diferencial logistica

+o0
V'(t) = v(t) [bl(t) — a1 (¢) i Ki1(s)v(t — s)ds| . (2.26)

Demostracion. Sean x(t) = col (x1(t),z2(t),...,z,(t)) la solucion de la ecuacion di-
ferencial logistica (2.2) con condiciones iniciales (2.3) y w(t) cualquier solucion de la
ecuacion diferencial (2.26). Por la Proposicion 2.2, existe un niimero positivo @ tal que
x1(t) > @ para todo t > 0y x;(t) — 0 exponencialmente para ¢ = 2,...,n, cuando
t — 4+00. Ademas por el Lema 2.4 se tiene que x(t) esta acotado superiormente. En
consecuencia x1(t) esta acotada superior e inferiormente por constantes positivas sobre
[0, 4+00). Por el lema 1.10, se tiene que u(t) esté acotada inferiormente por una constante

positivas sobre [0, +00). Por otra parte, el Lema 1.9, garantiza que limsup u(t) < M.
t—+o00

Esto implica que u(t) esta acotada superiormente. En resumen x4 (t) y u(t) estan acota-

das superior e inferiormente por constantes positivas. Veamos que lim sup z;(t) < M.
t——+00
En efecto;

n(t) = x(t) bl(t)—zau(t) / Ku(t—S)%(S)dS]

< xy(t) | — Zallj/ Ky;(t — s)xj(s)ds] :

Argumentando como en la prueba del Lema 1.9, se tiene lim sup z1(¢) < M. Asi tenemos

t—-+o0
que tanto limsup z1(t) < My, como limsupu(t) < M,. En consecuencia existe T > 0
t—+00 t——+o00
tal que

De la hipétesis Hs se tiene la siguiente desigualdad, at, > M, (0#1‘1)2 f11, es claro que

podemos escoger un ¢ > 0 tal que

ay > (Mo +9) (aiy)” . (2.28)



CAPITULO 2. Extincién en Sistemas Competitivos No Autonémos con Retardo...

Consideremos z(t) = In [u(t)]y w(t) = In[z1(¢)]. Por el Lema (1.17) y las desigualdades

(2.27), haciendo = = z2(t), y = w(t) y 5 = In (Mo + J), se tiene

(2(1) = w(1)) (¢ — @) > Mgng—w%%tzm (2.20)

Como u(t) y z1(t) son acotadas superior e inferiormente por constantes positivas sobre
[0,4+00), se garantiza que z(t) y w(t) estan acotadas superior e inferiormente. Sean
1,02 y c3 constantes positivas tales que |z(t)| < ¢, |w(t)] < ¢y y |ez(9)| + }e“’“”! < c3.

Definamos la siguiente funcién

Vi(t) = / K (s (/ 8 a1 (0 + s) (ez(e) - ew(e)) d@) ds.

Veamos que Vi(t) es acotada, es decir, existe L > 0 tal que |V;(t)| < L para todo ¢t > 0;

- /0 " Ku(s) ( /t: an (0 +s) (7 — @) de) ds
/O h Ki1(s) ( /t : ain (0 + s) (7 — @) d@) ds
|4m+wwn+AmKM@([:@dv@\HW@DM)@

< ¢ 4o+ quflci),/ sKyi(s)ds = L.
0

en efecto,

Vi) =

IN

[2(8)] + [w(®)] +

IN

De la hipotesis Hy y por el Lema 1.7, se tiene que V;(t) esta bien definida, es derivable

sobre [0, +00) y su derivada esta dada por
‘G/(t) = —CL11 / K11 #t=s) _ w(t s) dS + Zalj / Klj $] t— S)d
( ) _ w(t / KH )an(t + s)ds + CL11 / Ku ) ( #t=s) _ w(t—s)) ds

= Z(t) w(t) / KH a11 t + S dS + Z CL1] / Klg x] t - S)d

= — (ez(t) — ew(t)) T(t) + Z alj(t)/ Kyj(s)xj(t —s)ds, forall t>0
— 0

donde T'(t fo Ky1(s)ag(t + s)ds.

Para demostrar que thm (u*(t) — x1(t)) = 0, consideremos las siguientes funciones
—+00

Va(t) = [Va(1)],
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(%) / Ky (s {/?(A%é@—éwnﬂw)w}@,
t) = 2L;a1{j/0 Kij(s) (/tj xj(a)da) ds,

V(t) = Va(t) + Va(t) + Va(t).

De las hipotesis Hy, Hs y el hecho de que u(t), x1(t), x2(t),- - -, x,(t) son positivas y
acotadas superiormente sobre R, se sigue que V3 y V; estan bien definidas y son acotadas
sobre [0, +00). Claramente la funcion V' (t) es no negativa. Calculando las derivadas de
Vo(t), Va(t), Va(t) y V (t), se tiene

Vi) = 2Vi(t)Vi(1)
= —2(x(t) —w(t) (@) — W) T(t)

+2/ Kii(s (/ a1 (0 + s) (ez(e) — e“’(e)) d9> ds (ez(t) — ew(t)) T(t)
t—s
+2Vi (¢ alj / Kyj(s)xj(t — s)ds.

En virtud de la desigualdad (2.29), del hecho que a}, < f0+°° Ki1(s)ar (6 + s)ds y
Vi(t) < L, se tiene para t > T

2
]/2’(15) < & ( 2(t) _ 6w(t) + QLZCLU/ Kly l‘] t_ S)d

+2/ K (s (/ air (0 + s) (ez(e) - e“’(a)) d@) ds (ez(t) - ew(t)) T(t).
t—s

Haciendo o = (e 2(0) — ) y [ = ( — ew(t) en la desigualdada 208 < o? + 52,

obtenemos que

/ 205 ) w2 w2 [T L0 wen?
Vé(t) < —m (6 — € ) +(a11) ; Kll(S)/ (6 — € ) dfds
t—s
() (0 — 0) 4203 | o= s
=2

Calculemos ahora la derivada de V3. Probemos primeramente que ésta es una funcion

derivable. En efecto; observemos que V3 se puede escribir como

) = (aty)? / " f(s, )ds
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donde f(t,s) = Ki1(s {ft s (fe ( o) _ ew ) da) dﬁ}, Por la formula de Leibnitz’s,
ver ([7] pag. 245), se tiene que

Dy [f(s,1)] = Kua(s)s (e2® — e®)” — Ky (s) /t_ () — @)’ do.

Por tanto

t
1Dy [f(s,1)]] < Kq1(s)sN + Kll(s)/ Ndo = 2NsKy(s),
t—s
donde N es la cota superior de {(e*" — ew(t))2 :t € R}. Como

+o0 +oo
/ 2NsKiq(s)ds = ZN/ sKi1(s)ds < +o0,
0 0

se concluye por el Criterio de Weierstrass para Convergencia Uniforme, ver (|7] pag.

268), que f0+°° Dy f(s,t)ds converge uniformenmente en [0, +00). Por otro lado,

+o0o
Vs(t) = (a%)? f(s,t)ds converge para todot € [0, +00).
0

Entonces por el Teorema 1.2, se tiene que V3 es derivable en cualquier subintervalo [0, a]

de [0,400) y su derivada esta dada por

—+00

Vi(t) = (afy)’ Dy f(t, s)ds

0

+o00 9 t
= (aifl)Z/O [Kll(s)s (ez(t) - ew(t)) - Kll(s)/ (ez(") — ")) da] ds
t—s
t

= (a%)* K1 (s) [s (e*® — ew(t))2 — / (e*) — e“’(“))2 da] .

t—s
Aplicando la linealidad de las integrales y el hecho de que p1; = fOJrOO sKi1(s), se obtiene
5 9 9 +o00 t 9
Vit) = (a%y)® pn (9 — @) — (a}y) Kll(s)/ (e*@) — ) dods.
t—s

0

Por tltimo aplicando el Lema 1.7 a V,(t), se obtiene que dicha funciéon es derivable y

su derivada esté dada por

n n “+00
(t) = ZLZ ay;ri(t) — 2L Z ay; Kyj(s)x;(t — s)ds.
=2 =2 0
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Sustituyendo cada una de las derivadas anteriores en V’(t) y utilizando la desigualdad
(2.28), se obtiene

V(1) < =2y (e — ") 4 g(t) = =2y (u(t) — 21(1))* + g(t), t>T,

!
aqq

donde v =
onde v ( Mo+ o
plica que para todo t > T

L (v [ o -nwr s [ i) <o

Integrando desde T' hasta ¢, se obtiene

27/ (u(s) — z1(s))*ds < V(T)—=V(t) +/ g(s)ds

T T

— 11 (a}ﬁ)2> >0y g(t) = 2L ) aj;x;(t). Esta desigualdad im-
=2

< v+ [ g

T
Del hecho de que f0+°° g(s)ds < 4o00; debido a que z;(t) — 0 exponencialmente para
todo 7, 2 < j < n, se sigue que
+oo
0< / (u(s) — z1(s))* ds < +oo0.
T
Por otro lado, la funcion (u(t) — z1(t))? es no negativa, acotada superiormente, derivable

y [(u(t) - xl(t))Q}/ es acotada sobre [0, 00), por el Lema 1.16 se concluye que

lim (u(t) — z1(t))* = 0.

t—+4o00
Esto implica que
lim (u(t) —z(t)) = 0.

t——+o0

Esto completa la prueba del teorema. n

Observacion 2.1. Cuando los coeficientes de la ecuacion integro—diferencial (2.26)
son casi—periddicos, Gopalsamy y He en [18], dieron condiciones para garantizar la
existencia de una unica solucion u*(t), tal que u(t) — u*(t) — 0, cuando t — +oo,
para cualquier solucion u(t) de (2.26). Por tanto, si en el sistema integro—diferencial
(2.2), los coeficientes son casi—periddicos y satisfacen las hipdtesis del teorema anterior,
se tiene garantizado que para cualquier solucion x(t) = col (x1(t), zo(t), ..., z,(t)) del
sistema (2.2), se satisface que para cada i, 2 < i < n, x;(t) — 0 exponencialmente

cuando t — +o0o y x1(t) — u*(t) — 0 cuando t — +o0.
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62.3. Ejemplos.

En esta seccion se dan dos ejemplos para ilustrar las conclusiones de los Teoremas 2.9 y
2.14. En el primero de ellos se ilustra las conclusiones del Teorema 2.9 y en el segundo

se ilustra las conclusiones del Teorema 2.14.

Ejemplo 2.1. Consideremos el sistema

xi(t) = z4(t) (bi(t) — a;(t)x;(t) — i: a;;(t) +OO Kij(s)x;(t — s)ds) ,1=1,2,3
=1 0
(2.30)
donde los coeficientes son funciones continuas, no negativas dadas por
bi(t) = 7/2 +sint, ba(t) = 3/2 + cost, bs(t) = 5/2 +sint,

a1 (t) = 1+ sin?t, ap(t) = 1+ cos?t, a13(t) = 2 4 sint,

as (t) = 7/2 + sint, ags(t) = 7/2 4+ cost, ags(t) = (1/7) (2 +sint),
asi(t) = 32(1 4+ cos®t),  asy(t) = 32(1 + sin?t), ass(t) = 8(5 +sint),

Kia(t) = Brae” 2, Kis(t) = Bize 7, Ko (t) = B,

Kos(t) = Boze™ ™", Kz (t) = Bare ™Y, Ko (t) = Baae™ 7,

y Bij, 1 < 4,5 < 3,1 # j son mimeros positivos. Claramente se satisface la hipdtesis

Hy. Observemos que

w9 5 w 9O 1 w 0 3
b1:§7 b11:§7 2257 612257 3257 bé:§7
ajl, =2, alll =1, ajy =2, al12 =1, ays =3, a113 =1,
u 9 ! 5 u 9 l 5 u 3 l 1
Qo) = b% Q91 = 9 QA9 = 2 Qoo = bR Q93 = & Qg3 = [
ay, =64,  ay, =32, ay =64, ah, =32 a4y =48,  ab, =32

ademds, para k = 2 existe 19 = 1 tal que

DO | Ot
N
N | Ot
~
Il
|
i~ ot
A
(@]

5
byaf; — b1a21 = byafy — 51%2 D) (2) -
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Y para k = 3 existe i3 = 2 tal que

7(9 1 1
byay, — bhak, = b4ay, — bhab, = 3 <§> — (§> 39 — -5 < 0,

o 7(3 1 29
b3a23 — béaé3 = 5 <?) — (5) 32 = —? < O

Por lo que la hipotesis Hy se satisface. Claramente p;; = i para 1 < i,5 < 3y
i # 7. Esto muestra que la hipdtesis Hy se satisface. Por tanto zjodas las condiciones del
Teorema 2.9 se cumple, y asi para cualquier solucion col(x1(t), x2(t), z3(t)) del sistema
(2.30), con condiciones iniciales (2.3) tiene la propiedad que las especies xo(t) y x3(t) se
extinguen y tginoo(u* (t)—z1(t)) = 0, donde u*(t) es la solucion de la ecuacion diferencial

logistica o' (t) = x(t) [(2 + sint) — (1 4 sin*t)z(t)] descrita en el Lema 1.8.

Ejemplo 2.2. Consideremos el sistema

3 +o00
2i(t) = x4(t) (bi(t) =) ay(t) Kij(s)z;(t — s)ds> Li=1,2,3, (2.31)

=1 0
donde Kll(t) = (44)2 t€_44t, Kgg(t) = ﬁ226_522t, Kgg(t) = ﬁ336_633t con 522, 533 nume-
ros positivos, los coeficientes y los otros nicleos son como en el ejemplo anterior. En

este caso 111 = 22" Sabemos por el ejemplo anterior que las hipdtesis Hy, Hy y Hy se

< 0o 3
satisfacen. Por otro lado, fo s?Ky1(s)ds = 98
v BB\ 9 (97 _ 84681
T \Taa ) T2\ss) Tamass Y

B 84681< )Qi 503
15488 22 85184

Asi la hipdtesis Hs se satisface. Por tanto todas las condiciones del teorema se cum-

aly — My (a%y)? iy = 1 ~ 0,006 > 0.

plen. Asi se obtiene que cualquier solucion col(x1(t), xo(t), z3(t)) del sistema (2.31),
con condiciones iniciales (2.3) tiene la propiedad que las especies xo(t) y x3(t) se extin-
guen yu(t)—x1(t) — 0 cuando t — 400, donde u(t) es cualquier solucion de la ecuacion

integro—diferencial logistica u'(t) = u(t) [(g +sint) + (1 +sin’t) 0+°o (44)% se= syt — s)ds| .



Capitulo 3

FExtincion y Sobrevivencia de Varias

Especies en Sistemas con Retardo Infinito.

En este capitulo, consideramos los sistemas competitivos de ecuaciones integro-diferenciales

de Lotka—Volterra con retardo infinito,

xi(t) = z;(t) [bi(t) — a;(t)x;(t) — Z al-j(t)/ Kij(t — s)a@-(s)ds] ,
i=li#i —oo

t>0,i=1,...,n, (3.1)

zi(t) = (1) [bz‘(t) - i%‘(t) /t Kij(t - S)l'j(s)dS] ,
s —o0
t>0,i=1,....,n, (3.2)
junto con la condicién inicial
zi(t) = pi(t), t<0, i=1,...,n, dondep; € BCT. (3.3)

Y los subsistemas integro—diferenciales

2h(t) = z;(t) [b:(t) — ay(t)x(t) — Z aij(t)/_ Kij(t— s):vj(s)d3] ,

j=1j#i

50
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w;(t) = i(t) [bz-(t) - i%‘(t) /t Ki;(t = 8)%‘(8)658] :
j=1 o
t>0,i=1,...,r, (3.5)
donde r es un entero con 1 < r < n. Con la condicién inicial
zi(t) = i(t), t<0, i=1,....r, donde ¢; € BCT, (3.6)

Para el estudio de estos sistemas, supondremos que siempre se satisface la siguiente

hipotesis.

ﬁlo : Para cada i,j con 1 < 4,5 < n, las funciones b;(t), a;;(t), son continuas y aco-
tadas superior e inferiormente por constantes positivas sobre R. Los ntucleos
K;;: [0,4+00) — [0,+00), 1 < i,7 <n, son funciones continuas tales que
+00

0

Ademas de la hipotesis Hy, consideremos las siguientes hipotesis adicionales:

~

H, : Para cada entero k, r + 1 < k < n, existe un entero i, i, < k tal que para
cualquier entero j, 1 < j < k, se satisface la desigualdad

LA

l
Cij Qa

(O
(7%

r b
H, : Para cada entero 7, 1 < i < r, se satisface bﬁ > > ag; (%) .
J=Lj#

H; - uij:/ sK;j(s)ds <oo, 1<j<n,1<i<r.
0

T —~
H, : Para cada entero i, 1 <14 < r, se cumple que bl > Z;é a;;M;, donde
J=lj#i

i, i

Ly T Ky (s)e s
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Hs : Para cada par de enteros i, , 1 < 4,7 < n, se cumple f0+°° s*Kij(s)ds < +o00, y
para todo i, 1 <i <r,

. J=1,j#i " ~ ~ -~
donde m; = o , Li= ) a;M;p;; y M;como en H,.
i Jj=1

Observacion 3.1. Es fdcil probar que H, implica H,.

Observacion 3.2. _ﬁg implica que existen numeros positivos A\, 1 < i < r, y R tales

que para todo j, 1 < 7 < r, se cumplen las desigualdades

l u

i=1,i#j

al;, parai=j

En efecto, sean (ay;) la v x r matriz definida por o;; = , con
ais, parai#j

1 < 4,5 < rylos nimeros By = by, B = b, ..., B = . . La hipdtesis ﬁg y las

desigualdades bj > bé-, 1 < j <r, implican que se satisface la hipotesis del Lema 1.13;

T .

estoesB; > > (&) para todo i, 1 < i < r. Por tanto existen nimeros positivos

=15 Qjj

Ai, 1 <10 < r, y R tales que para todo j, 1 < j < r, se cumplen las desigualdades
T

Njoi >R+ YT Nayj. De acd se deduce que para todo j, 1 < j <r,
i=1,ij

Nk > R+ Y Nal

il
i=1,i#j

El objetivo de este capitulo es demostrar los siguientes resultados:

1) Supongamos que las hipotesis Efo, i 1, ﬁQ y H 3 se satisfacen. Entonces la solucion
z(t) = col (x1(t),x2(t),...,x,(t)) del sistema (3.1), con condicion inicial (3.3),

tiene la propiedad que para cada i, r + 1 < i < n, se satisface que z;(t) —
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0 exponencialmente cuando ¢t — +oo, y para i, 1 < i < r, x;(t) — y;(t) — 0
cuando ¢t — +oo donde y(t) = col (y1(t), ..., y-(t)) es cualquier solucion del sistema

integro—diferencial (3.4).

2) Supongamos que las hipotesis ﬁo, f[l, ﬁg, fAI4 y ﬁ5 se satisfacen y la matriz

C = (¢i5),.,» cuyo coeficientes estan dados por
—~\2 " 2 B
aéi 0+oo Ki‘(s)e—bysds . (Mz) 7(;2“) #u) para i = j
Cij =
M) at s . .
—a; [1 + (M)%] ; para i # 7,
es una M-matriz. Entonces la solucion z(t) = col (x(t), zo(t), ..., z,(t)) del sis-

tema (3.2) con condicién inicial (3.3), satisface que para cada i, r +1 < i < n,
z;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢t — oo, y para i, 1 < i < r, se cumple que
z;(t) — y;(t) — 0 cuando t — oo donde y(t) = col (y1(t),...,y,(t)) es una cierta

solucion positiva y acotada del sistema (3.5).
Al final de este capitulo damos ejemplos que ilustran los resultados anteriores.

Observacion 3.3. Siy(t) = col (y1(t), y2(t), ..., y.(t)) es la solucion del sistema integro—
diferencial (3.5), con condicion inicial (3.6). Entonces para cada i, 1 <i<r yt>0
se cumple que y;(t) son positivas y acotadas en el intervalo [0,4+00). La prueba de estos

resultados, se hacen de forma andloga a la realizada en el Lema (1.9) y Lema (2.4).

§3.1. Persistencia, disipatividad y estabilidad de los sub—sistema

(3.4) y (3.5).

Definicion 3.1. Un sistema r—dimensional de ecuaciones integro—diferenciales con re-
tardo infinito, se dice que es fuertemente persistente si dada cualquier funcion inicial
o(t) = col (¢1(1), ..., pr(t)), las componentes de la solucion y(t) = col (y1(t), ya(t), ..., y-(t))
correspondiente a esa funcion inicial satisfacen las desigualdades, I%I_I)l_:glof yi(t) > 0 para

todo i, 1 <1 <r.

Definicion 3.2. Un sistema r-dimensional de ecuaciones integro—diferenciales con re-

tardo infinito, se dice que es disipativo si existe una constante positiva L tales que
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dada cualquier funcion inicial p(t) = col (p1(t), ..., pr(t)), existe un T = T (p) tal que
las componentes de la solucion y(t) = col (yi(t),y2(t), ..., y-(t)) correspondiente a esa
(

funcion inicial satisfacen las desigualdades, y;(t) < L para t > T, 1 <1i <r.

Lema 3.1. Supongamos que se satisfacen las hipotesis ?[0 para n = r. Si y(t) =
col (y1(t),y2(t), ..., ur(t)) es solucion del sistema (3.4), con condicion inicial (3.6), en-

U

tonces para todo i, 1 <1 < r, limsupy;(t) < —; En consecuencia el sistema (3.4) es
t——+o00 i
disipativo.

Demostracion. Sea y(t) = col (y1(t), ya(t), ..., y-(t)) la solucion del sistema (3.4), con
condicion inicial (3.6). Por la positividad de y;(t) para cada i, 1 < i < r, se tiene que

para todo t > 0 en su dominio
yi(t) <bj'yi(t).
Integrando la desigualdad anterior desde ¢ — s hasta ¢ con t — s > 0, se obtiene
yi(t — s) > yi(t)e * parat > s> 0. (3.7)

Nuevamente, usando la positividad de y;(t) para cada i, 1 < i < r y la desigualdad

anterior obtenemos, del sistema (3.4), la siguiente desigualdad diferencial para todo ¢,

yi(t) <wi(t) [0} — agi(t)] -
Por Teorema de Comparacion 1.6 se tiene que y;(t) < z;(t), donde z;(t) es solucion de
la ecuacion diferencial logistica z/(t) = z;(t) [b} — ay;2(t)] con condicion z;(0) = y;(0) =

©i(0). Como —; es un atractor global para las soluciones de la ecuacion diferencial

i

logistica con condiciones iniciales positivas y puesto que

limsup y;(¢t) < limsup z;(t) = lm z(t).

t—+4-00 t——400 t—+o0

Como 17 es arbitrario, se tiene que

b¥
limsupy;(t) < —, i=1,..,7
t——+o0 Ay
by
En consecuencia si tomamos L > max {—; =1, ...,T} y usamos la definicion de
a’.
(A3

limite superior con ¢; = L — — > 0, se tiene que existe un 7; = T;(y) tal que y;(t) < L

para todo t > T;. Por tanto yi(t) < L para todo t > T(p) = max{T;: 1 <i <r}. Asi

queda demostrado el lema. O
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Lema 3.2. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis ﬁo, I/-]Q Y f'\Ig para n = r. Si
y(t) = col (y1(t),ya(t), ..., yr(t)) es solucion del sistema (3.4), con condicion inicial
(3.6), entonces para todo i, 1 <i <r,

. d by
u

bi— 2 af |

Jj=1,j#i 57

U

2b;
donde L; ZamMﬂw y M; > max{gol, : }, 1 < i < (ver Lema 2.3). En
al

i
consecuencia, el sistema (3.4) es fuertemente persistente.

Demostracion. Sea y(t) = col (y1(t), ya(t), ..., y-(t)) la solucion del sistema (3.4), con

condicion inicial (3.6). Definamos para i, 1 < i < r, las siguientes funciones

Z /m U:aij(e + S)yj(e)dé’} ds) .

J=1,j#i

wi(t) = yi(t) exp <

De la prueba del Lema 2.7, se tiene que para i, 1 < i < r, w;(t) estan bien definidas,

son positivas y diferenciables. Ademés se cumple la siguiente relacién
w;(t) < y;(t) < exp (L;) w;(t), (3.8)

donde L; = Z ai; Mipi; para todo 4, 1 <4 <7yt > 0. Derivando la funcion w;(t), s

obtiene que

W) = o) exp (— S [ Ege [ a0+ 9m0] ds>

j=1#i"0

_wi(t)% (— Z ) [ / t %(9+s)yj(e)d9] ds)

=170
aw / Ki;(t yj(s)ds )

— wi(t) (bm as (O (t) -
() LZ s [ Kyat+9ds— Y ay) mmxs)yj(t—s)ds]

i1 0 j=1,j#i 0

J=1j#i

r 400

= w;(t) [bz‘(t) —ai(u(t) = Y y(0) Kij(s)ag;(t + s)ds

j=1,j#i 0
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En virtud de que b;(t) > b}, a;;(t) < a y f s)ds = 1, se obtiene la siguiente
desigualdad

T

wi(t) > wi(t) [bﬁ —apyi(t) = Y a?jyj(t)] : (3.9)
J=Li#i

Por otro lado de Lema 3.1, se tiene que limsup y;(t) < —;,

t——+o00 i

1 <% < r,y como por

la hipotesis Hy se cumple que (bi - > ai‘Tj > (0, entonces para cualquier e,
j=lj#i  jj

r b
O0<e< |bi— > a%—F |, existe T >0 tal que
j=Lj#i g

bv
vilt) < -+ — & paratodot>T, i, j=1,..r (3.10)
i S a
=Titi

De las desigualdades (3.8), (3.9) y (3.10), se obtiene que

wi(t) >

z Z ang —€— a’zzyl (t)

J=1,5#i jj
= wi(t) [B; — azyi(t)]
> wi(t) [Bi — aj; exp (Li) wi(t)],

donde B; = bl — Z api—- l — € > 0. Por Teorema de Comparacion 1.6, se tiene que
j=lj#i  Qjj

w;(t) > z;(t) para todo t > T, donde z;(t) es solucion de la ecuacion diferencial logistica

2i(t) = z(t) [B; — alt exp (L;) zi(t)] con z;(T) = w;(T) = ;(T) . Esto implica que

(2

. r U

bi - Z azyTJ — €
. . L _ B; B j=1j#i ~ @jj
liminf w;(t) > liminf 2;(¢) = lim z;(¢) = =
t—+00 t—-+00 t—-+00 at exp (L;) at exp (L;)

Haciendo € tender a cero por la derecha y usando (3.8), se tiene que para todo 1 < i <7,

r b¥
KDL
lim inf y;(t) > A (3.11)

b=+oo ag; exp (L;)

De la hipotesis f]z, se obtiene que el numerador de la fraccion involucrada en (3.11) es
positivo. Por tanto, se obtiene que el sistema (3.4) es fuertemente persistente. Con esto

queda demostrado el lema. O
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El siguiente resultado fue demostrado por He en la publicacion [21], con las hipote-

sis: existe § > 0 tal que f0+°° K;i(s)exp [— <bi -> ai‘]]\N/[j> s+0s|ds < +oo, Hs y
i=1

H,. Presentamos a continuacion una prueba diferente, donde eliminamos la primera

hipotesis.

Lema 3.3. Supongamos que se satisfacen las hipotesis ﬁg para n = r. Si y(t) =
col (y1(t),y2(t), ..., ur(t)) es la solucion del sistema (3.5), con condicion inicial (3.6),

entonces para todo i, 1 <1 <,

b .
lim sup y;(t) < ! = M,. (3.12)

—_ -‘rOO _hu
t—+o0 a; [ Kii(s)e bisds

En consecuencia, el sistema (3.5) es disipativo.

Demostracion. La prueba de (3.12), es similar a la demostracion del Lema (1.9). Para
probar que el sistema (3.5) es disipativo, tomamos L > méx {]\Aiz =1, ..., r} y por
la definicion de limite superior con €; = L— ]\A/[Jz > 0, se tiene que existe un T; = T;(¢p)
tal que y;(t) < L para todo ¢t > T;. Por tanto y;(t) < L para todo t > T(p) =

max {7; : 1 <i <r}. Asi queda demostrado el lema. O

Lema 3.4. Supongamos que se satisfacen las hipotesis ﬁo, ﬁg Y ﬁl4 para n = r. Si
y(t) = col (y1(t),ya(t), ...,y (1)) es la solucion del sistema (3.5), con condicion inicial
(3.6), entonces para todo i, 1 <i <r,

T

b= ¥ alM,
lim inf y;(t) > — 27" = 1
fm inf y,(t) > 2 oxp (L) m;, (3.13)

r — — 2b;

donde L; = Zla%jMi,uij y M; > méx{gp%, ’y-all }, 1 <i <, (ver Lema 2.4). En
j= i@

consecuencia, el sistema (3.5) es fuertemente persistente.

Demostracion. Sea y(t) = col (y1(t), ya(t), ..., y-(t)) la solucion del sistema (3.5), con

condicion inicial (3.6). Definamos para i, 1 <1i < r, las siguientes funciéones

T

w;(t) = yi(t) exp (— >

=1

om Rl U aii(0 + s>yj<e>de] ds) |
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De la prueba del Lema 2.8, se tiene que para i, 1 < i < r, w;(t) estan bien definidas,

son positivas y diferenciables. Ademés se cumple la siguiente relacién
w;(t) < y;(t) < exp (L;) w;(t), (3.14)

donde L; = > a;‘j]\//fiuij para todo i, 1 < i < r yt > 0. Derivando la funcion w;(t)
i—1

como en el Lema 3.1, se obtiene que

wW)Zlﬂﬂh@—zhﬁ)om&ﬁﬁﬂ+$%

En virtud de que b;(t) > b}, a;;(t) < a; y fo K;j(s)ds = 1, se obtiene la siguiente
desigualdad

wi(t) > w;(t [bl Za”y] ] : (3.15)

Por otro, del Lema 3.3 se tiene que limsupy;(t) < MZ-, 1 <4 < r, y como por la

t——+o0

o~ T —
hipotesis Hy se cumple que (bi - > a%M]) > (, entonces para cualquier e,
J=Lj#

O<e<<bﬁ-— > a%]\%),existeT>Otalque

=L

yi(t) < M; + —, paratodot >T, i,j=1,...,r. (3.16)

De las desigualdades (3.14), (3.15) y (3.16), se obtiene que

b — Z a;‘j]\Z — e —ay;(t)
=L
> w;(t) [B; — af; exp (L;) w;(t)],

wit) > wi(t)

donde B; = b — > ag‘j]\z — ¢ > 0. Trabajando como en el Lema 3.1, se tiene que
i=Li#i

P Y L
lfm inf w;(t) > lim inf QR
im int w () = lim in at exp (L;) ags exp (L;)
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Haciendo € tender a cero por la derecha y usando (3.14), se tiene que para todo 1 < ¢ < r,

r

b— S apM
i inf o) > =Ty _
e Y (t) = at exp (L;) "

De la hipotesis ﬁ4, se obtiene que el numerador de m; es positivo. Por tanto, se obtiene

que el sistema (3.5) es fuertemente persistente. Con esto queda demostrado el lema. [J

Lema 3.5. Supongamos que se satisfacen las hipotesis ffo, PAI;), Y EM para n = r. En-
tonces existe una solucion y*(t) = col (y1.(t), ..., yr«(t)) del sistema (3.5), que satisface

que para todo 1, 1 <1 <r y t €R,

—~

T/f\li < yl*(t) < Mi;

T —~

l U
bi_ ) ;;ﬁaiij r — — b
N j=Lj#i i
donde m; = ol o L=l afiMipy; y My = = K —b¥s s’
aiie i j=1 aii fO Z'Z'(S)e v S

Demostracion. Es facil verificar que para cada i, 1 <17 < r, se cumple que

r —~
I
m; < B; < M;, donde Bi = LI para todo i, 1 <7 <.

u
Qj;

Sea y*(t) = col (y1+(t), ..., yr«(t)) la solucion del sistema (3.5) con la condicién inicial
b
- T K)o s

M;, para todo i, 1 < i < r yt < 0. Solo resta probar que estas desigualdades se

@i(t) = Biparadi, 1 <i <ryte€ (—o0,0]. Asi, m; < pi(t) <

satisfacen para todo t € [0,+00). Veamos que para cada i, 1 < i < 7, yu(t) < M,
para todo ¢ € [0,+00). En efecto, para cada i, 1 < i < r se tiene que y;,(0) < M. La
continuidad de y;,(t) implica que esta desigualdad se verifica para valores de ¢ cercanos
a cero por la derecha. Si esta desigualdad no fuese cierta, se tendria que existe t; > 0
tal que y;.(t) < ]\Z para 0 < t < t1 y yi(ty) = ]\Z De la definiciéon de derivada se
tiene que vy, (1) > 0. Por otro lado, la positividad de cada una de las componentes de

la solucién y la desigualdad y.(t — s) > y;.(t)e % para todo t > s > 0, implican que

400
lt) < yn(t) [by—aéi( ms)e—%) yz-*oa)}
0

400 o
- yz*(tl) |f%u - aéi ( Kii(s)e_bysd8> Mz:|

= 0.

0
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Lo cual produce una contradiccion. Por tanto para cada i, 1 <i < r, y.(t) < M, para
todo t € [0, +00).
Como estas desiguldades tambien se verifican para ¢t € (—o0, 0], entonces hemos demos-

trado que para cada i, 1 <17 <r,
yi(t) < M; paratodo € R. (3.17)

Para demostrar que para cada i, 1 < i < 7, y;(t) > m; para todo t € [0,+00),

recordemos que la funcion

w;(t) = yi(t) exp (- g/owo Kij(s) M; a; (6 + S)yj*(e)de] d5> :

para todo 1 < ¢ < r, satisface las desigualdades w;(t) < y;.(f). Ademas, como se

satisface (3.17), se prueba facilmente que

r

Yie(t) < exp (L;)w;(t) donde L;= Z @%MMJ‘- (3.18)
j=1
También
T +OO
j=1 0
y

r 400 0
- i — ij ij 0 ]de d
BeXp< Zj/o K (S>US“ 0+ )8 } )
> fexp (—Zﬁja;;mj)
j=1,

wil0) = l0) exp (—Z [we| ] 0+ s)e0)00) ds>

En virtud de las desigualdades 3; < ]\7@, 1 <5 <r, se tiene que

w;(0) > Biexp <_ ZMWjHﬁ)
Jj=1,

= Biexp(—L;) =m;.
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Usando las desigualdades (3.17) y (3.18), la positividad de las componentes de las

soluciones, el acotamiento de los coeficientes, en (3.19), se obtiene que

) > it [~ 3 a0~ )
L =l
> w;(t) <bf;— Z afj]\ﬁ/fj) —aZexp(Li)wi(t)].
L J=1j#1

Asi, si z;(t) es la solucion de la ecuacion diferencial logistica

r

yi(t) = i(t) Kbﬁ - alﬁ-%) — @;; eXp (Li)yi(t)] :

J=Lj
con y;(0) = w;(0) > my, se tiene que w;(t) > z;(t) para todo ¢t € [0,+00). Ademas
por unicidad de las soluciones, z;(t) > m; para todo t € [0, +00). Por lo tanto y;.(t) >
w;(t) > z(t) > m; para todo t € [0,+00). En consecuencia y;.(t) > m; para todo i,
1<i<rytel0,+00). Con esto queda demostrado el lema. ]

Definicion 3.3. Se dice que un sistema r—dimensional de ecuaciones integro—diferenciales
con retardo infinito es extremadamente estable, si para cualquiera dos soluciones z(t) =
col (z1(t), ..., 20 (1)) y y(t) = col (y1(t), ..., y-(t)) del sistema, se satisface que para todo i,
1< <,

lim (z(t) —vi(t)) = 0.

t—4o00

Proposicion 3.1. Supongamos que las hipdtesis ﬁo, ﬁg Y [/_\[3 se satisfacen. Entonces

el sistema (3.4) con condiciones iniciales (3.6) es extremadamente estable.

Demostracion. Sean y(t) = col (y1(t), y2(t), ..., yr(t)) v 2(t) = col (z1(t), ..., z-(t)) solu-
ciones del sistema (3.4) con funcion inicial ¢(t) = col (p1(t), p2(t), ..., 0. (t)) v ¥(t) =
col (Y1 (t), (1), ..., (t)) respectivamente. Por ser el sistema (3.4) fuertemente persis-
tente y disipativo se cumplen que las componentes y;(t) y z;(t) para i, 1 < i <r, estan
acotadas superior e inferiormente por constantes positivas para todo en [0, +00).

En virtud de la Observacion 3.2, se tiene existen nimeros positivos A\;, 1 <i<r, y R

tales que para todo j, 1 < 7 < r, se cumplen las desigualdades

—Nab + > Aaly < —R. (3.20)

i%j
i=1,i#]
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Definamos la funcion V' sobre [0, +00) como

V(t) =Vi(t) + G(t)

u (249

6= 3 [ ([ K@agls -5 yte) — 5051 ds )

=1 =l

donde

Vi =S A

El acotamiento de las componentes de y(t) y z(t) por constantes positivas implica
que Vi (t) esta bien definida, es acotada; esto es, existe una constante L > 0 tal que
Vi(t) < L para todo t € [0,00). Claramente se tiene que Vi(t) es no negativa. Por
el lema 1.15 se tiene que Vi(¢) es derivable en [0, +00)\D, donde D = 0 D;, D; =

j=1
{t €10, +00) : y;(t) = z(t),y;(t) # Z(t)} y D es numerable por ser union finita de

numerables. Ademés para t € [0,+00)\D se tiene que

Vi) = ;A (% [1“ <%>D o (1“ (%;)) |
4
Zi(t

Se puede probar, facilmente, que sgn (ln (

)) — sgn (wi(t) — z(t)) para todo i,

1 <7 < r, por tanto

T

v = ou A8 - SO0 - 0

~ lw)  w)

- Z A [—aii(t) (yi(t) — 2i(t))

- %’(t)/_ K (t = 5)(y;(s) —zj(S))dS] sgn (4i(t) — z:(t))

=1,

= — Z Aiaii () (yi(t) — zi(t))sgn (yi(t) — zi(t))
_ g \;

1=

> az’j(t)/_ Ky (t = )(y;(s) = 2;(s))sgn (yi(t) — z(1)) ds.

=1,
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Por tanto, se tiene que

Zw ) lus(t) = =(1)
3030 ) [ Kyl (o) - 50l ds

i=1 j=1,j7#¢
Por otro lado, el acotamiento las componentes y;(t) y z;(t) para i, 1 <i < r, implican
que existen constantes positivas cq,--- , ¢, tales que |y;(s) — z;(s)| < ¢; para todo s €
[0, +00). Ademas para ¢, 1 < ¢ < r la funcion |y;(s) — z;(s)| es continua en [0, +00).

Asi en virtud del lema 1.7, G(¢) esta bien definida, es derivable y su derivada esté dada

por
r r +oo
=) Nilyi(t) = (1)l K(6)a;; (6 +t)do
i=1 j—l j;éi 0
ST Al )[Rl -0) -5 -alas G2
=1 j=1,j#1

En resumen, tenemos que la funcion V() es no negativa en [0, +00) y para todo t €

[0, +00) se tiene el acotamiento

) <L+ i@ :C 0K;;(0)dd
Z Z zg]/ ]()

i=1 5= 1]767,
<L+ Z Z )\iaﬁjcjuij = (C < +oo0.
i=1 j=1,ji

Ademas es derivable en € [0,00)\ D y su derivada satisface la siguiente desigualdad

Vi) < —Zm Hoe®) — 201+ 3 S M) - 501 [ K@)ag(d + 0)ds
i=1 j=1,j%#i 0
< D( ) - a0+ 3 az;\yju)—zj(t)\).
=L

En consecuencia para t € [0, +00)\D se cumple que

Vi(t) < —Zmﬁi!yi( -zt \+ZA ( > ?!yj(t)—zj(t)o

J=1j#i
= (—Alai1+A2am+-~-+A am) () =2 (O] + -+ +

(—)\Tafnr + Aodh, + -+ Apr—1 a(r 1)( ) |y (£) — 2 (2)] -
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De (3.20), se tiene que

Vi(t) < —R(Iyl(t) —2)+ -+ |y () — 2(0)])

_ —RZ’yJ —z(t (3.22)

Asi para t € [0,00)\D se obtiene que

jt ( RZ/ ly;(s) )|ds) > 0.

Como D es numerable, la desigualdad anterior se satisface en casi todas partes, por

tanto se puede integrar en [0,¢] para obtener que

0< [ ) -5 |ds<2/|y] @lds < £ (V) - V()

< EV(O) = C < +OO,

donde C' es una constante independiente de ¢. Por tanto se cumple que

+oo
/ ly;(s) — zj(s)|ds < 400, j=1,...,r
0

Por otro lado, la funciones |y;(t) — z;(¢)|, 7 = 1,...,7, son no negativas, acotadas

superiormente, derivables y ’y;(t) — (%) (t)], j = 1,...,r, son acotadas sobre [0, c0).

Por el Lema 1.16, se tiene

lim |y;(t) —2;(t)| =0, j=1,...,r

t—+00

Esto completa la prueba de la proposicion. O

El siguiente resultado se encuentra el la publicacion [21] de He, donde garantiza que
bajo ciertas condiciones, el sistema (3.5), es extremadamente estable, sin embargo cabe

destacar que la hipotesis considerada por él, de la existencia de un § > 0 tal que

+oo n _
K;;(s)exp [— (bi - Za?ij) s+ s
0

j=1

ds < 400, i=1,...,n.

no es necesaria gracias al Lema 3.5. Ademas se hacen unas pequenas correcciones y

modificaciones a los coeficientes de la M-matriz.
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Proposicion 3.2. Supongamos que se satisfacen las hipotesis ﬁg, ﬁg, I;M, }AI5 y la
matriz C' = (cij), ..., cuyo coeficientes estan dados, para cada 1 <i,5 < r, por

1 oo K"(S)G_bgsds . (]\A/[;)Q(a%)zﬂii

Qi Jo i o , para i =j

Cij

—\2
M; ) agspii . .
o) s

—a; {1—1—( /m

es una M-matriz, donde m; y M; son como en el lema 3.5. Entonces el sistema (3.5)

con condiciones iniciales (3.6), es extremadamente estable.

Demostracion. Es suficiente demostrar que cualquier solucion z(t) = col (z1(t), ..., z:(t))
del sistema (3.5), tiene la propiedad de que

lim (%(t) —yi(t)) =0, i=1,...m,

t—4o00

donde y*(t) = col (y14(t), ..., yr«(t)) es la soluciéon dada en el Lema 3.5.

En virtud de que la matriz C' = (¢;5) . es una M-matriz, se tiene (ver [8] pag. 137) que

rXr

existen nimeros «a; para i, 1 <7 < r positivos, tales que
T
Q,;Cii > E Q |Cij| .
j=1j#i

Denotemos por C(€), con € > 0, la 7 X r matriz cuyos elementos estan dados por

— = e
alz‘i 0+oo Ki»(s)e_b?sds _ (Mrl—e)]\;;(aii) Mu, para i = ]
cij(e) =
—ai 1+ —(Mﬁi)%j\jmiui% , para i # j.

Definamos las funciones f;(t) = a; (ci; —t) — > ajleij —t|y gi(t) = ¢ —t > 0 para
=T

todoi, 1 <i<ryt>0.Como f;(0) >0y g(0)>0para 1l <i<r, por continuidad

podemos seleccionar €y > 0 tales que fi(t) > 0y ¢;(t) > 0 para todo i, 1 < i <ry

t € (0, €. Como para i # j los coeficientes ¢;; son negativos, se satisface que

|cij — €o] = = (cij — €0) = —¢ij + € = |eij| + €0



CAPITULO 3. Extincién y Sobrevivencia de Varias Especies en Sistemas ...

De las igualdades anteriores y las desigualdades f;(ey) > 0 para i, 1 <i < r, se obtiene

r

o, (Cii — 60) > Z Q; (|Cij| + 60)7 1< < (323)
Jj=1j#i

Como para todo 4,7, 1 < i,5 < r, 11’1% c;j(€) = ¢;; entonces podemos garantizar que
€E—r

existe un € € (0, ¢y) tal que para todo 4,7, 1 <i,j <,

cj(@) >cij—c Yy cil® > — e (3.24)

Sea w;(t) = In (%

soluciones del sistema (3.5) obtenemos:

) para cadai, 1 < i < r. Porser col (21(t), ..., 2-(t)) y col (y1+(t), ..., Yrs(t))

wi(t) = —Zaij(t) 0 Kij(s) (z(t — 8) — yult — 5)) ds

- Zaij(t) O+OO Kij(s)yj«(t — ) (M - 1) *

Yjs(t — )

r Foo
= =) ay() i Kij(s)y;a(t — s) (7 — 1) ds
=1

+00 +oo
= —au(t) Kii(8)yie(t — )€ ds + ayi(t) Kii(8)yin(t — s)ds
0 0
r +oo
= Y ay®t) [ Ky(s)yit—s) (e — 1) ds.
=157 0
Sumando y restando el término a;;(t) [," Kii(s)yi(t — s)e*(ds y agrupando, se tiene
que
+o0
wi(t) = ay(t) Kii(8)yis(t — s) (e“’i(t) — 7)) ds
0
“+oo

—a;(t) i Kii(8)yis(t — s) (ewi(t) —1)ds

T “+o00

- Z a;;(t) i Kij(s)yj(t — s) (ewj(t_s) — 1) ds.

j=1,ji

Reemplazando (e“’i(t) — ewi(t_s)) por ffis eVl (a)do, en el primer término de la igual-

dad anterior y en vista de que

wio) = =3 ay(o) | Kylhyalo =) (07 ~1)ds,
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obtenemos que

+o00 r

wit) = —au(t) Kii(s)yin(t — 5) (€@ = 1) ds — Y ay(t)F(t)

0 =15

r +o0 t
—au‘(t)Z/O Kii(8)yis(t — s) /t_ v (0)Fyj(0)dods,  (3.25)

donde Fj;(t) = 0+°O Kij(s)yje(t — s) (e“i"=%) — 1) ds esté definida en [0, +00).

Definamos la funcién V' sobre [0, +00) como

V(t) =Vilt) + Valt) + Valt) + Va(t), (3.26)
donde .
= Zai lwi(t)]
;J ;#Zaz /+oo </:aij(a + 8)yju(0) |e ) — 1 da) ds,
g;a, / T Kals o[ :az-z-<p+ 0 (0) ( / ' ay(0) |y (o) da) dpds
y

. Mi+E\ ~ . o, [T ' wi(o)
Vi(t) = Z Zai = M;agpiag; i Ki;(s) Yin(0) [ — 1| dods.
i=1 j=1 i t=s

Como el sistema (3.5) es fuertemente persistente y disipativo se cumple que las com-
ponentes z;(t), yi«(t) para ¢ = 1,...,r, estan acotadas superior e inferiormente por
constantes positivas. Esto implica que Vj(t) esté bien definida y ademéas es acotada;
esto es, existe una constante L > 0 tal que Vi(t) < L para todo ¢t € [0,00), ademés
Vi(t) es no nregativa. Por el Lema 1.15 se tiene que Vi(t) es derivable en [0, +00)\ D,

donde D = |J Dj, D; = {t € [0,+00) : y;.(t) = z;(t), ¥}, (t) # 2j(t)} y D es numerable.
j=1
Ademaés para t € [0,+00)\D se tiene que

Za, t)sgn (w;(t)) .
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Se puede probar, facilmente, que sgn (w;(t)) = sgn (e —1) y yu(t)|e”® — 1
|2i(t) — ¥ (t)]. Usando esto, (3.25) y las desigualdades y;. (t — s) > 9. (t)e ™% para todo
1, 1 <1 <ryt>s>0,seobtiene que

+
Zalazz ‘Z’L yz*(t)‘/ b SKZZ dS + Z Z alalj |E] )’
0 i=1 j=1,j#i

“+oo

—I—Z Zoz a;(t Kii(8)yi (t — 5) /t "' (0) |Fij(0)| dods.
i=1 j=1 t—s
En virtud del acotamiento de los coeficientes, que e**® para 1 < i < r son positivas y
acotadas sobre R, los ntcleos son normalizados, de las hipotesis H 3y f0+°° s2K;j(s)ds <
+00, la cual esta incluida en Hs, se garantiza que las funciones Va(t), Va(t) y Vi(t) estan
bien definidas, son no negativa y acotadas. En consecuencia V' (t) esta bien definida, es
no negativa y acotada. Ademés de la hipotesis ﬁg y por el Lema 1.7 se tiene que V5(t)

y Vi(t) son diferenciables y sus derivadas estan dadas por

‘/;(t) Z Z zy]* |€w3(t 1’/ aw S+t)d

i= 1J LJ#@

—Z Z a;a;;(t / Kij(s)yj(t —s) |e“’9t s) 1‘d5
i= 1] 1,5#1
+o00

33wl o) [ Ky(a(s +0ds

i=1 j—l,#i

—Z Z a;aq;(t / S)Yj(t —s) !ewﬂt ) 1’ds.

i=1 j=1,j#i

r M e
Vi) = Zal< = )Ma“u“Za”yj* ) |ems® — 1|
: ; p
! N € —~ r +o0
o (M:?j 6) M"a?i““za?j/ Kij(s)ysu(t — s) [ — 1| ds
i—1 i = 0
ZZ%( d )Ma“““a [23(t) = 93(0)

_ZZ% (MA+ 6) Mawuu a; OOK~ i(8)y(t —s) ‘ewﬂ (t=s) — 1| ds.
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Para calcular la derivada de V3(t), se trabaja como en la prueba del Teorema 2.14 y

por la férmula de Leibnitz’s, se tiene que

Wi = 3D et / Kiils yﬂ—s)/ eV ay;(0) | Fyg(o) | do

i=1 j=1 s
+ Z Z o€ wi az] ’Fz] ’ / Kn / au(p + S>yl*<p>dpd8
=1 j=1
= —ZZO@&M / Kii(8)Yix t—s)/ evi@) a;;(0) |Fij(o)| dods
=1 j=1
33 e g 0) ()] ()
=1 j=1
donde d;(t) = [ Kl )ftt_s aii(p + 8)yis(p)dpds para 1 < i <.
En resumen se tiene que V() es diferenciable en R\D y es acotada. Por el hecho de
que
S5 was®EO-Y Y / $)yse(t—5) [ — 1] ds < 0,
i=1 j=1,j#i i=1 j=1j#i

y que a§~ < a;;(t) < a; para todo 4,7, 1 <4, <, se cumple que para t € [0, +00)\D,

-
- a0~ () /0 s+ Y Y el 20) — . (0)

i=1 j=1,j#i
+ Z Zaww)% |F(t)] di(t) + Z Zozz <f> Mialpisals |2;(t) — yj(t)|
i=1 j=1 i=1 j=1 mi
—ZZO@ (MA+€> M;agpiias; OOK”( Jyj(t — s |e“’9t s) — 1] ds.
=1 j=1

El Lema 3.5 garantiza que m; < y;.(t) < ]\A/.l/Z paratodo i,1 <i¢<r y t € R, por tanto
t) g/ Kii(s)/ Mdpds = a; M / sKii(s)ds = a; M,u”
0 t

Por el Lema 3.3, se tiene que para 1 < i < r, limsup z(t) < Mi, por lo que se garantiza
t—+00

que existe Ty > 0 tal que z;(t) < M; + ¢ para todo i, 1 < i < ryt > Ty En

consecuencia para todo i, 1 <17 <r yt > T, se cumple que

it ]\Z €
ewilt) — zi(t) < A+ €
Yix () m;
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Sustituyendo lo anterior, en el tercer término de la desigualdad de V'(t), se tiene que

para todo t > Ty,

Vi) < —Zaa“zz

= —Za al.|zi(t)

r

D)

=1 j=1

:Z%
+ZT:a

=1,

(%

ii

“+00 T '
— Y )|/ e Ru(s)ds + ) Y aaly|z(t
0

i=1 j=1,j#i

a; Mﬂule< >|

zg Qj;

]/\Zi +e€\ u u
) ) Miag;paiaiy |2(t) — y;.(0)]
) Miag;piiai; | Fi(t)]

“+00 T T
— Yt )|/ e Ku(s)ds + ) Y aaly|z(t
0

i=1 j=1,j#i
M; + €
= ) Mau,uu |Z](t) - y]*(t)|
+oo y (J\Z + E) M; (as)? s
Kii(s)e™"5ds — — |2i(t)
m;

(]\Z + E) ]\Zaﬁ'ﬂii
S |2(t) — ()]

my;

Por la definicion de los coeficientes de la matriz C(€), se tiene que

T

Vit) = Za[ cal®) |zi(t) =y = Y €@ |25(8) — i (0)]

= —ZZ@CW |Zj yj*(t)|

=1 j=1

= _Z<Zajcﬂ )|ZZ ) yz*(t”

=1,

r

= —Z (Oéici<g) + Z a;cji(€ )) |2i(t) — yir (V)] 4

J=Lj#1

) = Y (2)]

) - yj*(t)|

— Yis(1)]

De (3.24) y del hecho de que los coeficientes ¢;; para ¢ # j son negativos, se obtiene que
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para todo t > T,

r

Vit) < —Z<Cu - > aj\cji—€0)1> |2:(t) — i (1)
=L

— _Z < Ci — — Z aj (|cjil + 60)) |2i() — yix (1)

J=1j#i

- _Z/BZ|ZZ yz* )|7

r

donde B; = (¢ —€0)ay — Y. «j(|cji| + €o) es positivo por la desigualdad (3.23). En

=1
consecuencia para todo ¢ € [T, +00)\ D se cumple
d Lot
— =V =Y | Bilzi(s) —yuls)lds| > 0.
dt ~ J,

Como D es numerable, la desigualdad anterior se satisface en casi todas partes y por

tanto se puede integrar en [Ty, t], para obtener

Z Bz |Zl yz*(s)‘ ds > —V<T0).

Ademas por ser V(1) no negativa, se cumple que

t

0< [ lzi(s) = ysuls |ds<2 ma —yi(s)|ds < (V(To) = V(1))

To

Es decir, para todo j, 1 < 7 <,

B, 125(5) — yu(s)| ds < %vm) c.
To

J
donde C' es una constante independiente de ¢. Por tanto,

+o0
/ 12i(s) — yj(s)|ds < 400, j=1,...,r
0

Por otro lado, la funciones |z;(t) — y;«(t)|, 7 = 1,...,7, son no negativas, acotadas

superiormente, derivables y ‘zé(t) —¥5.(t)], 7 =1,...,7, son acotadas sobre [0, 00). En

virtud del Lema 1.16, se tiene

lim |z;(t) —y(t)] =0, j=1,...,r

t——+00

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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63.2. Acotamiento y extincién para algunas de las soluciones de

los sistemas de ecuaciones (3.1) y (3.2).

Por los Lemas 2.3 y 2.4 del capitulo 3, se tiene que tanto las componentes de cada
solucion del sistema (3.1) como las del sistema (3.2), estan acotadas superiormente en
el intervalo [0, +00). En las siguientes proposiciones se demostrara que las primeras r
componentes de cada soluciéon de estos sistemas, estan acotadas inferiormente por una

constante positiva y las restantes tienden exponencialmente a cero.

Proposicion 3.3. Supongamos que las hipotesis ﬁg, f[l, ﬁg Y 1':’\[3 se satisfacen. Si
x(t) = col (x1(t), xa(t), ..., xn(t)) es la solucion del sistema (3.1) con condiciones ini-
ciales (3.3). Entonces x;(t) — 0 exponencialmente cuando t — oo, parai =r+1,...,n.

Ademds, existe a = a(x) > 0 tal que z;(t) >« para todoi=1,...,r yt>0.

Demostracion. Sea x(t) = col (z1(t),x2(t),...,x,(t)) la solucion del sistema (3.1) con
condiciones iniciales (3.3). La primera conclusion de esta proposicion es un caso especial
de la Proposicion 2.1 en el capitulo 3, para el cual r = 2. Debido a que el método usado
en la prueba de la Proposiciéon 2.1 consiste en probar primero la conclusién para x,,
y luego trabajar por inducciéon matemética desde x, hasta x,, la prueba de que para
i =r+1,..,n, z;(t) tiende exponencialmente a cero cuando ¢ tienda a +oo es un
subconjunto de la prueba de la Proposicion 2.1 en el capitulo 3. Probemos ahora que
existe « > 0, tal que xz;(t) > « para todo i = 1,...,r y t > 0. En efecto, sea
1, 1 < ¢ < r, fijo pero arbitrario. Sabemos por la parte anterior que para todo 7,
r+1<j<mn,x;(t) = 0 exponencialmente cuando ¢ — +o0. Por tanto, se sigue del

Lema 1.5 que
t

lim Kij(t—s)z;(s)ds=0, j=r+1,...n

t—+o00 oo

Esto implica que

tEeroo Z U/ Kt zj(s)ds _t£+moo Z / Kij(t — s)zj(s)ds = 0.

j=r+1 j=r+1

En consecuencia, si g;(t) = a,] f K;j(t — s)z;(s)ds entonces
]:r

lim g;(¢t) = 0. (3.27)

t—-+o0
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Por otro lado, para cualquier 7, 1 < j < r, se tiene

50 =r5(0) B0 — a0~ > antt) [ kt—swA@wl

k=1,k#j

<, (t) [bf — afya; (1)) -

Por Teorema de Comparacion, 0 < z;(t) < w;(t) paratodo j,1 < j <ryt >0, donde

l

J]vj(t)], con

w;(t) es la solucién de la ecuacion diferencial logistica v}(t) = v;(t) [b}‘ —a

v;(0) = z;(0) = »;(0). Asi,

limsupz;(t) < limsupw;(t) = lim w,;(t) = —=.
;1) < limswpes () = lin (1) = .-

Por el Lema 1.4, se tiene que para todo j, 1 < j < r, se cumple que

t—+o00 t——+o00

t
lim sup/ K;j(t — s)z;(s)ds < limsup z;(t) = ;.
o0
De estas dos tltimas desigualdades, se concluye que cada 7, 1 < j <r,

t pu
lim sup/ Kij(t — s)xj(s)ds < —-. (3.28)
t—+oo 00 ajj

De la hipétesis Hy, se cumple que bl — aij > 0. De (3.27) y (3.28), se tiene que
j=L#i  %jj
j
ab .

r b

bi— > a
J=1g#i ajj
1+ > a“

ij
J=lg#

para cualquier €, 0 < € < , existe T' > 0 tal que para t > Ty todo

j, 1 <j <r, se cumple que

t by
/ Kij(t — s)z;(s ds<hmsup/ s)x;(s )ds—i—eS—J—l—E,

t——+o0 éJ

—€ < gi(t) <e
En consecuencia, para todo t > T,

(1) >a(t) |V, — alai(t) — Y aly (b—ﬁ +z) — gi(t)]

l
at. .
i j=1,j#i J

>x;(t) (bﬁ— ZT: azij —€ (1+ Z )) a; xl(t)] :

J=1,j#i @i J=1,5#i
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Por tanto
i(t) > @i(t) [Li — ajimi(t)],
T U T
donde L; = bl — CL%T] —el Z ag+1]>0. Por teorema de comparacion,
j=lj#i  Qjj j=1,j#i

x;(t) > 6;(t) para todo t > T, donde 6;(t) es la solucion de la ecuacion diferecial logistica

2i(t) = z(t) [L; — alizi(t)] con 6;(T) = z;(T). Por tanto para todo t > T,

. r b;‘ r
: =1,j#1 i7 =1,j#1
lfminf z;(t) > minf ;(t) = lim 6;(t) = — = — A
t——+o0 t——4o0 t——4o0 a’ii aii
Haciendo € tender a cero por la derecha, se tiene que
r by
bi— ¥ al-
ey a’ .
lim inf z;(t) > i A R Q;. (3.29)

t—+oo a
Como i es arbitrario, la desigualdad (3.29) se cumple para todo ¢, 1 < i < r. Por un
argumento similar a la prueba del Lema 1.10 aplicado a cada componente x;(t) de la
solucion z(t), se logra la existencia de @ = a(x) > 0 tal que x;(t) > a para todo i,

1 <1< ryt>0. Esto completa la prueba de la proposicion. O

Proposicion 3.4. Supongamos que las hipdtesis ﬁo, f[l, }73 Y f[4 se satisfacen. Si
x(t) = col (x1(t), xo(t), ..., xa(t)) es la solucion del sistema (3.2) con condicion inicial
(3.3). Entonces x;(t) — 0 exponencialmente cuando t — oo, para i = r+ 1,...,n.

Ademds existe @ = a(x) > 0, tal que z;(t) > @ para todoi=1,...,r yt>0.

Demostracion. Sea x(t) = col (x1(t),x2(t), ..., x,(t)) la solucion del sistema (3.2) con
condiciones iniciales (3.3). La primera conclusion de esta Proposicion se prueba por el
mismo razonamiento usado en la proposicion 3.3. Probemos que existe & > 0, tal que
z;(t) > @ paratodoi, 1 <i<ryt>0.En efecto; fijemos un entero i, 1 <1i < r, por

el Lema 3.3, se tiene que para cualquier j, 1 < j <,

limsupz;(t) < M; = J — 3.30
H+oop ity < M, ak; fOJrOO Kjj(s)e %ds (3.50)

Como z(t) — 0 exponencialmente cuando t — +o0 para j =+ 1,...,n, se sigue por

el Lema 1.5 que

lim Kij(t —s)xj(s)ds=0, j=r+1,..n
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Esto implica que

n t
tlg—noo | U/ Kij(t ri(s)ds = tggrnoo Z a?j/ K;j(t —s)x(s)ds = 0.

Jj=r+1 j=r+1 -
Por tanto, si ¢;(t) = a” f Kij(t z;(s)ds entonces
j:T
t£+moo gi(t) =0. (3.31)

T

De la hipétesis Hy se satisface que bl — Z;é afj]\z > 0. De (3.30) y (3.31) , se tiene
J=1,j#i

J=Lj#

que para todo €, 0 < € < (bﬁ > a ) existe T' > 0 tal que paratodot > Ty

l<yj<m,

~ € € €
zi(t) <Mj+———— v  —5<al) <5
2 Y 2 2
]
=L
Definamos para el ¢ fijo y t > T, la funcién ,

wilt) = 24(t) exp (- ; /0 K (s) [ /t i ais (6 + s)sz:j(ﬁ)dﬁ} ds) |

Por el Lema 3.3, w;(t) esta bien definida, es positiva, diferenciable y ademas cumple la

(3.32)

siguiente relacion
w;(t) < z;(t) < exp (L;) wi(t), (3.33)
donde L; = Z ay M ipi; para todo t > 0. Calculando la derivada de w;(t), se obtiene

que

wi(t) = exp( Z/+OOKU V ai (0 + s)x; 9)d0] ds)
it di( Z/WKU V ai; (0 + 8)z e)de} ds)

= wi(t) (b (t)—Zaij(t) /_ Kij(t—s)xj(s)ds)

r 400 r 400
—w;(t) [Z (1) Kij(s)ai;(t + s)ds — > ai;(t) Kij(s)z;(t — S)d5]

j=1 j=1 0

=%

r +oo

= w;(t) [bi(t) =) @t Kij(s)ag(t + s)ds — gi(t)] .
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Usando el hecho de que los coeficientes del sistema (3.2) son acotados superior e infe-

riormente y que los nucleos son normalizados se tiene

wi(t) > wi(t) [bg—za;xj(t) —gi(t)] .

De (3.32) y (3.33), se obtiene que para todo t > T,

wi(t) > wilt) [bh—alwit) = Yl | M+ ——— | =3
j=1,j#1i 2 Z CL%
L J=1,j#i
= wi(t) Z aZ]M —agx;(t )]
L j=1,5#1i
> w(t) b — Z a;‘j]\z —e—ajexp (L;) wi(t)] :
L J=1,j#i
Trabajando como en la prueba del Lema 3.3, se concluye que
lim inf w; (t) > ~ B donde Bi=1b — Z alM; — .
totoo T abexp (L) g
J=1,g#1
Haciendo € tender a cero por la derecha se obtiene que
b= > aiM;

lfm inf w;(t) > — =97
iminf ) 2 —

Como i es arbitrario se satisface (3.34) para todo i, 1 < i < r. De la desigualdad (3.33),

(3.34)

se concluye que

T —~

lfm inf z;(t) > ——— =@
it > — @y

para todo 7, 1 < ¢ < r. Como al final de la prueba de la proposiciéon anterior existe
@ =a(z) > 0 tal que z;(t) > @ para todo t > 0 con 1 < i < r. Esto completa la prueba

de la proposicion. O

63.3. Resultados principales.

Teorema 3.6. Supongamos que las hipotesis PAIO, f[l, ﬁQ Y f[g se satisfacen. Entonces

la solucion x(t) = col (x1(t), z2(t),...,z,(t)) del sistema (3.1) con la condicion inicial
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(3.3), tiene la propiedad que para cada i, r+1 < i < n, z;(t) — 0 exponencialmente
cuando t — oo, y para todo i, 1 < i < r, x;(t) — y;(t) — 0 cuando t — oo, donde

y(t) = col (y1(t), ...,y (t)) es cualquier solucion del sistema (3.4).

Demostracion. Sean z(t) = col (x1(t), x(t), ..., z,(t)) la solucion del sistema (3.1) y
y(t) = col (y1(t), ...,y (t)) cualquier solucion del sistema (3.4). De la Proposicion 3.3
se tiene que para todo i, 1 < i < ryt > 0, se cumple que z;(t) > a > 0 y para i,
r+1<i<mn,x;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢t — +oc. El Lema 2.3, garantiza
que las componentes z;(t), i = 1,...,r, estdn acotadas superiormente por constantes
positivas. En consecuencia x;(t) para ¢ = 1,...,n, son acotadas superior e inferiormen-
te por constantes positivas. Ademéas como el sistema (3.4) es fuertemente persistente
y disipativo se cumplen que las componentes y;(t) para i = 1,...,r, estan acotadas
superiormente e inferiormente por constantes positivas.
Por la Observacion 3.2, existen nimeros positivos \;, 1 < ¢ < r, y R tales que para
todo 7,1 <5 <, )

—Ndhi+ Y Naly < —R. (3.35)

i=1,i#j

Definamos la funcion V' sobre [0, +00) como sigue

V(t) =Vi(t) + G(t) + H(t),
-3 m(i:fii)\v
XT:/\Z 3 /+Oo (/ §)ass(s + ) | (s) — yj(s)|ds) 4

= J=1,j#i

donde

Z)\ Z /+OO (/ 0)aij(s 4 0)x;(s )ds> do.

= j=r+1

Por el Lema 1.15 se tiene que V;(t) es derivable en [0, +00)\D, donde D = |J Dj,
j=1
D; = {t €[0,+00) : 2;(t) = y;(t),2(t) # y;(t)} y D es numerable por ser unién finita

de numerables. Ademés para ¢ € [0,400)\D se tiene que

Vi = 3 u [w—yé“’]sgn(a:xt)—yi(t)).

—  lz(t)  wi)
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Argumentando como en la prueba de la Proposicion 3.3, se concluye

T

W = Soa [—ahu)(mi(w—yi(t))— / )(aj(5) — yj(s))ds

i=1 J=1,j#i

Y, / <s>ds] sgn (z:(t) = ilt))
Jj=r+1

< A0 w0+ 3 3 M) [ Kl ) lete) o)l as

i=1 i=1 j=1,5#1
T n t

+Z Z /\Zaz](t) Kij(t—S)J]j(S)dS.
i=1 j=r+1 -

Es facil verificar que tanto F(t) como G(t) estan bien definidas y son derivables en

[0,4+00) y sus derivadas estan dadas por

r r 400
=3 ) Alz(t) — (0] K (6)ai;(6 +t)ds
i=1 j 1j7£i 0
—Z Z Aiag;(t) Kij(5) |;(t — 6) — y;(t — )| do.
i=1 j=1,j#i
y

Z Z Atz (t / K (8)ai; (6 +t)ds — Z Z Nia;(t) Kij(a)xj(t—a)d&
=1 j=r+1 =1 j=r+1

Ademas se tiene que V (¢) es no negativa, acotada, derivable en [0, +00)\ D y su derivada

satisface la desigualdad

T r +o00o
ZM () = w@)+ Y D Aila(t) = (0] i Kij(0)ai; (8 + t)do

i=1 j=1,j#i
+ Z Z iz (t Kij(é)&ij((s +t)do
=1 j=r+1
—Z/\z‘aﬁi\xi( — vi(t |+Z Z Aias e (t) = y; (0] + 9(b), (3.36)
=1 =1 j=1,j7#1
donde ¢g(t) = Z _Z xj(t). Debido a que x;(t) — 0 exponencialmente cuando

+oo
t — 400 para todo j, r +1 < j < n, se cumple que 0 < / g(s)ds < 4+o0. De la
0
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desigualdad (3.36) se tiene

Vi(t) < —ZMZ |:(t) |+Z>\ ( > Zl%(t)—yj(t)l) +9(t)

J=1,j#i
= (_)‘la11+)‘2a21 """)‘rarl) 21 (t) = (E)] + -+ +

(=Avay, + Xoah, + - + Ae1)@lp_1yry) 2 (8) = 9o ()] + g(2).

De (3.35), se tiene que para todo t € [0,4+00)\D,
Vi(t) < -R (|371(t) =+ + @) =y (0)]) + 9(1)

= _RZ|xJ ) — yi(O)] + g(t).
En consecuencia

jt( RZ/W Ids+/tg( )ds)zo.

Como D es numerable, la desigualdad anterior se satisface en casi todas partes y por

tanto se puede integrar en [0,¢| para obtener que

RZ/ 5(6) ~ (o) ds + [ s)ds = -V 0

esto implica que
T t t
Ve +RY [ o) - w(e)lds - [ gloyds <v(0)
j=1"9 0

+oo
En virtud de que V(t) > 0 y del hecho de que / g(s)ds < +o0, se sigue que
0
t 1 t
0< [ oo - uolds < Z / () = mlds < (VO v+ [ gs)as)

< %(V(O)+ /0 +OO g(s)ds)

= (C < +o0,

donde C' es una constante independiente de ¢. Por tanto se cumple que

+oo
/ |z;(s) —y;(s)|ds < +o0, j=1,....r
0
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Argumentando como en la parte final de la prueba de la Proposicion 3.1, se concluye

que
i [oy(0) =3 (0] =0, j=1...n
Esto completa la prueba del teorema. O

Cuando los coeficientes del sistema (3.1) son constantes, la convergencia de las primeras
r componentes de cualquier solucion del sistema (3.1) con condiciones iniciales (3.3) a

una solucion x* = col(x3, ..., x}) del sistema r dimensional
r t
I;(t) = Iz(t) bz — CL“l’Z(t) — Z aij/ Kz](t — S)ZEj(S)dS s
j=1 —o0

se puede demostrar de una manera mas directa usando el Teorema de Fluctuaciones,

como lo hacemos a continuacion.

Teorema 3.7. Supongamos que en el sistema (3.1) los coeficientes b;, a;; para 1 <
1,7 < n, son constantes y satisfacen las hipotesis ﬁl, _ﬁg Y ﬁg. Entonces la solucion
z(t) = col (xq(t), x2(t), ..., x,(t)) del sistema (3.1) con condicion inicial (3.3), satisface

que para cada i, 7+ 1 < i < n, z;(t) — 0 exponencialmente cuando t — oo, y para

*

cada i, 1 <i <r, x;(t) = xf cuando t — oo , donde x* = col (27, ..., x}

) es un punto

de equilibrio del sistema con coeficientes constantes

r t
I‘;(t) = ZEZ(t) [bz - CL“ZL‘Z(t) - Z aij/ Klj(t - S)fL’j(S)dS] s t Z 0, 1= 1, Lo, T
J=1 >

Demostracion. Sea x(t) = col (x1(t), x2(t),...,x,(t)) la solucion del sistema (3.1) con
condicion inicial (3.3). De la Proposicion 3.3 se tiene que x;(t) > « > 0 para todo i,
1<i<r yt>0yux(t) — 0exponencialmente parat =r+1,...,n, cuando t — +oc.
Aplicando el Lema 1.5 obtenemos

¢
l{im Kij(t—s)xj(s)ds =0, j=r+1,..,n (3.37)

—0oQ
Por otro lado, por Lema 3.3 se cumple que x;(t) estan acotadas superiormente para
todoi, 1 < i < r,yt>0.Deaca que z;(t), 1 < i < r, son acotadas superior e
inferiormente por constantes positivas. Por Lema de Fluctuaciones existen sucesiones

7\ — 00y 0, — 00, tal que cumplen que para cada i, 1 <i <7,
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i) zi(07,) =0

i) 2/(rl) = 0

y xi(

y (T,

De (3.37), se obtiene que

lim
n—-+o0o

lim
n—-+o0o

o) — T; = limsup z,(t),

cuando n — oo.
t——4o00

) — z;, = liminf z;(t), cuando n — co.

t——+o00
’ Kij(o! — s)zj(s)ds =0, j=r+1,...,n, (3.38)
K (Tl —8)xi(s)ds =0, j=r+1,...,n (3.39)
—s)z;(s)ds parai, j, 1 <i,j <ryt > 0son acotadas, se

Por otro lado, como ffoo Ki;(t

puede suponer, sin pérdida de generalidad, que para cada 7,7, 1 < 14,5 < r las integrales

J7 K7 = s)as(s)

y [T Ky(ri —s)

z;(s)ds convergen.

Sustituyendo las sucesiones 7 y ¢!, en el sistema (3.1), se tiene para i, 1 <i <r,

by — azzi( Z aw/ x](s)ds],
L j=1,j7#1¢
b; — azx;(o Z aw/ Kii(o x;(s )ds].
L j=1,j#1

Aplicando limite cuando n — +o00 a cada una de las ecuaciones anteriores se sigue

— aiT; Z i ngrfoo sz( s)xj(s)d$] , (3.40)
J=1,37#i

;i T; Z oy nl_lgloo ' Kij(o! — s)a:j(s)ds] : (3.41)
=1, —o0

Por Lema 1.4 y la definicién de limite superior e inferior respectivamente se tiene que

lim ' K-~( L — s)x;(s)ds < hmsup/ Jxi(s)ds < T,
n—r+0o0 t—+o00
z; < 1,}21%1;/ Kij(t zj(s)ds < ngrfoo - K (0! — s)x;(s)ds.

Sustituyendo estas desigualdades en (3.40) y

0>z, [bi — QyT; —

(3.41) se obtiene

r

g aijfj] parai=1,...,7.

=1,
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r

0 <m; |b; — ayx; — E Qi para i =1,...,r.

J=1,j#i
Como 7; > z; > a > 0 entonces,

_ . -

b < |auz; + Z a;;T; parai=1,...,7, (3.42)
L j=1,j#i i
_ . -

b; > |au;x; + Z Qig; parai=1,...,r. (3.43)
L j=1,j#i i

Escribiendo estos sistemas de forma matricial se tiene
b<[(A—D)Z+ Dz,

b= [(A—D)z+ D],

11 Q12 0 Qip ap 0 -+ 0
Qg1 Ay -+ Qo 0 ayp -+
donde A = _ ‘ ' ‘ , D= , b=rcol (by,...,b,),
: : : : : : o0
Ary Qp2 - Apy 0 cee 0 Qpy

T =col (Ty,....,T) y x=col(xy,..,z,).

Restando la primera desigualdad con la segunda se obtiene
0<(2D—-A)(z—7).

Por Lema 1.14, 2D — A es invertible y su inversa es no negativa, asi que (x — %) > 0,
esto implica que x > 7 y de esta desigualdad se concluye que x = 7. En consecuencia
T, =T, =xf = tE+moo.iEi(t) para todo i = 1,...,7. Asi, 2* = col(z7,...,x}) es el punto
de equilibrio que atrae a todas las soluciones del sistema (3.1) con condicion inicial

(3.3). Esto completa la prueba del teorema. O

Teorema 3.8. Supongamos que las hipotesis }AIO, ?[1, [/1\73, Ig'4 Y ?[5 se satisfacen y la

matriz C' = (c;5) cuyo coeficientes estdn dados por

rXr’

P (o) tods — T8

i Jo P e , parai =]

_a% [1 + (M'L)ﬁ;lii“u:| : para Z 7é j7

7
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es una M-matriz. Entonces la solucion x(t) = col (x1(t), xo(t), ..., x,(t)) del sistema
(3.2) con condicion inicial (3.3), satisface que para cada i, v+ 1 < i <n, z;(t) - 0
exponencialmente cuando t — 0o, y para i, 1 <i <r, x;(t) — y;(t) = 0 cuando t — oo

donde y(t) = col (y1(t), ..., yr(t)) es cualquier solucion del sistema (3.5).

Demostracion. Sea xz(t) = col (z1(t), z2(t), ..., x,(t)) la solucion del sistema (3.2) con
condicion inicial (3.3). De la Proposicion 3.4 se tiene que z;(t) > « > 0 para todo ¢ > 0,
i=1,..,ryx(t) — 0 exponencialmente para i = r+1,...,n, cuando t — +00. Como
el sistema (3.5) es extremadamente estable, es suficiente probar que para i = 1,...,r,
z;(t) — yix(t) — 0 cuando t — oo, donde y*(t) = col (y1.(t), ..., yr«(t)) es la solucion
dada en el Lema 3.5. El Lema 2.4 garantiza que las componentes z;(t), i = 1,...,r,
estan acotadas superiormente por constantes positivas. En consecuencia, x;(t) para
¢t = 1,...,r, son acotadas superior e inferiormente por constantes positivas. En virtud
del Lema 3.5 las componentes y;(t) para ¢ = 1,...,r, estan acotadas superiormente e
inferiormente por constantes positivas.

Trabajando como en la Proposicion 3.2, denotemos por C(¢), con € > 0, la r X r matriz

cuyos elementos estdn dados por

— — Nz
aéi 0+c>o Ki'(s)e_bysdé‘ _ (Mrl—e)]\;;(aii) Mu, para i :j

—a; [1 + W} : para i # j.

(3

En de dicha proposicién se probd que existen € y €5 con 0 < € < ¢, tal que se satisfacen

las desigualdades

(7] (Cii — 60) > Z Qa; (|Cij| + 60)7 1< <, (344)
Jj=1,j#i
y
cij(€) >cy—e Yy cul€) >y — e (3.45)

Consideremos para cada i, 1 < i <r, w;(t) =1In ( ) Es facil verificar que



CAPITULO 3. Extincién y Sobrevivencia de Varias Especies en Sistemas ...

r 400
wit) = — Zaij(t) Kij(8)y;ut — 5) (€079 — 1) ds
j=1 0
n +00
+ Z a;;(t) Kij(s)x;(t — s)ds.
J=r+1 0

Descomponiendo el término i-esimo en el primer sumando, se tiene

+00 +oo
wi(t) = —ayu(t) Kii(8)yan(t — 8)e 9 ds + a;(t) K;i(8)yis(t — s)ds
0 0
r 400
— Y ay(h) Kij(s)y;a(t — 5) ("7 — 1) ds
j=1,5#i 0
n 400
+ ) ay(t) Kij(s)x;(t — s)ds.
, 0

Reescribiendo w} como en la prueba de la Proposicion 3.2, se obtiene que

+o00 r

wi(t) = —a(t) Kii(8)yis(t — 5) (ewi(t) - 1) ds — Z ai;(t)F(¢)

0 =15

r 400 t
a3 [ Kalsult =) [ o) Fyo)dods
j=1 t—s

n 400 t
+a“(t) Z /0 K“(S)yz*(t - S)/ ewi(g)aij(O)Gij’(U)dOdS
t—s

Jj=r+1
+ ) ay(D)Gy(0),
j=r+1
donde .
Fy(t) = / Kij(s)yje(t — s) (79 = 1) ds
+oo

Gw(t) == . KZ](S)IJ<t — S)dS,

estan definidas en [0, +00).
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Definamos la funcion V' sobre [0, +00) como

VI(#) =Va(t) + Va(t) + Va(t) + Va(t) + V(1) + Ve(t) + Vz(D), (3.46)

donde .
Vi(t) =)y fw(t)],
i=1

0 =30 3 [ 8o ([ anto s o)) < 1] o) s,

i=1 j=1j#i

=35 e [ Kulo) [ aulot oo ( / a0 [Fy(o)] do ) dpds.

i=1 j=1

Vit =32 3 o) [ ) [ auto et ([ e tarie) apas

i=1 j=r+41

A Mi+E\ ~ . o, [T ' wi(o)
Vs(t) = Z Zai — M;agpiag; Ki;(s) Yir(0) |e 7 1} dods,
m 0 t—s

)

i=1 j=1
r n A—;—‘—E N 400 t

Vs(t) = Z Z @ | — M;ai;juia; Kij(s)/ zj(o)dods
i=1 j=r+1 7 0 t—s

=33 a /O +°O ( /t: Kiy(8)ass(s + 5):5]-(3)653) ds.

i=1 j=r+1

De la Proposicion 3.2, se tiene que que Vi(t) es no negativa, es acotada; esto es, exis-

te una constante L > 0 tal que Vi(t) < L para todo t € [0,00) y ademés por el
T

Lema 1.15 se tiene que V;j(t) es derivable en [0,4+00)\D, donde D = |J D;, D; =
j=1
{t € [0, +00) : yju(t) = 7;(1), yj.(t) # asg(t)} y cumple que para t € [0, +00)\D

Vilt) = Z@iw'(t)sgn(w(t))-

Ademas se tiene que sgn (w;(t)) = sgn (e — 1), v (t) | — 1| = |2;(t) — yi(t))]
V Yin(t — 8) > y;(t)e % para todo i, 1 <i < r. Por lo que se satisface que
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+oo
V) < —Zaam ailt) =] [ oK)

—i—Z Z a;a;;(t) | Fiy(t |+Z Z a;a;;(t

=1 j=1,j#1 i=1 j=r+1
—+o00 t
S o) [ Kl 9 / e ayy(0) |Fiy(o)| dods
=1 j=1 t—s
—+o00 t
+Z Z vz (1) G (1) Kii(8)ya(t — ) / "l q;;(0)dods.
i=1 j=r+1 0 t=s

En virtud del acotamiento de los coeficientes del sistema (3.5), que ) para 1 < i <r
son positivas y acotadas sobre R, los nicleos son normalizados, de las hipotesis PAI;;, y
f0+°° s2K;;(s)ds < +00, la cual esta incluida en H 5, Se garantiza que las funciones V5(t),
V3(t), Vi(t), Vs(t), Vs(t) y Vz(t) estan bien definidas, son no negativas y son acotadas. En
consecuencia V' (t) esta bien definida, es no negativa y acotada. Ademas de la hipotesis
Hs y por el Lema 1.7 se tiene que Va(t), Vs(t), Vs(t) y Vi(t) son diferenciables y sus

derivadas estan dadas por

T ' “+00
D> ailn(t) — ) Kij(s)ai;(s +t)ds
i=1 j—l j;éi 0
—Z Z a;a;(t / $)yj«(t — ) {ew]t ) _ llds.
i=1 j=1,j7#i
T r ]’\‘4‘; +€
vt = 330 (M) S ) 0
i=1 j=1 ¢
r r N — N +o00
- ZZai < Zj— 6) M;ag;piag; Kij(s)yj(t — s ‘ew] (t=s) — 1| ds.
i=1 j=1 i 0

Vi(t) = Z Z % (M%j E) ]\ZGZMM% Z Z az( — E) MiagipiiafG(t).

i=1 j=r+1 ¢ i=1 j=r+1

T n

Z Z a;x;(t / K(d)a;;(6 +t)do — Z Z a;a;(t

=1 j=r+1 =1 j=r+1
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Para calcular las derivadas de V3(t) y Vi(t), se trabaja como en la prueba del Teorema

2.14 y por la féormula de Leibnitz’s, se tiene que

- Y e /Ku it =) [ (o) Fy (o) dods

11]1 s

+ZZ% ai(6) | By ()] di(t),

=1 j=1

donde d;(t) = [;° Ki(s) ftt_s ai(p+ 8)yi(p)dpds para 1 < i <r.

En resumen se tiene que V (t) es diferenciable en R\ D, no negativa, acotada y cumple

que para t € [0,400)\D,

V'(t) < —Zaiaéim — Y (t |/ e UK (s ds+z Z aiag; |25 (t) — yj. ()]
i=1

— i=1 j=1,j#i
T T " Y T T MZ _"_ E __ u u

+ Z Z o€ ’(t)aij | Fi ()] di(t) + Z Z @ ( Y > M;az;piias); |25(t) — v (2)]
i=1 j=1 i=1 j=1 ‘

my;

3y (M )Mwu BIE S D a6 )00

i=1 j=1 i=1 j=r+1
T n M +¢ —~ . +o0

+ Z Z o ( = ) M;ag;uizasw;(t) + Z Z a;;(t K(6)a;(d +t)dd
=1 j=r+1 i=1 j=r+l
r n ]’\‘4‘/ _ N

D3| )M a6 a1
i=1 j=r+1 m;

El Lema 3.5 garantiza que m; < y;,(t) < M, para todo i,1 <¢<r y te€R, portanto
t) §/ Kii(s)/ a; Mdsgds = a"M/ sKii(s)ds = a; M/Lm
0 t

Por el Lema 3.3, se tiene que para 1 < i < r, limsup x;(t) < M , por lo que se cumple
t——+o0

que existe Ty > 0 tal que z;(t) < M +€ paratodoi, 1 <i <ryt>Ty. En
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consecuencia para todo ¢, 1 <7 <r yt > T, se cumple que
zi(t) M +¢

< — .
Yix(t) m;

Sustituyendo lo anterior, en el tercer y sexto término de la desigualdad (3.47) y el hecho

evilt) —

de que a;;(t) < a;; para todo 1 <4,7 < n, en el octavo término, se obtiene que para

todo t > Tp,

Zaa |2i(t) — it I/ e " KGi(s) d8+z Z aiagy |7(t) — ()]

1=1 j=1,j#i
T r ]/\Z+E —~ . y
+ Z Zai = Miagpias |7;(t) — y.(t)] + Z Z ajag;x;(t)
i=1 j=1 ! i=1 j=r+1
i=1 j=r+1 ¢

Agrupando algunos términos, se tiene
" (J\A/fz + €> M; (a)? i
Kz‘z‘( Je " ds — = () — yir (1)

m;

V() < _ZO‘Z al;

(AZ + E) Miali i

+Z Z aag; | 1+ =y |25 () — y;: (1)

i=1 j=1,ji

(J\Z + E) J\Zaé‘iuu

D a1+ =y (1)

=1 j—rt1

= _Zazcu |l’@ yz* |_Z Z aZCZ] |$J ) y]*(t)|
i=1 j=1,j7#1¢
<J\Z + E) ]\Z(lq{;ﬂii

+Z Z aia?j L+ mi xj(ﬂ

i=1 j=r—+1

= —ZZO&ZQ] ‘-Tg yj*@)’ +g1(t),

=1 j5=1

donde . .

:Z Z g | 1+ = x(t).

i=1 j=r+1
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Dedido a que z;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — +o0 para todo j, r+1 < j < n,

+o0
se cumple que 0 < / g1(s)ds < 4+00. Haciendo un reordenamiento en la desigualdad
0

anterior, se tiene que

Vit) < _Z<Zajcﬂ )’xz t) =y + (1)

- _Z (aicﬂ(g) + Z ajcji(€ )) |25 (t) — yis (t)] + 91 (2).

j=Li#i
De (3.45), se tiene que para todo ¢ > Tj,

r

Vit) < - Z ( Cii — — D ajle —50)|> |2:(t) — yix (B)| + g1 (1)
j=Lii

- _ Z ( Cii — Z aj (|¢jil +Eo)> |2i(t) — v (B)] + 91 (2)

J=1,j#i

= _Zﬁz |:L'z yz* )|+gl(t)7

donde f3; = (c;; — €)ooy — Z a;(|cji| + 7€) es positiva gracias a la desigualdad (3.44).
j=1,j#1
En consecuencia para cada t € [T, +00)\ D se cumple

t

V) =Y [ lals) - wlds+ [ ai(s)ds

TO TD

Como D es numerable, la desigualdad anterior se satisface en casi todas partes y por

tanto se puede integrar en [Tg, t] para obtener

Z BZ |zi(8) — yix(s)| ds +/ g1(s)ds > =V (Ty).

To
Por tanto .
Z @ r:(5) — e (5)] ds < V(T) — V(1) + / 1(s)ds.
To
En virtud de que V( ) > 0y del hecho de que 0 < fo s)ds < 400, se sigue que

0< [~ ulollds < 5 (v + /0*°°g1<3>d8)

= (C <+,
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donde C' es una constante independiente de ¢. Por tanto se cumple que

—+o0
/ |z;(s) — yju(s)|ds < 400, j=1,....r
0

Argumentando como en la parte final de la prueba de la proposicion 3.2, se concluye

que
tginoo\xj() yi«(t)| =0, j=1,...,r
Esto completa la prueba del teorema. O

63.4. Ejemplos.

En esta seccion se dan dos ejemplos para ilustrar las conclusiones de los Teoremas 3.6 y
3.8. En el primero de ellos se ilustran las conclusiones del Teorema 3.6 y en el segundo

las conclusiones del Teorema 3.8.

Ejemplo 3.1. Consideremos el sistema

xi(t) = a4(¢) (bi(t) —a;(t)x;(t) — 24: a;;(t) +OO Kij(s)z;(t — s)ds) , 1=1,2,3,4,
J=1,57 0
(3.48)
donde los coeficientes son funciones continuas, no negativas dadas por
bi(t) = 16 +sint, by(t) = 16 + cost, bs(t) =2 (1 +sin’t) ,
by(t) = (1 + cos t) ap1(t) = 5+ sint, aa(t) = % + cos’ t,
ap3(t) = 1+ sin’t, apa(t) = 1+ cos’t, ag (t) = = +sin’t,
asn(t) =5+ cost, axg(t) =1 +sin’t, ax(t) =1+ cos’t,
az1(t) = 5+ cost, ase(t) =14 sin“t ass(t) = 1+ sin’t,
az(t) =1 +sin’t as(t) = 4(1 + cos® t), asp(t) =1+ cos’t,
as(t) = 1+ sin’t, agu(t) =1+ sin?t,
Ki5(t) = 200e~ 2% Ki5(t) = Brze™ ™, Ky4(t) = Bre™ M,
Ko (t) = 2006, Kos(t) = Boze™ ™", Kou(t) = Base™ P,
K1 (t) = By ™, Ky (t) = Byae™ ™2, Ks3y(t) = Base™ P,
Ky (t) = Bue ", Kip(t) = e ™2, Kus(t) = Bage 7"
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y Bij, 1 < 4,5 < 4,1 # j son mimeros positivos. Claramente se satisface la hipotesis

Hy. Observemos que

bt =17, v, =15, by =17, b, =15, by = 4, by =2,
3 1
u o I u I u _
by =4, by =2, a;; =0, ap, =4, p) b% p) 2
3 1
_ T u T _ 1
ays = 2, a;z =1, ayy = 2, ay =1, g1 = 5 o1 = B%
_ — — e u =9 L =1
(g = U, Agg = 2 (93 = 4, (g3 = 1, (g = 2, (g = 1,
_  _ [V I _ u o I
as =6, as =4, agg = 4, azy =1, az3 = 2, azs =1,
_ l u o I u o .
ag, = 2, as, =1, ay =8, ay =4, Ago = 2, ay =1,
_ I _ _ I _
ay3 = 2, ag =1, Aygyq = 4, agy =1

Para k = 3 existe i3 =1 tal que

byat, — btab, = (4) (6) — (15) (4) = 24 — 60 < 0,

bat, — Bial,, — 4 (2) —(15)(1) = (6 - 15) < 0,

byaty — brags = 4(2) — (15) (1) = (8 = 15) <0,
Y para k = 4 existe iy = 1 tal que
byal, —blal, =4(6) — (15) (4) =24 — 60 < 0,
u_U 11 3
bialy — blaly = byal, —blal, =4(2) — (15) (1) =8 — 15 < 0,

Por lo que la hipotesis H1 se satisface. Por otro lado, para v = 1,2; se satisface

by 3 17 17
bl:1 u 2 ) (2 oy = .
- () - (5) (5) -5
by 3 17 17
L=1 v (L) = (2) (=) = —.
i > () (2)(6) 4

Por tanto, se cumple la hipdtesis ﬁg. Claramente p;; = para 1 < i, <4 yi+#j.

ﬁz]

Esto muestra que la hipotesis Hz se satisface. En consecuencia, todas las condiciones del
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Teorema 3.6 se cumple y asi para cualquier solucion x(t) = col(xy(t), x2(t), x3(t), x4(t))
del sistema (3.48), con condiciones iniciales (3.3), tiene la propiedad que las especies
x3(t) y xa(t) se extinguen y ui(t) —x1(t) = 0, ui(t) —x2(t) — 0 cuando t — 400, donde

u*(t) = (ui(t),us(t)) es cualquier solucion del sistema integro—diferencial logistica

21(t) | (16 +sint) — (5 + sint)wy () — (3 + cos?t) [,7°° 20062y (t — s)ds|
() = w(t) [(16 + cost) — (& +sin®t)aa(t) — (5 + cost) [, 200e 2%, (t — s)ds| .

&
RS
—~

~
N—

Il

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema
4 +o00
z(t) = x4(t) (bi(t) =) ay(t) Kij(s)a;(t — s)ds) Ci=1,2,3,4; (3.49)
j=1 0

donde K11 (t) = 200, Ky (t) = 200", Ks3(t) = Bsge™ 7", Ky (t) = Baae™ ™" con
B33, Baa mumeros positivos, los coeficientes y los otros nicleos son como en el ejemplo

P 2
300" ademds [, s*°K;j(s)ds = G

Sabemos por el ejemplo anterior que las hipotesis PAIO, fAfl Y ﬁg se satisfacen. Por otro

anterior. En este caso p11 = pog = ph12 = flo1 =

lado, para v = 1,2; se cumple que

—  — b 200+ bY by /200 + by 17\ /217 3689
Mi=M=—\—x— =7 = )=\ =) |55 ] = 500
a, 200 aly 200 6 200 1200
Por tanto
—~ 3\ /3689 3689
=15 > a%“ M, = (= =
! 1272 (2) (1200) 800 ’

— 3\ [/3689) 3689
bh=15 > a4y M, = (= = .
2 4 (2) (1200) 800

Asi la hipdtesis Hy se satisface. Para verificar que la hipdtesis Hs se cumplen, calculemos

los valores my y Mo, para ello calculemos primeramente Ly y Lo,

— —~ 3689 1 3 3689 1 3689
L1 = a“ M v M. = Pyl Ry 5 900 1 900 — 29000°
1 = ayy Mipy + aiyMopio = 6 (1200) 200 + <2> <1200> 200 32000

— —~ 3\ [/3689) 1 3689\ 1 3689
Ly = ay, M oMotz = | 5 ) | 555 ) 500 1200/ 200 ~ 32000
2 = Qg1 My fi21 + A9 Mo fl2s <2) <1200> 200 +6 <1200> 200 32000
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3689
Por lo que e = e*? = exp (—) . De lo anterior se tiene que

32000
15 (3689
P b —aly My P by —ay My 800 ) 8311
Coafelr T agel 3689 ) (3689
P\ 32000 P\ 32000
Por tanto,
—~\ 2 —~\ 2
(M1> appn (Mz) (k22 13608721 exp (225) 0,183
i B s B 83110000 T
. O 3689
<M1) (Cffl)Z,un (M2> (ag2)2,“22 40826163 exp (32000) 1.103
A - T B 41555000 T

o o 200 800
I —bus l —bys
a Kii(s)e™t*ds = a / Ko (s)e™2°ds = 4 ( ) = ~ 3,69.
”/0 2/, 200 + 17 217

En consecuencia para todo i, 1 <1 < 2, se cumple

—\2
2
u
CONCIRT L—
— < a; K;i(s)e % *ds.
my; 0
Ademds la matriz
~\2 2 ~ \2
—bysgg _ (1) (o) im " (M) oty
11 fO Kll 1 dS—ﬁ—l —Qqy 1+m—1
O - ~\2 2
w (M2)"afyuzz bys g (M2) (o) o
a2 [1 + Mz iy fo Kos(s)e™2%ds — o
3689 3689
so0 40826163 exp( 5% 3y 13608721 exp( 2559
217 41555000 2 83110000
= 3689 3689
_3|q . lssosral exp( 280 so0 40826163 exp (505 )
2 83110000 217 41555000

B 2,587 1,774
—1,774 2,587 )
es una M-matriz, ya que sus autovalores son positivos, c;; < 0,1 <i,7 <2, 1# jy
Ci; >0, 1=1,2.

Por tanto todas las condiciones del Teorema 3.8 se cumplen. Asi se obtiene que cualquier

solucion x(t) = col(x1(t), x2(t), x3(t), x4(t)) del sistema(3.49), con condiciones iniciales
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(3.3) tiene la propiedad que las especies x3(t) y x4(t) se extinguen y ui(t) — x1(t) — 0,
u(t) — x2(t) — 0 cuando t — +oo, donde u*(t) = (ui(t),us(t)) es cualquier solucion

del sistema integro—diferencial logistica

+o0
() = z(t) [(16 +sint) — (5 +sint) / 200e 2%z, (t — s)ds
0

1 Hoo
- <§ + cos® t) / 200e 2% x5 (t — s)ds] ,
0

1 +oo
oh(t) = wo(t) [(16 +sint) — (5 + sin? t> / 200e~ 2%z (t — s)ds
0

+oo
—(5 + cost) / 200e 2% 1y (t — s)ds] .
0
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