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Introduccion

La mayoria de los fenémenos, o procesos que involucran cambios de estado en el
tiempo son estudiados mediante ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) cuando
se trata de una evolucion temporal continua, o mediante la iteracién de transformaciones
cuando tal evolucion ocurre a tiempo discreto. La teoria matematica de los sistemas
dindamicos constituye en la actualidad una de las principales herramientas para abordar
esta clase de estudios, pues el objetivo fundamental de esta teoria es describir (en

diferentes contextos) el comportamiento asintético de las 6rbitas de un sistema.

Varios modelos matematicos de dinamica discreta, incluso los provenientes de di-
ferentes procesos de discretizacién de ecuaciones diferenciales, conducen a una clase
especial de sistemas dinamicos, conocidos en la actualidad como sistemas dindamicos
en reticulos (SDR) (lattices dynamical systems), los cuales aparecieron hace alrededor
de cinco décadas y desde entonces tienen un especial rol en el estudio de propiedades
dinamicas de fenémenos tales como en dinamica de fluidos y en general de los denomi-

nados sistemas espacialmente extendidos.
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Para definir un SDR se requiere de varios ingredientes: una coleccion numerable
(finita 0 no) de indices I; para cada ¢ € I se tiene un espacio topoldgico (X;,T;),
generalmente métrico y compacto, cada X; es denominado espacio fase de componentes
locales, el producto [[,.; X; = X es conocido como el espacio de fase del SDR; por otro
lado, para cada ¢ € I existe una transformaciéon 7T; : X; — X, que define la dinamica
local en cada espacio fase de componentes locales X;; asi T : X — X estd definido para
cada x = (z;);e; de X como:

T(x) = (Ti(xi))ier,

que es la ley de transformacién global del sistema dindmico discreto (X, 7).

Como una clase especial de SDR estan los mapas acoplados en reticulos (CML,
coupled maps lattices). Tales sistemas espacialmente extendidos fueron introducidos,
de manera independiente y simultanea, a comienzos de la década de 1980 por tres di-
ferentes vias, y por igual nimero de destacados cientificos: K. Kaneko, R. Kapral y S.
Kusnetsov. Es notablemente curioso que estos introdujeron el mismo modelo para tres
diferentes propdsitos; en efecto, los CML fueron introducidos inicialmente para modelar
la dindmica de sistemas espacialmente extendidos en quimica (Kapral), también para
desarrollar una teoria de grupos de renormalizacion en sistemas espacialmente extendi-
dos proveniente de circuitos eléctricos (Kusnetsov). En cuanto que Kaneko, uno de los
mas prolificos en el area, consideré los CML como una herramienta poderosa para el
estudio de la dinamica de los sistemas dindamicos extendidos en contextos més generales

y de cualquier naturaleza; ver [5], [6] y [7].

Las ecuaciones diferenciales parciales son usualmente empleadas para describir fenéme-
nos en sistemas espacio-temporales; sin embargo, el estudio analitico de sus soluciones
presenta grandes dificultades metodoldgicas en sistemas con comportamiento complejo;
esto hace que basicamente buena parte de los resultados tedricos en esa direccion estén
restrictos a encontrar soluciones particulares, estudiar su estabilidad y en ciertas oca-
siones estimar la dimension de los atractores. Por otra parte, dado que la simulacién
numérica ha ganado respetable consideraciéon como herramienta estratégica para el es-
tudio de sistemas dindmicos en general, y como los CML son expresados en términos de
la iteracién de un determinado ntimero (generalmente finito) de variables, permitiendo

convenientes manipulaciones numéricas y computacionales, entonces los CML se pre-
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sentan como modelos bésicos en el analisis de la dindmica de sistemas espacialmente
extendidos, ello debido a su naturaleza discreta en su evoluciéon temporal y continua en

lo espacial.

De forma vulgar un CML es un SDR en el que los espacios fase de componentes
locales y sus correspondientes dindmicas son coincidentes; ademas, existe una iteraccion
de un cierto niimero de componentes locales. Mas especificamente la formulacién precisa
de un CML, ver [1], es como sigue: sean (X;,T;) con i € I una coleccién de sistemas
dindmicos discretos coincidentes; es decir, X; = X;; y T; = T} para todo ¢,j € I; sean
T : X — X el producto de tales dindmicas locales y J : X — X la interaccién entre
las componentes locales, la cual se supone idéntica sobre la diagonal de X, esto es,
J(z) = x para todo z € X con z; = x; para cada i,j € [ siendo que xz = (;);e;.
Entonces el CML por ellos generado es la transformacion T:X — X dada por la

composicion T'= J o T.

Las transformaciones de iteracion entre componentes locales méas populares son las

expresadas mediante el acoplamiento de rango finito r > 1 del tipo:

J(x)i=(1=ezi+eY amu, (1.1)

l=—r

donde € > 0 es la fuerza (strength) de interaccién, también conocido como pardmetro
de acoplamiento, el cual es supuesto, generalmente por razones fisicas, en el intervalo
(0,1), cada constante ¢; > 0 con Y, a; = 1y cada componente z; de x es un nimero
real, o mas generalmente vectores en un espacio vectorial real. Claramente, para una
tal interaccion entre componentes locales, si T es la dinamica local, entonces el sistema

de ecuaciones en diferencia:

7= (1= T ) +e Y al (), n>1 (1.2)

l=—r

describe la dindmica del CML generado por J. y T'; esto es:

T(x); = (1—e)T(x;) + € Z a/T(xi4y), @ € I (1.3)

l=—7r

el cual también es conocido como acoplamiento difusivo. Cuando el conjunto de indices 1

tiene cardinal finito k, son impuestas condiciones periddicas de frontera, esto se traduce
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en

Tmk+; = Zj, paratodom € Zy 0 < j <k.

Un caso particular de CML, ampliamente empleado para distintos fines, lo constituye
cuando la dindmica local estd dada por el mapa logistico f,(x) = pa(1 —x), con > 1

v x € R. Esta clase especial de CML es conocida como acoplamiento del mapa logistico.

En este trabajo consideramos el acoplamiento como en (1.1), donde r = 1, a_; =
agp = 0, a; = 1, y ademas se impondran condiciones peridédicas de frontera. Bajo ta-
les consideraciones, el mapa logistico acoplado a estudiar es dado por el sistema de

ecuaciones en diferencia:

Tn = (1 - E)fu(zn—l) + efu(yn—l)
Yn = (1 — E)fu(yn—l) + Efu(mn—l)

n>1 (1.4)

Observe que las soluciones de (1.4) estan en correspondencia biunivoca con las drbitas

del endomorfismo biparamétrico del plano:

Fue(z,y) = (L= ) ful@) + efu(y), (1 = ) fu(y) + efu(2)); (1.5)

ademads, el comportamiento asintético de las soluciones es (1.4) es descrito por la dindmi-

cade F.

El comportamiento asintético de las soluciones de (1.4), y por lo tanto la dindmica
del endomorfismo F),., con > 1y € € [0,1] ha sido objeto de estudio en varias in-
vestigaciones en las que se describen algunas de sus propiedades dinamicas y ergddicas;
tenemos por ejemplo que en [2] y [3], Dobrinskiy, realiza estimaciones sobre la determi-
nacién del conjunto de érbitas acotadas de F), .; ademas, senala regiones del espacio fase
en la cual existen atractores; W. W. Lin et al, ver [8] y [9], estudian algunas propiedades
elementales sobre la sincronizacién de las 6rbitas de F), ; en [4], Fernandez y Jian, en
un contexto que incluye el mapa logistico para algunos de los valores de los pardmetros
1y €, estudian propiedades relativas a la existencia de orbitas asintéticamente periddi-
cas. Mientras que Kaneko, ver [7], muestra algunas estimaciones numéricas referentes
a algunas propiedades ergddicas y a la existencia de atractores. Mas recientemente, en
[11] y [12], N. Romero, A. Rovella y R. Vivas muestran, para el endomorfismo (1.5, en

el espacio de parametros arriba indicado, la existencia variedades invariantes mediante
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las cuales se describe la cuenca de atracciéon del atractor en el infinito; ademas, esto
permite una descripciéon de la frontera de tal cuenca. Las propiedades dindmicas des-
critas en [11] y [12] son bastante més amplias y rigurosas que las similares en [2], [3],
[8] ¥ [9]; de hecho,debido a interpretaciones fisicas es notable encontrar, en la literatura
existente sobre el tema, una fuerte restriccién del parametros p al intervalo (1,4] y del
espacio fase a @@ = [0,1] x [0,1]. Los resultados obtenidos en [11] y [12], ademds de
ser mas precisos en la determinacion de la frontera del conjunto de puntos con érbita

acotada, el valor del pardmetro p varia en (1, 400).

Acé estudiamos algunas propiedades dindmicas para el endomorfismo dado por (1.5)
cuando (p,€) € (1,400) x (1,400) como las abordadas y descritas tanto en la Tesis
Doctoral de R. Vivas [12], como en el articulo [11], donde la descripcién dindmica se
hace para el caso en que € € (0, 1); especificamente se muestran propiedades relativas
a: la hiperbolicidad del endomorfismo y la existencia de curvas invariantes que deter-
minan la frontera del conjunto de puntos con orbita acotada; ademas, esto permite una

descripciéon de la frontera de la cuenca del atractor en el co.

Vale la pena resaltar la importancia de la experimentaciéon numérica, pues mediante
la misma se plantearon conjeturas, se rechazaron otras y se hicieron observaciones que
permitieron llegar a los resultados expuestos en la presente disertaciéon, en particular:
la existencia de la curva invariante, el proceso de fractalizaciéon cuando se aumenta el
valor del parametro p y dejando al parametro € fijo, la existencia de componentes de

la cuenca del infinito en el interior de la curva I' para algunos valores en el espacio de

1—4e
1—2¢-

parametros con p <



Nociones Basicas

2.1. Propiedades Basicas

En esta seccién se presentaran algunas propiedades bésicas del endomorfismo F),
referentes a la existencia de puntos fijos, asi como también sobre su conjunto de puntos

criticos y de valores criticos, mediante los cuales se limita la imagen del plano por F), .

Una simple cuenta muestra que el endomorfismo F), . siempre tiene dos puntos fijos
en la diagonal A de R

-1 pu—1
0=(0,0)y = (=) para i £0.

Para ciertos valores en los parametros p v €, se demuestra la existencia de otros dos
puntos fijos, los cuales se disponen de manera simétrica respecto de la diagonal A de
R? y ubicados sobre la recta = +y = k, donde

1
(1= 2¢)

6

k=1-—



Jesus Silva 7

de hecho, tales puntos fijos (ps,p_) y (p—, p+), son determinados por:

kp et /2(p — Duk — p2k?
_ o .

P+ (2.1)

Observacién 2.1. Es facil verificar que cuando (u, €) € [1,4+00) x (—00, 0), tales puntos
1 —4e

1—2€¢

fijos existen siempre que p >

Un rol fundamental en nuestro andlisis de la dindmica de (1.5) lo tienen:

-1 p—1
» el punto fijo P, = (’u—, ,u_)

woop
» los autovalores asociados a P,: Ay =2 — py Ao = (2 — p)(1 — 2e);

= el conjunto critico de F), . y sus imédgenes; estos son respectivamente:

n b ={(G.y):yeR} y lr={(z,3): xR},

= L= Fu(b) ={(z,y) y="To— 5w o>}y

w Ly =Ful) ={(z,y) 1y = 152+ 3525 < 5

Se puede demostrar de manera sencilla que la imagen de R? por F),. viene dada por
Che = CiNC5y, donde

1—2e
- — RZ: < € .
Ch {(fc,y)e y_1_€x+4(1_€)u}7y

1- 1-2
n Oy = {(x,y)€R2:y§ r+ E,u}.
€ 4e

Observe que O, estd limitado por Ly y Ly y que puntos que estan fuera de C,
no tienen preimagen; mas aun si (w,z) € C.e, entonces los puntos (x,y) tales que

F,(x,y) = (w, z), estan determinados por (z,ys), donde:

4
1+ \/1 + m((l —e)w — ez)‘ y (2.2)

T4+ = —

2

1
yj::§

4

También es simple verificar:
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= las preimagenes del origen son: O = (0,0), S = (1,0); S = (1,1) y So = (0, 1);

= el punto R = (4,4) = L1 Lo, vértice de C,, tiene como preimagen a (%, %) =

2 ﬂfzs

» cada punto de L, \ { R} tiene dos preimégenes, ambas ubicadas sobre ¢; y simétri-

cas respecto de /s;

» cada punto de Ly \ { R} tiene dos preimégenes, ambas ubicadas sobre 5 y simétri-

cas respecto de fy;

= cada punto del interior de C), tiene exactamente cuatro preiméagenes dispuestas

simetricamente de {1 y /.

LQ SQ Sl

S
Ly

Hs€

Figura 2.1: Conjuntos criticos, valores criticos e imagen del plano.

Ahora bien, si consideremos una curva que conecte a Ly \ {R} y Ly \ {R}, la cual
tiene solo dos puntos sobre tales rectas (sus extremos), y el resto estd en el interior de
O, entonces usando los hechos expuestos en la parte de arriba se demuestra que la

preimagen de tal curva es una curva cerrada, que ademas es simétrica respecto de 1 y

{5 y contiene en su interior al punto (3, 3) como se observa en la figura (2.2)
De igual manera, si consideramos una curva simple contenida totalmente en C,, ¢, de

manera que ambos puntos extremos estén sobre una de las lineas Ly \ {R} 6 Ly \ {R},
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Ly

l

Y

Figura 2.2: Preimagen por F), . de una curva que une a Ly y Lo.

O Ly O

entonces su preimagen son dos curvas de Jordan (simples y cerradas) que intersectan
ambas a {1 o {5, segiin sea el caso, como se observa en la siguiente figura:

b
Ly

e
.

O L, O

Figura 2.3: Preimagen por F), . de dos curvas cuyos extremos estdn en L; .

En consecuencia, queda establecida la forma que presenta la preimagen de cualquier
conjunto conexo, debido a que puntos del exterior de C), . no tiene primdgenes bajo F),
Por ejemplo en la figura que sigue, se muestra la preimagen, por F, . de un conjunto
conexo. Se observa que la interseccién de este conjunto con C), . son dos piezas disjuntas;
una de ellas tiene parte de su frontera sobre Lo y no intersecta a L;, por tal motivo la
preimagen de esta pieza son dos piezas sobre {5 y simétricas respecto de /1. La frontera
de la otra pieza contiene tres curvas; dos de ellas conectan mediante sus extremos a L,
y Lo y sus preimdgenes son como las ilustradas en la figura (2.2), mientras que la otra

curva es como la ilustrada en la figura (2.3).
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Ly

0 L 0

Figura 2.4: Preimagen por F), . de una curva que une a Ly y Lo.

2.2. Espacio de parametros

En esta seccién se justifica la restricién del estudio del endomorfismo Fj, . en el

espacio de parametros a (u,€) € (1,+00) X (—00,0).

Proposicién 1. Para todo e € R y p < 1, con pp # 0, se tiene que F, . y F>_, ¢ son

topologicamente conjugados.

Demostracion.
Con el fin de obtener una conjugacion lineal entre F, . y F5_, . considere el cambio de

variable X = aw + 3 donde a # 0. Luego si hacemos z1 = f,(z), entonces se tiene que:

Xy =afy(e) + 8= EX[(a+28) = X] = £(5 + ) + 5

a+28=1
luego, se requiere entonces que " y B # 0; al resolver el sistema
5(52+a5)+5=0
. o _l-p .
se obtiene que « = —— y = ; en consecuencia
2—pu 2 —
1 —
X=:t ot -l oy )y Xi = (2 )X (1 - X).
2—pu 2—pu

Ahora bien, sea G,(z,y) = (g.(x), 9,(y)); veamos que F5_, .o G, = G, o F,; sean
(z,y) € R?,
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(FocpeoGu)(xy) = Forpe(g9u(), 9u(v))

= (GuoFd)(z,y);
por lo tanto Fy_,, . y F), . son linealmente conjugados mediante el endomorfismo G,. [

Observacién 2.2. Observe que de la proposicion anterior, se deduce que solo es ne-
cesario estudiar la dindmica de F) . para p > 1; ademds, si consideramos la refle-
xién R(z,y) = (y,x) se obtiene que Ro F,. = F,;1_. y por lo tanto ||F, (z,y)| =
|F.1-(z,y)|| para cada (z,y) € R?. Ahora bien, si (z,y) € R?, entonces sigue de lo
anterior que el conjunto de los w—limite de puntos que se disponen simétricamente

respecto a la diagonal A de R?| es el mismo tanto para F), . como para F},;_; esto es,

w((:c, y>7 FM,E) U W((yv (L’), FME) = w((l‘, y>7 F#J—E) U W((yv (L’), FHJ—E);

mas aun, si se conoce la orbita de un punto por una de esta aplicaciones, la 6rbita de

la otra también estda determinada.

Obsererve que aunque no se tiene una conjugacién entre F, .y Fj,1_. con € € R,

seguin la observacién anterior se deduce que:
= la dindmica cuando € > 1 se corresponde a la de e < 0; y

» Ja dindmica cuando % < e <1 se corresponde alade 0 <e <

N[

Observe ademas que si € = 0, entonces F, o(z,y) = (fu(2), fu.(y)); es decir, la dindmica
en este caso estd desacoplada y es descrita como el producto de la dinamica de la

aplicacion logistica unidimensional.

2.3. Curvas en el espacio de parametros.

Un rol importante en el espacio de pardmetros lo juegan tres curvas € — pq(e€),
€ — fio(€) v € — p3(e). Para definir la curva p4 consideremos el punto P, . dado por la

interseccion de Ly con el eje de las abscisas, es decir

Pue=(Pue,0)=LiN{(z,y) :y=0} = (41_726)%0) .
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4(1 —
Sea p1(€) :== % Es simple ver que p,. < 1si, y solosi, i < pi1(e). Para definir las
— 2¢
curvas fi2(€) y p3(€) recordemos que en el punto fijo, P, los autovalores de DF), (F,)

son A\; =2—puy A= (2—p)(l—2e).
Observe que Ay > —1 si, y solo si, u < P
6_

4e — 1
26 L= i3(€). También, es facil ver que si 1 < p < 3, entonces | Ay [< 1.
E —

4e — 3

= po(€) y A2 < 1 si, y solo si, p >

Figura 2.5: Curvas en el espacio de parametros.

Note que si fijamos € < 0, entonces para valores de u comprendidos en el intervalo
(1, u3(€)) sigue que el punto fijo P, es una silla hiperbdlica, mientras que si p = p3(e),
entonces el punto pierde hiperbolicidad; si consideramos ahora p € (us(e€), pa(€)), en-
tonces el punto fijo P, se convierte en un atractor hiperbdlico y ademés aparecen dos
nuevos puntos fijos que estan dispuestos simétricamente respecto de la diagonal /. Para
valores de p que estén sobre la curva ps(€) sigue que el punto fijo deja de ser hiperbdlico.
Ahora bien, si tomamos ahora p € (usz(€),3), entonces el punto fijo vuelve a ser una
silla hiperbdlica pero ahora con la diferencia de que se mantiene la existencia de los

nuevos puntos fijos; es claro que si g = 3, entonces el punto fijo deja de ser hiperbdlico
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mientra que para valores de p mayores que tres sigue que el punto P, es un repulsor

hiperbdlico.



Variedades ivariantes

En este capitulo mostraremos que para ciertos valores (1, €) en el espacio de pardme-
41 —¢)
1— 2
cual conecta el origen y sus preimagenes y que ademas es positivamente invariante por

tros tales que p < existe una curva de Jordan; esto es, una curva cerrada la

F),¢, la cual describe la cuenca de atraccién de infinito por F), .. Seguidamente se de-

. , ) 1—4e

muestra, que cuando el valor en el espacio de pardmetros (p, €) satisface que p < T 50

— 2¢

entonces la curva I' contiene al segmento {(z,z) : 0 < z < 1} y sus preimagenes por
F,..

3.1. El infinito es un atractor

En esta seccién usaremos técnicas como las abordadas en [11], para mostrar que oo

es un atractor de F, . cualesquiera sean los valores de los pardmetros (u, €) € (1, +00) X
(—00,0).

Definicién 1. Dada una transformacion continua F' : R™ — R™, se dice que oo es

14
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un atractor de F' si existe R > 0 tal que, para cada x € R™ con || x ||> R se tiene:

| F(x) ||> Ry lirf | F™"(z) ||= +o00. En tal caso,al conjunto de puntos x tales que
n——+0o0

lirf | F"(x) ||= +o0 se le conoce como cuenca de atraccion de oo, y es denotado

n——+0o0

Bo(F). La cuenca inmedata de oo como atractor es la componente de la cuenca de

atraccion que contiene a 0o, y se denota por B (F),).

Dada una curva de Jordan J € R2, es decir una curva simple cerrada, denotare-
mos por int(J) a la componente acotada del complemento de 7, similarmente ext(J)

denotara a la componente no acotada del complemento de 7.

Proposicién 2. Si1 < pu <4 ye <0, entonces oo es un atractor para F, ¢ y

UF ]ext

jeN

donde K =0, 1] x [0, 1].

Demostracion.

Sea (o, yo) € R?, donde z¢ € [0,1] y yo < 0. As{ F), (w0, y0) = (21,1), donde

1 = (1—€)fulzo) + €fulyo)
yi = (=€) fulyo) + eful@o).

Es claro, que bajo estas condiciones se tiene que y; < f,(yo) < 0. Ahora bien, si

: . " B
continuamos con este proceso se tiene que para cada n > 1, F7 (%0,%0) = (Tn,Yn),
donde

r, = (1- E)fu(xn—l) + €fu(yn—1)
Yn = (1—=€)fu(yn-1) + eful@n),

y ademds, y,, < f;!(yo) < 0 para cada n > 1. Pero f"(yo) — —oo cuando n — +o0, lo
cual implica que y, — —o0 si n — 400 y por tanto (xo,yo) € Beo(F),c). De manera
similar se demuestra que si 2y € [0,1] y yo > 1, entonces (2o, %0) € Boo(Fjie)-

Anélogamente si y € [0,1] yzo < 0 6 z9 > 1, entonces (2o, yo) € Boo(Fj,c), ademas, su

UF Jext

JjeN

cuenca de atraccién es
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3.2. Espacio de Curvas

Considere pardmetros p y € de forma que p < py(€). Sean C' el conjunto:

1 1
{y): 0<e<50<y<abU{(ey): ;<o <LO<y<1-al,

y C el conjunto de todas las curvas I' = {(¢,7(t)) : t € [0, 1]} contenidas en C, tales

que:

= 7 es lipschitz con constante de lipschitz lip(y) < 1.

Para cadaI' € C 'y (t,7(t)) € I'( O, se tiene que:

1 4
z(t(t) =5 |1+ \/1 + m(ﬂ(t) -(1- E)t)‘ (3.1)
y
t,y(t _ ! 1+4/1 1 t—(1 t 3.2
b
Ly
\
\

/
0 IZGC \
Ly

Figura 3.1: El espacio de curvas C.
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Es facil ver que C dotado con la métrica d(I',T';) = sup | v(t) —~1(¢t) | es completo;
te(0,1]
ademds, dado que cada I' € C es lipschitz con constante de lipschitz lip(y) < 1 se tiene

que I" intersecta a la recta L; de manera transversal en un tnico punto (to,y(to)).
Para cada I' = {(¢,7(t)) : t € [0,1]} en C con punto de interseccion en Ly, (to, v(to)),

definimos

= {(z-(t,7(), y-(t,7(1))), (x4 (t,7(1), y- (1)) : 0 <t <t} (3.3)

Observe que [ es una parte conexa de la preimagen por F), . de la pieza de I' contenida

en C,.
Lema 1. La curva I estd en C.

Demostracion.

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se sigue que:
=2 (0,0)=0ya_(t,y(t) +z.(t,7(t) = 1;

= 74 (to,7(t0)) = 3, pues (to,V(to)) = T L1

Veamos ahora que T es el grafico de alguna funcién 4 : [0,1] — R. Para esto es
suficiente mostrar que la funciéon ¢t — z_(t,7(f)) es estrictamente creciente en el
intervalo [0,¢y]. En efecto, sean t;,to € [0,%o] tales que t; > to, asi z_(t1,7(t1)) >
x_(ta,v(t2)) si, y solo si, y(t1) — y(t2) > ;E(tl — t5); pero la ultima desigualdad es
cierta debido a que lip(y) < 1; pues, como |€7(t1) — (t2) |< t1 — to, esto implica que

Y(t) = (ts) > (=1)(tr — £) ¥ como —— < —1, y(t1) = y(ts) > (=1)(ty — ta) >
1—¢

(t; — t5). Por tanto, T es el grafico de una funcién 7 : [0,1] — R, la cual es

simétrica respecto a t = % y conecta O con S.

1
12
t — x_(t,y(t)) y t — x4 (t,7(t)) respectivamente.

Denotemos por ¢_ : [0, 3] — [0,%0] y ¢ : [5,1] — [0, to] las inversas de las funciones

Es fécil ver que para cada s € [3,1] se cumple que ¢ (s) = p_(1 — s), y ademés:

(s) { y_ (o (s),1(p_())), sisel0,l]
y-(p1(5),1(p4(s))), sisez1]

N =

Por otro lado, tomando s = z_(t,v(t)) para t € [0, ], sigue de (3.1) que
€

) (3.4)

p-(s) = T—(p-(s)) +



Jesus Silva 18

Veamos ahora que I C C. Sea s € [0, 1], asf existe t € [0, to] tal que s = z_(t,(t));
de esta manera (s, ¥(s)) = (z_(t,(t)), y-(£,7(t))). Observe que y_(t, v(t)) < z_(¢,7(t))

si, y solo si, v(t) < t; lo cual es cierto pues (t,7(t)) C C, ademds por simetria sigue que

y-(t,7(1) <z (t,7(1) = 1 = 24 (8,7(1))-

Asi queda demostrado que rcc ; solo resta probar:

= < lim®§17y
s—0t S

= 7 es lipschitz con lip(y) < 1.

Para demostrar el primer item observe que

e—(1- e)ﬂ
’?(S) _ y—(tvv(t)) _ t % x-l-(tva(t))
r_(t,(@) () _ (1—¢ v+t
t
donde s = z_(t,v(t)) para algin t € [0,%]. Note que si tl_i>r0n+ @ = « para algin
0 < a <1, entonces:
5 e—(1— e)ﬂ
LA ) 7)) e~ (1-da
s—0t s =0t o (6,y(t)) oot eﬂ (- yi(t,y(t)  ea—(1—¢)

6—(1—€)Oé>0 e—(1—e€a

>0y < 1si, y solo si, a < 1. Esto demuestra el primer
ea—(1—c¢) ea—(1—¢)

Pero
item.
Veamos ahora que 7 es lipschitz con lip(§) < 1; esto es,

| 7(31) - ;5/(82)

|< 1 paratodo si,s9 € [0,1]
S1 — S

= Caso I 51,55 € [0, 3].

En este caso existen ¢, € [0,%o] tales que s; = x(t;,7(t;)) con i = 1,2. y por tanto,

Y(s1) —Y(s2)  y-_(t1,7(t1)) —y—(t2,7(t2))

51 — 2 r_(t,y(t1)) — x_(t2,v(t2))’
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y esta ultima expresiéon es igual a:

—(l-9z VIFEu(ev(t) — (1= t) + 1+ Ky (er(tz) — (1 = e)ta)
2= (1= T+ K, let: — (1= e)y(tr)) + /1 + Kpelets — (1 = €)y(ts))’

to) — y(t 4
M y K, e = ———. El segundo factor de la expresién anterior

to— 1 T (1= 2€)p

es menor o igual que 1 debido a que 7(t) < t, y el primer factor es menor o igual que 1,
e—(1—e)z
ez—(1—¢)

donde z =

pues la funcién ¢ : [0,1] — R dada por ¢(z) = satisface que | g(z) [< 1.

(8;) - Z(Sz) 1< 1.

» Caso II: 1,5, € [3,1].

Por tanto se tiene que |

Sean t1,ts € [0, o] tales que s; = x4 (t;,v(t;)) con i = 1,2. Ahora bien,

‘W(Sl) —3(s2) | y-(t,v(t) —y- (2, y(E2))
S1 — So Ty (t,y(th)) — 24 (ta, y(t2)

_ y—(t1,7(t1)) — y—(t2,7(t2))

z_(ta, y(t2)) — x—(t1,y(t1))

_y-(t,7(8)) — y—(t2,7(t2))
) — x_(t2,7(t2))

y asi como en el caso anterior se obtiene lo requerido.
» Caso IIT: 51 € [0, 3] v 52 € [3,1].

Al igual que antes, si t1,ts € [0,2], s1 = x_(t1,7(t1)) ¥ s2 = x4 (t2,7(t2)) entonces:

y-(t1, 7)) — y-(t2,7(t2))
x—(tlﬁ(tl))—ﬁ(tm Y(t2)) |

Al racionalizar se obtiene que esta tltima expresion es igual a:

VI K (ey(t) — (1= t) + /1 + K, (ey(ta) — (1 — €)ty)
\/1 + K Etl (1 - G)V(tl)) + \/1 + Ku,6(6t2 - (1 - 6)7(t2))
V(1) — y(t2) 4

K,.es ——;
tl —t2 Y Ho (1—26),u
luego procediendo de la misma manera que en el caso I se tiene lo requerido. Asi la

’7(81) :?(52) _

| 9(2) |

donde ¢ es la funcién definida en el Caso I, z =

demostracion queda completa. O

Observacién 3.1. Con lo mostrado anteriormente podemos definir para cada curva
I’ € C el operador ® : C — C dado por ®(T") = f, siendo I la curva descrita en el lema

anterior.
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3.3. Existencia de una Curva Invariante

Sea I' = {(t,v(t)) : t € [0,1]} una curva en C; con el fin de construir una curva de
Jordan T uniendo el origen y sus preimagenes se emplea la simetria que exhiben las
preimégenes de puntos por F), . como sigue: consideremos la curva I'" = {(1 — v(¢),t) :

t € [0,1]}, la cual conecta a S con Sy; I' y I'" son las curvas dadas por

D' ={(t,1 =) :t€[0,1]} y T' = {(y(t),1) : t € [0, 1]}

observe que I'" conecta a S; con Ss, y I'; conecta O con Sy, entonces la curva I es la

que se obtiene al concatenar las curvas I, ", T y I'.

12 It
L2 52 % Sl
— | / |4
Fl
i&
2
/ \ rr
/!

0 S
r L
Figura 3.2: T =TT T yr.

En vista que ®(C) C C, ® define un sistema dindmico discreto en C; es decir, para
cualquier I' € C y cada entero n > 1 estd definido ®"(I'), el cual denotaremos en

adelante por T',.

Denotemos por I'y = {(¢,0) : t € [0, 1]} el segmento de recta que une O con S. Si

Iy = ®(Ty), entonces ext(I'y) C Buo(F,

ue); en efecto, solo basta probar que si (z,y)

son tales que z € [0,1] y y < 71(x), entonces F), (z,y) € ext(K) C Boo(F),); donde
K =10,1] x [0, 1]. Pero esto es claro pues; si y < y1(z) < %, entonces dado que f, es
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creciente en [0, 3] sigue que:

(1 —e)fuly) +efulz) < (1 =€) fu(n(z)) + efulz);

pero (1 —€)f,(11(z)) + efu(x) = 0y por tanto (1 — €)f,(y) + efu.(x) < 0; es decir,

Fo(x,y) € ext(K) C Boo(F,c)-

Lema 2. SiT,, = ®"(T'g) paran > 1 y T, = {(t,v.(t)) : t € [0,1]}, entonces para cada
te€(0,1) y cadan>1, y,(t) > vp-1(t).

Demostracion.

Observe que si s € (0,%9) con to = Ly N {(z,0) : = € R}, entonces y_(s,0) =

2
Por otra parte, de los mismos argumentos anteriores sigue que sit € (0,1), y y < 71(¢),

1 4
= [1 - \/1 + ﬁs| > 0 y consecuentemente vy (t) > 70(t) = 0 cuando ¢ € (0, 1).

entonces F), (t,y) € ext(K). En consecuencia se tiene que 72(t) > () para cada
t € (0,1). Supongamos que existe ¢t € (0,1) tal que 75(t) = ~1(t); de esta manera
Fo(t,72(t) € oIy, luego F,((t,72(t)) = O o F,(t,72(t)) = S, lo cual es una con-
tradiccion; por tanto y2(t) > 74 (t) para cada t € (0,1). Continuendo con este proceso

recursivo se obtiene lo requerido. O

Teorema 1. Sean I',,, n > 0, como en el lema anterior. Si (u,€) € (1,4+00) X (—00,0)
son tales que pi < iy(€), entonces la sucesion {I'yn},~, converge a una curva I'y. € C
positivamente invariante de forma que fu,e satisface ext(fw) = B3 (F.). Adicional-

mente, si I'" (L1 = 0 para cada n > 1, entonces

s Dye = 0Boo(F).

~

a cxt(T,) = Buo(Fol).

Demostracion.
Es claro que Ty = 0K, F o) =T, U y F H(TG) = T UTY; sigue por tanto que

T, C FN(T).

De manera recursiva se demuestra que, para cada n > 1, son satisfechas las siguientes
propiedades:

A~

Fre(Tn) =Tnaa UT,y, Fd(T) =T UL Do © Fpd(T);

€
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~

ademds, ext(I'y41) C Boo(Flue) ¥ Yn(t) < Yny1(t) para cada t € (0,1).

Observe que para cada t € [0, 1] la sucesion {v,(t)},, es creciente y esta acotada y
en consecuencia tiene un limite v, .(¢); y dado que lip(y,) < 1 para cada n, la sucesién de
funciones {%}nzo converge uniformemente a una funcién v, ., cuyo grafico I', . estd en

C. Claramente Fu,e(fu,e) C fu,e, ext(fu,e) C Boo(Flue) vy IA“ME = B (F).).

T

1 DO Intersecta a

Supongamos que I'" () L; = () para cada n > 1, en este caso I’
int(C).e) pues de lo contrario existirian puntos de la curva I'], en int(C), ) para algin
n > 1; en consecuencia no existen componentes de By (F), ) en el interior de la curva

~

I,y por tanto ext(fu,e) = Boo(Fue) y fu,e = 0B (F.c). O

3.3.1. Curva invariante: Caso 1 < u < pus(e).

El propdsito de esta seccién es caracterizar la curva fu,e para el caso en que 1 <
p < ps(e) y € € (—o0,0); de hecho se demuestra que para estos valores en el espacio de
parametros la curva IA“ME = F }(A); donde A = {(z,x) : x € [0,1]} como se observa en
la figura 3.4.

5\ 2
Lema 3. Si C), = {(:L’,y) (z—3) +Wy—3)P7= (_,u) }, entonces se satisfacen:

a) Fu..(Cyu) C {(x,y) rrty =2 (MT_l)} y

b) F,.(cxt(C,)) C {(:L’,y) oy <2 (“T‘l>} _

Demostracion.

9 _ \2
Considere (z,y) € ext(C,); as (x — 3)* + (y — 3)* > (_,u) , 0 equivalentemente

V2

Py —zr—y> 2(2/:—2“). Ahora bien, si F), (z,y) = (1, y1), entonces:
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lo cual demuestra el item b). La parte a) es andloga. O

Observacién 3.2. Observe que la recta x+y = 2 (“T_l> es tangente a la circunferencia
C), en el punto P,; ademas, como consecuencia del lema anterior se tiene que W, es
positivamente invariante por F), ; esto es, (F,, (W,) C W,); mas atn, F, (W, \{P,}) C
W,.

—
N[
N[ =
S~—

Wy

Figura 3.3: Region invariante WW,.

Denotemos por R, al conjunto W, N K; como se observa en la figura siguiente

Cu

T4y = 2—(“;”

Lema 4. Si (z,y) € R, \ {(z,2) : 0 <z < “T_l} Y Flue(r,y) = (21,y1), entonces

ly1 — 1] > Aoy — 2,
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donde Ay = 2 — p1)(1 — 2€) es autovalor asociado a P,.

Demostracion.

Claramente si F}, (x,y) = (x1,y1) con (x,y) € R, entonces

ly1 — 1] = p(1 = 26)|1 — (z + y)||y — z|;

pero |1 — (z 4+ y)|=1— (z+vy), pues 2_7“ < 1—(x+y) < 1; en consecuencia

ly1 — 21| > (2 — p)(1 = 2¢)|y — .

Teorema 2. Si pn < ps(e), entonces R, \ {(z,2) : 0 <2 < 1} € Boo(F..).

Demostracion.

Sea (z,y) € R, \ {(z,z) : 0 <z < “7—1}, entonces |y; — x1| > A2|ly — x|, donde
(x1,y1) = F(x,y). Si p < ps(e), entonces Ao > 1, y en consecuencia la érbita positiva
de (z,y) por F, . se aleja de la diagonal con una tasa de crecimiento exponencial; de

hecho, si F"(x,y) = (2, yn), entonces
(Yo — 2| > A3ly —l;
asi que existe n > 0 tal que (z,,,y,) € ext(K), y por lo tanto (x,y) € Boo(Fj.e).

Por otro lado, si 1 = p3(€), entonces Ay = 1. Sea (z,y) en R, \{(z,2): 0 <2 < “T_l}
y supongamos que (z,y) ¢ Bs(F).¢); lo cual implica que la érbita positiva de (z,y) por
F

e estd contenida en R,,; mas aun, dado que |z — y1| > |z — y| entonces,

0% (z,y) CRH\{(x,x):ngg “—_1}

Por la compacidad de R, podemos suponer que la sucesién (x,,y,) = F}! (r,y) con-
verge a un punto P, = (Ts,Yso) €n Ry, note que Py, ¢ {(z,2) : z € [0, ”7_1]} Sea
Qoo = Flue(Px) = (ZToo, Yoo); asi se satisface que (Yoo — Too| > |Yoo — Tool; €s facil ver que
P, esta en el complemento de la cuenca de atraccion de infinito, pues de lo contrario
se tendrian puntos de la érbita de (z,y) en Bo(F), ) por ser esta ultima abierta. Ahora
bien, dado que P, no es punto fijo se tiene que la distancia entre P, y Qs €s estric-
tamente positiva; por lo tanto, es posible considerar niimeros 9§, p > 0 suficientemente

pequenos y L > 0 tales que:
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L4 FM,E(B6(POO)) C BP(QOO)>
o si (u,v) € Bs(Psy), entonces |[v —u| < L,y

e si (u,v) € By(Qw), entonces |v —u| > L.

ou—1
H — op=1
x+y—2u
Pf‘ Bs(Py)
LU BQw)
.’\\7\/»
0 25

Dado que (z,,y,) — P podemos escoger ko > 0 suficientemente grande tal que
(n,Yn) € Bs(Px) para todo k > ko; asi Fj, (@ky, Yky) = (Tkot1, Yko+1) € Bp(@oo), 10
cual es una contradiccién pues Bs(Ps) N B,(Qs) = (. En consecuencia se tiene que
(z,y) € Bs(Fe), y dado que (x,y) es arbitrario sigue que R, \ {(z,z) : 0 < z <
=1} © B(F).

]

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos

4
Corolario 1. Sip < ] 26, entonces ext(C,)\F({(z,2) : 0 < < p,}) C Boo(Fp).
€

1-4
Corolario 2. Si (u,e) € (1,400) x (—00,0) son tales que p < . 26, entonces la
— 2¢

curva fW obtenida en el teorema 1, contiene al segmento {(x,z) : 0 <z < p,} y sus

preimagenes.

Demostracion.

Sea fu,e la curva de Jordan obtenida en el teorema (1), la cual siempre existe pues

< 1 —4e _ 4(1 —¢)
=172 © 12
consecuencia la curva I', . contiene el segmento {(z,z) : 0 <z < p,}. O

. Pero, segtin el corolario anterior ext(C,) C B(F.c), ¥y en
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Teorema 3. Si (p,¢€) € (1,400) X (—00,0) son tales que p < -
AU Ag; donde Ny = {(z,z) 2 €[0,1]} y Do ={(z,1 —x) : 2z €[0,1]}.

€ ~
e entonces 'y, o =

Demostracion.

, . . 1
Segiin el corolario anterior solo resta demostrar que {(z,z) : z € (4~ 3} C Tpe
Consideremos la curva I' = {(¢,7,.(t)) : t € [”7_1, i]}, claramente I' C ' v F,(T') C
I'; ademas 7,175(”7_1) = ”T_l y %,E(i) = ”7_1 Sea ¢ : I = [“T_l,%] —— I' dada por
o(x) = (z,7,(x)), es facil ver que ¢ es un homeomorfismo; de hecho ¢ conjuga las

dindmicas de F, .y f =¢ toF, 0.
A

F?P

€

p=l 1
B
se tendria un nuevo punto fijo para F), . el cual sabemos que no existe en esta parte del

Es simple notar que f no tiene ningiin punto fijo en ( ), pues de lo contrario

p—l l)
B
y en consecuencia w(zx) = {“T_l} para cada x € (“T_l, %)7 de esto tltimo se deduce que

espacio de pardmetros, por lo tanto se satisface que f(z) < x para cada = € (

cada punto sobre la curva I' estd en la variedad estable del punto fijo P, por I, , lo
cual demuestra que I'y, = {(z,2) : € [0, 3]} U{(z,1 —z) : z € [},1]} y por lo tanto
Tpe= AU A, O

Como consecuencia inmediata de este teorema se tiene el siguiente corolario.

1-4
Corolario 3. Si (u,e) € (1,400) x (—00,0) son tales que p < 1726, entonces
— 2¢

Boo(Fp) =R*\ F H(A); donde A = {(z,x) : x € [0,1]}.

3.3.2. Curva invariante. Caso pe < pu < 4.

En esta seccion presentaremos un procedimiento para obtener una curva invariante
que conecte las preimagenes del origen, para el caso en que la intersecciéon de la recta

Ly con el eje z es un punto que se encuentra ubicado a la derecha del (1,0).
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0 1

Figura 3.4: Curva invariante cuando p < i:;‘i

Consideremos la curva
o= {(2,0):2€[0,1]} U{(1,y) : y € [0,%0]};

donde ty = Ly N {(1,y) : y € R}. Si aplicamos el operador ¢ definido anteriormente se
obtiene entonces una curva que conecta el origen con el punto (1,0) como en la figura

3.5

%

0 1

Figura 3.5: Imagen de I'y por ¢

Ahora bien, debido a la simetria que exhibe el endomorfismo F), . se tiene que la
preimagen del cuadrado K = [0, 1] x [0, 1] es una curva cerrada I'y, la cual conecta las
preimagens del origen, como a continuaciéon se muestra en la figura 3.6.

Si procedemos de la misma manera pero ahora considerando la preimagen de la
curva cerrada I'y; es decir, la preimagen de I'y N C), ¢, donde C), . representa el cono que
es la imagen de R2, pueden ocurrir varias cosas, por ejemplo si la intersecciéon de I'y

con el cono O, es disconexa pueden aparecer elementos de la cuenca de atraccién del
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Iy

O 1

Figura 3.6: I'; como preimagen de K = [0, 1] x [0, 1]

infinito en el interior de la curva los cuales denominaremos islas; la figura 3.7 nos da la

ilustracion de este caso.

Lo F#_El §
T -
N
i D
1 A A 2
\/ \/
P
Ly (\/\(\
O 1 O 1

Figura 3.7: I'y como preimagen de I'y

Otro caso posible es que aparezcan como antes las islas, pero en el exterior de la
curva; para que este caso ocurra es necesario que en alguna de las preimagenes del
cuadrado digamos I';; la interseccion de I'; con la semirecta L; sea como se observa en
la figura 3.8.

En la figura se observa claramente que para este caso, tales islas en el exterior de la
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L2 Fu_el

FiJrl

Ly

\

O O 1

Figura 3.8: I'y como preimagen de '

curva no son necesariamente componentes de la cuenca de atraccion del infinito, pues

la frontera de estas islas son preimagenes de la curva y esta es invariante.

Observacién 3.3. Observe que mediante el mismo procedimiento se puede encontrar
una curva invariante la cual conecte el origen y sus preimagenes; pero ahora no se puede
asegurar que tal curva sea el grafico de una funcion; ademas, debido a la existencia de
las islas tanto en el interior como en el exterior de la curva, no se puede dar una

caracterizacion precisa de la cuenca de atraccién del infinito.



Experimentacion numeérica.

En este capitulo mostraremos algunas figuras generadas por el endomorfismo F),
para ciertos valores (1, €) en el espacio de parametros; estas se obtienen iterando hacia el
futuro o hacia el pasado ciertos puntos (z,y) € R?. Tales figuras aportardn informacién
sobre la riqueza dindmica del endomorfismo, y en particular de la cuenca de atraccién
del infinito. Las imagenes que se muestran a continuacién fueron obtenidas mediante
un programa denominado Fractint, el cual fue instalado sobre el sistema operativo
GNU/Linux. Vale la pena destacar que este generador de fractales es una herramienta
que permite ilustrar algunos de los resultados expuestos en los capitulos anteriores;
también se ilustraran algunos posibles fenémenos dindmicos que no han sido abordados
tedricamente en esta monografia. En las figuras que se muestran a continuacion se
indican de manera explicita los valores de los pardmetros (u,€) usados para generar

esas figuras.

En la figura 4.1 se observa que para tales valores de p y € se tiene p < py(e), lo

cual garantiza la existencia de la curva I', ., la cual caracteriza la cuenca inmediata
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\ \

A \

Figura 4.1: p =253 ¢ = —0,9 Figura 4.2: Curva 2-periddica

de atraccion de infinito, aca se satisface también que ext(I', ) = Boo(F),(); es decir, el
interior de la curva es justamente el complemento de la cuenca de atraccién del infinito
ver teorema 1. Esta imédgen es obtenida iterando hacia el futuro y hacia el pasado el
punto (0 - 45,0 - 49).

También se observa en esta figura la presencia de una curva 2-periédica junto con
sus preimégenes; en la figura 4.2 se obtiene dicha curva iterando solamente hacia el

futuro el mismo punto.

\
\ \

\

Figura 4.3: p=2,7¢=—-0,9 Figura 4.4: Atractor extrano
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Ahora bien, si mantenemos fijo el parametro e = —0,9 y aumentamos el valor de p;
por ejemplo = 2,7 se observa entonces que I'" N L; # () para algin entero n > 1,y en

consecuencia se tienen elementos de By (F,

1e) en el interior de I', . como se observa en

la figura 4.3.

La figura 4.3 muestra un claro ejemplo de la existencia de un atractor extrano en
el interior de la curva I', ; algunas partes claras en el interior de dicha curva perte-
necen a la cuenca de este atractor; y otras pertenecen a B (F), ). En la figura 4.4 se
observa claramente el atractor extrano al cual se hace referencia, esta figura es obtenida
manteniendo los mismos parametros pero esta vez solo se iterd hacia el futuro el punto
(0,45,0,49).

Si aumentamos de nuevo el pardmetro u; por ejemplo = 2,9 se obtiene que p > py(€);
luego si iteramos hacia el futuro y hacia el pasado el punto (0,45,0,49) se obtiene en-
tonces una curva invariante como la obtenida en la seccién 3.3.2 la cual no es gréfico

de alguna funcién. Ver figura 4.5

Figura 4.5: nt=29¢=-0,9
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