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INTRODUCCION

En este trabajo se estudiardn como bien lo dice su titulo el Teorema de Weyl y una de sus
variantes, para ser mas explicitos el Teorema de a-Weyl. Si denotamos al conjunto de los ope-
radores Weyl como W (X), a su conjunto resolvente y su espectro los identificaremos usando las
notaciones p,,(T) y 6,,(T) respectivamente.

En 1909, H Weyl [26] estudi6 los espectros de las perturbaciones de la forma 7 + K, donde
K representa a un operador compacto y 7 es un operador hermitiano definido en un espacio de
Hilbert H y demostré que A estd en dichos espectros, precisamente cuando no es un elemento
del conjunto Ty (7") formado por los puntos aislados del espectro tales que 0 < oAl —T) < oo.
Un resultado cldsico nos asegura también que G,,(7) es igual a la interseccion de los espectros
6(T + K) ya mencionados y por ser el operador nulo compacto esta interseccion estd contenida en
o(T). La otra pregunta interesante es ver cudles elementos del espectro también definen operadores
en W(X). Utilizando lo probado por Weyl para conseguir respuestas tenemos que:

o(T)\ow(T) = o(T)\[C\noo(T)] = o(T') N0 (T') = Moo (T),
En resumen obtenemos que bajo estas hipdtesis es valida la ecuacion:

o(T)\6w(T) = moo(T)- (D

Al estudiar otros operadores acotados en un espacio de Banach no podemos asegurar que se
mantengan como vélidos los argumentos anteriores y junto con estos la ecuacion (1). Por tal mo-
tivo cuando se consigue un operador que la hace cierta decimos que este satisface el Teorema de
Weyl. Quien en primera instancia investigd la posible extension de estos resultados a operadores y
espacio mas generales fue Coburn, (ver [12]). A lo largo de este trabajo estudiaremos condiciones
necesarias y suficientes que se han establecido para determinar si un operador dado cumple o no
con esta definicion.

Division por capitulos
Capitulo 1:
Preliminares

Para profundizar en estos temas necesitaremos recordar algunos hechos y definiciones bé-
sicas. Para un operador acotado T en un espacio de Banach X definimos el ker o nicleo de T
como el conjunto ker(7) := {x € X : T(x) = 0} y la imagen o rango de T como el conjunto
T(X):={T(x):x € X}. Asociados a estos definimos los nimeros nulidad de 7" denotado y defini-
do como o(T') := dim(ker(T)) y la deficiencia de T dado por B(T') := codim(T (X)). Si bien a(T)
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o B(T) son finitos se define el indice del operador correspondiente como ind(T) := o(T) — B(T).
Un operador de Weyl es el que tiene indice nulo.

Es fécil ver que {0} = ker(7°) C ker(T!) C ker(T)?... C. Cuando existe un natural que hace
cierta la igualdad entre los ker de dos de estos iterados sucesivos definimos el ascent de 7 como el
menor natural p := p(T) tal que ker(7”) = ker(T?*!) y en caso contrario diremos que este es infi-
nito. Analogamente: X = T°(X) D T'(X) D T?(X)... D y el descent de T es el menor ¢ := ¢(T) tal
que T9(X) = T9"1(X), si algiin natural hace cierta la igualdad entre los rangos de estos iterados.
En caso contrario tomaremos este valor igual a infinito.

Los ntimeros o(T),B(T),p(T) y ¢(T), seran el motivo principal de nuestros estudios puesto
que las clases de operadores que se definen e investigan se describen con base en la finitud de
ellos. En este capitulo se presentan sin demostracion, salvo en uno de los casos , los resultados
utiles y necesarios para llegar a las conclusiones pertinentes. Entre los tipos de operadores que
se definen estdn los Operadores de Fredholm que tienen a(7'), 3(7) menores que infinito y los de
Browder que tienen a p(7'),¢(T) menores que infinito. Como se puede deducir de su definicién los
operadores de Weyl cumplen que o(7') = B(T') < . Es por eso que se tiene una relacién tan es-
trecha entre estas tres clases de operadores, relaciones que son presentadas en los varios teoremas
que se enuncian en este aparte. También se define lo que conocemos como la SINGLE VALUED
EXTENSION PROPERTY , ( o abreviadamente SVEP) introducida por Dunford en los inicios
de la investigacién de la teoria espectral local (ver [14], [15]), que permite enunciar condiciones
necesarias y suficientes para que bien sea p(7') o ¢(T') sean finito. Dos conjuntos notables nos van
a permitir caracterizar a la SVEP. Estos son el Core Analitico, K(T') y la parte Quasi-nilpotente de
un operador, Hy(T) . También son indispensables para lograr estos objetivos los operadores semi
regulares , esencialmente semi regulares y Tipo Kato introducidos por su homénimo y estudiados
con todo detalle por Aiena en [1]. Por tltimo en este capitulo se presentardn los enunciados que
establecerdn las relaciones entre lo que vamos a conocer como la funcién resolvente de 7', sus po-
los y los puntos aislados del espectro con la finitud del ascent y el descent del operador en estudio,
ver [19].

Capitulo 2:
La SVEP, Operadores de Browder, de Weyl y sus Espectros

Dado un operador T se presta especial atencidn al estudio de las perturbaciones de la forma
T + S donde S es otro operador definido en los mismos espacios y muy particularmente a las que
tienen la forma Al — T con A € C. Si estamos interesados en aplicaciones que satisfacen una pro-
piedad P, el conjunto resolvente de T con respecto a esta propiedad es el formado por todos los
A € C que hacen que el operador A/ — T tenga esa caracteristica en cuestion. Es costumbre de-
notar a este conjunto como pp(7) mientras que a su complemento lo llamaremos el espectro de
T con respecto a esa propiedad y lo denotaremos como 6p(T). En el caso en que s6lo hablemos
del resolvente y el espectro de T sin ninguna otra descripcién. estaremos refiriéndonos al conjunto
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formado por todos los A que hacen a Al — T biyectiva y su correspondiente complemento, usando
para estos la notacién p(7) y o(T') respectivamente.

En el presente capitulo comenzaremos por estudiar los operadores que tienen la propiedad de
ser Browder o Weyl y sus espectros 6,(7T) y 6,,(T). Se establecerdn los resultados que nos den
las relaciones entre los valores o(T),B(T), p(T),q(T) de un operador dado y su operador dual
correspondiente.

Como se dijo anteriormente una forma cldsica de determinar que un operador tiene ascent o
descent finito en valiéndonos de la SVEP y por lo tanto nuestros esfuerzos irdn destinados a pre-
sentar con el mayor detalle que nos dicte el sentido comtn las pruebas de los teoremas que nos
den las caracterizaciones de las relaciones entre el ascent, el descent y la SVEP en un determinado
punto. En aras de evitar cualquier confusidn se aclara que gran parte de las pruebas son variantes
de las presentadas por el Doctor Pietro Aiena en [1] y [2].

Capitulo 3
Teorema de Weyl.

Habiendo ya discutido los antecedentes histéricos relacionados con este tema procedemos a
estudiarlo en detalle. Recordemos que un operador 7 en un espacio de Banach X satisface el Teo-
rema de Weyl si verifica la ecuacién (1). También definiremos a los operadores que satisfacen el
Teorema de Browder como los que hacen cierta la igualdad o(7)\o,(T) = 6(T)0,,(T). Las apli-
caciones que satisfacen éste ultimo teorema van a permitir establecer equivalencias para conocer
cuando un operador satisface o no el Teorema de Weyl, de ahi la necesidad de incluirlas en este
trabajo. Se introducirdn ciertos subconjuntos de L(X), en los cuales se puede asegurar que algu-
nos de sus elementos, con ciertas caracteristicas satisfacen el teorema de Weyl. Entre éstos estard
Py(X) formado por todos los operadores en X que tienen la particularidad que para cualquier A
en poo(T ), existe un p natural que hace que la parte quasinilpotente de Al — T y su ker coincidan.
También nos valdremos del conjunto 6y(7) formado por todos los complejos A que definen au-
tovalores de multiplicidad finita y que son el centro de un disco donde cada u en é€l, exceptuando
al mismos A, cumple que ul — T es tipo Weyl y el ker(ul — T') estd incluido en el hiper rango del
mismo operador. Al dltimo conjunto que haremos referencia es el denotado como 6 (7') igual a la
unién del espectro de Weyl con el espectro de Kato donde el segundo espectro estd formado por
todos los A que hacen que Al — T no sea semi regular.

Capitulo 4:
Teorema de a Weyl.

Ahora tomaremos el problema original estudiado por H. Weyl, sustituyendo al espectro de T
por el llamado espectro aproximado de T, denotado como 6,(7) y formado por los A que hacen
a Al — T no subacotado. También consideraremos en este caso al espectro aproximado de Weyl
6w (T), formado por los complejos que hacen que A — T no sea semi Weyl superior, es decir, que
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tiene indice mayor que cero o no son Semi Fredholm superiores. Bajo estas premisas resulta ser
que G, (T), de manera andloga al caso inicial, es la interseccion de los espectros aproximados de
las perturbaciones de la forma 7 + K, donde K es compacto y nuevamente esta interseccion estd
contenida en 6,(T). Es por eso que tiene sentido preguntarse cuales operadores van a satisfacer
una ecuacion que se asemeje a la ecuacion (1), pero sustituyendo a 6(7') por 6,(7T') y a 6,,(T) por
6.w(T) respectivamente. Explicitamente:

6a(T)\Caw(T) =m0 (T). (2)

donde 7, es el conjunto formado por todos los puntos aislados del espectro aproximado de T tales
que 0 < o(M —T') < oo. Cuando un operador definido en un espacio de Banach haga cierta la ecua-
cidén (2) diremos que satisface el teorema de a Weyl. Esta definicion fue formulada explicitamente
por V Rakocevi¢, ver [23]. Al igual que en el estudio del teorema de Weyl serd fundamental en
nuestro desarrollo el estudio del Teorema de a Browder. Diremos que un operador T satisface éste
teorema si G, = Gy, donde el espectro del lado derecho estd formado por los A que hacen que
Al — T no sea Browder superior y equivalentemente que éste operador no sea Fredholm o tenga
ascent infinito.

En este capitulo se buscara ver en que casos se pueden generalizar los conjuntos y sus teoremas
asociadas, presentados en el capitulo anterior, para construir condiciones necesarias y suficientes
que nos permitan precisar cuando un operador dado satisface o no el teorema de a Weyl.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enumeran los conceptos, definiciones y resultados bdsicos que se requieren
para el fin de nuestro trabajo. Entre los tépicos mas importantes se encuentran las teorias rela-
cionadas con Operadores de Fredholm, el Core Analitico, La Single Valued Extensién Property
(SVEP), Operadores Tipo Kato, la relacién entre los operadores semi regulares con los operadores
de Browder y la métrica de la brecha finalizando con una mirada a los puntos aislados del espectro
y su conexion con la finitud del ascent y descent de un operador dado entre otros. Al estar dirigi-
da esta presentacion a personas con conocimientos fundamentales de Andlisis Funcional algunos
conceptos relacionados con esta area han sido omitidos asumiendo que quien lea estas lineas no
necesita estas referencias.

1.1. Operadores de Fredholm

Sean X,Y : Espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal. Diremos que esta aplicacién
es acotada si existe k > 0 tal que :
IIT (x)|| < kl||x||, para cualquier x € X En el caso de existir dicha constante podemos definir

7] = sup T
o T

L(X,Y)={T :X —Y/T eslineal y acotada}.

Si X =Y escribimos L(X,X) = L(X).

I nos servird para denotar al operador identidad y en el caso que no haya posibilidad de con-
fusion solo lo denotaremos como /.
kerT ={xe€X/T(x)=0}yT(X)={T(x)\x € X}.



Operador dual

Definicion 1.1.1. Para T € L(X,Y) definimos el dual de T, denotado por T* como sigue:
T . Y*—=X*
yparacada f €Y* ycadax€X, (T*f)(x) = f(T(x)).

El siguiente valor nos va a permitir conseguir un poderoso criterio para comprobar si un ope-
rador dado es de rango cerrado.

Definicion 1.1.2. Si T € L(X,Y) y T # 0 entonces su médulo minimal reducido es

17 ()]

¥r) = x¢ll<relr(T) dist(x,kerT)’

y en caso contrario  Y(0) = oo,

Teorema 1.1.1. Si T € L(X,Y). Entonces,
i) Y(T)>0< T(X) es cerrado.
ii) Y(T) = (T").
Teorema 1.1.2. Si T € L(X) entonces T (X) es cerrado si 'y solamente si T*(X*) es cerrado.

En efecto, si T'(X) es cerrado, entonces y(7') > 0; pero 0 <y(T) =v(T*) y por lo tanto 7*(X*)
es cerrado.

Aniquilador y pre-aniquilador: Con base en estos conjuntos se consigue probar algunos
isomorfismos isométricos y relaciones duales muy utiles a nuestros objetivos.

Definicion 1.1.3. Sea M un subespacio de X un espacio de Banach. El aniquilador o anulador de
M es el subespacio cerrado de X*.

Mt ={feX"/f(x) =0 VYxeM}.

El pre anulador o pre aniquilador de un subespacio W de X*, es el subespacio vectorial ce-
rrado de X.

W={xeX:f(x)=0 VfeW}.



Teorema 1.1.3. Si M es un sub espacio cerrado de un espacio de Banach X, entonces - (M=) = M.

Teorema 1.1.4. Para T € L(X) se cumplen las siguientes relaciones duales:

i) kerT =" T*(X*) i) ‘kerT*=T(X)
i) T(X) =kerT* iv) T*(X*) C kerT~*

la igualdad en la iiltima inclusion se cumple cuando T tiene rango cerrado.

Teorema 1.1.5. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, entonces,
i) M* es isométricamente isomorfo a X*/m*.
X %
ii) (M) es isométricamente isomorfo a M.
De suma importancia y eje de muchos de nuestros estudios es también el conjunto de opera-

dores subacotados.

Definicion 1.1.4. Sea T € L(X) , X un espacio de Banach . Diremos que T es subacotado si es
inyectivo y de rango cerrado.

Teorema 1.1.6. Sea T € L(X), X un espacio de Banach. Entonces:

i) T es sobreyectivo (respectivamente subacotado) si y solo si T* es subacotado (respectiva-
mente sobreyectivo).

ii) Si T es subacotado (respectivamente sobreyectivo) , entonces Al — T es subacotado (res-
pectivamente sobreyectivo ), para cualquier || < y(T).

Ahora definimos los nimeros que son el motivo de estudio de casi toda la teoria investigada
en este campo. Nos referimos al ascent, descent, nulidad y deficiencia de un operador lineal
acotado.

Definicion 1.1.5. Los niimeros naturales Ascent y Descent de T € L(X ), X un espacio de Banach
a los cuales denotaremos por p(T) y q(T) respectivamente son los definidos segiin las siguientes

Jormulas:
(T) = min{n : kerT" = ker 7'} si {n:kerT" =kerT""'} #£0
P - si {n:kerT" =kerT""'} =0.
(1) = min{n: T"(X) = T""1(X)} si {n:TMX)=T"""(X)}#0
T = si {n:T"X)=T"""(X)}=0.



Definicién 1.1.6. Para T € L(X), X un espacio de Banach definimos:

i) La nulidad de T como o(T) := dim(ker(T)).
ii) La deficiencia de T como B(T) := codim(T (X)).

Teorema 1.1.7. Seat T € L(X),X un espacio de Banach. Entonces, T (X) es cerrado si B(T) < oo.

Seguidamente definimos con base a la nulidad y deficiencia los Operadores de Fredholm.
Definicion 1.1.7. Para X un espacio de Banach definimos:

P, (X):={T €L(X)/o(T) <o yT(X) es cerrado}.
®_(X): = {T € LX)/B(T) < o=}.

®_, (X) denota la clase de los operadores semi-Fredholm superiores.
®_(X) denota la clase de los operadores semi-Fredholm inferiores.

P(X) =D, (X)NP_(X) la clase de operadores de Fredholm. @4 (X) := P (X)UP_(X) la

clase de operadores semi Fredholm.

El indice de un operador semi Fredholm es el niimero:
ind(T) :=o(T)—B(T).
También serd importante trabajar con las proyecciones ya que estas nos permitirdn definir lo

que conoceremos como espacios complementados ademds de caracterizar y obtener resultados con
respecto a cierto tipo de operadores.

Definicion 1.1.8. Si X = F ® G sabemos que cada x en X puede ser escrito de forma vinica como
x=y+z dondey € Fyz¢cG. Ental caso:

i) Definimos la proyeccion de X a lo largo ( o paralela a G ) sobre F como la transformacion
lineal P : X — X, dada por P(x) = P(y+2z) = y.

ii) Cuando resulte ser que esta proyeccion es continua diremos que F es complementado.

Con el siguiente teorema comenzaremos descubrir la relacién entre los operadores de Fred-
holm y las proyecciones.

Teorema 1.1.8. Los espacios finito dimensionales y espacios cerrados finitos codimensionales de

cualquier espacio de Banach son complementados.
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Definicion 1.1.9. T € L(X,Y) se dice que es relativamente regular si existe un operador S €
L(Y,X) tal que:

T=TST y STS=S.

Teorema 1.1.9. Un operador T € L(X,Y) es relativamente regular si 'y solo si ker(T) T (X) son
complementados.

Teorema 1.1.10. Todo operador de Fredholm T € ®(X,Y) es relativamente regular.

A partir de acd se comienzan a establecer las principales relaciones entre el ascent, descent, la
nulidad y la deficiencia de un operador lineal cualquiera. Para esto es indispensable el siguiente
teorema:

Lema 1.1.1. Sea T un operador lineal y X un espacio vectorial. Para cualquier natural positivo
m dado las siguientes proposiciones son ciertas:

i) p(T) <m < eosiysolosi T"(X)NkerT" = {0} para todo n € N.

ii) q(T) <m < oo siy solo si para todo n € N existe un subespacio vectorial Y, C kerT™ tal
que X =Y, &T"(X).

Ya como consecuencia del lema anterior llegamos a uno de los resultados que mads se utilizara
en el desarrollo de esta teorfa.

Teorema 1.1.11. Si T es un operador lineal en un espacio vectorial X entonces:
i) si p(T) < oo, entonces o(T) < B(T);
ii) si q(T) < oo, entonces B(T) < a(T);
iii) si p(T) =q(T) < oo, entonces B(T) = o(T) (posiblemente infinitos );

iv) siB(T)=0o(T) < ey bien sea p(T) o q(T) es finito, entonces p(T) = q(T).

Podemos decir que de alguna manera el siguiente enunciado nos garantiza la “ cerradura"de
los operadores semi Fredhom y Fredholm.

Teorema 1.1.12. Supongamos que X,Y y Z son espacios de Banach.

i) SiTe®_(X,Y)ySe®_(Y,Z), entoncesST € P_(X,Z).



i) SiTeE®,(X,Y)ySe®,(Y,Z), entoncesST € ®,(X,Z).
iii) SiT € ®X,Y)yS€®(Y,Z), entonces ST € X,Z).
Para terminar esta seccién enunciamos teoremas para garantizar que ®_(X), P, (X),P(X)

son conjuntos abiertos en L(X,Y) y también para mostrar algunas propiedades de ciertas pertur-
baciones de los operadores en estos conjuntos.

Teorema 1.1.13. Supongamos que T € L(X,Y). Entonces se tiene:

i) SiT € P, (X,Y), existe € > 0 tal que para cualquier S € L(X,Y) con ||S|| < &:
a) T+Se®, (X,Y)
b) a(T+S)<oT)
c¢) ind(T+S) =ind(T)

ii) SiT € ®_(X,Y), existe € > 0, tal que para cualquier S € L(X,Y) con ||S|| < €:
a) T+Sed_(X).

b) B(T +5) <B(T).
c) ind(T+S)=ind(T).

Corolario 1.1.1. Los conjuntos . (X,Y),®P_(X,Y),P(X,Y) son subconjuntos abiertos en L(X,Y ).
Ademds el indice es constante en cualquier componente conexa de ®1(X,Y).

Teorema 1.1.14. Supongamos que T € @ (X), entonces existe € > 0 tal que:
oM —T)<a(T), paracualquier, |A|<E€.

y oAl — T) es constante para todo 0 < |A| < €.
Andlogamente si T € ®_(X), entonces existe € > 0 tal que:

BM —T) <B(T),para cualquier, |A| < €.

y B(AM —T) es constante para todo 0 < |A| < €.

Definicion 1.1.10. Para T € L(X) definimos:

i) N°(T)= U kerTX(X) al que llamaremos hiper niicleo de T.
k=0

ii) T=(T) = () TX(X) que llamaremos hiper rango de T.
k=0



1.2. Core Analitico, Operadores Semi-regulares y Tipo
Kato

Muchos de los resultados y caracterizaciones que se hardn con base en la Single Valued Ex-
tension Property o abreviadamente SVEP estdn relacionados con el Core Analitico, los operadores
semi-regulares y los tipo Kato. En esta seccion presentamos las principales definiciones y propie-
dades de este conjunto y estos operadores.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y T un operador en X .Definimos el Core algebraico
de T como el subespacio M mas grande de X tal que T (M) = M. A este conjunto lo denotaremos
como C(T).

Definicion 1.2.2. Sea X un espacio de Banach 'y T € L(X). El core analitico de T es el conjunto
K(T) formado por todos los x € X tales que existe una sucesion {u,} C X y & > 0 que satisfacen
las siguientes condiciones:

i) x=uoy Tuy+1 = u, para cualquier n € 7.
ii) |lun| < &"||x|| para cualquier n € Z.
Teorema 1.2.1. Sea X un espacio de Banachy T € L(X), entonces:
i) K(T) es un subespacio vectorial de X.
ii) T(K(T)) = K(T).
Teorema 1.2.2. Sea X un espacio de Banachy T € L(X).
i) Si F es un subespacio cerrado de X tal que T (F) = F, entonces F C K(T).
ii) Si C(T) es cerrado, entonces C(T) = K(T).
Teorema 1.2.3. Si T € @ (X), entonces K(T) =T(X) y K(T) es cerrado.

Definicion 1.2.3. Un operador acotado T € L(X) se dice que es semi regular si es de rango
cerrado y ker (T) C T*(X).

Definicion 1.2.4. Dado un operador T € L(X),X un espacio de Banach, la parte quasi-nilpotente
de T, denotada por Hy(T), estd definida como:

Hy(T):={x€ X/groloHT"xH‘/" =0}.

Un operador T € L(X) se dice quasi-nilpotente si  o(T) = {0}.



Definicion 1.2.5. Un operador T € L(X) con X un espacio de Banach se dice que admite una
descomposicion generalizada tipo Kato abreviada como (GKD) si existe un par de subespacios
vectoriales cerrados T invariantes (M,N) de X tales que X = M & N, T|M es semi regular y T|N
es quasi nilpotente.

Recordemos ahora que un operador T se dice nilpotente si 7" = 0 a partir de algin n € N.

Definicion 1.2.6. Si T € L(X) admite una descomposicion generalizada tipo Kato (M;N) diremos
que:

i) T es un operador de tipo Kato de orden d si (T|N)¢ = 0 para algiin d en los naturales y
ademds d es el minimo valor en N que satisface esta condicion.

ii) T es esencialmente semi regular si N es de dimension finita.

Teorema 1.2.4. Si T es de tipo Kato, entonces T* también los. Mds aiin si (M,N) es una GKD
para T, (N* M*) lo es para T*.

Teorema 1.2.5. Supongamos que T € L(X) admite una descomposicion generalizada tipo Kato
(M;N), entonces:
T|M es sobreyectiva si y solo si T*|N* es inyectiva.

Teorema 1.2.6. Todo operador lineal acotado esencialmente semi regular es de tipo Kato.
Teorema 1.2.7. Sea X un espacio de Banachy T € L(X).
i) T tiene GKD digamos (M,N) = K(T|M) = K(T) y K(T) es cerrado.

ii) Siademds T es tipo kato = K(T) = T*(X).

Ahora, al ser T tipo kato, K(T|M) =K(T) =T*(T).

Teorema 1.2.8. Todo operador semi Fredholm en es esencialmente semi regular.

Teorema 1.2.9. Si T € L(X) es de tipo Kato entonces existe € > 0 tal que M — T es semi regular
para cualquier 0 < |A| < €.



1.3. La Single valued Extension Property o SVEP

Acé comenzaremos por definir y delinear las relaciones entre la SVEP, los operadores semi
regulares, el core analitico, la métrica de la brecha y los operadores de Browder.

Definicion 1.3.1. Se dice que T tiene la SVEP en Ay € C si para cualquier vecindad U, de A la
tinica funcion analitica.

f:Uy, — X que satisface la ecuacion:

(M=T)f(A) =0,
para cualquier A en Uy, . es la funcion nula.

Diremos que T tiene la SVEP cuando T tenga la SVEP en cada A € C.

A diferencia de los otros resultados que se presentan sin prueba alguna en este capitulo dare-
mos una pequefia demostracion del siguiente teorema por lo ttil y generalizado que serd su uso a
lo largo de este trabajo.

Teorema 1.3.1. Dado un operador T € L(X),X un espacio de Banach, entonces:
T tiene la SVEP en A si y solamente si Mol — T tiene la SVEP en cero.

Prueba: Supongamos que 7 tiene la SVEP en cero. Consideremos ahora al operador Aol —
T. Necesitamos probar que para cualquier vecindad Uy de 0 se cumple que la tnica funcién anali-
tica g : Up — X que satisface la ecuacion:

(ul — (Mol —T))g(u) =0 Paracualquier ue€ Uy, eslafuncion nula.

Sin perdida de generalidad supongamos que g esta definida en Uy = D(€,0) y satisface la ecuacion
en cuestion.

Con base en esto definamos go(u) = g(—u) = —[—g(ho —u+Ao)]. Ahora :

0

(ul — (Mol = T))go(u),
(=2 +T)(—[~8ho —p+1o)]),
(Ao =) = T)[=g((ho — pr) +20)]-



Si tomamos la vecindad Uy, = D(g,A):
p€ U= |u| <k,

= Ao —(ho—u) <e,
=k —ucl,.

Al hacer f(Ao—pu) = —g((Ao — 1) + Ap) tenemos que esta funcidn es analitica, estd definida en
Uy Y
(M=) =T)f(ho—u) =0 para cualquier Ay —u € Uy, .

Por hipétesis T tiene la SVEP en A y concluimos que:
0=f(ho—u) = —g((ho—p) + o) = —g(—n).

Ahora cuando 0 = —g(—u) también lo va a ser g(u). Es decir, g se anula en Uy y por lo tanto
Aol — T tiene la SVEP en cero.

El reciproco se prueba de manera anéloga. O

Tenemos nuestro primer resultado donde se caracteriza la SVEP valiéndonos del core analiti-
co.

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio de Banachy T € L(X). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) T tiene la SVEP en Ay

i) ker(AoI —T)NK(AI —T) =0
Teorema 1.3.3. Sea X un espacio de Banach 'y T € L(X). Si p(T) o q(T) son finitos, entonces
T|T*(X) es sobreyectiva.

Enunciemos uno de los teoremas mads ttiles e importantes en el contexto de nuestra investiga-
cion.
Teorema 1.3.4. Supongamos que T € L(X) es semi-regular. Entonces,

H,(T)=N>(T), K(T) es cerrado y K(T) = T (X).

Mds aiin, para operadores semi-regulares se tienen las siguientes equivalencias:

i) T tiene la SVEP en cero, precisamente cuanto T es inyectiva o equivalentemente cuando es
“sub-acotada’.
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ii) T* tiene la SVEP en cero precisamente cuando T es sobreyectiva.

Teorema 1.3.5. Sea T € L(X), X un espacio de Banach y supongamos que verifica alguna de las
siguientes condiciones:

i) N>(T)NT=(X) ={0}.
ii) N>(T)NK(T) = {0}.
ii) Ho(T)NK(T) = {0}.

iv) kerTNT(X)={0}.

Entonces T tiene la SVEP en 0.

Teorema 1.3.6. Sea T € L(X), X un espacio de Banach. Si T es quasi nilpotente entonces K(T) =

{o}.

Teorema 1.3.7. Suponga que Hy(T)+ K(T) o N=(T)+ T(X) son densos con respecto a la
norma de X. Entoces T* tiene la SVEP en 0.

La Métrica de la Brecha.
Antes de hablar de esta métrica precisaremos que un operador de Browder es aquel que es de Fred-
holm y ademads tiene ascent y descent finitos. La métrica de la brecha nos va a permitir establecer
criterios necesarios y suficientes para determinar cuando un operador es de Browder.

Definicion 1.3.2. Sean M.N dos subespacios cerrados de un espacio de Banach X, definimos:

O(M,N) = sup{dist(u,N) : u € M; ||u|| = 1},

siM # {0} y 8(M,N) = 0 en caso contrario.

La brecha (Gap) entre M y N es,

~

8(M,N) = max{3(M,N),3(N,M)}.

Teorema 1.3.8. Sea X un espacio de Banach. La funcion bautizada como la brecha definida en el

conjunto:
CX)={MCX/M : eslinealy cerrado},

es una métrica.
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Definicion 1.3.3. Si X es un espacio de Banach diremos que {M, } C C(X) converge aM € C(X),

~

si d(M,,M) — 0, cuando n — +oo.

Propiedades importantes de la métrica de la brecha

Teorema 1.3.9. Si X es un espacio de Banach:

1. 8(M,N)=8(N+,M") y en consecuencia g(M,N) :g(ML,NL).
2.0<8MN)<1 , 0<dM,N)<L
3. My — M < MY — ML mds aiin 3(M,N) < 1 = dimM = dimN.

4. 3,(M,N) < 1=dimM < dimN.

Teorema 1.3.10. Para cualquier operador acotado T € L(X) las siguientes condiciones son equi-
valentes:

i) T satisface el teorema de Browder:

ii) La aplicacion A — ker (M — T') no es continua en cada punto A € A(T) en la métrica de la
brecha.

iii) La aplicacion . — Y(M —T') no es continua en cada punto A € A(T).

iv) La aplicacion A — (M — T)(X) no es continua en cada punto . € A(T) segun la métrica
de la brecha.

Teorema 1.3.11. Para un operador acotado T en un espacio de Banach X y Ay € C los siguientes

enunciados son equivalentes:

i) Al —T es semi-regular.
ii) Y(AoI —T) > 0y la aplicacion A — y(M — T') es continua en Ay en la métrica de la brecha.
iiit) YOI —T) >0y laaplicacion b — ker(Al —T') es continua en Ay en la métrica de la brecha.

v) (Ml —T)(X) es cerrado en una vecindad de A y la aplicacion . — (M — T )(X ) continua
en Ay en la métrica de la brecha.
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1.4. Puntos Aislados del Espectro

Por dltimo en esta seccion procederemos a mostrar los resultados que nos van a permitir va-
lernos de los puntos aislados del espectro de un operador y los polos de su funcién resolvente para
determinar cuando el ascent y el descent de un operador son finitos.

Definicion 1.4.1. Sea T € L(X),X un espacio de Banach complejo.el espectro de T se define como
el conjunto:

o(T)={Ae C\M —T no es biyectiva }.

También definimos el radio espectral de T como el niimero:

r(T)=sup{|A|: A€ o(T)}.
Teorema 1.4.1. Sea T € L(X),X un espacio de Banach. En tal caso:

o(T)#0 y r(T)=1lim||T"||.

n—yo

Mas aiin 6(T') es un subconjunto compacto de C.

Teorema 1.4.2. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.Entonces:

Definicién 1.4.2. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.Definimos:

i) El conjunto resolvente de T como:

p(T) = C\o(T).

ii) La resolvente de (T) como la aplicacion:

RAT):Aep(T)— (M—T)".

Definicion 1.4.3. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.Definimos:

i) El espectro aproximado puntual de T como:

6.(T)={Ae\M —T no es subacotado}.
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ii) El espectro sobreyectivo de T como :

os(T)={Ae\M—T no es sobreyectivo}.

Teorema 1.4.3. I T € L(X) entonces tanto 65(T) como 6,(T) son subconjuntos compactos y no
vacios de C y en consecuencia ambos contienen a la frontera de T , 06(T). Mas aiin:

05(T)=04(T") y ox(T)=0,T").

Definicion 1.4.4. Sea f: A — X, X un espacio de Banach complejo y A un subconjunto abierto
no vacio de C . Diremos que f es localmente analitica si esta es diferenciable en cada punto de A,
es decir si para cualquier punto Ay € A existe f'(Ay) € X tal que:

SN = f(h)
A =2

Si a todo lo anterior agregamos que A sea conexo diremos que f es analitica en este conjunto.

—f M) =0 cuando A —A.

Teorema 1.4.4. Para cualquier T € L(X) se tiene que su funcion resolvente R(A,T) es diferenciable
enp(T).

Definicion 1.4.5. Para T € L(X).

i) Denotaremos por H(6(T)) al conjunto formado por todas las funciones de valores comple-
jos que son localmente analiticas en algiin abierto que contenga a 6(T).

ii) Si f € Ho(T)) y A(f) representa al dominio de f, sea I" un contorno cerrado en A(f)
que envuelva a 6(T). Esto es un sistema finito positivamente orientado I' = {y;,...,Y,} de
curvas rectificables cerrado en A(f)\o(T) tal que 6(T) estd contenido en el interior de T’
y C\A(f) en el exterior de T. Bajo estas condiciones definimos en X al operador:

1
T):=-— | fAM—-T) "anr.
A1) = o [ SO0 =T)
Definicién 1.4.6. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.

i) Diremos que un conjunto 6 C C es espectral si 6 y 6(T)\G son cerrados.

ii) Dado un conjunto espectral ¢ consideremos A = Aj U Ay un cubrimiento abierto de 6(T)
tal que AN Ay =0y 6 C Ay. Definamos la funcion h de manera tal que h(A) =1 si A € Ay
yh(X) =0 si A € Ay. En estas condiciones definimos:



Teorema 1.4.5. Sea P como en la definicion anterior. Luego: Ps = %mfr(M_ T) 'd\, Ps =

P2 de donde se infiere que este operador es una proyeccion que en particular la llamaremos la

proyeccion espectral asociada a G.

Teorema 1.4.6. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.Entonces: Ay € 6(T) es un polo de la
funcion resolvente R(N,T) si 'y solo si 0 < p(AI —T) = q(hol —T) < oo. Mds aiin: si p =
p(hol —T) = q(hoI — T), entonces p es el orden del polo; todo polo Ay € 6(T) es un autova-
lorde T y si Py es la proyeccion espectral asociada con {Ay}, entonces:

P()(X) == ker(kol — T)q,

ker Py = (Aol — T)4(X).

Nota : En este caso X =ker(Ao/ —T)?@® (M —T)4(X) = Py(X) @ ker P.

Teorema 1.4.7. Sea T € L(X),X un espacio de Banach.Si Ay € 6(T), entonces:
Aol — T es un operador de Fredholm que tiene ascent y descent finitos si y solo si My es un punto
aislado del espectro de T y su proyeccion espectral correspondiente es finito dimensional.

Teorema 1.4.8. Sea T € L(X),X un espacio de Banach. Supongamos que A € isoc(T). Si Py es
la proyeccion espectral asociada a {Ay} entonces:

i) Po(X) = Hy(hoI —T).

ii) ker(Py) = K(hoIl —T).
En particular si gy es un polo de la resolvente o equivalentemente
p:=phI—T)=q(MIl—T) < oo,

entonces,
P()(X) = H()(?L()I— T) = kel‘(?\.ol— T)q.

ker(Py) = K(hol — T) = (Aol — T)7(X).
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Capitulo 2

La SVEP, Operadores de Browder, de Weyl y sus
Espectros

En este capitulo se estudian los operadores de Browder, de Weyl y sus respectivos espectros.
También se enuncian teoremas que nos dan condiciones suficientes y necesarias para que una
aplicacion tenga la SVEP en un determinado valor de A € C y por lo tanto Al — T tengan su
ascent o su descent finito, segtin sea el caso. A la SVEP se le dard una especial relevancia por
su importancia en el desarrollo de este trabajo .Para mas detalles ver la monografia de Laursen
y Neumann,[20] o Aiena [1], y la versién local que se considera en este desarrollo que ha sido
estudiada por varios autores , ver [7],[8],[9] y previamente por Finch [16]y Mbekhta [21].

2.1. Estudio de los Espectros de los Operadores de
Browder y de Weyl

Comencemos por recordar algunas definiciones importantes. Denotaremos por L(X) el con-
junto de todos los operadores lineales acotados definidos sobre un espacio de Banach X, el cual
constituye un 4lgebra con las operaciones usuales.

o(T) :=dim(ker(T)).

B(T) := codim(T (X)).

P, (X):={T €L(X)/o(T) <o yT(X) escerrado}
D (X): ={T € L(X)/B(T) < oo}

®_, (X) denota la clase de los operadores semi-Fredholm superiores.
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®_(X) denota la clase de los operadores semi-Fredholm inferiores.
P(X) =P, (X)NP_(X) la clase de operadores de Fredholm.
P, (X):=P,(X)UP_(X) laclase de operadores semi Fredholm.

El indice de un operador semi Fredholm es el nimero:

ind(T) := a(T) — B(T).

Si existe un nimero p € N tal que ker7? = kerTP*!, al minimo de estos niimeros lo 1la-
maremos el ascent de 7'y lo denotamos como p(T). Andlogamente, si existe ¢ € N, tal que
T9(X) = T4"!(X) al minimo de estos nimeros lo llamaremos el descent de T, denotédndolo como

q(T).

Procedamos a detallar la prueba nuestro primer teorema y que relaciona estos dos nimeros.

Teorema 2.1.1. [/9] Si tanto p(T) como q(T) son finitos, entonces p(T) = q(T).

Prueba:
Hacemos p=p(T) ; q=q(T).
Caso 1:  Suponemos primero que p < q.
Luego,
TY(X) C TP (X).

Ahora si ¢ = 0, entonces T°(X) = T'(X), es decir, X = T(X).

Como X =TX)CTP(X)CX, concluimos que T7(X)=X.
Mds adn, TP (X) = TP(T (X)) = T?(X), y por la definicién de ¢(T), obtenemos que ¢ < p.

Supongamos ahora que g > 0.

Por la parte (ii) del lema 1.1.1 para m = n = g existe Y, subespacio del ker7? tal que X =
Y,®TI(X).

De lo anterior X = ker? +77(X).
Dado cualquier elemento y = T7x € T?(X) tenemos que este puede ser escrito como

y=2z+T%w).

donde z € kerT? 'y T9(w) e TI(X).

En consecuencia :

z=y—T(w)
=TP(x)—T4(w).
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como T7(X) C TP(X) se obtiene que z € T?(X), es decir:
zekerTINTP(X).
Por La parte (i) del Lema 1.1.1
kerTYNTP(X) = {0}.
y pot lo tanto z = 0.
Alsery=z+4T9(w), entonces y = T9(w).

De donde T7(X) C T9(X) y en consecuencia 77 (X) = T4(X).

Luego
T9(X) C TP(X) C TP (X) C TY(X).

Asi
TF(X) = TP+ (X) = T(X),
y nuevamente, por definicién,
=49

con lo cual obtenemos la igualdad deseada.

Caso2: ¢g<p.

Aqui
kerT? CkerT?.

Por la parte (ii) del Lema 1.1.1,
X =kerT?'+T?(X).

Tomamos x € ker T? asi,
x=u+TPv paraalgin uc€kerT% algin veEX.

Ademas,
0=TF(x)=TP(u)+T*v=0+T"v.

de lo anterior v € kerT%” = ker T?, en consecuencia T°v =0y x = u € kerT9.
Nuevamente ker 77 = ker T9 es decir p < g. a.

Otra importante clase de operadores de la teoria de Fredholm son los operadores semi Browder
superiores, definidos como:

By (X) :=A{T € @4(X); p(T) < oo},
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los operadores semi-Browder inferiores
B_(X) :={T € ®_(X); q(T) < oo},
y los operadores de Browder,
B(X):=B_(X)NB(X).

estos operadores aparecieron en 1988,ver [17] y estudiados por otros autores como por ejemplo en
[24].

También definimos la clase de los operadores de Weyl como la de todos los operadores de
Fredholm con indice igual a cero. A este conjunto lo denotaremos como W (X).

Es facil ver que todo operador de Browder es también un operador de Weyl.En efecto:

si T € B(X), entonces;

i) 0(T) <ooyp(T) < oo
i) B(T) <oy g(T) < oo

Por (i), (ii) y por el teorema 2.1.1 p(T) = g(T') < oo, luego, por el teorema 1.1.11 esto nos
asegura que (7)) = B(T') y en consecuencia, ind(T) = 0. Es decir T es un operador de weyl.

Ahora podemos fijar notaciones para algunas de estas categorias de conjuntos espectrales de
operadores:
ouw(T)={AeC/M—-T ¢B.(X)}.

o(T) ={he C/M—T ¢ B_(X)}.
6y(T) = {A€C/AM —T & B(X)}.

ademads definimos el espectro de Weyl como

6,(T):={AeC /M —T no es Weyl}.

También serdn importantes en el desarrollo de este trabajo los siguientes conjuntos: W, (T') :=
{T € &, (X),/ind(T) < 0} Conjunto de los operadores semi Weyl superiores.
W(T) :={T € ®_(X),ind(T) > 0} Conjunto de los operadores semi Weyl inferiores.
Sus espectros los denotaremos como G, (T') y Gy, (T') respectivamente.

Otro hecho importante que comprobaremos se enuncia en el siguiente teorema

Teorema 2.1.2. para cualquier T € L(X),X un espacio de Banach 6,,(T) = 6,,(T*).
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Prueba Para esto probaremos que W (X) = W(X*).
Notemos primero que si 7' es un operador de Weyl, este tiene rango cerrado y junto con este,
también lo tiene T*.

Segtn el teorema 1.1.5, si M es un subespacio cerrado de un espacio de Banach, entonces M*
es isométricamente isomorfoa  X"/m*.

Abhora ker T también es un subespacio cerrado de X luego:

o(T) =dimkerT = dim(kerT)",
= dim(X"/(kerT)*) = dim(X"/1*(x*)),
= codim(T*(X*)) = B(T™).

Por otra parte, valiéndonos del mismo teorema,

B(T) = codim(T) = dim(X/T(x)) = dim(X/T(x))",
=dimT (X)* = dim(kerT*) = o(T").

Como consecuencia
ind(T)=o(T)—B(T)
=B(T") —a(T7)
= —ind(T").
Por todo lo anterior
TedX)eT cP(X).
ind(T)=0< ind(T*) =0.

por lo tanto
TeWX)eT eW(X").

Ahora

A€ Gy(T) & M—T ¢ W(X)
& (M-T)" ¢ W(X)
SM —T* ¢ W(X)
S Ao, (T
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Escribiremos a continuacion una secuencia de hechos que nos permitiran probar que
on(T)=0uw(T") vy.
on(T*) =0, (T).
Teorema 2.1.3. Si T € &, (X), entonces p(T) =q(T*) y q(T) = p(T*).
Prueba:
Haremos p = p(T) :n=p(T*):q=¢q(T): 0 =q(T*). Porel teorema 1.1.12 ,si T € ®,(X)

entonces 7" € @, (X). Esto nos implica que 7"(X) es cerrado para cualquier n € N y por este
mismo hecho 7*(X*) es cerrado.

Por otra parte, T € @ (X) nos asegura que 7% € &_(X*) y también 7*" € _(X*) de donde
T*"(X*) es cerrado y por lo tanto:

kerT™ =T"(X)* y
ker T" :J_ Tn*(X*) :J_ T*n(X*)

La dltima igualdad es cierta puesto que 7" = T"*.

Casol: T € o, (X).
Acd, o(T),a(T") son finitos para cualquier n € Ny T(X) es cerrado.

Caso 1.1: p=p(T) < .
Asi,

ker TP = ker TP !
a(TP) = o(TP!) < eo.

Pero B(T*7) = B(TP*) = o(TP) = (T7+!) = B(TPH*) = B(T*r+D).
Es decir, B(T*?) = B(T*P11)) < o,
Ademas TP+ (X*) C T*P(X*).

En tal caso existe un subespacio vectorial Z de X* tal que,
T(X) = TP (X" o Z.
y si Y esel complemento algebraico de 7*7(X™*), entonces

X=Trx"pzZaY.

T*r(X)
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por lo tanto Z & Y esun complemento algebraico para 7*P+1) (X™).
ComoY C Z&Y y dimY = dimZ &Y < oo, ocurre que

dim(Y) = dim(Z) + dim(Y ),
es decir dimZ = 0'y, por lo tanto 7*P(X*) = T*(P*1)(X*) en tal caso
0=q(T") <p.

Si ahora suponemos que 0 < p, tenemos que

T*e(X*) 7#(0+1) (X ),
TG*(X*) 7(0+1)x (X*),
70 (x) = O (x),

ker7°® = ker 7941,

de donde p < 0, cosa que contradice nuestra suposicion.

Caso0 1.2 p = oo,

En tal caso ker 7" estd incluido propiamente en ker 7"*! para cualquier n € N. Es
decir que o(T") < a(T"+1) pero esto también nos asegura que

B(T*?) < B(T**1),

por lo cual
TP+ (x%),

estard incluido siempre propiamente en
Tr(X7),
y por lo tanto 6 = p = +-oo.
Caso2: T € ®_(X). Eneste caso B(T),B(T") son finitos y 7'(X) es cerrado.

Caso2.1: ¢g=¢q(T) < 1
Ahora T(X)=T""(X)

B(TY) =pB(THY)
o(T*) = o(T*4H)) < oo,

Como kerT*7 C ker T*(¢*1) solo puede ocurrir que:

kerT* =kerT*@*) vy n=p(T*") <q.
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Otra vez suponemos que 1 < g.
Asi

ker T*" = ker 7M1
T™(X)t =1 (X))t

Pero T"(X) y T"*1(X) son cerrados en X y por lo tanto son isométricamente isomor-
fos a (X/(x))* y (X/17!(x))* respectivamente de donde,

BT ) =B(T™) < en

Es decir T""!(X) = T"(X) y en consecuencia ¢ < 1.

Caso 2.2: g = +oo.

Se demuestra la forma andloga al caso 1.2.

Corolario 2.1.1. Sea cual sea T € L(X),X un espacio de Banach ,6;,(T) = 6,(T").

Prueba Primero veamos que
T eB,(X)siysolosi T* € B_(X*)
En efecto,

TeB . (X)eTecd, (X)) vy p(T)<oo.

Lo anterior implica que 7* € ®_(X*) y ¢(T*) < ooy esto es equivalente a decir que T* €
B_(X). La implicacién contraria se prueba de manera similar.

Y para culminar,

Aeoy(T)siysolosiAl —T ¢ B_(X) siysolosiM*—T*¢ B, (X*)siysolosiA € G,,(T").

Laecuacion 6,,(T) = 6;,(T*) se comprueba de forma andloga y comprobando que 7 € B_ (X)
siy solosi T* € B4 (X™) O

2.2. Caracterizaciones de la SVEP

Para cumplir con los objetivos de esta seccion aparte del Core Analitico K(7') y la parte quasi
nilpotentente de un operador Hy(T') ya definidos en los preliminares necesitamos las siguientes
propiedades de este dltimo conjunto.
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Antes recordemos que para un operador 7 € L(X),X un espacio de Banach, la parte quasi-

nilpotente de 7', denotada por Hy(T), estd definida como:

Hy(T):={x€ X/r}ggo|yT"xy\l/'l =0}.

Un operador T € L(X) se dice quasi-nilpotente si 6(7') = 0.

Teorema 2.2.1.  Sea X un Espacio de Banach complejoy T € L(X). Entonces:

i) Ho(T) es un subespacio T-invariante de X.
ii) Tx € Hy(T) siy solo si x € Hy(T).
iii) Ker(T") C N*(T) C Hy(T) VneN.
iv) Ker(M —T)NHy(T)={0} VA#O.
v) T es quasi-nilpotente si'y solo si Hy(T) =X.
Prueba
i) Seay € T(Hyp(T)) y sea x en Hy(T) tal que Tx = y. Por la definicion de dicho conjunto
nl_i&leTan r =0y T""'x = T"(Tx) = T"y. También debemos notar que:
7" < T 7"
Il < (1T
dim (|7 < tim (|7 7x])7 = 0.
es decir que y € Hy(T).
ii) Es obvio que si x € Hy(T'), entonces Tx € Hy(T) puesto que Hy(T') es T invariante.

Tomemos x en X tal que Tx € Hy(T). En tal caso,

lim |7 x)" =0
n—+-oo

1 1 n n

Pero ||T"+1x||n+1 = (|77 x| nn+1, Ademis HT an+1 = q para cualquier a en C.
n—s—too

Por lo tanto,
n

lim HTn-i-IXHI/n+1 — Iim (|’Tn+1x||1/»1)n+1 —0.
n—-—+oo n— oo

Esto, finalmente prueba que x € Hy(T).
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iii) La inclusién KerT" C N*°(T) se obtiene por definicin.

Ahora, si x € A(*(T) existe m € N tal que T"x = 0, esto implica que T*x = 0 para cualquier
k> my por lo tanto h’rf | 7"x||'/" = 0. Es decir, x € Ho(T).
n—s o0

iv) Seanx € ker(AM —T)NHy(T)y A #0.

En estas condiciones sabemos que,

T"x=M\'x y lim |T"x]|"" =0.
n——o0

Combinando estos hechos

0= tim |[Wx|" = ) tim [’
Six#0, nljﬂﬁHxH Y» =1y A =01o cual es una contradicci6n.
Ergo solo puede ocurrir que x = 0.

v) Por el teorema 1.4.1 aplicado a L(X) y al T en cuestién, tenemos que

r(T):= sup [A|
reo(T)

= lim ||77]"".
n—r+oo

Como T es quasi-nilpotente entonces 6(7') = {0} de donde,

HT)=0= lim ||T"|"".

n——+oo
Sea x € X — {0} en tal caso tenemos que,

17" ()| < 17| |l]|
T )| < (T )
s n 1/n < 1§ n 1/n
Jim (|7 ()7 < tim (|77 flx]]) 7"

Como Iim ||T"|*=0 'y lim [x||'" =1, entonces
n—s—+oo n—+oo

P n Vn _
im |70 =o0.
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Reciprocamente, si Hy(7T') = X, entonces liril |77 (x)||/" = 0 sea cual sea el x en X.
n—r—oo

Consideremos ahora la serie:

17"
Z ‘)\‘|n+1 )

donde A # 0. Apliquemos ahora el criterio de la raiz n-esima

7"l _ 1T )

e e N (D
i )
TR 1m A
n—+-oo

=0<1.

Luego S converge para cualquierx € X 'y A#O.

) = T"x
Definimos y = n);o Ik

Asi,
= T"x
M=T)0) =AY 57— (ZW)
n=0 n=0
B i T"x
- o A o )\'n—i-l
oo T"x Tn+1 X
Z }Ln+l
B Tn-‘rlx T"x
- ‘n;o )
Esta ultima serie es una serie telescopica. Luego:
o T"x T%
W=T)) =~ <,1L“Ew<m - x0>> |

_ lf" T"x
e\ )

TnJrlx

o Thx 1 = T'x
Alsery = T .
y HE’O }\’n-‘rl 7\%:0 An

n
Tenemos que estas series son convergentes y, hm T 0. Asi (M—-T)(y) =

)\‘n
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Esto nos prueba la sobreyectividad de Al — T'. Para concluir tenemos que para A # 0.

{0} =ker(M —T)NHy(T)
=ker(M —-T)NX
=ker(M —T).

Con lo que queda demostrado que Al — T es inyectiva para cualquier A # 0, es decir que A # 0,
implica que A ¢ o(T).

Nuevamente, por el teorema ya mencionado en este inciso tenemos que 6(7) # 0 y el tGnico
elemento que puede estar en este conjunto es el cero. O

Vamos ahora a enunciar y probar el primer resultado que servird de base para conseguir carac-
terizaciones de la SVEP.

Teorema 2.2.2. Para T en L(X), X un espacio de Banach se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Si Hy(MI —T) cerrado, entonces T tiene la SVEP en ).

ii) Si o,(T) no se acumula en Ay , entonces T tiene la SVEP en \y.
iii) Si 65(T) no se acumula en A , entonces T* tiene la SVEP en .
iv) Si p(AI —T) < oo, entonces T tiene la SVEP en ).

v) Si q(Aol —T) < oo, entonces T* tiene la SVEP en ).

Prueba:

i) Primero probaremos que si Hy(Aol — T') es cerrado entonces
Ho(MI—T)NK (Al —T)={0}.

Procedamos:
Sin pérdida de generalidad suponemos que Ay = 0 y Hacemos T= T‘HO(T).

En tal caso T : Hy(T) — X es quasi-nilpotente.

Por el teorema 1.3.6 si T es quasi-nilpotente entonces K(7) = {0}.

Se necesita ver que,
Hy(T)NK(T)=K(T)={0}.
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Abhora, si x € K(T') entonces x € Hy(T), existen {x,} C Hyo(T) y 6 > 0 tales que
X0 =%, Txpy1=2x,,n>0, x| <8x].

Pero Hy(T) estd contenido en X y asi {x,} C X es también una sucesién que satisface las
condiciones para que x € K(T').

Luego, x € Hy(T)NK(T).
Por otra parte, al tomar x € K(7T') N Hy(T) y utilizar lo probado en el teorema 2.2.1 en su inciso
ii) que nos asegura que Tu € Hy si y solo si u € Hy(T), al aplicar esta propiedad a los elementos

de la sucesion que nos garantizan que x € K(7T'), entonces la sucesién en cuestién, digamos {x, }
también va a estar en Hy(T).

Mais explicitamente,

X0 = X c H()(T)
Txy, = xo € Hy(T)
Tx, = x1 € Hy(T)
Txn-i—l = X € HO(T)7

~

y esto es cierto para cada n > 0. En consecuencia, x € K(T) = {0}. Ahora por el teorema 1.3.5
podemos concluir que T tiene la SVEP en 0.

ii) Supongamos que Ay no es un punto de acumulacién de 6,(T),

Bajo estas condiciones existe una vecindad U de Ay donde ningiin A en U esta en el espectro
aproximado de 7.

Ahora, si A € U, entonces Al — T tiene que ser inyectiva.

Sea f : V — X una funcién analitica definida en otra vecindad arbitraria Vde A¢; en la cual la
ecuacién (M —T) f(L) = 0 se satisface para cualquier A € V.

Supongamos sin perdida de generalidad que V C U.
En este caso f(A) € kerf(M —T) =0y por ser (M — T) inyectiva f(A) =0 con A # Ay.

Como f es analitica en V entonces f es continua en Ao de donde,

fw)= lim (M —T)f(\) =0.

7\,4}7&0

Todo esto nos aseguraque f =0en V y f tiene la SVEP en Ay.

iii) Tomemos ahora Ay que no sea un punto de acumulacién de 6,(7),
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Para cumplir nuestro propdsito utilizaremos el teorema 1.1.6 que nos asegura que 7" es sobreyec-
tivo si y solos si T* es subacotado . En tal caso al no acumularse Ay en 64(7), Ao tampoco se

acumula en 6,(7*) y podemos utilizar la parte ii) ya demostrada para concluir que 7* tiene la
SVEP en A\g.

iv) asumiendo que p(Aol — T') < oo, sin pérdida de generalidad, supongamos que A = 0.

Ahora si p(T) = p < oo se tiene que kerT?” = N*(X). También tenemos por el lema 1.1.1 que
si p < oo entonces para cualquier m > p y en particular para nuestro p ;

T"(X)NkerT? = {0}.
Pero 7™ (X) C T*(X) de donde T=(X) NA=(T) = {0}.
Nuevamente por el teorema 1.3.5, concluimos que 7 tiene la SVEP en cero.

v) Para g(Agl — T) < oo, nuevamente suponemos que Ao = 0.

Sea g = ¢(T). Luego,
T%(X) = T1(X).
Sea x € X.En tal caso T9(x) € T4(X) = T?4(X).
De lo anterior existe w € X tal que,
T9(x) = T?(w) = TY(T(w)).
Si hacemos y = T9(w) € T%(X) obtenemos la ecuacion,
T9x)=T%y) con y€T!X),

esto para cada x € X, en consecuencia 79(x —y) =0y asi x —y € ker7T? como x = (x —y) +y
concluimos que

X =kerT74+TI(X).
Pero ker7? C N*(T) y T?(X) = T*(X) y por lo tanto,

KerT? +T1(X) C N=(X)+T=(X) =X.

Como obviamente X es denso en X con respecto a su norma por el teorema 1.3.7, T* tiene la
SVEP en cero. O

También para nuestros fines necesitaremos los siguientes lemas:
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Lema 2.2.1.  Supongamos que T € L(X) admite una descomposicion generalizada de tipo Kato
(M,N). Entonces: Si T tiene la SVEP en 0, T |M también tiene la SVEP en 0.

Prueba: Primeramente recordemos que M es T invariante. Sea Uy una vecindad de 0. Cosi-
deremos g : Uy — M analitica tal que (ul — T|M)g(u) = 0. Para cualquier u en Up.

Como M es un espacio cerrado de X, M también es de Banach.
Ademds (T|M)(x) =T (x) = VxeM.

Luego, para f : Uy — X dada por f(x) = g(x) Vu € U,, tenemos que f es analitica y (ul —
T)f(u)=0 VYuel,

Como T tiene la SVEP en cero, f = 0, en consecuencia g = 0 de donde 7'|M también tiene la
SVEP en 0. O

Lema 2.2.2. Supongamos que T € L(X) admite una descomposicion generalizada de tipo Kato
(M,N). entonces:
Ho(T) = Ho(T|M) ® Ho(T |N).

Prueba: Sea x € Hy(T|M) ® Hy(T|N). Asix =v-+wconv e Hy(T|M) y w € Hy(T|N).
Ahora,

lim ||[T"x]|"" = lLim | T+ T"w|""
n—y—+oo n— oo
< lim (||T|) + || T"w|)"" < lim (||7"]"+ lim | T"w|"".
n——+oo n— oo n—r—+too

Como v e M,w e N. Al ser M y N subespacios cerrados T invariantes, 7"'v € M, T"w € N

paran € N, es decir
(T|M)"v =T"v,(T|N)"w=T"w.

En tal caso,
lim |7"v]|"" = lim ||(T|M)"v]|"" = 0.
n——+oo n—y+oo
lim ||T"w||"" = lim ||(T|N)"w|"" =0
n——+oo n—y—too

Por ende, h’rf | T7x||" =0y x € Hy(T).
n—r—+oo

Tomemos ahora x € Hy(T).

Como X =M®N

x=v+wconveM,weN.
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Por otra parte, T|N es quasi-nilpotente, HO(T’N )=Nyentalcasow € HO(T|N ).

Como v = x — w entonces

lim |77 = Iim | T"x—T"w|""
n——+oo n—y—+oo

z n n l/n
im (|77 + 7]

IN

IN

lim [|7"x(|""+ lim ||(T|N)"w]"",
—>+oo n—r—+oo

n

=0.

Es decir que v € Hy(T|M) y por lo tanto x € Ho(T |M) + Ho(T |N). Ademés, por definicién de los
espacios involucrados es obvio que Ho(T |M) ﬂHg(T!N) ={0}. O

Lema 2.2.3.  Supongamos que T € L(X) admite una descomposicion generalizada de tipo Kato
(M,N) .Si T tiene la SVEP en 0, entonces Hy(T) = N.

Prueba Por el lema 2,2,1 tenemos que T|M tiene la SVEP en 0. Por nuestra hipétesis este
operador también es semi regular en M. Ahora utilizando el teorema 1,3,4 concluimos que también
va a ser inyectivo en este conjunto. Pero T}M inyectiva y T‘M semi-regular, nos asegura por el
teorema 1,3,4 que,

Ho(T|M) = N=(T|M).

Por la inyectividad de T |M, ker(T|M)" = {0} para cualquier n € Ny en tal caso,

Ho(T|M) = \(T|M) = {0}.

Por el lema 2,2,2 Hy(T) = Ho(T|M) ® Ho(T |N).
Al ser Hy(T ‘M ) la unién de Hy(T ‘M ) con el conjunto de sus puntos de acumulacién, podemos
concluir que Hy(T |M) C {0} y por lo tanto Ho(T |M) = {0} de donde:
Ho(T) = {0} + Ho(T|N) =N. O
Ahora si estamos en posicion de escribir el primer teorema que va a caracterizar la SVEP.

Teorema 2.2.3. Si T € L(X) es de tipo Kato en Ay, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

i) T tiene la SVEP en \o;

i) pOol —T) < oo;
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iii) Ao no es un punto de acumulacion de 6,(T);

iv) Ho(AI —T) es cerrado.

Si Ml — T € ®L(X) entonces los enunciados desde i) hasta iv) son equivalentes a:

v) Ho(Aol —T) es finito dimensional.

Si Ml — T es semi-regular entonces los enunciados desde i) hasta iv) son equivalentes a:

vi) Aol —T es inyectiva.

Prueba:
Ya hemos probado en el teorema 2.2.2 que ii) = i),iii) = i),iv) = i).

Sin pérdida de generalidad supondremos que Ay = 0.
i) = ii) Sea (M,N) una G.K.D para T. Por el lema 2.2.3 si T tiene la SVEP en cero, entonces:

Hy(T)=N.

También se prob6 anteriormente que ker(7") C N*(T) C Hy(T) = N para cualquier n € N.
Al ser T tipo kato existe k € N tal que (T ‘N)k =0, es decir que al tomar x € N, T"x =0y x € ker T¥.
Por lo tanto Hy(T) = N C kerT* € \>(T).

En resumen
N CkerTX C A™(T) CN.
Asi
ker 75 = A°(T).

Y esto nos asegura que p(T) < co.

i)=iv).Porellema2.2.3 Hy(T)=Ny alserN cerrado obtenemos nuestro resultado de manera
inmediata.

i) = iii) Primero suponemos que 7 tiene la SVEP en cero.

Sea (M,N) una GKD para T.

Por el teorema 1,2,9 sabemos que existe € > 0 tal que Al — T es semi regular para todo 0 <
|A| < €. Sihacemos D, = {Ae€ C/|A| <€}, entonces para estos valores de A: A € (D¢\{0})N
6,(T) siy solamente si A es un autovalor de 7.

Comprobémoslo:

A€ (D\{0})No,(T) siysolosi0< |A| <&y Al—T no es inyectiva o (Al —T)(X) no es
cerrado.

32



Como M — T es semi regular (A — T')(X) es cerrado, por lo cual Al — T no debe ser inyectiva.
En tal caso existe x # 0 tal que (Al — T)x = 0 y por lo tanto Tx = Ax. Es decir A es un autovalor
deT.

Reciprocamente si A es un autovalor de 7 existe x € X\ {0} tal que (A —T')(x) = 0 lo que nos
garantiza que Al — T no es inyectiva. Asi A € 6,(7T).

También sabemos que si x € ker(M —T'), (A # 0) entonces T"(x) = A'xie T"
quiere decir que x € T"(X) Vn e N. Asiker(M —T) C T*(X).

=x lo que

X
}\’n

En tal caso, al considerar T}T""(X ) yparaeste A#0 dado al existir x en ker(Al —
T),x # 0, podemos asegurar que x € T*(X). Ahora al trabajar en T‘T""(X ) podemos también
afirmar que este A estd en el espectro de este operador.

Ahora procediendo por reduccion a lo absurdo supongamos que cero es un punto de acumu-
lacion de 6,(T). Sea {A,} una sucesion de autovalores distintos de cero, convergiendo a cero.
Luego, esta sucesion de autovalores estd en 6(7 ’ T=(X)) para cadan € N.

Alser 6(T|T*(X)) un conjunto cerrado, 0 € 6(T|T*(X)).

Pero T tiene la SVEP en cero y por los teoremas 1,3,4y 1,3,2 T‘M es inyectiva y;

{0} =ker(T|M)
= K(T)Nker(T)
=T"(X)Nker(T)
=ker(T|T>(X)).

Asi T ‘ T=(X) esinyectiva. Ya también hemos probado que al tener 7' la SVEP en 0, p(T) <
oo y por el teorema 1.3.3 se gana que T|T°° (X) también sea sobreyectiva. Es decir T|T°° (X) seria
biyectivay 0 ¢ o(T ‘ T=(X)), lo cual es una contradiccién que viene de suponer que o es un punto
de acumulacién de 6,(7T).

Ahora si Aol — T € . (X), entonces Aol — T es esencialmente semi regular.
En tal caso N es finito dimensional y nuevamente por el lema 2.2.3 N = Hy(Aol —T).

Por otra parte usando la misma igualdad tenemos que Hy(Aol — T') es finito dimensional y en
consecuencia cerrado. Esta es la condicién iv) que a su vez es equivalente a todas las anteriores.

Supongamos que Ayl — T es semi regular. En este caso utilizaremos el Teorema 1.3.4 que nos
asegura que Aol — T es inyectiva si y solamente si Aol — T tiene la SVEP en Ag.

Es decir que ser Ayl — T inyectiva es equivalente a la condicién i), con lo que concluye nuestra
prueba.

33



Como de costumbre existe una version dual de este resultado. Para enunciarla y demostrarla
necesitaremos del siguiente lema.

Lema 2.2.4. Supongamos que T € L(X) admite una GKD (M,N). Entonces cuando T* tiene la
SVEP en cero, K(T) = M.

Prueba:
Afirmacion:

T* tiene la SVEP en 0 si y solo si T'|M es sobreyectiva.
En efecto

Si (M,N) es una GKD para T , por el teorema 1.2.4 , (N*,M*) es una GKD para T*.
Como T*|N~ es semi regular por el teorema 1.3.4 T*|N- tiene la SVEP en 0 si y solo si (7%)|N*
es inyectivo.

Por el teorema 1.2.5 T'|M es sobreyectivo.

Usando el teorema 1.2.7 tenemos que K(7T|M) = K(T). Ademds M es cerrado, invariante con
respecto a T y al ser T|M sobreyectivo M = (T|M)(M) = T (M), ahora por el teorema 1.2.2,
M C K(T).

Obviamente K(T) = K(T|M) C M.
Asi M = K(T). O

Teorema 2.2.4. Si T € L(X) es de tipo Kato en Ay entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) T* tiene la SVEP en M.
ii) qOM —T) < o,

iii) Ao no es un punto de acumulacion de (T ).
Si Al —T € & (X), entonces las condiciones desde i) hasta iii) son equivalentes a;

iv) K(Aol —T) es finito codimensional.

Si Apl — T es semi regular entonces las condiciones desde i) hasta iii) son equivalentes a:
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v) Aol — T es sobreyectiva.

Prueba
Ya hemos probado en el teorema 2.2.2 que ii) = i), iii) = i), Nuevamente sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que Ag = 0

i) = ii). Por hipétesis T es tipo Kato. Por el teorema 1.2.7 K(T) = T*(X).

Como T* tiene la SVEP en cero, al ser T tipo Kato X admite una descomposicién (GKD)
digamos (M,N) y por el lema 2.2.4 tenemos que K(7') = M. Ahora;

M =T>(X) C T"(X) para cualquier n. Pero al ser T tipo Kato podemos asegurar que (T ‘N =
0 para algun k. Luego para cualquier n > k tenemos que,

(X) C T*(X)
= T4 (M) & T (N)
= T¥(M)
C T5(X).

Lo anterior obviamente nos garantiza que ¢(7) < oo.

i) = iii) Acd nos valemos de la igualdad 6,(T) = 05(T*) y del teorema 2.2.3 para concluir que
T* tiene la SVEP en 0.

Supongamos ahora que 7 € ®.(X), en tal caso T* € &, (X) y ambos operadores son esen-
cialmente semi-regulares.

Al suponer que i), ii) o iii) son ciertas en particular tenemos que 7* tiene la SVEP en cero.
Bajo estas circunstancias por el lema 2.2.4, K(T') = M. También debemos recordar que X = M ®N
donde N es finito dimensional por ser T esencialmente semi regular. En fin de lo anterior X =
K(T) @ N lo que es suficiente para afirmar que K(7') es finito codimensional. Con lo que queda
probado que iv) es consecuencia de las condiciones anteriores.

Reciprocamente suponemos que K(7') es finito codimensional. Otra vez al estar T € &4 (X)
por el teorema 1.2.3 K(T) = T=(X), pero T*(X) C T*(X) sea cual sea este k € N de donde
0 < B(T*) < B(T™) < ooy esto nos asegura que g(T) < o que es la condicién ii) de nuestro teo-
rema. Por dltimo, si asumimos que 7' es semi regular, podemos usar el teorema 1.3.4 y obtenemos
la equivalencia.

T* tiene la SVEP en 0 si y solamente T es sobreyectiva. O
Continuando con nuestra lista de resultados también probaremos que:
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Teorema 2.2.5. Sea T € L(X), entonces;

i) 6up(T) = Ou(T)Uacco,(T).
ii) 64 (T) =04 (T)Uaccos(T).

iii) 6p(T) =06,,(T)Uacco(T).

Prueba:

Comencemos por (i).

Probaremos que si A ¢ G,,,,(T) Uacco,(T), entonces A & 6,,(T).
Procedamos:

SiA ¢ 64, (T)Uacco,(T) entonces A & G, (T) y A ¢ acco,(T). Ahora,

AEGu(T)=M—-T € W,(T).
=>M-Tec® (T).
A ¢ acco,(T) = A o es punto de clausurade ,(7T).
= T tienela SVEPen A.

Por el teorema 1,2,8 todo operador semi Fredholm es esencialmente semi regular y por el
teorema 1,2,6, todo operador esencialmente semi regular es de tipo kato.

Ahora, si T tiene la SVEP en A, obviamente Al — T tiene la SVEP en cero. En tal caso Al — T
es tipo kato y tiene la SVEP en cero. Luego, por el Teorema 2.2.3 este tltimo hecho es equivalente
aque p(M —T) < oo. Esto nos asegura entonces que A ¢ 6,,(7T).

Asi obtenemos que G,,(7T) C acco(T) UGy, (T).
Ahora consideremos A € 6,4, (T) Uacco(T).

Notemos que :
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Basandonos en esto
AEGu(T)= (M—T) ¢ W,(X)
= (M ~T) ¢ By (X)
= A€ ou,(T).
Guw(T) Coup(T).

Si el caso es que A € acco,(T) tendriamos dos posibilidades. Una es que A € 6,,,(T) y acd ya
obtendriamos nuestro resultado.

Estudiemos que pasa cuando A ¢ G4, (7). Acdi Al — T € W, (T) y en consecuencia Al — T €
®_, (X) y es de tipo Kato.

Pero al estar A en acco,(T), este debe ser un punto de acumulacién de 6,(7') y esto de acuerdo
al Teorema 2.2.3 nos asegura que p(AM —T) = +oo lo cual es 6bice para que A € 6,,(7T).

(i) A¢ 0u(T)Uaccos(T). Asi (M —T) € Wy(X) y Ano esun punto de acumulacién de
os(T).

Ahora
M—T e ®_(X)yporel teorema 2.2.4 A" —T* tiene la SVEP en cero.

PerosiM —T € ®_(X),AM"* —T* € &, (X). Otra vez estamos en condiciones de afirmar que
p(AM* —T*) < ooy en tal caso
A ¢ Gub(T*) = Glb(T).
Es decir, 6;,(T) C 04, (T) Uaccos(T).

Reciprocamente supongamos que

A € 64, (T)Uaccog(T).

Asumiremos primeramente que A € Gy, (7).

AsiAM —T ¢ W,(X) y como B_(X) C W,(X) tenemos que Ml — T ¢ B_(X).
Por lo tanto A € 6;(T).

Ahora consideremos el caso en que A € accG(T) y A & g (T).

Al no estar A en G, (T) entonces Al — T € W,(X), por lo tanto Al — T € ®_(X) es de tipo Kato.
Al ser A un punto de acumulacién de 64(7T'), nuevamente por el teorema 2.2.4 g(Ml —T) = 4o y
S Glb(T).

iii)Recordemos que B(X) = B_(X) N B (X).
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En tal caso:

Ae Gb(T) SM-T ¢B<X)
S M—T ¢B_(X)NB4(X)
SAhe G[b(T) UGub(T).

Es decir, 6,(T) = 615(T) UG,,(T).
Andlogamente tenemos las igualdades:

6 (T) = O (T)UGu(T)
o(T) =0,(T)Ucy(T),

de donde acco(T) = acco,(T) Uacco,(T).
En resumen:

Gb(T) = Gub(T) UG[},(T),
= 0aw(T)Uacco,(T) UGy, (T)Uacco(T),
=06,(T)Uacco(T).
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Capitulo 3
Teorema de Weyl

En este capitulo desarrollamos en detalle las pruebas que se presentan en del pre print el
articulo Weyl s theorem and Kato spectrum a publicarse en la revista Divulgaciones Matemaéticas,
volumen 15, ndmero 27, 2007, pp 123 142.

3.1. Definiciones y Primeras Propiedades

Para T € L(X) denotaremos por:

poo(T) = G(T)\Gb(T).
:={he€o(T)/M—T esBrowder}.

Si hacemos isoK igual al conjunto de puntos aislados de K C C, entonces

Ttoo(T) = {A € is06(T) : 0 < (M — T) < oo}

Este ultimo denotard al conjunto de autovalores aislados de multiplicidad mayor que cero del
operador 7.

Inmediatamente obtenemos la contencion:
poo(T) Cmoo(T) VT € L(X).

Notemos que esto es sencillo de verificar :

A € poo(T) implica que
Aeo(T),M—T esBrowder, Es decir:
M —T no es invertible Al — T € ®(X) y al ser Browder y tener ascent y descent finitos por el
teorema 2.1.1, p(M —T) = gq(M —T) < .. Como M — T también es tipo Kato por los teoremas
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2.2.3'y 2.2.4 A no es un punto de acumulacién de ni de 6,(T) ni de 64(7T') asi podemos concluir
que A € isoo(T).

Porel teorema 1.1.11 (M —T) =B(M —T) < oo.

Ahora, si 0 = (M —T) = (M — T) entonces Al — T seria biyectiva y por lo tanto invertible,
lo cual contradice que A € 9(T).

AsiO <Al —T) < oo,

Definicion 3.1.1. Se dice que un operador T € L(X):
i) satisface el Teorema de Weyl si:

A(T) := 6(T)\6(T) = moo(T).

ii) satisface el Teorema de Browder si:

A(T) = G(T)\GW(T) = poo(T).

Lema 3.1.1. Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces T satisface el Teorema de Browder.

Es decir, si
A(T)=06(T)\ow(T) =moo(T),
entonces
o(T)\ow (T) = o(T)\os(T) = poo(T).
Prueba:

Ya anteriormente habiamos comprobado que poo(T') C moo(T), es decir que
o(T)\op(T) C o(T)\ow(T).

Sea A € mpp = o(T)\6(T), ahora A € isoo(T),M —T e W(X),A — T € ®(X),Al —T es tipo
Kato.
Al ser este dltimo operador tipo Kato y ser A un punto aislado del espectro podemos concluir por
los teoremas 2.2.3 y 2.2.4 que tanto p(Al —T') , como como g(Al — T') son finitos. En consecuencia

A € poo-
Asi oo (T) C pooT,y T satisface el Teorema de Browder.
O

Como se verd en la siguiente seccidon Los operadores de Browder serdn sumamente ttiles a la
hora de caracterizar que operadores satisfacen el teorema de Weyl.
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3.2. Caracterizaciones del Teorema de Weyl

Teorema 3.2.1. ([3],[5],[/3])Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T satisface el Teorema de Weyl.
ii) T satisface el Teorema de Browder y Too(T) = poo(T).
iii) T tiene la SVEP en cada punto A ¢ 6,,(T) y moo(T) = poo(T).

iv) T satisface el Teorema de Browder y es de tipo kato para todo h € Ty (T).

Prueba:
i) = ii) Ya se probé en el lema 3.1.1 que si T satisface el teorema de Weyl, también satisface el
teorema de Browder. En tal caso poo(T) = A(T) = mgo.

ii) = i). SiT satisface el Teorema de Browder A(T') = poo(T) y como poo(T) = moo(T') obte-
nemos que A(T) =y (T), de donde T satisface el Teorema de Weyl.

iiit) = ii) Tomemos ahora un A € 6(T)\0,,(T). Es decir que A — T sea un operador de Weyl.
Por hipétesis tenemos que T tiene la SVEP en A. (A ¢ 6,,(T)).

Por el teorema 2.2.3 sabemos que p(AM —T') < oo y también sabemos que o(Al —T') = B(Al —
T) < co.

Abhora, por el teorema 1.1.11 parte iv) concluimos que

PN —T) =g\ —T) < .

Por esto Ml — T es Browder, de donde A € 6(T)\65(T) = poo(T).
Ademiés B(T) c W(T) = o,,(T) C o5(T),

= o(T)\Gs(T) € 6(T)\G,(T).
= P()()(T) - A(T).

Asi Al — T satisface el Teorema de Browder.
ii) = iii)  Suponemos ahora que T satisface el Teorema de Browder y 7o (7) = poo(T).

Sea A ¢ 6,,(T), por este hecho Al — T es Weyl.

Caso 1: A€ p(T) yental caso T tiene la SVEP en A.
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Caso 2: A € 6(T). Ahora A € A(T) = poo(T). Asi M — T es de Browder y p(M — T) < o con lo
cual otra vez por el teorema 2.2.3 podemos asegurar que T tiene la SVEP en A .

ii) = iv) Tomemos A € oo (T) = Poo(T).
Por la igualdad anterior tenemos que Al — T estd en ®(X).

Ahora por el teorema 1.2.6  sabemos que Al — T debe ser esencialmente semi regular y por
lo tanto de tipo kato.

iv) = ii)  Suponiendo que Al — T es de tipo Kato para cualquier A € Ty s6lo basta ver que
700 (T') = poo(T).
Ya sabemos que poo(7) C moo(7T).

Para la inclusién contraria tomemos A € moo(7'). En tal caso A € isoc(T') y debe ocurrir que
A € iso6,(T) o A € isooy(T).

Como 0 < o(Al —T') < oo, entonces A — T no es inyectiva y A € isoG,(T'), luego por el teorema
223 p(M—T) < oo.

Ademais por el teorema 1.1.11 parte ii) 0 < (Al —T) < B(M —T).

Por otra parte, si Al — T fuese sobreyectiva, entonces B(Al —T') = 0, lo cual genera una con-
tradiccion. Asi Al — T tampoco es sobre de donde A € isoc(T).

Abhora valiéndonos del teorema 2.2.4 , g(M —T) <oy B(M—T) <M —T).
Esdeciro(M —T)=BM—-T)ygM—T) =p(M—T) < co.
Asi M —T es Browder y A € Pyo(T). O

Definicion 3.2.1. Py(X) denotard la clase de todos los operadores T € L(X) tales que existe
p:=p(\) € N para el cual

Hy(M—T)=%ker(M —T)? paratodo \e& my(T).
Para més detalles de la relacién entre la dltima definicién y el Teorema de Weyl ver [4], de
hecho tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.2.2. T € Py(X) siy solo si poo(T) = moo(T). En particular, si T tiene la SVEP, entonces
el Teorema de Weyl se cumple para T si'y sélo si T € Py(X).

Prueba

Suponemos que T € Py(X), como poo(T) € Too(T') solo nos falta comprobar la inclusién
contraria.
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Sea A € moo(T'). Por hipétesis, para este A existe p € N tal que:

Ho(M —T) =ker(A —T)".

Al estar A en moo(7'), entonces A € iso6(T),y 0 < (M —T) < oo.

Al ser A un punto aislado del espectro podemos usar el teorema 1.4.8 en su parte i) que nos
asegura que Py(X) = Ho(M —T'), donde Py es la proyeccion espectral asociada con {A}.

Por ser (Al — T) < o en consecuencia (Al —T)P < co.

Como Py(X) = Hy(M — T) = ker(AM — T)? tenemos que Py es un operador finito dimensional.
Este hecho aunado a que A € iso6(T) C 6(T ), nos permtie aplicar el Teorema 1.4.7 y concluir que
M — T es un operador de Fredholm con ascent y descent finitos y en consecuencia Al — T es un
operador de Browder y A € poo(T).

Suponemos ahora que poo(7T) = 7o (T).

Asi, al tomar A € 7o (T) = poo(T') sabemos que A € isos(T),

p=pM—-T)=qg(M—-T) <o y
(A —T) < oo,

=
-
!

=
I

La finitud del ascent y descent citados nos aseguran por el teorema 1.4.6 que A es un polo de
la resolvente de 7. Més atin, si Py es la proyeccion espectral asociada a {Ag}  entonces:

PQ(X) = kel‘(kol— T)p.

También estamos en condiciones de aplicar el teorema 1.2.2 que nos asegura que:

Po(X) = Ho(hol —T).

De estas dos tltimas igualdades es obvio que T € Py(X).
Por dltimo si 7 tiene la SVEP, este la tiene en particular para cualquier A ¢ G,,(T').

Asi, cuando T € Py(X),moo(T) = Poo(T) y por el teorema 3.2.1 T satisface el Teorema de
Weyl y reciprocamente si T satisface el Teorema de Weyl, por el mismo teorema 7oy (7)) = Poo(T)
yT € Py(X). O

Para caracterizar a los operadores de Browder nos serdn ttiles los operadores que conoceremos

como tipo Saphar
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Definicion 3.2.2. Dado T € L(X),X un espacio de Banach , diremos que este es de tipo Saphar
si es semi regular y relativamente regular.

Al espectro de saphar lo denotaremos como Gs,(T). Para ampliar resultados con respecto a los
operadores de Saphar ,ver [22]

Teorema 3.2.3. [5] Para cualquier operador T € L(X) los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

i) T satisface el teorema de Browder.
ii) A(T) Cox(T).
iii) A(T) Cisooy(T).

v) A(T) Co.,(T

Prueba:
Si asumimos como cierta la condicién (iii) del teorema 1.3.10 vemos que la condicién ii) del
Teorema 1.3.11 no se cumple y por lo tanto Al — T no es semi regular.

Asf las condiciones desde i) hasta iv) del Teorema 1.3.10 son equivalentes a decir que Al — T
no es semi regular.

i)=ii) Suponemos que 7 satisface el Teorema de Browder y esto es precisamente la condicién
i) del teorema 1.3.10, por el argumento anterior A/ — T no es semi regular para cualquier A € A(T)
yasi A € ox(T).

ii)=1i) AltomarA € A(T) este también va a estar en (7). por lo tanto A/ —# no es semi regular
lo cual por el mismo argumento dado al inicio de la prueba nos dice que T satisface el teorema de
Browder.

ii) = iii)  Suponemos que A(T') C o (T).

Ahora tomemos A € A(T). Al ser Al — T un operador de Weyl este también es un operador
de Fredholm y en consecuencia, esencialmente semi regular, lo que implica a su vez, que es tipo
Kato. Por la inclusién de la hipétesis Al — T no es semi regular. Ademds, al ser tipo kato, por el
i\ € isooi(T).

iii) = ii) Bajo esta premisa A(T) C isoox(T) C ox(T).

ii) = iv) Basta ver que 6x(T) C 64,(T).
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Pero esto es obvio puesto que A € Gy, (T) si y solo si Al — T no es semi regular o no es
relativamente regular.

iv) = ii)  Suponemos ahora que A(T) C 6 (T).
Seal e A(T),asi M —T € W(X).
En tal caso (Al —T) =B(M —T) < oo.

Aunado a esto Al — T no es invertible, lo cual nos asegura que tanto

0<a(M—T)=PBM—T) < co.

Abhora, por el teorema 1.1.8 al tener ker(Al — T') dimension finita resulta que la proyeccién
de X sobre éste es continua y ker(AM — T') es complementado. También tenemos que (A —T)(X)
es complementado puesto que este es cerrado y B(Al — T) < oo,

Ahora podemos asegurar por el Teorema 1.1.9 que Al — T es relativamente regular y como
A € 64 (T), solo puede ocurrir que Al — T no sea semi regular.

v)=iv) A(T) Ciso0s,(T) C 04,(T).
iii) =v) Sealp € A(T).Ental caso Ao/ — T € W(X) C ®(X). Por el teorema 1.1.13 existen:

a) € > 0 tal que para cualquier S € L(X) con ||S|| < €; se tiene que:
M —T+Sed, (X).
oAl =T +S) <oT).
ind Ml —T +S) =ind(Al —T).
b) € > 0, tal que para cualquier S € L(X) con ||S]| < € se tiene que:
M —T+Secd_(X).
Bhol =T +S8) <B(AoI —T).

ind(MI —T +8) =ind(MI —T).

Si tomamos ahora el min{€;,€,} = € se tiene entonces que para cualquier S € L(X) tal que
IS|| < € se cumple:
M—-T+Se®X).

a(hol =T +S) < a(hol —T).
Brol =T +S) <P(hol —T).
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ind(hol — T +S) = ind(Aol —T).

Ahora si consideramos un entorno de A precisamente de radio € entonces para A en ese en-
torno,

[A=Ro)I]| =A=ho| <& y.
Mol — T +M —hl =\ —T € ®(X) y.
ind(M — T) = ind (Aol — T) = 0.

Al tener que Al — T € ®(X) , también tenemos por el teorema 1.1.10 que cualquiera de estos
operadores es relativamente regular.

Como dato adicional Ag € isoox(T) y podemos suponer sin pérdida de generalidad que
en el mismo entorno de radio €, Ao/—7T no es semiregular perocuando 0 <|A|<g, Al—
T, si lo es, lo cual nos implica que Ay € isoG,(T). O

Definicion 3.2.3. Definiremos y denotaremos por 6o(T) al conjunto de todos los ) en C tales que:
i) 0<O(M—T) <oo.

ii) Existe un disco abierto centrado en A sin incluirlo, digamos D;, de radio € tal que para
cualquier u € Dy:

pl—TeW(X) y ker(ul—T)C (ul—T).

Teorema 3.2.4. Para un operador lineal T € L(X).T satisface el teorema de Weyl si y solamente
Si G()(T) = po()(T).

Prueba:
Suponemos primero que T satisface el Teorema de Weyl. Es decir A(T') = mpo(7T) Por el
Teorema 3.2.1 oo (T) = poo(T).

Ya probamos que,
A(T) = TE()()(T) - G()(T).

Comprobemos también que 6 (7") C moo(7) = A(T).

Probaremos que si A ¢ poo(T') entonces A ¢ 6o(7T'). Consideremos dos casos para cuando A no
esté en poo(T).

Caso 1: A ¢ o(T). Eneste caso A € p(T). Es decir (Al —T) =0, por lo tanto A ¢ 6o(7T).
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Caso2: Leo(T).
Por absurdo suponemos que A € 6(T). Por definicion de este conjunto existe € > 0 tal que
para cualquier u € D(A, &)\ {A}:
a) ul—TeW(lX) vy,
b) ker(ul —T) C (ul —T)*(X).

Abhora si u € 6(T), entonces u € A(T) = poo(T) de donde ul — T también es un operador de
Browder.

Si al contrario u € p(T), ul — T es biyectivo. p(ul —T) = g(ul — T) = 0 y nuevamente ul — T
es un operador de Browder.

Porestarul — T en W(X) y ul — T € ®(X) él es de tipo Kato.

Por ser Browder p(ul — T') < oo lo cual nos garantiza que ul — T tiene la SVEP en u (esto por
el Teorema 2.2.3). También sabemos por la definicién de 6o(7T) que ul — T es semi regular. Al
valernos del Teorema 1.3.4. concluimos que ul — T es inyectiva. Asi 0 = o(uly) = B(ul — T') por
lo cual ul — T es invertible.

Luego A €iso6(T)y0 < a(M —T) < eo.

Pero esto nos asegura que A € Too(7T) = poo(T). Evidente contradiccién. Asi A ¢ 6o(T). Es
decir 6o(T) C poo(T).

Reciprocamente supongamos que 6o (7)) = poo(T).

Ya conocemos la cadena de inclusiones
Poo(T) C woo(T) C 060(T) = poo(T).

De donde 7oo(7') = poo(T'). Aunado a lo anterior y observando el Teorema 3.2.1 nos podemos
dar cuenta que si T a satisfacer el Teorema de Weyl simultineamente va a satisfacer el Teorema
de Browder o equivalentemente por el Teorema 3.2.3:

A(T) C i (T).

Sead € A(T) =o(T)\ow(T).
Procediendo por reduccion al absurdo, supongamos que A ¢ 6 (7).
Ahora tenemos que Al — T es semi regular y que Al — T es un operador de Weyl.

Como W(X) es un conjunto abierto en L(X) podemos tomar € > 0 tal que |u— A| < € nos
implique que ul — T es Weyl.
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Por otra parte W (X) C ®(X) y por lo tanto A/ — T es un operador tipo Kato. Por el teorema
1.2.9 podemos suponer que para el € > 0 ya tomado; u/ — T es semi regular para cualquier 0 <
lu—A| <e.

En resumen, 0 < (Al —T) = B(Al —T) < oo, esto debido a que Al — T no es biyectivoy Al — T €
W (X), existe € > 0 tal que para todo 0 < |u—A| < € se tiene que ul — T es Weyl y semi regular y
para concluir al ser u/ — T semi regular esto nos asegura que

ker(ul —T) C (ul — T)™(X).

En conclusion, A € A(T) = poo(T') por nuestra hipétesis.

De acd Al — T es un operador de Browder. En tal caso p(M —T) < o lo cual asegura que T
tiene la SVEP en A y nuevamente por el Teorema 1.3.4, A — T es inyectiva, de donde (Al —T') =
0.

Esto es una contradiccion, por lo tanto A(T) C 6x(T)y como queriamos probar T satisface el
teorema de Weyl. O

Teorema 3.2.5. [/ /] Para un operador acotado T € L(X), el Teorema de Weyl se cumple si'y sélo

TC()f(T) NisoG| (T) = G(T)\GW<T).

donde
61(T) := 0, (T)Uock(T),
Moy (T) :={L e C/0 < oM —T) < oo},

el cual en verdad es el conjunto formado por todos los autovalores de T con multiplicidad finita.

Prueba:
Suponemos primero que T satisface el Teorema de Weyl, es decir:

A(T)=06(T)\ow(T) =T (T).

Como primer paso en nuestra prueba veremos que 61(7) = o(T).

Afirmacion



En efecto. Supongamos que A ¢ 6,,(T) UA(T ), entonces A ¢ 6,,(T) 'y A& A(T), Asi:

AMEAT)=AEo(T) o Aeo,(T).
Como ya sabemos que A ¢ 6,,(T') solo nos queda la posibildad de queA ¢ o(T'). luego

o(T) Co,(T)UA(T).

Supongamos ahora que A € 6,,(T) UA(T).

Caso 1: A € A(T) y acéd obviamente A € 6(T).

Caso 2: A € 6,,(T), lo cual nos implica que Al — T no es Weyl. De este dltimo hecho se deduce
facilmente que el indice de este operador es distinto de cero, (Al —T) # B(M —T) y si alguno
de estos dos niimeros es igual a cero el otro no lo va a ser. Es decir que este operador es imposible
que sea biyectivo. Nuevamente A € 6(7T") y como resultado:

6, (T)UA(T) C o(T).

Con esto queda probada nuestra afirmacidn.

Por los Teoremas 3.2.1y 3.2.3 A(T) C ox(T).
Asi
o(T) Co,(T)Uok(T),
es decir

o(T) Coi(T).

Por otra parte A € 61(T) siy solo si Al — T no es un operador de Weyl o no es un operador
semi-regular.

Caso 1: Al — T no es semi-regular. Las dos opciones que tenemos son:

a) (M—T)(X)no es cerrado de donde B(Al —T') no es finito y Al — T no es sobreyectiva.
b) ker(Al —T) no estd contenido en (Al —T')"(X) para algin n € N. Es decir que ker(Al —
T)+# {0}y (M —T) no es biyectivo.
Caso 2: Cuando Al — T no es de Weyl tenemos dos posibilidades:
a) No es Fredholm y bien sea al(Al — T') o B(Al — T') no es finito y en tal caso Al — T no
es biyectiva.

b) M —T € ®(X) y no es Weyl. En este caso a(Al —T) # B(Al — T) y nuevamente
Al — T no es biyectiva.
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En resumen, por lo casos anteriores A € 6(T) y 61(T) C o(T).

Ya sabemos que 6(7') = 61(T) de lo anterior tenemos entonces que

isoc1(T) ﬂn()f(T) = iSOG(T) ﬂTCQf(T) = TCO()(T> = A(T).

Reciprocamente supongamos que

ﬂof(T) Nisoo| (T) = A(T).

Bajo estas premisas T, (7)) C A(T) = wos(T) Nisoo(T).
En efecto; tomamos A € ,,(T'), luego A € isoc(T) y por lo tanto A € 6(7T).

Por otra parte, A € m,,(7') implica que existe D(A) = D(g,A)\{A} tal que ul — T es biyectivo
para cualquier 4 € D(A), mas adn estos operadores tambien van a ser de forma obvia operadores
de Weyl y semi regulares.

De lo anterior, ni 6,(7), ni 65(T) se acumulan en A y por el teorema 2.2.2 T* y T tienen la
SVEP en A.

Procediendo por reduccion a lo absurdo supongamos que A ¢ 6;(T'), con esto en mente dedu-
cimos que Al — T es Weyl y semi regular. Por el teorema 1.3.4 y por tener tanto 7, como 7* la
SVEP en A obtenemos que Al — T es biyectivo hecho que es una absoluta contradiccién con lo ya
establecido. Ahora A € iso(T)y (Al —T) > 0, en consecuencia A € A(T) = mys(T) Nisoc (T).

Es decir 7t,,(T) C A(T) = wos(T) Nisoo(T).

Para probar la inclusion contraria, sea Ay € A(T).

Supongamos que A ¢ 61(T). En tal caso A/ — T es semi-regular y Weyl. Por ser Weyl, también
va a ser Fredholm. Ahora por el Teorema 1.2.9 y por ser W(X) un conjunto abierto podemos
conseguir un € > 0 tal que si |A; —A| < € entonces A/ — T va a ser semi-regular y Weyl. Es decir
que:

‘7»1 —7\,’ < 8:>}\/1 ¢ G](T).

Ahora, estos A; ¢ 6(T) pues en caso contrario A; € 6(7T)\6,,(T) = nos(T) Nisoci(T) y en
consecuencia A; € 61(T), lo cual es una contradiccion.

Con esto hemos probado en realidad que
AMEo(T)=A¢o(T) ie

Aeo(T) = Aeo(T).
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Ahora Ay € A(T) =mos(T)Nisoc|(T),asi Ay € 6(T) y Ao € isoc (T ). En este caso existe € >
0 tal que si 0 < |A—Ag| <€, entonces A ¢ 6 (T) y por lo tanto A ¢ o(7") Es decir que Ay € isoo(T).
Ademis, al ser A(T) = 6os(T)T Nisoc(T) obtenemos también que 0 < (Aol —T') < oo.

Asi Ay € T (T).
Es decir m,,(T) = A(T) y T satisface el Teorema de Weyl.
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Capitulo 4

Teorema a-Weyl

Acd se desarrollan pruebas que generalizan el teorema de Weyl para el caso en que se trabaja
con 6,(T) y Guy(T) en lugar de 6(T) y 6,,(T) , respectivamente.

4.1. Definiciones y Primeras Propiedades

Para T € L(X) es un espacio de Banach X definimos a:

1 (T) = {A € is06,(T);0 < (Al — T) < oo}.

00

Poo(T) := 0a(T)\Cup(T).

Afirmacién: p¢,(T) C w2, (T). En efecto A € p&,(T) siy solosi A € 6,(T) y M—T € BL(X).
Como A € 6,(T) tenemos Al — T no es inyectiva o (Al —T')(X) no es cerrado. Como este operador
es semi Browder superior debe ser de rango cerrado, luego solo nos queda la opcién de que Ml — T
no sea inyectiva y en consecuencia 0 < a(Al —T) < eo.

ComoM —T € ®(X),g(M —T) <oy Al —T es tipo kato. Por el Teorema 2.2.3 6,(T") no
se acumula en A y como A € 6,(7T') concluimos que A € isoc,(T).

Es decir que A € @, (T).

Es espectro aproximado (o esencial) puntual de Weyl 6,,,(T) es el complemento de los A en
C tales que:

(i) M—T € ®,(X).

(i) ind(M —T) < 0.
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En este caso es un hecho ya clésico y conocido que: 6,,(T) = () 6,(T +K)., ver [23].
keK(X)

Andlogamente, el espectro sobreyectivo de Weyl 6,,,(T') es el complemento del conjunto de
todos los A tales que:

i) M—T ed_(X).

ii) ind(T) > 0.
Dualmente también se obtiene que:

ow(T)= () ox(T+K).
keK(X)

Ver [23].

Definicion 4.1.1. Diremos que:
i) T € L(X) satisface el Teorema de a-Weyl si
Aa(T) 1= 04(T)\Caw(T) =15, (T ).
ii) satisface el Teorema de a-Browder si
Canw(T) =0up(T).

Ahora presentamos en el siguiente teorema estas importantes implicaciones:

Teorema 4.1.1. Para T € L(X) se cumple:

i) T satisface el Teorema de a-Weyl solo si satisface el teorema de Weyl.

ii) T satisface el Teorema de a-Browder solo si satisface el Teorema de a-Browder.

Prueba:

i) Supongamos que T satisface el Teorema de a-Weyl.
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Para A € A(T), se cumple que A € 6(T), Al — T es Weyl y por lo tanto Al — T € ®&(X). De lo
anterior A € 6(7), 0 < (M —T) =B(M —T) < ooy en consecuencia A € 6,(7T) N oy (T). Aunado
a esto

B(X) C D, (X),

ind(M —T) =0,

en estas circunstancias podemos concluir que

A€ 6,(T)\Cuy(T) =74, (T).

00

Esto tltimo, por hipdtesis.
Ahora podemos asegurar que A € isoG,(T).

Es decir que 6,(7) no se acumula en A. Asi, por el teorema 2.2.3 p(M —T) < co y como
(Al —T)=B(M—T) < o, se tiene por el teorema 1.1.11 que p(Al —T') < eo. Ahora nos valemos
el teorema 2.2.3 para ver que G5(7) no se acumula en A.

En resumen: A € isoGs(T) Nisoc,(T) y por lo tanto A € isoo(T).

Es decir A € m,,(T) y como queriamos probar

A(T) Cmyo(T).

Tomemos ahora A € T,,(T). Asi, A € iso6(T) y 0 < (Al —T) < oo.
Ya tenemos en este caso que A € (7). Falta ver que M — T es Weyl.

Al ser A un punto aislado del espectro ni 6,(7'), ni 65(7) se acumulan en A y tanto 7% como
T tiene la SVEP en A.

Mis atin, como 0 < oAl — T') podemos asegurar que A € isoc,(T).

Asi A e e, (T) =Ay(T) ental caso , Al — T € @ (X) es de tipo Kato y por tener 7 y T la

SVEP en A por teorema 2.2.3, p(AM —T) y g(AM — T') son finitos de donde Al — T es Browder y en
consecuencia también un operador de Weyl.

ii) Suponemos ahora que 7 satisface el teorema a Browder. Ciertamente:

Necesitamos probar que A(T) = p,o(T).

A€ pPo(T)=A€o(T) y M—T esunoperador de Browder.
=A€o(T) y M—T esunoperador de Weyl.
=AeA(T).
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Por lo tanto p,,(T) C A(T).

Tomamos A € A(T).

Ya tenemos que A € 6(T'). Nos falta ver que A/ — T es un operador de Browder.
Como Al — T es un operador de Weyl, A ¢ G,,,(T). Por hipétesis G4, (T) = 6,5 (T).
Asi, A ¢ 6,,(T). Ahora tenemos que Al — T € B (X) y por lo tanto p(AMl — T') < eo.

Es decir, (M —T) =B(M —T) < ooy p(M —T) < . Por el teorema 1.1.11 también g(Al —
T) < ooy en consecuencia Al — T es un operador de Browder.

Antes de continuar notemos algunos detalles:

1) T satisface el Teorema a-Browder si 6,,,(T) = 6,,(T), por lo razonado en la prueba del
teorema 2.2.5:

6.up(T) = 6(T) Uaccoy(T), Ouw(T) := Ouw(T) Uacco,(T) y esto es equivalente a decir que

accG,(T) C 6, (T).
2) También tenemos que A,(T) := 6,(T)\Cuw(T) y al tomar A en este conjunto:

A€ 0,(T) < M—T no es inyectivo o (M —T)(X) no es cerrado. Pero al estar A/ — T en
Wi (X),(M —T)(X) es cerrado. Es decir que 0 < (Al —T) < o y en consecuencia tenemos la
igualdad;

Ad(T)={LeC/M T € W, (X),0 < a(M —T)}.

3) Poo(T) CAL(T) C04(T).

En efecto:
SiAe p? (T),entonces A € 6,(T)yM—T € B (X), Pero B, (X) C W, (X).
ASIAM —T e Wi (X) y A€ 6,(T), es decir L € A,(T).

Lema 4.1.1. T € L(X) satisface el teorema de a-Browder si 'y solo si p%,(T) = Ay(T). En parti-
cular, esto es cierto cuando A, (T) = 0.
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Prueba:
Suponemos que T satisface el teorema de a-Browder. En tal caso

Suw(T) =0u(T).

Caso 1: A,(T) = 0. Si suponemos que existe A € p% (T), entonces

A g ou(T),

M—T € B, (X).

En tal caso M — T no es inyectivo Ml — T € &, (X) y p(M —T) < . Combinando estos
hechos com el teorema 1.1.11 resulta que:

0<a(M—T) < e,

M—T)<BM-T).
Es decir que ind(M —T) < 0y en consecuencia A € A,(T) = 0. Evidente contradiccién.

Caso 2: A,(T) #0.
Seah € Ay(T). Ahora X € 6,(T) y A ¢ Gu(T).

Como 64, (T) = 6,5(T) tenemos que A ¢ G,,(T). Es decir A € p4,(T). Luego A,(T) C
Poo(T)-
Pero en los detalles con respecto a estos conjuntos ya se argumento suficientemente que
Poo(T) € Aa(T).
Asi pt,(T) = Au(T).
Reciprocamente supongamos que p% (T) = A,(T).

Necesitamos probar que G,,,(7) = 6,,(T)o equivalentemente que C\G,,,(T) = C\0,,(T)
Continuando A € C\o,;,(T) siysolosi Al —T € B (X) CW,(T).

Conloque M —T € W.(X) y por lo tanto A € C\G,,(T) y C\6,»(T) C C\Gpuy(T).

Tomemos ahora A € C\G,,(T).

Consideremos dos casos:
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Casol: A€acco,(T). Como 6,(T) es un conjunto cerrado: A€ 6,(T) yacd
A€ Au(T) = poo(T) = 6a(T)\Ous(T).

Caso2: A ¢ accco,(T), acd combinaremos este hecho con que A ¢ 6,,(T) y el teorema 2.2.5 en
su inciso i) que nos garantiza que:

6up(T) =64y (T)Uacco,(T),
esto nos asegura nuevamente que A ¢ 6,,(7) o equivalente A € C\c,,(7T).

|

Lema 4.1.2. Si T € L(X) entonces: T satisface el teorema de a-Browder si 'y solo si A;(T) C
is06,(T).

Prueba Comencemos por notar que, por el lema anterior, 7 satisface el Teorema a-Browder si
y solamente si A,(T') = pfj,(T) y esto también va ser cierto si A,(7) = 0. Ahora, cuando este con-
junto es igual a vacio las inclusiones referidas y el teorema de a-Browder se cumplen de manera
trivial. Debido a esto nos ocuparemos solo del caso en que A,(7) # 0.

Supongamos que 7 satisface el Teorema a-Browder. como ya lo hicimos notar p% (T) = A,(T)
y asi:

Au(T) = p5,(T) S8, (T) € isoc, (7).

Reciprocamente, si A,(T) C isoc,(T), entonces para A € A,(T), 64(T) no se acumula en A. Es
decir, que T va a a tener la SVEP en A.

Como M —T € W, (X), este es un operador tipo Kato, entonces podemos asegurar que p(Al —
T) <oo.Enresumen, A € 6,(T)y Al —T € B, (X). Conclusion: A € p4 (T), p4,(T) CA(T)y T
satisface el Teorema de a-Browder. O

Teorema 4.1.2. Para T € L(X). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T satisface el teorema de a-Browder.
ii) Aa(T) C o(T).

i) Ao(T) C isooy(T).

Prueba

57



i) = ii) Supongamos ahora que 7 satisface el teorema de a-Browder. por el lema 4.1.2:

Mo € Au(T) Cisoc,(T).

Asiexiste D = D(Ag,€)\{Ao} tal que Ao/ —T no es inyectivo, 0 < o(Aol —T) , A —T
es inyectivoy (Al —T) =0 VA € D. Definimos la aplicacion: A — ker(AM — T') y recordamos
que en el conjunto de los subespacios cerrados de X tenemos definida la métrica de la brecha.

Ahora podemos considerar una sucesion no constante e infinita {A,,} en D tal que A, — Ao en
tal caso, si suponemos continuidad de esta aplicacion, entonces:
ker(A,I —T) — ker(Aol — T) # {0}.
Pero como para cualquier n € N, ker(A,/ —T) = {0}, se obtiene que:

ngrfwker(lnl— T)={0},

y esto es una flagrante contradiccidon. En conclusién, la aplicacion en cuestion no puede ser conti-
nua en A segtin la métrica de la brecha.

Ya sabemos que A — ker(Al — T') no es continua en cada punto Ay € A,(T') segin la métrica de
la brecha. Este hecho junto con el teorema 1.3.11 nos asegura que para cualquiera de estos puntos
Aol — T no va a ser semi-regular. Luego A, (T) C ox(T).

ii) = i) Para probar que T satisface el teorema de a-Browder utilizaremos el lema anterior
nuevamente y comprobaremos que A, (7)) C isoc,(T).

Si ahora suponemos que A,(7T) Cox(T) tenemos que para cualquier AgenA,(T), (Aol —
T)(X) es cerrado, por lo tanto el médulo minimal de Ao/ — T es mayor que cero , Ao/ — T no es
semi regular y nuevamente, por el teorema 1.3.11, incisos i) y iii) concluimos que la aplicacién
A +— ker(M — T') no es continua en A segin la métrica de la brecha.

Tomemos Ay € A,(T). Al ser Aol — T un operador Weyl superior, Ao/ — T € O (X).

Abhora por el teorema 1.1.14, existe € > 0 tal que
o(ul +hol =T) < Uhol =T) < oo, |uf <,

y o(ul + (Aol —T)) es constante para 0 < |u| < €.

Luego, si 0 < |A—Ag| < €, entonces o((A—Ag)I+ (Aol —T'))) es constante o equivalentemente,
(A —T) es constante para cualquier A € D(g,A9)\{Ao}.
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Aparte de esto
(A=) +Xl —T) < (Mol —T) < oo.

(M —T) < a(hol = T) < .

De donde Al — T € @ (X) para los A ya sefialados.

Como D(g,A) es un conjunto conexo, entonces por el corolario 1.1.1 tenemos que @ (X) es
abierto y el indice es constante en cada componente conexa de @, (X).

asi ind (M — T') es constante en cualquier elemento de D(g, ).

Es decir ind(M —T) = ind(Aol —T).

Por la discontinuidad de la aplicacién : A —ker(Al—T) en Ay:

0<a(M—-T)<o(hl—T) estoparatodo A< D(go)\{Ao}.

Afirmacion: o(Al — T') = 0 para cualquier A € D(g,10)\{Ao}.

En efecto, supongamos que o(A/ —T) > 0 para algiin A; € D(g,10)\{Xo}.
Como ind(MI—T) =ind(hI —T) <O.

Concluimos que A € A,(T) y nuevamente no hay continuidad para este punto.

Abhora, si el tnico valor de A en D(Ag,€)\{Ao} que cumple con esta propiedad es A, bastaria
tomar un €y < € para obtener un disco donde (Al —7) =0 < o(Aol —T).

Si esto no es cierto podemos tomar Ay € D(Ao,€)\{Ao, A1 } tal que

OL(?\QI — T) < 0((7\,11— T).

Pero lo anterior contradice que o(Al — T') es constante en D(Ag,€)\{Ao}. Por lo tanto ol(Al —
T)=0y A € iso0,(T).

iii) = i) A(T) C isooy(T) C ok(T).
ii) = iii) Suponemos ahora que A,(T) C ox(T).

Al tomar A9 € A,(T) ya sabemos que Aol — T es tipo Kato por el teorema 1.2.9 existe € > 0
tal que A/ — T es semi regular para 0 < |A| < €, pero Ay € 6x(T) y en consecuencia Ay € isocy(T ).
O
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Ya con los resultados anteriores podemos proceder a enunciar condiciones neceserias y sufi-
cientes para que un operador satisfaga el Teorema de a Weyl. A esto dedicaremos la seccién final
de este trabajo.

4.2. Caracterizaciones del Teorema de a-Weyl

Teorema 4.2.1. ([3],[0])Sea T € L(X). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) T satisface el teorema a-Weyl.

ii) T satisface el teorema a-Browdery p% (T) =74, (T).

00

iii) T tiene la SVEP en cada punto A ¢ G,,,(T) y p%,(T) =74

- oo

iv) T satisface el teorema a-Browder y Ml — T es de rango cerrado para cualquier . € wé,(T).

Prueba:

(i) = ii) Yasabemos que p%,(T) C w4, (T). Nos falta comprobar que ©,(T') C p%,(T).

— “Too 00

M em,, (T)siysolosidg €isoc,(T) y 0< (Al —T) <oo.

En tal caso, Ay € 6,(T). Falta verificar que Ao/ — T estd en B, (X). Al estar A en isoc,(T),
tenemos que Ao no se acumula en 6,(7) y 7T tiene la SVEP en Ao.

Como T satisface el teorema de a-Weyl, resulta que Ay € 6,(7)\Ga(T). Es decir Aol — T es
Weyl superior, de donde Ao/ — T € &, (X). Este tltimo hecho nos asegura que Aol — T es tipo kato
y al tener T' la SVEP en Ay podemos garantizar por el teorema 2.2.3 que p(Aol — T) < oo. Luego,
7\'0 € pZO(T)'

Por otra parte:

Too(T) = 6a(T)\Owa(T) = 6a(T)\Ous(T) = P, (T),

es decir,
6u(T)\Owa(T) = 04(T)\Oup(T).

Ahora tomamos Ay & Gy, (T).
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En estas circunstancias Al — T € W,(T) y M —T € ®(X). Es decir, Ao/ — T es de rango
cerrado y (Aol — T') < oo.

Si0 < (Aol —T) < oo entonces Ay € 6,(T) y al ser 64(T)\Cuw(T) = 64(T)\0u»(T) obten-
driamos que Ay ¢ 6, (T).

Si, por otra parte 0 < a(Aol —T) = 0,Al — T es inyectiva y p(Aol —T) = 0 y nuevamente
A& ou,(T).
Asi C\6 4y (T) CC\Ow(T) y 6up(T) C 6aw(T).

Tomamos Ay ¢ 6,(T). Asi Aol — T € B(X) C Wy (X), luego Ay ¢ G,,(T)y ya tendriamos
también que G, (T) C 6,,(T), en resumen, G,,(T) = ©,,(T) y T satisface el teorema de a-
Browder.

(if)=1i) Ahora estamos suponiendo que T satisface el teorema de a-Browder y p& (T) =74, (T)
o dicho de otra manera:

Caw(T) =0u(T) 'y Poo(T) =T50(T).
De las ecuaciones anteriores obtenemos que
Ad(T) = 64(T)\Caw(T) = 0a(T)\Ows(T) = Poo(T) = T50(T').

(ii) = iii) Sea A ¢ G,,(T). En tal caso, por nuestra hipétesis A & G,,(T).

Asiu, Al —T €D (X)y p(M—T) < oo.

Otra vez tenemos que Al — T es tipo kato en A y por lo tanto 7 tiene la SVEP en A.
(iif) = ii) Ya sabemos que B (X) C W,(X) y por lo tanto 6,4, (T) C 6,(T).

Nos faltaria comprobar que 6,;(T) C Gy (T).

Ahora, si A ¢ 6,4,(T) tenemos que Al — T es tipo Kato y Al — T tiene la SVEP en A. Otra vez,
esto nos implica que p(Al —T) < oo, ASIAl —T € By (W) y A & 6,5(T).

(if) = iv). Seaheml (T)=ps,(T).

En tal caso, A € iso6,(T) y A ¢ 6,,(T); es decir, [ — T € B (X) C ®(X) de donde obtene-
mos nuestro resultado.
(iv) = ii). Yasabemos que p%, (T) C n?,(T).

SeaA e, (T). Asi, M —T es de rango cerrado , 0 < oM —T) < ooy A € is06,(T) C 6,(T).
En consecuencia 7 tiene la SVEP en Ay p(Al — T') < eo. De todo lo anterior A € 6,(T)\G,»(T) =
poo(T).
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Definicion 4.2.1.  Denotamos por 6,(T) al conjunto formado por todos los A en C para los
cuales: 0 < a(M —T) < oo y existe un disco con agujero D(A) = D(A,€)\{A} tal que ul — T €
Wi(X) yker(ul —T) C (ul —T)(X) para cualquier u € D(A).

Teorema 4.2.2. [/0]Sea T € L(X) un operador acotado. Entonces: T satisface el teorema a-
Weyl, siy solo si, 62(T) = p4,(T).

Prueba:

Suponemos que T satisface el teorema a-Weyl; es decir, que A,(T) = n%,(T), por el teorema
4.2.1 T también satisface el teorema a-Browder y n? (T() = p%,(T).

Ahora, cuando A € p? (T) podemos asegurar que A € iso,(T) de donde existe un disco
con agujero D(A) = D(A,€)\{A} tal que ul — T es subacotado para todo u € D(A). Pero esto a
su vez nos asegura que ul — T es inyectiva y de rango cerrado. En tal caso, para estos valores

{0} =ker(ul —T) C (ul —T)"(X).

Ademds, Aemnl, (T) y O<(M—T)<eo. ComoM—T € BL(X)estoasegura M —T €
W, (X) y este conjunto es abierto, de donde, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
wl —T € W, (X) sea cual sea uen D(A).

Asi, A € 62(T). Falta probar que 6>(T') C p4,(T).

Supongamos que A & p& (T).

Caso 1: A ¢ 6,(T).
En tal caso M — T es inyectivay a(AM —T) = 0.

Con lo cual aseguramos que

A ¢ Gz(T).

Caso2: A eco,(T).
Por reduccién a lo absurdo suponemos que A € 6,(7).

Ahora podemos asegurar que existe un disco con agujero D(A) = D(A,€)\{A} tal que 0 < o((Al —
T) < coy para cualquier u € D(A):
:UI —-Te W+ (X)a

ker(ul —T) C (ul — T)™(X).
Veamos qué pasa con estos valores de .
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Siue€o,(T), entonces u € 6,(T) yul —T € Wi (X).

Por lo tanto u € A,(T) = p4,(T).

En estas circunstancias ul — T € B (X).

Si u¢o,(T). Ahora ul —T resulta ser un operador inyectivo de rango cerrado, p(ul —1I) =
Oyul —T € By (X).

En ambas situaciones ul — T resulta ser un operador semi Browder superior y tipo Kato. Todo
esto aunado al Teorema 2.2.3 nos resulta en que 7 tiene la SVEP en y, ademas por la definicién
de 65(T),ul — T es semi regular.

Por el teorema 1.3.4, concluimos que ul — T es inyectivo.
Por lo tanto A € is06,(T),0 < (M —T) < oo.
De donde A € ¢

@ (T) = p4,(T) y este es una contradiccién que viene de suponer que A €

62(T). En resumen 65(7') C pf,(T) con lo que queda probada la igualdad deseada.

Reciprocamente supongamos que 6»(7) = p% (7).
Comprobamos primero que : p%, (T) =74, (T).
Ya se sabe que p%,(T) C nd,(T).

00

Sead em? (T).Ental caso 0 < (A —T') < oo.

Como A € iso6,(T) siy solo si existe D(A) = D(A,€)\{A} tal que ul — T es sub-acotada para
cualquier u€ D(A),ul —T esinyectivoy ker(ul —T)={0}. En consecuencia, ker(u/ —T)
estd contenido en (ul — T)*(X). También tenemos que, por ser o(ul —T)=0y (ul —T)(X)
cerrado, esto nos garantiza que ul — T estd en W, (T') para cualquiera de estos valores. Por lo tanto
A€ or(T)=ps,(T).

Segun el teorema 4.2.1 bastaria con verificar que T satisface el teorema de a-Browder para
concluir nuestra prueba.

Para esto procederemos por reduccion a lo absurdo y recordando que el teorema 4.1.2 nos dice
que pedir que T satisfaga el teorema de a-Browder es equivalente a que

Ay(T) Cor(T).

Nosotros supondremos que A,(T) € ox(T). Es decir que existe

MeAT) y A or(T).

Como A € A,(T) ya es harto conocido que esto nos asegura que Al — T es tipo Kato. Al juntar
esto con el hecho de que Al — T es semi-regular podemos asegurar que existe € > 0 tal que |u| <€,
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implica que ul — T se semi-regular y por lo tanto, ker(ul — T) C (ul — T)>(X) para cualquier
ul <e.

Por otra parte, al no estar A en G,,(7) tenemos que Al — T € W,(T) el cual también es un
conjunto abierto en L(X). En tal, caso sin pérdida de generalidad, podemos asumir que para el
mismo € < 0, si |u| < g, entonces ul —T € W,(X).

También al estar M —T en o,(T) y M—T € W,(X) podemos asegurar que 0 < o((Al —
T) < co.

Todo lo anterior nos induce a concluir que A € 62(T) = p% (T) y por lo tanto Al —T €
B, (X) dedonde 0 < p(M —T) < 0. Pero la finitud de este valor nos asegura que 7' va a tener la
SVEP en A y esto, en conjuncién con que A/ — T es semi regular, nos permite nuevamente aplicar
el teorema 1.3.4 y concluir que Al — T debe ser inyectivo, ergo 0 = a(Al — T) lo cual es una
evidente contradiccion. Al final tenemos que A,(T) C 6x(T), T satisface el teorema de a-Browder
y por lo tanto también el teorema de a-Weyl. O

Definicion 4.2.2. Para T € L(X) definimos el siguiente conjunto:
63(T) = 6ya(T)Uok(T).
Teorema 4.2.3. [//] ParaT € L(X) se tiene: T satisface el teorema a-Weyl, si y sdlo si,

Ttof(T) Nisoc3(T) = Ay(T).

Prueba: Recordemos que

T f(T) ={AeC/0 < (M —T) < oo}.

Suponemos primeramente que 7" satisface el teorema a-Weyl.

Afirmacion 1:
64(T) = Guw(T)UAL(T).

En efecto, si A ¢ G,,s(T) UA,(T) entonces A & 6o (T) y A ¢ Ag(T) pero A & Ay(T) si A ¢
64(T)\OCuw(T) yental caso A ¢ 6,(T) o A€ Gu,(T), obviamente en nuestro caso solo puede
ocurrir que A & 6,(T). Luego 64(T) C Gu(T) NALT).

Suponemos ahora que A € Gy, (T) UA,(T).

Caso1l: A€ A,(T). Acah € o,(T) por definicion.
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Caso2: A€o0, (T). Enestecaso,si A¢ c,(T),M—T es subacotado. Como tal M/ —T €
P (X),0=aM—-T) <B(M—T) y por lo tanto ind(Al —T) < 0 es decir A & G,,(T),
hecho que nos genera una contradiccion. Luego A € 6,(7T).

Con esto queda probada nuestra afirmacion.
Afirmacion 2 :

6,(T)=03(T).

Verifiquémoslo. Por el teorema 4.2.1 al T satisfacer el teorema de a-Weyl también satisface el
teorema de a-Browder y por el teorema 4.1.2 A,(T') C o4(T). Con estas premisas:

6(T) = G (T) UAG(T) C Gy (T) Ui (T) = 65(T).

De la cadena anterior:
6,(T) Co3(T).

Sea A € 63(T) = G4y (T) Uck(T).

Caso1l: A€o, (T).

Acd M — T no es Weyl superior. Ahora si Al — T no es Fredholm superior, automdticamente
A€ o,(T).

SiM—T € ¢4 (X) pero Ml — T no es Weyl superior (M —T) > B(M —T) > 0.

Nuevamente A/ — T no es inyectivay A € 6,(T).

Caso2: Aeoi(T).

Una posibilidad es que (M — T')(X) no sea cerrado, de donde A € 6,(T).

Si la situacién es que ker(Al — T') no estd contenido en (Al — T')™(X), existe un x € ker(Al —T')
tal que x ¢ (M — T)™(X) por este hecho ker(Al —T') # {0}, Al — T no es inyectivay A € 6,(7T).

En cualquiera de los casos A € 6,(T) y ya podemos asegurar que
63(T) = 6,(T).
Ahora
7o ¢ (T) Nisoo3(T) =7, ¢(T) Nisoc,(T)

= Too(T)
= Au(T).
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Reciprocamente, suponemos que

7o £(T) Nisoo3(T) = Aq(T).

Ahora tomamos A € ¢, (T).

Por la definicién de este conjunto A € isoc,(T') y en consecuencia a 6,(T ). Pero al estar A en
isoc,(T) existe € > 0 tal que si u € Dy = D(A,€)\{A} entonces ul — T va a ser subacotada.

Por esta propiedad ul — T es de rango cerrado y ker(ul —T) = {0} C (ul — T)*(X).

Es decir, que u ¢ 6 (T) sea cual sea u € D,

Al ser ul — T inyectiva
oul —T)=0<P(ul—T) dedonde u¢ G,,(T).
Supongamos ahora que Al — T es semi-regular. Como A no se acumula en 6,(7), se concluye

que T tiene la SVEP en A y por el Teorema 1.3.4 Al — T es inyectiva. Esto conradice que 0 <
(Al —T).Luego A € 6x(T) C 63(T).

De todo lo anterior, A es un punto aislado de 63(7') y en consecuencia:

M € Ty (T) Nisoo3(T) = Ag(T).

Asimé,(T) C Ay(T). Tomemos ahora Ag € Ay(T).
Probemos primero que: si A ¢ 63(T), entonces A & 6,(7T).
Ahora, si A ¢ o3(T), entonces M — T es Weyl superior y semi-regular.

Como todo Weyl superior es tipo Kato y W,(X) es abierto en L(X) al utilizar el teorema 1.2.9
podemos asegurar que existe € > 0 tal que |A; —A| < €=-A; ] —T es Weyl superior y semi regular.

Es decir que A ¢ 63(T) sea cual sea A; € D(A,¢€).

Ahora si, A € 6,(T) este también estarfa en A,(T) =7, (T) Nisoo3(T) lo cual contradice
que A; ¢ 63(T).

Pero este razonamiento también vale para A y en estas condiciones A ¢ 6,(T).

Abhora retomando el hecho de que:

o € Au(T) = 64(T)\Cun(T),
= TC(,f(T) ﬂis003(T).
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Concluimos que A € iso63(T) y Ay € 6,(T). Nuevamente podemos tomar 6 > 0 tal que
0< |u—7\,0’ <d=u §é G3(T),

= u ¢ o,(T).

Es decir que Ay € is06,(T). Pero Ay € m, ¢(T), de donde 0 < a(Agl —T') < ooy por lo tanto
Ao € To(T'). Ergo Ay(T) C 7y, podemos concluir que estos conjuntos son iguales y T satisface
el teorema de a-Weyl.
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