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“ESTIMACION DE MODELOS MACROECONOMICOS
DINAMICOS VIA APROXIMACIONES ESTOCASTICAS”

RESUMEN

En este trabajo presentaremos un algoritmo tipo Metropolis- Hasting que usa
aproximaciones estocasticas para la estimacién de la moda a posteriori en una clase
de modelos macroeconémicos dindmicos no lineales, denominados en la literatura
como Modelos Estocasticos de Equilibrio General Dindmico (DSGE, sus siglas en
inglés). Usaremos data real y data simulada sobre estos algoritmos para estudiar su
eficiencia. Elaboramos experimentaciones computacionales para comparar las solu-

ciones obtenidas con el algoritmo disefiado y un algoritmo Metropolis- Hasting.



Gracias a Dios, a la Virgen, a mi hijo, a mi
familia y a todos los que creyeron que esta

meta seria posible.



AGRADECIMIENTOS

A mi Dios todopoderoso por ser mi padre fiel y amigo, que con su amor incondi-
cional me brinda el privilegio de guiarme en cada uno de mis pasos.

A mi Divina Pastora que desde el dia de mi nacimiento me lleva en su regazo,
gracias por guiarme para lograr mis metas.

A mi hijo por ser el tesoro mds grande que tengo en mi vida, por ti lucho y trato
de ser mejor cada dia, eres mi razén de vivir.

A mi mama, que es un regalo maravilloso de Dios, gracias por ser mi fortaleza,
mi guia, mi amiga. Mami otra meta lograda.

A mi papd Mario gracias por su apoyo y campafiia por ser uno de los pilares de
nuestra familia.

A mi hermanita, Jesenia por entenderme en todo momento, por su compafiia, por
apoyarme y ser participe de este gran suefio.

A mis amigos y muy especial a Marisela por estar siempre a mi lado brindando-
me todo tu apoyo y amor de hermana.

A ti mi amor, por estar en mi vida brindarme tu apoyo y compafifa. Hemos
compartido cosas muy importante, hoy compartimos un suefio méas de muchos que
vendran.

A todas aquellas personas que de una u otra forma comparten esta nueva meta
de mi vida y que colaboraron conmigo en este nuevo camino que hoy toma cuerpo
y se convierte en una realidad.

Gracias.



INDICE

Agradecimientos
Introduccion

. Método de Aproximaciones Estocasticas

1.1. Teoremade Convergencia . . .. ......................

. Técnica de Aproximacién Estocastica

2.1. Algoritmo de Aproximaciones Estocasticas . . . ... ... ... ....

22, Estimador, 8(-) . . . . . ...

2.3. Sesgodelestimadord(-) . . ... ... ... ... ... ... .. ...
2.3.1. Teorema (Cota del sesgo del estimador) . . . ... ... .....

2.4. Modificacion de segundo orden del algoritmo de SPSA . . . . . .. ..
2.4.1. Aplicacién fy para2SPSA . . . . ... Lo

. Modelo Macroeconémico

3.1. Condiciones de Optimalidad . . . . ... ... ... ... ........
3.1.1. Estado Estacionario. . . . ... ... ... ... . ........
3.1.2. Log- Linealizaciondel Modelo . . . . .. ... ... ... ....
3.1.3. Resolucibondelmodelo . . . . . ... ... .. ... ........

3.2. Modelo Basico de Crecimiento en forma de Espacio-Estado. . . . . . .

33. FiltrodeKalman . .. ... ... .. ... .. ... ... ... ...
3.3.1. Propiedades: Filtro de Kalman . .. ... .. ... ........

3.4. Estimacion de Maxima Verosimilitud . . . . . ... ... .. ... ... ..
3.4.1. Funcién de Verosimilitud asociada al Modelo. . . . . ... ...

3.5. Algoritmo Metropolis-Hasting . . . . ... ................

10
12
13
13
15
17



INDICE

4. Resultados Numéricos
4.1. Parametros del Modelo Macroeconémico

4.2. Data para la experimentaciéon . . . .. ..

42.1. Experimentaciones con Data Calibrada . . . .. ... ... ...

42.2. Experimentaciones con la data real
Conclusiones

Referencias

54

55

Lcda. Jessica P. Pérez



INDICE DE TABLAS

4.1. Estimaciones: MH-SPSA versus Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 1 45
4.2. Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data calibrada 2 46
4.3. Estimaciones: MH-SPSA versus Metropolis- Hasting considerando data real 47



1.1.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

INDICE DE FIGURAS

FunciébnconysinRuido . . .. ... ... .. ......... ... .. 4

Estimaciones
Estimaciones
Estimaciones
Estimaciones
Estimaciones

Estimaciones

: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 1 48
: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 1 49
: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 2 50
: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 2 51
: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting considerando Data Real 52
: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting considerando Data Real 53



INTRODUCCION

Para poder caracterizar el comportamiento de los diversos fendmenos como el
crecimiento econémico, los ciclos econémicos, la politica monetaria y la politica fiscal
se plantean los modelos macroeconémicos no lineales, conocidos en la literatura co-
mo modelos estocdsticos de equilibrio general dinamico (DSGE, sus siglas en inglés).
Estos modelos han tomado una gran importancia en la actualidad. El enfoque que
siguen la mayoria de los autores es la estimacién basada en la resolucién de una apro-
ximacién lineal del problema original que luego es utilizada para obtener una repre-
sentacion espacio estado lineal del modelo y de esta manera se obtienen evaluaciones
de la funcién de verosimilitud, la cual puede ser utilizada para obtener estimaciones
de los pardmetros a través del enfoque clasico de méxima verosimilitud y/o también
puede ser utilizado el enfoque Bayesiano. Para el enfoque clasico, se suele utilizar
algoritmos de optimizacién deterministica como los algoritmos Casi-Newton, pero
tales algoritmos necesitan de evaluaciones del gradiente y hessiano lo cual suele ser
muy costoso computacionalmente si la dimensién del vector de pardmetros a esti-
mar es muy grande, para el enfoque bayesiano, la estimacién de la distribucién a
posteriori del modelo se realiza con el algoritmo Metropolis-Hasting [10]. En este
trabajo implementamos una combinacién del algoritmo Metropolis-Hasting con un
algoritmo de optimizacién estocéstica que sélo utiliza dos evaluaciones de la funcién
de verosimilitud para aproximar el gradiente, este algoritmo acelera la convergencia

del Metropolis-Hasting [1].

La forma en que esta estructurado este trabajo es la siguiente: Comenzaremos en
el Capitulo 1 con el estudio del método de aproximaciones estocésticas; en el capitulo
2 mostraremos la técnica de aproximacion estocastica para la estimaciéon de pardme-

tros denominada SPSA, la cual puede ser utilizada para obtener los estimadores de



INTRODUCCION 2

maxima verosimilitud, asi como una modificacion de segundo orden del mismo. El
capitulo 3 es una descripcién del problema Macroeconémico que serd estudiado y
llevado a su forma espacio estado pasando por el estudio de la log linealizacion del
modelo, también describimos el Filtro de Kalman y el Algoritmo de Metropolis- Has-

ting.

En el capitulo 4 se muestra la descripcion y analisis niimerico de la estimacién de
maxima verosimilitud del modelo, algunas caracteristicas importantes referentes a
la comparacion de los métodos en cuanto a convergencia y a la estimacién generada.
Finalmente daremos un anélisis de estos resultados numéricos y las conclusiones

generales.

Lcda. Jessica P. Pérez



CAPiTULO 1

METODO DE APROXIMACIONES
ESTOCASTICAS

Los algoritmos de aproximaciones estocdsticas introducidos por Robbins- Monro
en 1951 [6]. Proveen de un simple y efectivo mecanismo para encontrar las raices
o minimos de una funcién, cuyas evaluaciones u observaciones estdn posiblemente

contaminadas por ruidos aleatorios.

Consideraremos el siguiente problema: dada una funcién M : R > R diferencia-

ble y a un valor constante, tal que la ecuacién
M(x) = a, (1.1)

tiene una raiz tnica x = 6. Existen muchos métodos para la determinacién del valor
de 6 por aproximaciones sucesivas, por ejemplo, el método de Newton- Raphson, el
cual se puede describir como un método iterativo, que comienza con una estimacién
inicial de la solucién xp y se construye una sucesién de aproximaciones de forma

recurrente mediante la ecuacion:

M(x;)
M (xj)

Xj+1 = Xj —

Vamos a considerar la generalizacion estocéstica del problema anterior, en el cual
la naturaleza de la funcién M(-) es desconocida en el experimento y monétona-
mente creciente, por ejemplo, la funcién dada por Mc(x) = M(x) + € (ver Figura
1.1), es una funcién contaminada con un cierto ruido, €. Supongamos que cada va-
lor de x corresponde a la variable aleatoria Y = Y(x) con funcién de distribucién
B[¥(x) < y] = H(y|x), tal que



Capitulo 1. Método de Aproximaciones Estocasticas 4
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FIGURA 1.1: Funcién con y sin Ruido

+o0
M(x) = [ yaH(yl), (1.2)

es el valor esperado de Y dado x. Ni la naturaleza exacta de H(y|x) ni M(x) son
conocida en el experimento, pero suponemos que la ecuacién (1.1) tiene una tni-
ca raiz, 6, y se desea estimar dicha raiz haciendo observaciones sucesivas sobre Y
en los niveles x , x,, ... determinados sucesivamente en concordancia con algtn pro-
cedimiento definido. Si la sucesién generada converge en probabilidad a la raiz y
es independiente de cualesquiera valores iniciales arbitrarios x,, x,, ..., x,, en confor-
midad con la terminologia estadistica se puede llamar al procedimiento consistente

para H(y|x) y el valor de «.

En lo que sigue presentaremos un procedimiento particular dado por Robbins
Monro para estimar 6, el cual es consistente bajo ciertas restricciones en la natura-
leza de H(y|x). Este procedimiento no necesariamente satisface las propiedades de
optimalidad, pero los resultados indican al menos que en el &mbito de aproximacio-

nes estocdsticas se obtienen muy buenos resultados.

Para poder garantizar la eficiencia del estimador, se debe establecer una conver-

gencia en algtn sentido de probabilidad del estimador, dado el parametro de interés,

Lcda. Jessica P. Pérez
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este hecho tiene sus bases en el siguiente enunciado.

§1.1. Teorema de Convergencia

Supongamos en adelante que H(y|x) es, para todo x, una funcién de distribucién

en y, y existe una constante positiva C tal que,

Pr|Y(x)| < C] = / i dH(ylx) =1,  para todo x. (1.3)

Se sigue, en particular que para todo x el valor esperado M(x) definido por (1.2)

existe y es finito. Suponiendo, mds atin, que existen constantes finitas «, 6 tales que

M(x) <wa, para x<6; M(x) >, para x> 6. (1.4)
Sea {a,} una sucesion fija de constantes positivas tales que

0<) a>=A<oc0. (1.5)

n=1
Podemos destacar que dicha sucesién representa un papel importante en la aproxi-

macion, ya que esta determina el tamafio del paso.

Se define una cadena de Markov no estacionaria, {x,}, tomando x, como una

constante arbitraria y definida de la forma

xn+1 - X, =4, (DC - yn)/ (16)

donde y, es una variable aleatoria que representa las observaciones para cada x,, tal

que

pr[yn §y|xn] :H(y|xn) (17)

Sea

b, = E(x, —6)>. (1.8)

Lcda. Jessica P. Pérez
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Encontraremos las condiciones sobre las cuales

limb, =0, (1.9)

n—oo

sin importar el valor inicial x,, que fue definido como un punto arbitrario. Asi es
bien sabido, (1.9) implica la convergencia en probabilidad de x, a 6. La expresién da-
da para b,, es lo que garantiza el hecho de que el estimador converja a el pardmetro
y esto es controlado mediante el error cuadrédtico medio que es facil de manejar y

ofrece una convergencia efectiva del método.

De (1.6) se tiene

Haciendo

d, = E[(x, —a)(M(x,) —a)], (1.10)
—+o00
e, = | [ - aparoi)], (1.11)
podemos escribir
b,,—b,= aien —2a,d,. (1.12)
A patir de (1.4)
d >0. (1.13)

Lcda. Jessica P. Pérez
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De la ecuacién (1.11), tenemos
+0o0 5
e, = El[ (y—a)aH(yl,)

e 2

= Elf (- 20y+ad)dH(yl,)]
- 2

< E[f (C+2Clal + JaP)]

= [(C+2Cla| + |a/)] = [C+ |all%,

mientras que de (1.3)

0<e, <[C+a]]? < 0.

De lo anterior junto con (1.5) implica que la serie de términos positivos Zafen
converge, puesto que la serie Za% converge a un numero finito y ademas la sucesién

e, estd acotada superiormente.

Sumando (1.12) obtenemos

n

n n
2
2. b —b = Z”j e,—2) ad, (1.14)
=1 j=1

j=1
del lado izquierdo de la ecuacién anterior, se tiene una suma telescépica que resol-

viendo da la ecuacion

n n
b,y —b =) a’e,~2) ad. (1.15)
j=1 j=1

Puesto que b, ., > 0 se tiene que

b, + ):aien] < 0. (1.16)
n=1

N~

iajdj <
j=i

Por lo tanto, la serie de términos positivos

i ad, (1.17)
n=1

converge. Se sigue de (1.14) que

Lcda. Jessica P. Pérez
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lim b, =b, + ) a%e, —2) a,d, =b (1.18)
e n=1 n=1

existe; b > 0.

Ahora supongamos que existe una sucesion {k, } de constantes no negativas tal

que

d, >knb, Y ak, =oo. (1.19)
n=1

De la primera parte de (1.19) y de la convergencia de (1.17) se sigue que

Y a,k,b, <co. (1.20)
1

n-n-n

De (1.20) y la segunda parte de (1.19) se sigue que para cualquier € > 0 deben

existir infinitos valores de n tal que b, < €. Ya que conocemos que b = lim, b

n—oo " n

existe, se sigue que b = 0.

Lcda. Jessica P. Pérez



CAPIiTULO 2

TECNICA DE APROXIMACION
ESTOCASTICA PARA LA ESTIMACION
DE PARAMETROS DE MAXIMA
VEROSIMILITUD

Las aproximaciones estocasticas (SA, sus siglas en ingles) son ampliamente apli-
cables en técnicas para encontrar raices de ecuaciones. Estos algoritmos garantizan la
convergencia bajo condiciones generalmente més débiles en la forma de la funcién
que es optimizada. La estimacién dada no es generalmente 6ptimal en el sentido
estocastico usual (esto es, no necesariamente la varianza es minima o invariante).
En contraste con estas estimaciones subdptimas de aproximaciones estocdsticas, se
pueden utilizar para generar estimaciones de maxima verosimilitud cuando no es

factible o muy dificil la aplicacién de algoritmos deterministicos[8].

Supongamos que el estimador de maxima verosimilitud es encontrado por la

determinacién de las raices de la ecuacion
dL(0)

donde L(-) es la funcién de verosimilitud o log- verosimilitud para el pardmetro
f € RP. Implementando métodos de descenso rapido o Newton-Raphson, se re-
quiere que 5(6) y ds/00" (Newton- Raphson) o E(ds/96T) (scoring) sea evaluado en
diversos valores de 0, el algoritmo procede a converger cerca de la raiz de (2.1), diga-
mos 6*. Un procedimiento que se emplea solo para estimar 6, que requiere que L(-)
sea evaluado, es algoritmo de aproximaciones estocasticas de Kiefer and Wolfowitz

(KWSA), el cual tiene su forma recursiva dada por
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(yz — Yo )
Zp41 = Zn + annc—nl,
n

dondey,, ,yy,, sonvariables aleatorias independientes con distribuciones respecti-
vamente H(y|z, —cn) y H(y|zn + cn), y sean {a, } y {c, } sucesiones finitas de ntiime-
ros positivos. Lo complicado en la puesta en practica de KWSA es la aproximacién
de las diferencias finitas de la derivada, s(-), evaluado en cada valor de 6 que se re-

quiere para las iteraciones. Cada aproximacién requiere 2p evaluaciones de L(-).

El objetivo es establecer como las aproximaciones estocdsticas pueden ser utili-
zadas para formar la estimacién de maxima verosimilitud (MLE) con una aproxi-
macién de la derivada con excepcién de la aproximacion estdndar de las diferencias
finitas usada en KWSA. En particular, esta aproximacién alternativa de la deriva-
da requiere s6lo dos evaluaciones de L(-), en contraparte a las 2p evaluaciones que
requiere KWSA. Evaluaremos la compensacion entre el cdlculo para la iteraciéon aso-
ciada con la aproximacioén alternativa de la derivada y el (esperado) incremento del
ntmero de iteraciones a converger (relativo a KWSA), la experiencia numérica indi-

ca que estd compensacién es favorable cuando p es moderadamente grande.

§2.1. Algoritmo de Aproximaciones Estocasticas y Condiciones

de Regularidad Asociada

Las aproximaciones estocasticas son una técnica iterativa para encontrar raices.
Puesto que es interesante encontrar la raiz 6* de s(f) = 0. Asi lo que se busca es
establecer la solucién de (2.1) cuando la funcién de log- verosimilitud no es conoci-
da. Por supuesto, en la estimacién de ML, s(-) es conocida para cualquier 6 fijo. El
objetivo aqui es precisamente reemplazar los célculos de s(-) (los cuales pueden ser
computacionalmente més pesados) con una muy simple aproximacién, calculando
el estimador. Relacionado al descenso rdpido o scoring, esto bajara la carga de cdlcu-
los por iteracién significativamente, no obstante en el costo probable de un niimero

creciente de iteraciones.

Lcda. Jessica P. Pérez
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Sea ék el estimador para 0* en la k-ésima iteracién, donde ék € A(k) C R?, el

algoritmo estandar de SA tiene la forma:

O = b1 — ak_18(6c 1), (2.2)

donde {a;} es una sucesion creciente que satisface las siguientes condiciones:

o] (e°]
limakzo,Zak:oo,Za]% < 0.
ke k=0 k=0

Observemos que existe una relacion estrecha de (2.2) con el método de descenso
rapido, la diferencia entre estos método radica en que descenso rdpido usa s(-) y en
este caso es sustituido por el estimador, §(-), que en la k- ésima iteracién del método

de aproximaciones estocésticas del algoritmo se define como:

L{B+A ] —L[6—Ay]
27y,
$(6,) = s , (23)

LB+Ax] —L[B—Ay]
2A
prk

donde {A,,, ..., A} es un vector de p variables aleatorias mutuamente independien-

tes.

Veremos aqui el funcionamiento de (2.2) con 3(-) como se defini6 antes, y contras-
tar este funcionamiento con los algoritmos de descenso rapido debido a la estrecha

relacion que tienen.

La condicién principal sobre §(-) que son generalmente impuestas por el algorit-

mo SA en (2.2) son, en términos de el error e(f;) = §(6)) — s(6y),

A A

E[e(@k) |9k] =0 Vk, (2.4)

Ellle@)l210] < c <oo Yk, (2.5)

Lcda. Jessica P. Pérez
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{e(6)) |0k Fooo mutuamente independiente, (2.6)

donde || - ||, denota la norma L? (Euclidea). Bajo este y las condiciones mencionadas
antes de a;, junto con cierta condicién de regularidad (ver, [4] o Kushner y Clark
[3]), 8(k) — 6* cuando k — co. Las esperanzas y probabilidades planteadas estan

condicionadas sobre los datos que aparecen en la funcién de verosimilitud.

§2.2. Estimador, 5(-)

Sea Ay € Q(k) C RP,y{A

mente independientes. Ademads sea {Ay }  una sucesién mutuamente independien-

P Apk} un vector de p variables aleatorias mutua-
te.

Consideremos las condiciones (2.5) y (2.6). La ecuacién (2.6) claramente se sa-
tisface debido a que Ay es mutuamente independiente. Ahora consideraremos la
condicién de segundo momento, (2.5). Por ahora, sea k fijo (y asi el argumento k es
suprimido). Sea I’ C R? y supongamos que # + A € T y 5(8) es continuo y acotado

en I', por el Teorema de Valor Medio se tiene que:

LO+A) =L(0) +s(65)T(£A)

donde 6% denota un punto en el segmento de recta entre f y § + A (apropiado). Asi la

i-ésima componente de $ satisface

s(8%) —s(8))7A
A !

1

§1(é) =

con [3,(0)] < ¢ 2}’,’:1 |A,/A,| donde ¢ = 2max; sup,_||s;(6)]|, la cual esta bien de-
finida (acotado) debido a que s(0) estd acotado en I'. Asi por la Desigualdad de
Minkowski,

A n P p A,
E(IS@)216) < ()2 ) {2 £ 1/2} 2 @)

Lcda. Jessica P. Pérez
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la cual, por supuesto, es acotada cuando E(A,/ A,)? < ¢’ < oo para todo i, j (cuando
A, tiene una Distribucién Bernoulli con resultados distintos de cero). Ahora, (2.5) se
satisface para algtn k si la cota en (2.7) es finita para 0 = 6, recuerde que s(O¢) es
considerado una constante relativa a la medida P(-|6)). Asi (2.5) se satisface si s(6)
es continua y acotada sobre (U I'(k) y si E(A].k/Aik)2 <(d <ooVi,j=12,.,p
k=1,2,...,00.

§2.3. Sesgo del estimador 3(+)

El estimador $(-) dado por la ecuacién (2.3), bajo las consideraciones con que fue
definido veremos mediante el teorema que se dara a continuacién que es un estima-
dor insesgado de s(+), con un término de error de O(6?), donde 6 es alguna constante
positiva que puede ser arbitrariamente pequefia sujeta a la exactitud en las limita-
ciones del computador. En lo que sigue estableceremos los Teoremas que permiten

definir esa caracteristica del estimador.

El teorema que serd presentado establece una cota para el sesgo del estimador
E[e(9)|8] = E[8(8) — 5(0)|0] asumiendo que L(f) es de clase C* en la regién sobre 6.

§2.3.1. Teorema (Cota del sesgo del estimador)

Supongamos que A, estd simétricamente distribuida sobre 0, Al < bas,y
|A].|_1 < M(8) = O(67%) as. (6 — 0)Vj = 1,2,..,p. Ademds, supongamos que
LU (6 £ A) existe Vi = 1,2, ...,y

L) (@£8)] < p(m) 2:8)
1/t hm
sobre Q) para cualquier § € A donde

B(m) =O(m!/(6p+¢€)™) (m — o0) (2.9)

para cualquier € > 0. Entonces Vj = 1,2, ..., p,

Lcda. Jessica P. Pérez
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A

[Ele;(0)]l6] < b,(9)

= Il - (- T e
= 0% (6—0). (2.11)

Demostracion:

(2.8) y (2.9) implica que el resto de una Expansiéon de Taylor de orden m de
L(A + A) sobre § satisface

ILO+A)—TM@O+A)| < %ﬁ(m—f—l) —0

cuando m — oo, lo cual implica que

2?10 L(Zi-l—l) (é)A[Zi-l-l] /(21 + 1)'
A, '
Ahora, ya que E(A;/A;) = 0Vj # | entonces,

§l(é) =

E[3,(6)[0] = 5,(0) + Ele,(9) 6],

donde,

o yooo LRHFDO AR /(27 4 1)1
Ele,(0)10] = E[= o 9

1

Note que para cualquier m € {3,5,7,...}, (p — 1)™ (fuera de un total de términos
de p™) los términos que no contienen a A,. Asi, usando (2.8) y el hecho que los A,

estan simétricamente distribuidas, conocemos que paral <1i,,i,,...,i, < p,

L BB,
E 14 rrtm m é\
| + 0
=0 para (p — 1)™ términos;
< B(m)é™! en magnitud para p™ — (p — 1)™ términos.

(donde el punto de evaluacién # ha sido suprimido en L(™)), o cual implica que
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[E(L™AM/5,18)] < [p" = (p — 1)"]B(m)o" . (2.13)

Ahora definimos

D(6) = M(6) iﬁ(Zi +1)(pé)* 1/ (2i + 1)1,

i=1
la cual es finito por (2.9). Entonces de (2.8) y del hecho que |A,|~! < M(6), sabemos

que

Zﬁzl L(2i+1)A[2i+1]/(2i + 1)|
A

< D(5) (2.14)

!

Vm =1,2,.... Ademads, aplicando la Regla de L'Hopital a D(J) produce D(J) = O(1)
(6 = 0),y tal D(6) es integrable ( [ D(6)dP, = D(J)) cuando § — 0. Aside (2.14) y
por el Teorema de Convergencia Dominante de Lebesgue, la esperanza y suma sobre

(2.12) puede ser intercambiado, lo cual por (2.13) produce (2.10).

Ahora, demostremos (2.11), aplicando la regla de L'Hopital a (2.10), donde en-

contramos que

b(8) ~ [p°—(p—1)°B(3)6%/6
= 0(s%),

lo cual termina la prueba puesto que [ fue elegido arbitrariamente.

§2.4. Modificacién de segundo orden del algoritmo de SPSA

El desarrollo del Método de Aproximaciones Estocdasticas y Perturbaciones Suce-
sivas (SPSA) nos permite encontrar muchas aplicaciones en la estimacién de pardme-
tros. Existen dos algoritmos basicos SPSA que estdn basados en el concepto de per-
turbaciones sucesivas (SP) que solo usan mediciones (ruido) sobre la funcién de per-
dida. SPSA de primer orden (1SPSA) esta relacionado al método de aproximaciones
estocésticas de Kiefer- Wolfowitz (K-W), mientras que SPSA de segundo orden (2SP-

SA) es una analogia del algoritmo deterministico de Newton- Raphson. El método

Lcda. Jessica P. Pérez



Capitulo 2. Técnica de Aproximacion Estocastica 16

de 1SPSA es superior a otros métodos de primer orden de Aproximaciones Estocasti-
cas (SA), debido a la eficiencia de este estimador para el calculo del gradiente de la

funcién de objetivo.

Estd demostrado que la implementacién “estdndar”de 2SPSA alcanza un error
asintético 6ptimo, con el error cuadratico medio siendo este no mas que dos veces
el error 6ptimal de una sucesioén creciente dependiendo de la tercera derivada de la

funcion objetivo [11].

Una caracteristica importante entre estos dos métodos puede ser vista desde la

perspectiva de la inclusién y condicionamiento de la matriz Hessiana de la funcién.

Los algoritmos de SPSA tienen como forma base la recurcién general para la es-

timacién de (6;) de una solucién (8*) de dimensién p, en las siguientes forma:

1SPSA:
é\k—|—1 = ék - akg’\k(ék), k= 0/ 1/ 2/ (215)
2SPSA.:
Ocr1 = O — axH, '8 (0r), Hi = fi(Hy) (2.16)
H—LH +LF{ k=0,1,2 (2.17)
e L A '

donde a; y dx son sucesiones escalares crecientes que ciertamente satisfacen la con-
dicién de SA, §i es el estimador de SP del gradiente de la funcién de perdida que
depende de la sucesion creciente ¢ (representando una diferencia del intervalo de la
perturbacién), Hy es el estimador de SP de la matriz Hessiana, y f; es la aplicacion
donde generalmente Hy es una matriz p x p definida positiva o no. Sea Ay definido
como un vector aleatorio con media cero y de dimensién p, donde cada componente

es una variable aleatoria independiente.

El i-ésimo elemento del gradiente de la funcién de perdida esta dado por
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(81)i = oedi) My (O + cxdi) —y(Bk + ckdy)], i=1,2,..,p (2.18)

donde Ay; es la i-ésima componente de Ay, el vector y(6) son las mediciones de la
funcién de perdida : y(0) = L(0) + ruido, donde 6 es el pardmetro que tiene como
valor real 60*. Notemos que la forma de 25PSA es un caso especial de la adaptacién
del método de SP de Spall [8].

La verdadera matriz hessiana de la funcion de perdida H(0) tiene definido su ij-
ésimo elemento como H;j = 0°L/ 00;06; su valor es la solucién de H(6*) denotado
por H*. El ij-ésimo elemento de estimacién por iteracién del estimador de H esta

dado por:

(Hy)ij = (doxfie) ™+ [(AkiBi) ™" + (AiAk) [y (O + e + 6k

A ) ) ) - (2.19)
— YO + ki) — y(Ok — cd + &Dr) +y(Or — i), Lj=12,..,p

donde la sucesién & satisface condiciones similares alas de cx y con Ay = (Ayq, Ao, ...
AkP)T es generado de forma similar a el estadistico A;. Note que el estimador del
Hessiano es simétrico esto es conveniente en la aplicaciéon de optimizacion y es un

requerimiento crucial para la nueva aplicacion f; propuesta a continuacion.

§2.4.1. Aplicacién f; para 2SPSA

Un aspecto relevante en la implementaciéon de 2SPSA es la definicién de la apli-
cacién fi, de Hy a Hy sin embargo a menudo en la practica se puede encontrar que
estas matrices pueden ser definidas positiva o no positivas. Para la existencia de
minimo(s) de una funcién es necesario garantizar que la matriz hessiana sea defini-
da positiva, por esto es presentado un procedimiento que elimina la definicién no
positiva mientras que preserva las caracteristicas espectrales dominantes de Hy. Esta
aproximacién es motivada en ejemplos finitos, como indicaremos en la siguiente dis-
cusion. Primero calcularemos los valores propios de Hy y los ordenaremos en orden

decreciente:
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Ak = diag[/\l, )\2, ceey /\q—lr )\q, /\IJ—HI veey /\p] (220)

donde A; > 0y Ay 1 < 0. Por simplicidad omitiremos el subindice k para los valores
propios A; que estan en funcién de k. Supongamos que los valores propios negativos
no serdn considerados en la solucién, ya que estos son causal de cualquier error en
Hj debido a que en la iteracién podria no ser alcanzada la vecindad de 6* donde la
funcién de perdida es localmente cuadrética. Por lo tanto, reemplazamos los valores

propios pequerios por una serie decreciente de valores propios positivos:

ﬁq — E}Lq—lrﬁq—i—l = E}Lq, ceney }tp = €5tp+1, (221)

donde el pardmetro de ajuste 0 < € < 1 puede ser especificado basado en la existen-

cia de valores propios positivos

e=(Ag_1/A1)17% (2.22)

La propuesta de redefinir los valores propios (A;) pequefios evita la posibilidad
de tener valores cero y asi tomar aplicaciones que tengan una matriz hessiana no
singular. Sea Agesla diagonal de la matriz Ay, con valores propios Ay, ..., Ay reem-

plazados por )qu, e }xp definidos en concordancia con (2.17).

Las ecuaciones (2.17) y (2.18) indican que la caracteristica espectral de la existen-
cia de valores propios positivos como las mediciones para el radio maximo o minimo
de estos valores propios. De esta forma Hy es simétrica, es ortogonal similar a la ma-

triz diagonal inicial de los valores propios reales [5],

Hy = P AP (2.23)

donde Py es una matriz ortogonal que se forma de todos los vectores propios de Hy,
la cual usualmente deriva de los valores propios. Ahora, la aplicacién f; puede ser

expresada como

fe(Hy) = PeAcPL. (2.24)
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Puesto que szk_ 1 es usado en la recursién (2.13) de 2SPSA aplicando (2.21) con
los vectores propios disponibles de Hj también lleva a una inversion fécil para el

estimador del Hessiano:

H '=PA Pl (2.25)

25PSA esta basado sobre la aplicacién (2.21) realiza el procedimiento de elimina-
cién de definiciones no positivas de Hy. Se observa que los pardmetros dominantes
para la aplicacién (€ y A;_1) son internamente determinados por Hy en cada itera-
cién. Esto es diferente de algunas otras formas de f; donde es necesario usar un

coeficiente especifico.

Notemos que en 2SPSA la recursion (2.13) efectivamente involucra célculos de
la inversa de la matriz P=Ik_ 1 (aunque, en la implementacién, la inversién explicita
podria ser evitado usando métodos estandar del 4lgebra lineal). La aplicacién fj
definida por (2.21) garantiza que H; es una matriz no singular. Dicha aplicacién pro-
duce el reemplazo de posibles A, ceros por un )qu mejor comportado también elimina
la posibilidad de una matriz no singular. Sin embargo, los elementos de Hj resulta
desde la aproximacién SP y mediciones imperfectas de la funcién de perdida son
sujeto a errores. Esos errores estardn directamente afectados al cdlculo de la matriz

inversa.
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CAPITULO 3
MODELO MACROECONOMICO

El desarrollo fundamental a la base de la macroeconomia moderna es el llamado
Modelo de Crecimiento Neocldsico; en estos modelos las decisiones de los agentes

son modelados de manera explicita en un contexto intertemporal.

En este trabajo usaremos un modelo de crecimiento Neocldsico propuesto por
Cass y Koopman [10]. Es importante destacar que el modelo bésico de crecimiento
deja de lado importantes aspectos relacionados con el modelado de una pequefia
economia abierta, y nos basaremos en este ya que proporciona un punto de partida
a la hora de contrastar e interpretar los cambios que, en la estimacion de los pardme-

tros, podrian ocasionar una modificacién de la especificacién del modelo.

Este modelo esta dado en términos de un agente representativo en la economia
cuyas preferencias sobre el consumo C; y el ocio (1 — L;) estan representados por la

funcién de utilidad:

1—7

max Eg {iﬁt

{C,L} )

[@“_“%ﬂk1} 6.1)

sujeto a las restriciones:

Ci+1 = ZiKALI™ (3.2)
Kiyw = L+ (1 —=0)K; (3.3)
Zi = Zi 7 e, & ~ N(0,0%) (34)

donde:
B € (0,1) es el factor de descuento,

20
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8 > 0 es el parametro que controla la oferta de trabajo,
T > 1 es la elasticidad de sustitucién intertemporal,

a € [0,1] es el parametro de participacién de capital,

0 > 0 es la tasa de depreciacion,

p € [0,1] es la persistencia del shock tecnolégico,

L; es la cantidad de trabajo agregado,

I; es la inversion,

Z; es el nivel de tecnologia,

K} es el capital agregado.

Definido el modelo tenemos que las variables asociadas al mismo son: Cy, Ly, I,

K, Z; y los parametros presentes estdn dados por: v = {6,p,a, 7,5, B, 0¢}

Dado este modelo por su sola naturaleza representan un objetivo de investiga-
cién, en el cual se requiere una solucién del modelo bajo un cierto criterio de manera
tedrica, esto puede venir dado al desarrollar un procedimiento descrito por Uhlig

para modelos dindmicos estocdsticos no lineales.

Este procedimiento tiene su esencia en la log- linelizacién del modelo original; el
procedimiento general que este método sigue para resolver y analizar este tipo de

modelos lo seguiremos paso a paso.

A grandes rasgos el método de Uhlig sigue el siguiente esquema; inicialmente se
debe plantear el modelo como un problema de optimizacién, bien definido, es decir,
la funcién objetivo y las restricciones. Después el modelo debe ser expresado como
una funcién Lagrangeana; la ecuacién Lagrangeana es un método que reduce el pro-
blema restringido de n variables en uno sin restricciones con n + m variables, donde
m indica el namero de restricciones. El multiplicador de Lagrange que es introduci-
do por la funcién Lagrangeana, por la naturaleza del problema es considerado uno

para cada periodo de tiempo ¢.

Esta estructura Lagrangeana nos dard un paso importante para la caracteriza-
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cién, puesto que se debe tener en consideracién que el problema planteado es no
lineal y dindmico, lo cual como se ha mencionado nos proporciona una gran dificul-
tad a la hora de establecer una solucién y la representaciéon lagrangeana nos ayuda a

dar un enfoque lineal que proporciona una teoria mucho mas amplia para el estudio.

§3.1. Condiciones de Optimalidad

01 _ 1 \1-0
(€ ) i Ai(Cr — ZKELI
l—-7 (3.5)

+ Kip1 — (1= 9)Ky)]}-

max f(Cy, Ly, Ky1, At) = EO{Z Bl

De la ecuacién en forma Lagrangeana del modelo presentada antes, podemos

establecer las condiciones de optimalidad de primer orden:

O o : ploct1(1— L) [CH(1 — L)Y — A =0 (3.6)

oCy
(1—’1’)9—1(

= At = 6C; 1— Ly)1-00-7), (3.7)

% —0: —B(1—0)[CO1— L)) (1 — L) ~® + BA(1 — &)L, “ZKE = 0 (3.8)

= Bt — 1) (081 — g 4 BIAL(1 — ) ZKIL; = 0.

J
(—,Ki =0 —MB + EtAia BN (ZigaaKE L +1-6)] =0 (39)
= A= BEM1(ZeaaKE LT +1-6)] =0. (3.10)
J
ai 0:B'[Ct — ZiKFL; ™ + Kpp1 — (1 — 6)Ky] = 0. (3.11)

log(Zt) = (1 - p)log(Zss) + plog(Zi—1) +&, &~ N(0,0%),]p| <1.  (3.12)
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Estas ecuaciones de optimalidad pueden ser representadas mediante el siguiente

sistema reducido:

1. Condicién de Euler, se obtiene reemplazando la ecuacién (3.7) en la (3.10):

[P —L)™ T BE, [Cl (1= L) O
Ci Cri1

(1+aZ Ky Ly = 9)

(3.13)

2. Condicién Intratemporal (sustituyendo (3.7) en (3.8)):
[CPA—L)" " 0 [P — L)

1- L, a—gl =% C,

ZKEL7Y. (3.14)

3. Restriccion Agregada de Recurso(por (3.9)):

Ci+ Kiy1 = ZiKFLI + (1 — 0)K;. (3.15)

4. Shock Tecnolégico (por (3.12)) asumiendo que Zss = 1:

log(Zy) = plog(Zi—1) + Ct, ¢ ~ N(0, 02), lp| < 1. (3.16)

§3.1.1. Estado Estacionario

El estado estacionario radica en suponer que las variables son invariantes en
el tiempo, esto no es mas que eliminar la dependencia con el tiempo omitiendo el

subindice t. En este caso se usan subindices ss para denotar dicho estado.

Como todas las variables son constantes y ademas se requiere que el estado futu-

ro sea igual al actual, esto es

{Ct = Ci11,Ki = Kyy1, Li = Ly 1, Zt = Zyp 41}

El estado estable o estacionario del modelo bésico de crecimiento puede ser des-

crito mediante cada una de las ecuaciones planteadas a continuacién:

1. Estado estacionario a partir de la Condicién de Euler:

1=pB(1+aKi LI —5). (3.17)
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2. Estado estacionario derivado a partir de la Condicién Intratemporal:

1 0(1 — ) KEL A

= 3.18
1 - LSS (1 - 9) CSS ( )

3. Estado estacionario derivado a partir de la Restricciéon Agregada de Recursos:

Css + Kss = KELL™ + (1 — 6)Ks. (3.19)

4. Estado estacionario a partir del Shock Tecnolégico:

Zss = 0. (3.20)

Determinado el estado estacionario de las variables procedemos a verificar de

que parametro dependen las variables.

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene:

1
LSS - m (3.21)
Kss = ®ﬁLss (3.22)
CSS - (@ - 5)KSS (3.23)
Yos = KA L%, (3.24)
donde:
O=-2="(=—-1+9), 3.25
£ =43 119 (325
(1-19) )
O=_"_"7(1—= 2
(1-— uc)G( @)) (3:26)
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§3.1.2. Log- Linealizacién del Modelo

El modelo estdndar de aproximacién lineal consiste en aproximar alrededor del
estado de equilibrio, donde esto es vélido si y sélo si el modelo no esta muy lejos de
su estado estacionario, para obtener resultados al modelo original.

Esta técnica esta basada en usar la aproximacién de Taylor alrededor del esta-
do estacionario y se reemplazan todas las ecuaciones por aproximaciones que son
funciones lineales en las log- linealizaciones de las variables.

La estrategia es usar una aproximacién de Taylor de primer orden alrededor del
estado estable y reemplazar las ecuaciones con aproximaciones, las cuales son linea-
les en las log-desviaciones de las variables.

Sea X; una variable estrictamente positiva, X es el estado estable y

xe = log(X;) —log(Xss) (3.27)

es la desviacion logaritmica.
Notemos primero que, para Xss pequenio, log(1 + Xss) ~ X, asi

Xt = log(Xt) — lOg(XSS).

Este método puede ser expresado de la siguiente forma. Supongamos que se tiene

una ecuacién de la siguiente forma:

f(Xe, Vi) = 8(Z), (3.28)

donde Xy, Yiy Zy son variables estrictamente positivas.

Estd ecuacion es claramente vélida para el estado- estable

f(XSSI Yss) = g(Zss)- (3.29)

Encontremos la log- linealizacién de la ecuacién (3.28), reescribimos las variables

usando la identidad X; = ¢(!°8(x1)) y entonces tomamos logaritmos en ambos lados:
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log(f (810, ¢lo80)) = log(g(e*811))). (3.30)

Ahora tomemos la aproximacién de Taylor de primer orden alrededor del estado-
estable (l0g(Xss),l0g(Yss),l0g(Zss)). Después de algunos calculos, podemos escribir

el lado izquierdo como

1
log(f(Xss, Yss)) + m[fl(XSSrYSS)XSS(ZOS(Xt) —log(Xss)) (3.31)
+ f2(Xss, Yss) Yos (log (Yt) — log(Yss))]-

Simultaneamente, el lado derecho puede escribirse como

log(g(Z+)) + g(z%s)[g’(Z)Zss(log(Zt) — log(Zss))]- (3.32)

De las ecuaciones (3.31) y (3.32), y usando (3.27) y (3.29), produce la siguiente

ecuacion de log-linealizacion

[fl (Xss/ Yss)Xssxt +f2 (Xss; Yss)] ~ [g/(Zss)ZssZt]- (3.33)

Notemos que esta dltima es la ecuacién lineal en las desviaciones.

Ahora bajo un procedimiento similar al que se planteo anteriormente representa-

remos cada una de las ecuaciones del modelo en su forma log- linealizada.

1. Log-linealizacién de la Condicién de Euler:

+ aBKE L (Ziga + (& — 1)Ky

+(1—a)li)}
(3.34)
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2. Log- linealizacién de la Condicién Intratemporal:

SS

A L o N N o
Ci+ 1 SSL L =7+ aK; — aly. (3.35)

3. Log- linealizacién de la restriccién Agregada de Recursos:

CssCt + KssKpp1 = KL “(Ze + aKe + (1 — a)Ly) + (1 — 6)KssKs.  (3.36)
4. Log linealizacién del Shock Tecnolégico:

Zy = pZi_1 + . (3.37)

§3.1.3. Resolucion del modelo

Para poder resolver el modelo es necesario reescribir las condiciones log- linea-

lizadas descritas anteriormente, como:

Ef{a1Cri1 + aslisn + a3Zip1 — auKipq + aalipn — G + Ly} = 0 (3.38)
Ci4+asly —Z; —ak, = 0 (3.39)

CssCt + KesKy1 — YssZi — YesaKy — Yss(1 — a) Ly — (1 — 6)KssKy = 0 (3.40)
Zy=pZi1+E (3.41)

donde: a1 = 0(1 — 7), ap = — (1 — T)(1 — 0) 25—, a3 = aBKL L%, g = a3(1 — a),

w5 = (7 ESLSSS +a), Yss = K&LL®, Ky 41 es un vector de estado endégeno de dimensién

m x 1, Ly un vector de otras variables endégenas n x 1 y Z; un vector de variables

exdgenas k x 1.

Las relaciones de equilibrio entre estas variables se representan por el siguiente

sistema, propuesto por Uhlig:

AKi1+BK;+CLi+DZ; = 0 (3.42)
E{GKi41 + HKy + JLys1 + KLy + LZyyy + MZi} = 0 (3.43)
E(Zi11) = NZy, (3.44)

Lcda. Jessica P. Pérez



Capitulo 3. Modelo Macroeconémico 28

dOl’ld_eA — Kss, B — a(CSS - Yss) - (1 _é)Kss, C — Yss((x - 1) - (XSCSS/ D = CSS - YSS/
G=(ma—ay), H= —ma, ] =as—mas+ar, K =ay+aas, L = az+ay,
M= —a;,N=p.

Se considera que C es de dimensién [ x n, | > n y de rango n, F es de tamarfio

(m+mn—1) x ny que tiene N autovalores estables.

La solucién propuesta para el sistema de ecuaciones dado por (3.42), (3.43) y

(3.44) es la ley de movimiento de equilibrio recursivo, usada en Uhlig:

Kiy1 = PKi+QZ; (3.45)
Ly = RK;+SZ, (3.46)

sustituyendo (3.45) y (3.46) en (3.42), (3.43) y (3.44) se obtiene:

A(PK; +QZ;) +BK; + C(RK; +SZ;) =0 (3.47)

G(PK; +QZ;) + HK; + J(R(PK; + QZ;) + SNZ;) + K(RK; +SZi)+ (348
(LN+M)Z; =0  (3.49)

Ei(Zi41) =NZp.  (3.50)

Se tiene un sistema con igual cantidad de ecuaciones con expectativas y de va-
riables de estado enddgeno (2 ecuaciones con expectativas y 2 variables de estado
endégeno). En el modelo basico de crecimiento, estds ecuaciones necesitan mante-
nerse para cualquier valor de K; o Z;, por tanto es necesario igualar cada coeficiente

a cero en K; y en Z;, lo que resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

AP+B+CR = 0 (3.51)
GP+H+JRP+KR = 0 (3.52)
AQ+CS+D = 0 (3.53)
(G+JR)Q+JSN+KS+LN+M = 0, (3.54)

Lcda. Jessica P. Pérez



Capitulo 3. Modelo Macroeconémico 29

de donde se obtiene:

1 B K GC B K GC\? KB — HC
P = ‘(Z*T‘]_A)i\/<Z+T_J_A) () e
R = —%(AP—}—B) (3.56)
o —D(JN 4+ K) +CLN 4+ CM (3.57)

AJN + AK—CG - CJR

_ —ALN — AM+ DG + DJR
S = TAINYTAK—CG_CJR (3-58)

A partir de estas soluciones podemos reescribir el modelo basico de crecimiento
en forma espacio- estado, y luego usar el Filtro de Kalman para evaluar la verosimi-
litud.

§3.2. Modelo Basico de Crecimiento en forma de Espacio-Estado.

Consideremos que los datos del modelo estdn representados en escala logaritmi-

ca y estdn sujetos a un error de medida V; = (v14,v24,0v3;) ~ N(0O,A), con A =

2

diag(0?,03,0%). Observese que por la ley de equilibrio recursivo se tienen las ecua-

ciones (3.45) y (3.46). Por otra parte, tomando logaritmo en la funcién de produccién

Y, = ZKFLIT®
log(Yy) = logZi + alogKy + (1 — a)logLy
Yt = Zt—i—ﬂékt‘i‘(l—d)it,

sustituyendo la ecuacion (3.46) se obtiene:

Vi = [0+ (1—a)R]K; + [1+ (1 —a)S])Z;. (3.59)

Finalmente, sustituyendo (3.46) en (3.39) se tiene:

Cr = (« — asR)K; + (1 — a58)Z;. (3.60)
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Por consiguiente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
Kiy1 = PR +QZ (3.61)
Zt—|—1 = pZt + wy (362)
L; = RK;+SZ (3.63)
Vi = [a+(1—-a)R]K+[1+(1—a)S]Z (3.64)
ét = (Dé — 0(5R)Kt + (1 — lX5S)Zt, (3.65)

el cual podemos reescribir como:

Ecuacion de observaciones

log(Yt) a+(1—a)R 14+ (1—«a)S %
log(Ls) | = R S [ Zt
log(Ct) x — asR 1—asS g
Ecuacion de Estado
Kt+1 [ P Q Ki 0
R = ~ + (Ut.
Zt+1 0 Y Zt 1

§3.3. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un conjunto de ecuaciones matematicas que proveen una

solucion recursiva eficiente del método de minimos cuadrados. Esta solucién per-

mite calcular un estimador lineal, insesgado y 6ptimo del estado de un proceso en

cada momento del tiempo con base en la informacién disponible en el momento

t — 1, y actualizar, con la informacién adicional disponible en el momento t, dichas

estimaciones. Este filtro es el principal algoritmo para estimar sistemas dindmicos

especificados en la forma de espacio-estado, los cuales tienen muchas aplicaciones

econométricas de interés [7].
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La representacion espacio- estado es esencialmente una notacién conveniente pa-
ra la estimacién de modelos estocasticos donde se asumen errores en la medicién del
sistema, lo que permite abordar el manejo de un amplio rango de modelos de series
de tiempo. Entre los usos particulares se encuentra el modelado de componentes no
observables y pardmetros que cambian en el tiempo, asi como la representacién de
modelos por maxima verosimilitud. El procedimiento de estimacién del filtro es el
siguiente: el modelo es formulado en su forma espacio- estado y para un conjunto
inicial de parametros dados, los errores de prediccién del modelo son generados por
el filtro, estos son utilizados para evaluar recursivamente la funcién de verosimilitud
hasta maximizarla. La derivacién del Filtro de Kalman se desarroll6 en el contexto
de modelos espacio- estado, en donde el ntcleo es la estimacién por medio de mini-

mos cuadrados recursivos.

Para un modelo lineal dindmico se considera la siguiente ecuacién, llamada ecua-

cién de estado:

Xy = Pxi_1 + wy, (3.66)

donde ® es una matriz de orden p x p llamada matriz de transicién de estados y w;
de p x 1 es el vector de ruido asociado al modelo del sistema, son independientes e
idénticamente distribuidos como vectores normales con media cero y matriz de co-

varianza Q.

En el comienzo del proceso se considera el vector normal x¢ que tiene media p

y matriz de covarianza ) ;, de dimensién p x p.

Como no es posible observar el vector estado x; directamente, entonces mediante
lo que llamaremos la ecuacién de observaciones podemos representar mediante una
funcién lineal la informacién de la variable de estado més un cierto ruido, por lo se

sigue:

Yy = Atxt —+ vy, (367)
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donde A; es una matriz de observacion o medida de dimensién q X p y v; es el rui-
do aditivo de la observacién y es asumido como blanco o gaussiano con matriz de

covarianza R de dimensién g X g.

En la préctica el objetivo del andlisis que involucre el modelo espacio- estado
como se defini6 en (3.66) y (3.67) serd generar estimadores para los vectores no ob-
servados xt, dada la data Ys = v, ..., ys a tiempo s. Este tiempo nos lleva a considerar

tres tipos de clasificaciones del problema:

» Cuando s < t, el problema es llamado de Pronéstico o Prediccién.
» Cuando s = t, el problema es llamado Filtrado,

» Cuando s > t, el problema es denominado Suavizado.

Para desarrollar la teorfa pertinente a los Filtros consideraremos las siguientes

definiciones:

x5 = E(x:|Ys) (3.68)

Ptsl,fz = E(xy, — xil)(xfz - xiz)/- (3.69)

Cuando t; = t, = t y asumimos el proceso como gaussiano, (3.69) se convierte
en:

Ptslrtz = E{(xtl - xil)(th - x?z)/|YS}' (3.70)

El filtro de Kalman genera las ecuaciones de filtro y prediccién, el nombre de

filtro se deriva de que x! es un filtro lineal de las observaciones 11, ..., V;, esto es
q t 1

t
t
X = Z Bs]/s/
s=1

para matrices Bs de dimension p x g elegidas adecuadamente.
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Una ventaja del filtro es que se especifica como actualizar los estados de xij

hasta x!, a partir de la observacién y; sin tener que procesar todo el conjunto de

datos y1, ..., .

§3.3.1. Propiedades: Filtro de Kalman

Para el modelo lineal dindmico en forma espacio- estado dado por las siguientes
ecuaciones,

xp = Pxp_q + wy, yr = Axt + vy,

donde Yesde p x ry I esdeq x r, con condiciones iniciales x) = po y P = X, para

t=1,...,n,se tiene que:

A = oxd T+ Yy, (3.71)
-t = P~ +Q, (3.72)
con
xb =T Ky — AxtT - Tuy), (3.73)
P! = [I - KA P!, (3.74)
donde,
Ky = PITLA AP YA 4+ R (3.75)

es llamado ganancia de Kalman. La prediccion para t > n, se logrado via (3.73) y

(3.74) con condiciones iniciales x}; y Py}

Demostracion:

De las desviaciones de (3.72) y (3.73) y realizando algunos calculos, se tiene
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X7t = E(x¢| Y1)
= E(CIDxt_l + Yu; + wt|Yt_1)
= CI)XE:% + Yut.

Por otro lado;

P = E{(n - -2
= E{[®@(x;_1 — xI7]) + w] [®(xs-1 — xI 1) +wi]'}
= P ®' +Q.

Para obtener la ecuacién (3.73), primero se definen las innovaciones como:

er =y —Ei|Yic1) = yr — Aix; ! — Ty, (3.76)

parat =1,..,n. Note que, E(e;) = 0.

Ademads de las definiciones y propiedades de la covarianza, y de la observacion:

Y =4 Var(e;) = Var[As(x; — x71) + 0] = APIT1AL + R, (3.77)

donde E(e;yl) paras < t.

Ya que la sucesién de innovaciones es un proceso Gaussiano, entonces las inno-
vaciones son independientes de las observaciones pasadas. Més aun, la covarianza

condicional entre x; y €; dado Y;_1, es:

Cov(x, e|Yi_1) = Cov(xy,yr — Axt™1 —Tuy|Y;_1)
= Cov(xx!™ Ly — At —Tuy|Y; 4
= Cov[xix!™, A(xp — 2171 4+ 0]
= PpI1A] (3.78)

Usando estos resultados se tiene que la distribucién condicional conjunta de x; y

€; dado Y;_71 es normal;
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X ~ N(u,0?),
Xt
€t .

[ V(x| Yii1) C(xe]Yi1)
Cle)Yi-1 V(er)|Yi1

con

Ademas con,
E(x¢|Y;—
Xt Y, 4 ~N (xt]Yi-1)
€t E(€t)|Yt_1

se tiene que:
t—1
X x
)i ~N( |
€t 0

) . (3.79)
) . (3.80)

R

7

APy
Por otra parte,
xb = E(xt|y1, o yi-1,y0) = E(xe|Yi_1, &) = xI 71+ Keey, (3.81)
de donde,
Ki =PI rAE = Pt AL (AP TAL + R) L (3.82)

La evolucién de P/ es facilmente calculada de (3.82) como

P! = cov(x|Y;_1,e) = P — Pt AIR LA P

§3.4. Estimacion de Maxima Verosimilitud

El estimador de los pardmetros especificados en el modelo espacio-estado, (3.66)
y (3.67), esta absolutamente implicado. Sea ® = {p, %, P, Q,R,Y, T} el vector de
pardmetros que contiene los elementos de la media inicial y la covarianza g y X, la

matriz de transicién @, y las matrices de estado y observacion Q y R y las matrices
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de coeficientes de entrada, Y y I', usaremos la méxima verosimilitud bajo la supo-
sicién de que el estado inicial es normal, xo ~ N(po, L), y los errores wy, ..., wy, y
vy, ..., Uy SON vectores variables conjuntamente normal y no correlacionados. Asumi-

remos, por simplicidad que, {w;} y {v:} son no correlacionado.

La verosimilitud es calculada usando las innovaciones €1, €, ..., €,;, definidos por
(3.78),

t—1
€t =Yt — Atxt — I“ut.

La forma de actualizar la funcién de verosimilitud es obtenido usando un argu-
mento similar, los procesos para notar las innovaciones son vectores aleatorios Gaus-
sianos independientes con media cero y, como demostramos en (3.77), la matriz de

covarianza

Y, = APFTAD + R (3.83)
t t

Por lo tanto, ignorando la constante, podemos escribir la verosimilitud, Ly (®),

como

CInLy(@) = 2 Y Iogl=i (@) + £ Y e(@)m(0) (@), (3:84)
2 t=1 2 t=1

donde se destaca la independencia de las innovaciones sobre los pardmetros ©. Por
supuesto, (3.84) es altamente no lineal y una funcién complicada de los parametros
desconocidos. El procedimiento usual es un xy fijo y entonces se convierte en un
conjunto de recursiones para la funcién de log verosimilitud y sus primeras dos de-

rivadas.
Note que en las ecuacién espacio-estado se supone que:

Wi ~ N(O, Wt) Yy Vi ~ N(O,Vt)

La funcién del Filtro de Kalman permite recursivamente construir un prondsti-

co lineal de y;, llamado y;; 1, basado en las observaciones anteriores. Ademads, esto
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implica que la diferencia de y; y su prediccion y,;_; se distribuye normalmente con

media cero y varianza Q;. La salida del filtro de Kalman puede ser usado para cal-

cular la funcién de verosimilitud dada por:

— oYy, —
L(yT|y) =17, _(yt Yij—1)'Qr (v yt|t—1)}’

1
Jeoma !’ { 2

y la log-verosimilitud esta dada por:

. nT 1 1 A
InL(y"[y) = —71”(2”) ) Zl”|Qt(’Y)| ) Zet(’Y)Qt (7)er(y)
t=1 t=1

donde, por (52),

et =Yt — Y1 = Yt — BE(ODs1) —d
= Kb +di+ v — FtE(9t|Dt_1) —d;
= F(6: — E(6¢|Dy_1)) + .

§3.4.1. Funcién de Verosimilitud asociada al Modelo
La verosimilitud para el modelo basico de crecimiento, queda como:
T

3T 1< 1&g
logL = —=-log(27) — 5 Y log|Q] — 5 Y eiQ; e
=1 =1

donde,
et =Yt = Yyt—1 = Yt — FE(0¢|Ds1),

Qi = E(ete}) = FVar(6:|D;_1)F + V4,

(3.85)

(3.86)

(3.87)
(3.88)

(3.89)

(3.90)

er representa el error de prediccion y Q¢ es su matriz del error cuadratico medio.

El procedimiento usual para lograr nuestro objetivo es fijar un x( y entonces desa-

rrollar un conjunto de recursiones para la funcién de verosimilitud y su primera y
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segunda derivada. Entonces con un algoritmo de SPSA que puede ser usado suce-
sivamente para actualizar los valores de los pardmetros hasta lograr minimizar la

verosimilitud negativa.

§3.5. Algoritmo Metropolis-Hasting

El algoritmo Metropolis- Hasting es un poderoso método de Cadenas de Markov,
este algoritmo propone una distribucién g(x,y) que sea facil de muestrear, donde
[ q(x,y)dy = 1; es decir, g(x,y) es una funcién de densidad de probabilidad. Esta
distribucién se conoce como probabilidad de transicién; es decir, la probabilidad de
moverse de x a y. Cuando un proceso esta en el punto x la densidad genera un valor

ydeq(x,y). Ahora:

Siq(x,y), satisface la siguiente condicién, llamada condicién de reversibilidad:

nt(x)q(x,y) = n(y)q(y, x), (3.91)

se finaliza la busqueda.

Lo maés frecuente es que el caso anterior no ocurra, y por tanto para algtn x, y,

mt(x)q(x,y) > 7 (y)q(y, x). (3.92)

En este caso, se dice que el proceso se mueve de x a y con mds frecuencia que
de y a x. Un camino conveniente es reducir el niimero de movimientos de x a y

introduciendo una probabilidad:

a(x,y) <1, (3.93)

llamada probabilidad de movimiento o de transicién; es decir, la probabilidad de
que el movimiento se realice. Si éste movimiento no se realiza entonces el proceso
retorna x como un valor de la distribucién. Entonces la transicién de x a y (x # y) es

realizada de acuerdo:

Pun(x,y) = q(xy)a(xy), x#y, (3.94)
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donde a(x,y) es determinada. Considerando de nuevo (3.94), se tiene que el movi-
miento de y a x no ocurre muy a menudo. Por lo tanto, se debe definir a(x,y) tan
grande como sea posible, debido a que es una probabilidad, su limite superior es 1.
Ahora, la probabilidad de movimiento «(x,y) es determinada requiriendo que Py

satisfaga la condicién de reversibilidad, porque entonces:

m(x)q(xyalxy) = w4y, x)aly, x) (3.95)
= 7(y)q(y, x), (3.96)

lo que implica:
a(x,y) = % (3.97)

es decir, la transicion Pyy satisface la condicién de reversibilidad. Si la desigualdad
se invierte entonces se coloca a(y,x) = 1y se halla a(y, x) de la misma manera. De
ésta forma, se ha probado que para ser reversible la transicién Pyy, la probabilidad

de movimiento debe ser:

- r(y)q(y,x) ) '
a(x,y) = { mm[ﬂ(x)q(x,y)’l]' Si m(x)q(x,y) >0;

1, En cualquier otro caso.

El algoritmo genera una cadena {7;}M de 71;(v|y”) de la siguiente manera:

Paso 1. Se maximizar L(6|Y) + Inp(6), donde p(8) es la densidad a priori y L(6]Y)

es la funcién de verosimilitud. Denota la moda a posteriori por 8

Paso 2. Sea X la inversa de la matriz Hessiana calculada por la moda a posteriori de
theta.

Paso 3. Se toma 6 de N (9, c3%) o directamente especificando un valor inicial.

Paso 4. Para s = 1,...,n, tomar ¢ desde la distribucién propuesta N(6;_1,c?%). Si la
actualizacion de 0;_1 es aceptada (6; = 9) con probabilidad min{1,r(6s_1,9|Y)}
y en cualquier otro caso se rechaza (6s = 0;_1). Aqui

L(8[Y)p(8)

r(0s-1,0]Y) = L(6s_1]Y)p(6s_1)
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Paso 5. Aproximar el valor esperado del postirio de la funcién k() por = Y7, h(6s).

Realizando una modificaciéon en el paso 4 del algoritmo anterior, de tal forma
que realice una actualizacion considerando la direccién dada por el algoritmo de
SPSA descrito en el capitulo 2. Este algoritmo lo denominaremos MH-SPSA y tiene

la siguiente estructura:

Paso 1. Se maximizar L(6|Y) + Inp(6), donde p(6) es la densidad a priori y L(6]Y)

es la funcién de verosimilitud. Denota la moda a posteriori por ]

Paso 2. Sea X la inversa de la matriz Hessiana calculada por la moda a posteriori de
theta.

Paso 3. Se toma 6y como el valor inicial arbitrario.

Paso 4. Paras = 1,...,n, tomar ¢ desde,
O =01 +as_1Hs18s-1(9i-1),

donde 45 es una sucesién de constantes positivas tal que, 0 <} 0> = A < co.
Sila actualizacién de 6;_1 es aceptada (6s = ¢) con probabilidad min{1,r(6s_1,9|Y)}
y en cualquier otro caso se rechaza (6; = 0;_1).

Aqui
L(8]Y)p(9)

(0s—11Y)p(0s-1)

Paso 5. Aproximar el valor esperado del postirio de la funcién k() por 2 Y7, h(6s).

1’(95_1, 19|Y) = I

La dificultad en resolver este algoritmo radica en que no se conoce con precision
la funcién, puesto que esta contaminada con ruido. Asi, la cadena generada por el al-
goritmo es construida explotando la estructura especial del problema y no es posible
establecer un criterio de convergencia de forma analitica[1]. El camino seria construir
una Cadena de Markov irredicible, no periédica tal que su distribucién de probabi-
lidad invariante sea méxima en y*, dicha convergencia de la cadena generada por el

algoritmo no se ha logrado demostrar.
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CAPITULO 4
RESULTADOS NUMERICOS

Dado el modelo bésico de crecimiento estocastico cuyas especificaciones fueron
dadas en el Capitulo 3, para poder realizar inferencia Bayessiana se deben especificar

las distribuciones a priori para los pardmetros del modelo, los cuales vienen dados

por:

Y= {91 o, X,7T, 5/ ﬁl O¢, 01,02, 0-3}'

Por lo tanto, la previa del modelo considerando independencia entre los pardme-

tros es:

7-[(')/) — 7T(9:P10‘zT:51ﬁ1051(71,(72103) (41)
o 7(0)7t(p)7e(a) () ()t (B)r(oe)7t(or)t(oz) e (0s). (4.2)

Es claro que se realizara una estimacién de la funcién de verosimilitud a partir
de la construccién de la forma espacio-estado del modelo, la cual esta caracterizada

mediante la siguiente expresion:

T

3T 1& 14,
log(L) = —Tlog(Zn) -3 Y log|Qf| — 5 Y eiQ; ter, (4.3)
t=i =1

donde ¢; representa el error de predicciéon y Q; es su matriz de error cuadratico me-
dio.

Se busca realizar la incorporacién de la funcién de verosimilitud en un algorit-

mo de estimacion bayessiana. Esto debido a que la aproximacién Bayessiana es una

herramienta principal para determinar la distribucién a posteriori de los pardmetros
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dada la data. La densidad a posteriori es proporcional a los tiempos de la verosimili-
tud de la priori. Por lo tanto, necesitamos estimar priori sobre los pardmetros, 7t(7y)

y evaluar en la funcién de verosimilitud.

Estos pardmetros son evaluados en la funcién de verosimilitud, considerando
que se tiene un modelo de aproximacién lineal. Usaremos el algoritmo de Metropolis-
Hasting para aproximar sobre la verosimilitud. Este algoritmo nos proporciona una

cadena {;}M,, la cual converge a *.

Daremos un soporte a priori para los 10 pardmetros, sujeto a algunas restriccio-
nes de borde para hacer los priori apropiadas, esto no es mas que considerar previas
suaves para los pardmetros sujetos solamente a algunas restricciones para garantizar
que las priori sean propias. Esta eleccién es motivada por dos consideraciones. Pri-
mero, puesto que vamos a estimar nuestro modelo usando data “artificial’generado
por algtn valor de 7*, no queremos basar nuestros resultados en cualquier alterna-
tiva por nuestra eleccién de priori. Segundo, con el plano de priori, la posteriori es
proporcional a la funcién de verosimilitud (excepto para una cantidad pequefia de
el soporte de las cotas de las priori). Como una consecuencia, nuestro experimento
puede ser interpretado como un ejercicio clasico, en el cual la funcién de verosimili-

tud es la estimaciéon del maxima verosimilitud.

§4.1. Parametros del Modelo Macroeconémico

La interpretacion de los pardametros desde el punto de vista econémico es el si-
guiente, el pardmetro de mano de obra gubernamental, 6, sigue una distribucién
uniforme entre 0 y 1. Esta restriccién impuesta es solo para una utilidad marginal
positiva de ocio. La persistencia del shock tecnoldgico, p, también sigue una distri-
bucién uniforme entre 0 y 1, esta regién implica una distribucién estacionaria de las
variables del modelo con una cota inferior sobre la no persistencia. El pardametro T
sigue una distribucién uniforme entre 0 y 100. Esta eleccién abarca todo el rango de

los estimadores empiricos de los pardmetros y solamente toma en cuenta los riesgos
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afectos y los riesgos no afectos que podrian predecir diferencias en las tasas de in-
terés de grandes magnitudes que se pueden observar. La priori para el pardmetro
tecnoldgico, &, es uniforme entre 0 y 1, esto incluye todos los valores para los cua-
les la productividad marginal de capital y el trabajo son positivas. La priori sobre
los rangos de la tasa de depreciacién, J esta en un rango entre 0 y 0.05, cubriendo
todas las estimaciones de la contabilidad nacional de la depreciacién trimestral. El
factor de descuento, , se permite variar entre 0.75 y 1, implicando que la tasa de
interés anual del estado es estable y esta entre 0 y 316 %. La desviacién estdndar
de las innovaciones de productividad, o, sigue una distribucién uniforme entre 0 y
0.1, una cota de 15 veces maés alto que las estimaciones usuales. También elegimos
este anterior para tres desviaciones estdndar de los errores de la media de la ecua-
cién de observacion. En la siguiente tabla se muestran las cotas de cada uno de estos

parametros.

Pardmetros Distribucion Hiperpardmetros

0 Uniforme 0,1
1Y Uniforme 0,1
T Uniforme 0,100
I Uniforme 0,1

) Uniforme 0,0.05
B Uniforme 0,0.75
O¢ Uniforme 0,0.1
o] Uniforme 0,0.1
o) Uniforme 0,0.1
03 Uniforme 0,0.1

Las estimaciones fueron realizadas con el algoritmo MH-SPSA descrito en el ca-
pitulo 3; que genera una sucesién y lo que perseguimos es determinar un contraste

entre el algoritmo Metropolis- Hasting y el algoritmo propuesto.
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§4.2. Data para la experimentacién

§4.2.1. Experimentaciones con Data Calibrada

Se realizaron estimaciones sobre las observaciones desde el modelo y usaremos
estas como data para la estimacién. Generaremos data con dos calibraciones dife-
rentes. Primero, tomaremos el experimento lo mas realista posible, presentaremos
calibracién del patrén de prueba del modelo. El factor de descuento p = 0,9896 con-
sidera una tasa de interés anual de 4,27 %. El riesgo de error T = 2 es una eleccién
comun en la literatura. 6 = 0,357 se aproxima mucho a la oferta de mano de obra.
Reproducimos la parte de trabajo de la renta nacional con &« = 0,4. La tasa de depre-
ciacién § = 0,02 fija la investigacion sobre el cociente de salida p = 0,95 y o = 0,007.
Con respecto a la desviacion estdndar de los errores de las mediciones, el conjunto
de ellos es igual 0,01 % de el valor de la salidas del estado estable, 0,35 % de el estado
estable del valor de horas y 0,2 %, de el valor del estado estacionario basado en nues-

tras priori con respecto a la importancia relativa de las mediciones de los errores.

La segunda calibracién, la cual llamaremos extrema, sigue los mismos pardme-
tros que la data descrita anteriormente, salvo que en este caso consideraremos T =
50, esto implica un error relativo de 24.5, ademas el parametro o, = 0,035. Este error
y la variacién de riesgo elevado introducen una ausencia de linealidad fuerte a la

economia [10].

Después de hacer distintas simulaciones para tamafios de muestras diferentes y
tomando valores iniciales apropiados, con el objetivo de dejar que sean los datos los
que determinen el comportamiento del modelo y no las priori. Realizamos experi-
mentacion con la data simulada para cada una de las calibraciones antes descritas,
aplicamos las priori y evaluamos los algorimos para la funcién de verosimilitud.
En el algoritmo de MH-SPSA se obtuvo la mejor estimacién para 10000 iteraciones,
mientras que para el algoritmo de Metropolis- Hasting se realizaron 50000 estima-
ciones. Dadas estas especificaciones obtuvimos los siguientes resultados, los cuales
podemos resumir a continuacién, ademds que estos resultados seran comparados

con los obtenido por Rubio en [10].
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Estimador a posteriori
MH-SPSA Metropolis Rubio
Parametro | Media Std | Media Std Media Std
0 0.3760 | 0.0167 | 0.4481 | 0.0015 0.374 0.06x1073
0 0.9086 | 0.0060 | 0.9001 | 1.02x10~* 0.914 0.24x1073
T 401 |0.0026 | 3.5998 | 1.47x10~4 3.536 1.17x1073
Q 0.4167 | 0.0093 | 0.3898 | 2.65x10~4 0.443 0.08x1073
) 0.0484 | 0.0042 | 0.0220 | 0.0017 0.030 0.02x1073
B 0.9530 | 0.0018 | 0.9483 | 9.54x10~* 0.978 0.03x1073
0% 0.0298 | 0.0041 | 0.0075 | 0.0010 0.011 0.36x10%
o1 0.0397 | 0.0054 | 0.0035 | 0.0015 | 1.86x10~* | 4.64x107
o 0.0702 | 0.0087 | 0.0132 | 0.0059 |5.55x10~% | 2.01x10°°
03 0.0022 | 0.0034 | 0.0149 | 0.0069 |2.42x1073 | 1.75%x10°°

TABLA 4.1: Estimaciones: MH-SPSA versus Metropolis- Hasting con la Data Calibra-
dal

En las Tabla 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran los resultados obtenidos al realizar los
experimentos con la data calibrada 1, data calibrada 2 y data real respectivamente.
En estas tablas se realiza un andlisis comparativo entre el algoritmo de Metropolis-
Hasting y el algoritmo de MH-SPSA, donde se determina la media y desviacién
estdndar (std). Se puede apreciar en estos resultados que las estimaciénes realizadas
con MH-SPSA son los que mds se aproximan a los resultados obtenidos por Rubio
en [10].

En la Figura 4.1 y Figura 4.2 se pueden apreciar los graficos de los 10 pardmetros
observados para las estimaciones realizadas con Data Calibrada 1. En estas gréficas
lo que se busca es apreciar un patrén de convergencia para cada parametro estimado

y que esto indique la convergencia que no es facil de determinar de forma analitica .

Para el caso de los resultados de las estimaciones obtenidas usando la data ca-
librada 2 o data extrema como también es llamada, podemos observar las estima-
ciones resumidas en las Figuras 4.3 y 4.4. En estos casos es importante destacar que
como nos referimos a la data considerada como extrema la convergencia es mas difi-

cil de observar. Por ultimo, consideramos los graficos obtenido con las estimaciones
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Estimador a posteriori
MH-SPSA Metropolis Rubio
Parametro | Media | Std | Media Std Media Std
0 0.3706 | 0.0183 | 0.4480 | 0.0015 0.337 0.06x10~3
Y 0.8919 | 0.0021 | 0.8998 | 1.72x10~* 0.894 0.19x1073
T 60.0062 | 0.0012 | 60.00 | 6.57x10> 67.70 0.10x10~!
o 0.4068 | 0.0067 | 0.3898 | 9.28x10~° 0.346 0.04x1073
) 0.0315 | 0.0016 | 0.0220 | 0.0017 0.010 0.02x10~4
B 0.9514 | 0.0014 | 0.9482 | 0.0012 0.996 0.08x10~4
0% 0.0319 | 0.0042 | 0.0073 | 7.27x10~* | 3.61x1072 | 0.09x10~4
o8] 0.0154 | 0.0075 | 0.0075 | 0.0035 | 1.72x10~* | 0.05x107°
0p) 0.0794 | 0.0092 | 0.0153 | 0.0069 | 9.08x10~* | 0.03x10°
03 0.0025 | 0.0054 | 0.0111 0.0046 | 2.64x1073 | 0.04x107°

TABLA 4.2: Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada 2
caso extrema

de la Data Real, se puede observar un mejor patron de convergencia.

Otro caracteristica que podemos apreciar y no menos importante ya que confor-
ma una informacién vital, es el nimero de evaluaciones que se realizan sobre la fun-
cién de verosimilitud. En el caso del algoritmo MH-SPSA, este realiza més evalua-
ciones la funcién, 50001, mientras Metropolis- Hasting, realiza 50000 evaluaciones,
considerando que con el método de MH-SPSA se realizaron 10000 iteraciones mien-
tras que con Metropolis- Hasting se realizaron 50001. Este incremento en el niimero
de iteraciones el algoritmo de Metropolis Hasting es motivado a que el algoritmo

tarda mds en arrojar buenos resultado para la estimacién[10].

En el caso de las estimaciones relizadas por Jestis Ferndndez Villaverde and Juan
F. Rubio Ramirez [10], para el algoritmo alli propuesto lograra resultados satisfacto-
rios al realizar 60.000 iteraciones, lo cual constituye una desventaja al momento de
la implementacién. Podemos resaltar que el algoritmo MH-SPSA reduce significati-

vamente el nimero de iteraciones.
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| Estimador a posteriori

MH-SPSA Metropolis Rubio
Parametro | Media Std | Media Std Media Std
0 0.4752 | 0.0042 | 0.4522 | 0.0017 0.423 x1073
0 0.8620 | 0.0070 | 0.8499 | 1.20x 10 * 0.941 0.27x1073
T 1.6244 | 0.0046 | 1.6002 | 1.83x10* 1.965 0.12x102
Q 0.4895 | 0.0042 | 0.4997 | 1.80x10~* 0.412 0.37x104
) 0.0488 | 0.0054 | 0.0173 | 0.0018 0.019 0.79x107°
B 0.8950 | 0.0086 | 0.8509 | 7.76x10~* 0.973 0.43%x107°
0% 0.0527 | 0.0064 | 0.0108 | 0.0021 0.009 0.43x107°
o1 0.0578 | 0.0068 | 0.0109 | 0.0055 | 0.11x1073 | 0.18x10°°
o 0.0521 | 0.0063 | 0.0138 | 0.0062 | 0.83x1072 | 0.34x10°>
03 0.0481 | 0.0075 | 0.0111 | 0.0051 | 0.26x107°> | 0.18x10~*

TABLA 4.3: Estimaciones: MH-SPSA versus Metropolis- Hasting considerando data
real

§4.2.2. Experimentaciones con la data real

Ahora estimaremos el modelo neoclésico de macroeconomia con data trimestral.
Usaremos salidas verdaderas por capital, las horas de trabajo medias e inversién fija
gruesa por capital a partir de 1964 : Q1 a 2003 : Q1. Primero se remueve la tendencia
desde la data usando un filtro. De esta manera, no necesitamos modelar explicita-

mente la presencia de una tendencia y de sus cambios posibles.

Es dificil documentar si las diferencias en las estimaciones del punto que se en-
cuentran resumidos en la Tabla 4.3 son grandes o pequefios. Una posible respuesta
se basa en el impacto de las diversas estimaciones en los momentos generados por
el modelo. Los macroeconomistas utilizan a menudo estos momentos para evaluar

la capacidad del modelo de explicar los datos.

Podemos destacar que dado los resultado obtenidos, el algoritmo MH-SPSA es el
que nos provee de un mejor aproximacién. Una de las razones de las diferencias en-
tre los algoritmos, es que un factor de descuento maés bajo, induce una acumulacién

mas alta de capital.
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Estimaciones con MH-SPSA
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FIGURA 4.1: Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada
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Estimaciones con MH-SPSA Estimaciones con Metropolis- Hasting
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FIGURA 4.2: Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada
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Estimaciones con MH-SPSA Estimaciones con Metropolis- Hasting
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FIGURA 4.3: Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting con la Data Calibrada
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Estimaciones con MH-SPSA Estimaciones con Metropolis- Hasting
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Estimaciones con MH-SPSA Estimaciones con Metropolis- Hasting
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FIGURA 4.5: Estimaciones: MH-SPSA vs Metropolis- Hasting considerando Data
Real
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Estimaciones con MH-SPSA
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CONCLUSIONES

De las experimentaciones realizadas podemos destacar lo siguientes:

= Las estimaciones realizadas con Metropolis- Hasting y MH-SPSA se verifico

que MH-SPSA evidencia mas eficiencia.

» El algoritmo de MH-SPSA requiere menos iteraciones para llegar a mejores

estimaciones.

= El algoritmo de MH-SPSA requiere menos evaluaciones de la funcién de ve-
rosimilitud. El algoritmo de Metropolis- Hasting realiza casi el doble de las

evaluaciones de la funcion.

= Mediante los graficos de los pardmetros estimados podemos apreciar el com-

portamiento de la convergencia del método.

Es importantte destacar que la teoria de convergencia para el algoritmo MH-
SPSA analiticamente no ha sido demostrado, esto debido a la complejidad que existe
en las distribuciones, es por ello que en este trabajo s6lo logramos revisar con experi-
mentacines la convergencia de forma grafica y con la informacién que nos proporcio-
nan las estimaciones realizados. Queda para futuras investigaciones el lograr probar

convergencia para este tipo de algoritmos.
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