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Resumen

Usando las técnicas clásicas de Hardy-Vitali, en este trabajo se introduce la clase
de funciones de varias variables con Φ-variación acotada en el sentido de Riesz. Pre-
sentamos algunas de las principales propiedades de ésta clase; entre ellas, mostramos
que esta clase es un espacio normado. Demostramos además que si el operador de
composición (Nemitskij) env́ıa un subconjunto del espacio de Φ-variación acotada,
en el sentido de Riesz, dentro de otro espacio del mismo tipo, y si este es uniforme-
mente continuo, entonces la función generadora del operador es una función af́ın en
la variable funcional.
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Introducción

El interés generado por la noción de funciones de variación acotada en el sentido
de Jordan en [15], ha conducido a algunas generalizaciones del concepto, principal-
mente dirigidas a la búsqueda de una clase más amplia de funciones cuyos elementos
tengan series de Fourier puntualmente convergente. Como en el caso clásico, estas
generalizaciones han encontrado muchas aplicaciones en el estudio de ciertas ecua-
ciones diferenciales e integrales (véase, [5]).

Durante los años (1905-1906), desde el punto de vista espacial, E. G. Vitali ([30])
y G. H. Hardy ([13]), extienden la noción de variación acotada a funciones definidas
sobre el plano. Existen otras formas de extender al plano la noción de variación
acotada, entre las cuales tenemos las de: Fréchet, Hardy-Krause, Arzelà, Pierpont,
Tonelli, Hahn. C.R. Adams y J.A. Clarkson (ver en [11] y [12]) demuestran algunas
propiedades importantes de las clases de funciones con variación acotada en estos
sentidos y las relaciones entre ellas, las cuales han permitido otros trabajos referente
a la noción de variación de Hardy-Vitali. En el año 2002, V.V. Chistyakov (ver
en [7]) retomó el estudio de esta clase de funciones, demostrando un teorema de
representación para la clase de funciones definidas en un rectángulo y con variación
acotada en el sentido de Hardy–Vitali, además que es posible dotar a esta clase
de funciones de una estructura de Álgebra de Banach. En el 2009, W. Aziz en [2]
introduce la noción de ϕ–variación acotada en el sentido de Riesz para el caso de
funciones definidas en un rectángulo de R2 a valores reales y generalizan resultado
de Chistyakov. Para el año 2010 M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes en [4]
presentan la noción dada por Aziz pero a funciones con valores en un semigrupo
métrico.

Basados en [2] y [4], en este trabajo extendemos la noción de de función de aco-
tada Φ-variación en el sentido de Riesz, para funciones de varias variables reales que
toman valores en un espacio vectorial métrico, dándole a este espacio de funciones
una estructura de espacio normado.

En problemas de control, relacionados con la existencia y/o expansión de solu-
ciones de ecuaciones funcionales, integrales o diferenciales, aparece naturalmente el
denominado operador de Composición (no lineal) o Nemytskij. Las ecuaciones que
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modelan dichos problemas pueden expresarse como una ecuación de la forma

Tf = g

con T un operador no lineal actuando sobre un cierto espacio de funciones.
El operador T adopta en muchas ocaciones la forma

T = I + k ◦ F,

donde I es el operador identidad, k algún operador lineal y F el operador de Com-
posición (no lineal) o Nemytskij, generado por una función h.

Al estudiar dichos problemas es necesario, en primer lugar, constatar el buen
comportamiento del operador de Nemytskij en el espacio donde se plantea la ecuación
en cuestión.

Este operador de composición (no lineal) juega un papel central en varios cam-
pos matemáticos, por ejemplo, en la teoŕıa de las ecuaciones integrales no lineales
y ha sido estudiado a fondo. Quizás el problema más importante sobre la teoŕıa de
los operadores de composición, es establecer condiciones necesarias y suficientes que
garanticen que este operador asigna un espacio de función dada en śı mismo. Estas
condiciones se denominan condiciones de actuación (por ejemplo, dimensionalidad
(no lineal), continuidad, las condiciones locales o globales de Lipschitz, etc.). Re-
ferimos al lector al célebre libro [1], por J. Appell y P. P. Zabrejko, en el cual se
exponen los hechos básicos y resultados relativos a los operadores de composición.

En este trabajo se da el siguiente resultado basado en el trabajo [18] sobre ope-
radores de composición: si el operador de composición (Nemitskij) env́ıa un sub-
conjunto del espacio de Φ-variación acotada, en el sentido de Riesz, dentro de otro
espacio del mismo tipo, y si este es uniformemente continuo, entonces la función
generadora del operador es una función af́ın en la variable funcional.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos algunas nociones de variación acotada las cuales
fueron dando lugar a la noción de funciones de variación acotada en el sentido
de Riesz sobre intervalos de la recta y sobre rectángulos en R2, aśı como algunos
resultados básicos de esta noción central del trabajo.

1.1. Variación acotada en una variable

1.1.1. En el sentido de Jordan

En el año 1881, C. Jordan introduce en [15] el concepto de función de varia-
ción acotada en un intervalo [a, b], como aquellas funciones u : [a, b]→ R, tales
que el número

V (u, [a, b]) := sup
Π

m∑
i=1

| u(ti)− u(ti−1) |,

es finito, donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones
Π : a = t0 < t1 < · · · < tm = b del intervalo [a, b].

Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y la misma posee una estructura
de álgebra (ver [17]) y de espacio normado con la norma

‖u‖BV [a, b] = ‖u‖BV := |u(a)|+ V (u, [a, b]), u ∈ BV ([a, b]).

Además el espacio BV [a, b] es completo con esta norma y un álgebra de Banach,
hecho demostrado en [23].

1.1.2. En el sentido de Wiener

En 1924, N. Wiener en [31], introduce la clase de funciones reales de una
variable real de p-variación acotada, como aquellas funciones
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1.1 Variación acotada en una variable 9

f : [a, b]→ R tales que el número

V W(f, [a, b]) = sup
ξ

m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones
ξ de [a, b] que tienen la forma ξ : a = t0 < t1 < · · · < tm = b.

1.1.3. En el sentido de Young

L. C. Young, en el año 1937 (ver [28]), generaliza la noción dada por Wiener al
caso de funciones de ϕ-variación acotada en el intervalo [a, b], en donde ϕ es una
ϕ-función la cual se define a continuación.

Una ϕ-función, [8], es una función Φ : [0,+∞) → [0,+∞) continua, convexa,
estrictamente creciente que satisface

Φ(0) = 0,

Φ(t) > 0 para t > 0,

ĺım
t→+∞

Φ(t) = +∞,

Una propiedad importante de las ϕ funciones es la condición, llamada por algunos
autores, condición ∞1: Se dice que la ϕ-función Φ satisface la condición ∞1 si

ĺım
t→∞

Φ(t)

t
=∞.

Cualquier ϕ-función es estrictamente creciente y su inversa es continua. Además

las funciones t 7−→ Φ(t)

t
y t 7−→ tΦ−1

(
1

t

)
son no decrecientes para t > 0. (Ver [6]).

Una ϕ-función Φ satisface la condición ∆2, cerca de infinito, si existen constantes
K > 0 y x0 > 0 de tal forma que

Φ(2x) ≤ KΦ(x) para todo x ≥ x0. (1.1.1)

L. C. Young, (ver [28]), definie la clase de las funciones que tienen ϕ–variación
acotada en el sentido de Wiener, en el intervalo [a, b], como aquellas funciones
u : [a, b]→ R, tales que el número

V W

ϕ (u) = V W

ϕ (u, [a, b]) := sup
Π

m∑
i=1

ϕ
(
| u(ti)− u(ti−1) |

)
,

es finito, donde ϕ es una ϕ–función y el supremo se considera sobre el conjunto de
todas las particiones Π : a = t0 < · · · < tm = b del intervalo [a, b].
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La clase de las funciones u : [a, b]→ R que tienen ϕ–variación finita en el sentido
de Wiener en el intervalo [a, b], se denota por V W

ϕ [a, b]. Esta clase de funciones no
es necesariamente un espacio vectorial ya que, J. Musielak y W. Orlicz en [25]
demustran el siguiente resultado:

Teorema 1.1.1 ([25]). V W
ϕ [a, b] es un espacio vectorial si y sólo si ϕ verifica la

llamada condición ∆2.

1.1.4. En el Sentido de Riesz

Otra clase de variaciones introducidas en el contexto del análisis funcional fue
definida por F. Riesz en 1910, (ver [27]), de la manera siguiente: sean 1 < p < ∞
y u : [a, b] → R una función. Se dice que u tiene p–variación acotada en el
intervalo [a, b] en el sentido de Riesz si el número

V R
p (u) = V R

p (u; [a, b]) := sup
π

m∑
j=1

|u(ti)− u(ti−1)|p

|ti − ti−1|p−1
(1.1.2)

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones
π : a = t0 < t1 < · · · < tm = b del intervalo [a, b].

El número V R
p (u; [a, b]) se denomina p–variación en el sentido de Riesz de

la función u en el intervalo [a, b]. Esta clase de funciones es un espacio vectorial
el cual es denotado por RVp[a, b].

Este espacio posee una estructura de álgebra y también es un espacio de Banach
(ver [27]) con la norma

‖u‖Rp := |u(a)|+
(
V R
p (u)

)1/p

, u ∈ RVp[a, b].

En 1910 F. Riesz (ver [27]) obtuvo la siguiente caracterización del espacio
RVp[a, b].

Lema 1.1.2 (Lema de Representación de Riesz [27]). Sea 1 < p < ∞. Entonces
u ∈ RVp[a, b] si y sólo si u ∈ AC[a, b] y u′ ∈ Lp[a, b]. Además

V R
p (u; [a, b]) =

b∫
a

|u′(t)|pdt = ‖u′‖pLp[a, b].
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Comentarios

1.- En el caso p = 1, el Lema de Riesz no es válido ya que existen funciones de
variación acotada (RV1[a, b] = BV [a, b]) que no son continuas, menos aún, ab-
solutamente continua. Sin embargo, Varberg [29] demostró que, si u ∈ AC[a, b],
entonces

V (u; [a, b]) =

b∫
a

|u′(t)|dt. (1.1.3)

2.- El concepto de p–variación puede generalizarse para funciones u : [a, b]→ X,
donde X es un espacio métrico o normado, cambiando en la expresión (1.1.2) el
numerador por d(u(ti), u(ti−1)) o ‖u(ti)−u(ti−1)‖ según sea el caso. Aunque el
Lema de Representación de Riesz no se habia podido generalizar, es conocido
lo siguiente: si X es un espacio de Banach, tal que toda función u : [a, b]→ X
que tiene variación acotada, posee derivada c.s. en [a, b], entonces para u ∈
RVp([a, b]; X) se tiene que u′ ∈ Lp[a, b] y

V R
p (u; [a, b]) =

b∫
a

‖u′(t)‖pdt.

3.- En todo caso, se demuestra en [23], para 1 ≤ q ≤ p <∞ que

Lip([a, b]; X) ⊆ RVp([a, b]; X) ⊆ RVq([a, b]; X) ⊆ AC([a, b]; X) ⊆ BV ([a, b]; X).

1.1.5. ϕ–variación acotada en el sentido de Riesz

La noción de p–variación acotada presentada por Riesz fue generalizada en 1953
por Medvedev (ver [24]), definiendo una función u : [a, b] → X tiene ϕ–variación
acotada en el intervalo [a, b] en el sentido de Riesz, si el número

V R
ϕ (u) = V R

ϕ (u; [a, b]) := sup
π

m∑
i=1

ϕ

(
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1| (1.1.4)

es finito, donde ϕ es una ϕ–función y el supremo es considerado sobre el conjunto de
todas las particiones π : a = t0 < t1 < · · · < tm = b del intervalo [a, b]. El número
V R
ϕ (u; [a, b]) se denomina ϕ–variación en el sentido de Riesz de la función u en el

intervalo [a, b] y la clase de estas funciones es denotada por V R
ϕ [a, b].

La clase V R
ϕ [a, b] es un espacio vectorial si y sólo si ϕ satisface la condición ∆2.
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La clase V R
ϕ [a, b] es un conjunto simétrico y convexo, luego el espacio generado

por esta clase es〈
V R
ϕ [a, b]

〉
=
{
u : [a, b]→ R

/
∃λ > 0; V R

ϕ (λu) <∞
}
,

y es denotado por RVϕ[a, b] y lo denominaremos espacio de las funciones de ϕ–
variación acotada en el sentido de Riesz.

El subconjunto Λ de RVϕ[a, b] definido por:

Λ =
{
u : [a, b]→ R

/
V R
ϕ (u) < 1

}
es convexo, absorbente y balanceado; y aśı, el funcional de Minkowski asociado a
esta clase es una seminorma. Por tanto, RVϕ[a, b] tiene estructura de espacio de
Banach (ver [26]) con la norma

‖u‖Rϕ := |u(a)|+ ı́nf
{
ε > 0 : V R

ϕ (u/ε) ≤ 1
}
, u ∈ RVϕ[a, b].

Además se tiene las siguientes estimaciones

1. V R
ϕ

(
u/‖u‖Rϕ

)
≤ 1, si ‖u‖Rϕ 6= 0.

2. c > ‖u‖Rϕ si y sólo si V R
ϕ

(
u/c
)
≤ 1.

En 1987, L. Maligranda y W. Orlicz en [17] demuestran que:
Si ϕ es una ϕ–función, entonces V R

ϕ [a, b] ⊆ BV [a, b] y V R
ϕ [a, b] = BV [a, b] si,

y sólo si, ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
<∞.

1.2. Variación acotada en dos variables

Entre 1904-06 G. Vitali y G. Hardy (ver [13, 30]) extienden el concepto fun-
ciones de variación acotada introducido por Jordan para funciones definidas en un
rectángulo Iab = [a1, b1]× [a2, b2] ⊂ R2

Consideremos las siguientes notaciones las cuales están en los trabajos [11, 12,
13, 30] y la usaremos en este trabajo

sean ξ =
{
ti
}m
i=0

y η =
{
sj
}n
j=0

particiones de [a1, b1] y [a2, b2], es decir,

ξ : a1 = to < t1 < · · · < tm−1 < tm = b1

η : a2 = so < s1 < · · · < sn−1 < sn = b2
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Para x2 ∈ [a2, b2] fijo, sea u(·, x2)(t) = u(t, x2) para todo t ∈ [a1, b1].

∆10u(ti, sj) = u(ti, sj)− u(ti−1, sj)

∆01u(ti, sj) = u(ti, sj)− u(ti, sj−1)

∆11u(ti, sj) = u(ti−1, sj−1) + u(ti, sj)− u(ti−1, sj)− u(ti, sj−1)

Utilizando las notaciones anteriores se puede establecer la siguiente definición:

Definición 1.2.1 ([11]). a) Sea u : Iba → R una función. Se define la variación
en el sentido de Jordan de u en [a1, b1]× {x2} por

V[a1 , b1 ](u(·, x2)) := sup
ξ

m∑
i=1

∣∣∆10u(ti, x2)
∣∣

donde el supremo es tomado sobre todo el conjunto de las particiones ξ del
intervalo [a1, b1].

b) De manera similar para x1 ∈ [a1, b1] fijo se define la variación en el sentido
de Jordan de u en {x1} × [a2, b2], por

V[a2 , b2 ](u(x1 , ·)) := sup
η

n∑
j=1

∣∣∆01u(x1, sj)
∣∣

donde el supremo es tomado sobre todo el conjunto de las particiones η del
intervalo [a2, b2].

c) Se define la variación de Hardy-Vitali ( de dos dimensiones) de u : Iba → R,
por

VIba(u) := sup
(ξ,η)

m∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∆11u(ti, sj)
∣∣∣

donde el supremo es tomado sobre el conjunto de todas las particiones (ξ, η)
de [a1, b1]× [a2, b2].

d) La variación total acotada de u, se define como

TV (u) = TV (u, Iba) := V[a1,b1](u(·, a2)) + V[a2,b2](u(a1, ·)) + VIba(u)

= V[a1,b1](u) + V[a2,b2](u) + VIba(u).
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e) Se dice que la función u : Iba → R tiene variación total acotada si

TV (u) = V[a1,b1](u) + V[a2,b2](u) + VIba(u) <∞.

La clase de las funciones de variación total finita, es denotada BV (Iba), es decir

BV (Iba) = BV (Iba,R) =
{
u : Iba → R | TV (u) <∞

}
.

Chistyakov en [7] demuestra que BV (Iba,R) es un espacio de Banach y además
es un álgebra de Banach, con respecto a la norma ‖f‖ = |f(a)| + TV (f, Iba), para
toda f ∈ BV (Iba,R) y que ‖fg‖ ≤ 4‖f‖·‖g‖, f, g ∈ BV (Iba,R).

1.2.1. φ–variación acotada en el sentido de Riesz para funciones u : Iba → R.

En varios trabajos ([19, 20, 21, 22]) han desarrollado la teoŕıa de las funciones
de ϕ–variación acotada en el sentido de Riesz, para funciones u : [a, b] → R. Pre-
sentamos ahora basados en el trabajo [2] la teoŕıa de las funciones de ϕ–variación
acotada en el sentido de Riesz para las funciones u : Iba → R.

A partir de la definición de la ϕ–variación de Riesz dada en (1.1.4) se introduce
la noción de ϕ–variación acotada en el sentido de Riesz para funciones u definidas
en el rectángulo Iba ⊂ R2.

Definición 1.2.2 ([2]). Sea u : Iba → R una función decimos que

a.- La ϕ–Variación en el sentido de Riesz de la función u(·, x2) en [a1, b1]×
{x2} es definida por:

V R
ϕ,[a1, b1](u(·, x2)) := sup

ξ

m∑
i=1

ϕ

[
|∆10u(ti, x2)|
|ti − ti−1|

]
|ti − ti−1| (1.2.1)

donde el supremo se considera sobre el conjunto todas las particiones ξ del
intervalo [a1, b1].

b.- De manera similar, śı x1 ∈ [a1, b1] fijo, para la función u(x1, ·) : {x1} ×
[a2, b2]→ R se define la ϕ–Variación en el sentido de Riesz por:

V R
ϕ,[a2, b2](u(x1, ·)) := sup

η

n∑
j=1

ϕ

[
|∆01u(x1, sj)|
|sj − sj−1|

]
|sj − sj−1| (1.2.2)

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones η del
intervalo [a2, b2].
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c.- La ϕ–Variación bidimensional en el sentido de Riesz es:

V R
ϕ (u) := sup

ξ,η

m∑
i=1

n∑
j=1

ϕ

[
|∆11u(ti, sj)|
|∆ti||∆sj|

]
· |∆ti||∆sj| (1.2.3)

donde el supremo se conidera sobre el conjunto de todas las particiones (ξ, η)
del rectángulo Iba ⊂ R2.

d.- La ϕ–Variación Total Acotada en el sentido de Riesz de u, denotada
TV R

ϕ (u), se define como:

TV R
ϕ (u) := V R

ϕ,[a1, b1](u(·, a2)) + V R
ϕ,[a2, b2](u(a1, ·)) + V R

ϕ (u). (1.2.4)

e.- La clase de todas las funciones u : Iba → R que tienen ϕ–variación total
acotada en el sentido de Riesz, se denota por V R

ϕ (Iba); esto es,

V R
ϕ (Iba) = V R

ϕ (Iba, R) := {u : Iba → R / TV R
ϕ (u) <∞}. (1.2.5)

Presentamos algunas propiedades de la clase de funciones de ϕ–variación acotada
en el sentido de Riesz definida en un rectángulo Iba de R2 demostradas en [2].

Proposición 1 ([2]). Sean ϕ una ϕ–función y u : Iba → R, entonces:

a.- TV R
ϕ (u) ≥ 0; para toda función u ∈ V R

ϕ (Iba).

b.- La función TV R
ϕ (·) : V R

ϕ → R es par; es decir, TV R
ϕ (u) = TV R

ϕ (−u).

c.- Si u ∈ V R
ϕ (Iba), entonces u es acotada en Iba.

d.- TV R
ϕ (u) = 0 si y sólo si u = constante.

e.- ϕ es convexa si y sólo si TV R
ϕ (·) es convexa.

f.- V R
ϕ (Iba) ⊂ BV (Iba).

g.- Si ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
es finito, entonces V R

ϕ (Iba) = BV (Iba).

Proposición 2 ([2]). Sea u : Iba → R una función que satisface las siguientes
condiciones:

i.− |∆10u(ti, y)| ≤ L1|∆ti|.

ii.− |∆01u(x, sj)| ≤ L2|∆sj| y

iii.− |∆11u(ti, sj)| ≤ L3|∆ti||∆sj|.
Entonces u ∈ BV R

ϕ (Iba).



Caṕıtulo 2

Variación en n variables

En este caṕıtulo presentamos una generalización del concepto de funciones de
Φ variación acotada, en el sentido de Riesz para funciones de varias variables con
valores en un semigrupo métrico. Esto generaliza trabajos realizados en [2] y en [4],
en los cuales, los autores presentan la noción de funciones de Φ variación acotada,
en el sentido de Riesz, definidas sobre rectángulos en el plano con valores en R y en
un semigrup métrico, respectivamente.

2.1. Notaciones y definiciones básicas

En esta sección presentamos la definición y aspectos básicos de la noción de n-
dimensional Φ-variación para funciones definidas sobre rectángulos de Rn que toma
valores en un semigrupo métrico (ver [9]).

Definición 2.1.1. Un semigrupo métrico es una estructura (M,d,+) donde (M,+)
es un semigrupo abeliano y d es una métrica invariante por traslación sobre M .

En particular, la desigualdad triangular implica que para todo u, v, p, q ∈M ,

d(u, v) ≤ d(p, q) + d(u+ p, v + q), and

d(u+ p, v + q) ≤ d(u, v) + d(p, q). (2.1.1)

En este trabajo usaremos la siguientes notaciones: N (resp. N0) denota el conjunto
de todos los enteros positivos (resp. enteros no negativos) y un punto t́ıpico de
Rn es denotado como x = (x1, x2, ..., xn) := (xi)

n
i=1; pero, los vectores unitarios

canónicos de Rn son denotados por ej (j = 1, 2, . . . , n); esto es, ej := (e
(j)
r )nr=1

donde, ejr :=

{
0 if r 6= j
1 if r = j.

.

16
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La n-upla cero (0, 0, . . . , 0) se denotará por 0, y por 1 la n-upla 1 = (1, 1, . . . , 1).
Si α = (α1, α2, ..., αn), con αj ∈ N0, es una n-upla de enteros no negativos

entonces llamaremos a α un multi-́ındice.
Si a,b ∈ Rn usaremos la notación a < b para decir que ai < bi para cada

i = 1, ..., n y de manera similar diremos para a = b, a ≤ b, a ≥ b y a > b. Si a < b,

el conjunto [a,b] =
n∏
i=1

[ai, bi] será llamado un n-dimensional intervalo cerrado. El

volumen euclideano de un n-dimensional intervalo cerrado se denotará por V ol [a,b];

esto es, V ol [a,b] =
n∏
i=1

(bi − ai).

Además, para α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn
0 y x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn usaremos

las notaciones

|α| := α1 + α2 + ...+ αn y αx := (α1x1, α2x2, ..., αnxn).

Denotaremo por N al conjunto de todas las funciones Φ : [0,+∞) → [0,+∞)
continuas, convexas y estrictamente crecientes tales que Φ(t) = 0 si y sólo si t = 0
y ĺım
t→∞

Φ(t) = +∞, llamadas anteriormente ϕ-funciones.

N∞ es el conjunto de todas las funciones Φ ∈ N , para la cual la condición Orlicz

( también llamada condición ∞1) se sigue: ĺım
t→∞

Φ(t)

t
= +∞.

Definamos ahora dos mportntes conjuntos.

E(n) := {θ ∈ Nn
0 : θ ≤ 1 y |θ| es par }

O(n) := {θ ∈ Nn
0 : θ ≤ 1 y |θ| es impar }.

Observe que estos conjuntos están relacionados de manera uno a uno; de hecho,
si θ = (θ1, ..., θn) ∈ E(n) entonces definimos θ̃ := (1 − θ1, θ2, . . . , θn) ∈ O(n), y esta
operación es claramente invertible.

En lo que sigue M se supondrá un semigrupo métrico y [a,b] un n-dimensional
intervalo cerrado.

2.2. Funciones de Φ-variación acotada

Definición 2.2.1 ([10, 11, 30]). Dada una función f : [a,b] → M , Definimos la
n-dimensional diferencia de Vitali de f sobre un n-dimensional intervalo [x,y] ⊆
[a,b], por

∆n(f, [x,y]) := d

 ∑
θ∈E(n)

f(θ x + (1− θ)y),
∑

θ∈O(n)

f(θ x + (1− θ)y)

 . (2.2.1)
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Esta diferencia es también llamada diferencia mixta y es usalmente asociada
a los nombres de Vitali, Lebesgue, Hardy, Krause, Fréchet y De la Vallée Poussin
([10, 11, 14]).

Ahora, para definir la Φ-variation de una funciones f : [a,b]→M , consideramos
particiones tipo malla de [a,b]; esto es, particiones de la forma

ξ = ξ1 × ξ2 × ...× ξn con ξi := {t(i)j }
ki
j=0, i = 1, . . . , n. (2.2.2)

donde, {ki}ni=1 ⊂ N y para cada i, ξi es una partición de [ai, bi]. El conjunto de
todas las particiones tipo malla de un intervalo [a,b] será denotado por π([a,b]).

Un punto en una partición tipo red ξ es llamado un nodo y este es de la forma

tα := (t(1)
α1
, t(2)

α2
, t(3)

α3
, ..., t(n)

αn )

donde 0 ≤ α = (αi )
n
i=1 ≤ κ, con κ := (ki)

n
i=1.

En aras de la simplicidad en la notación, simplemente escribiremos ξ = {tα},
para hacer referencia a todos los nodos que forman una partición determinada ξ.

Una celda de un n-dimensional intervalo [a,b] es un n-dimensional subintervalo
de la forma [tα−1, tα], para 0 < α ≤ κ.

Note que

t0 = (t
(1)
0 , t

(2)
0 , ..., t

(n)
0 ) = (a1, a2, ..., an) y tκ = (t

(1)
k1
, t

(2)
k2
, ..., t

(n)
kn

) = (b1, b2, ..., bn).

Definición 2.2.2. Sea f : [a,b] → M y Φ ∈ N . La Φ- variación, en el sentido de
Vitali-Riesz de f es definida como

ρnΦ(f, [a,b]) := sup
ξ∈π[a,b]

ρnΦ(f, [a,b], ξ), (2.2.3)

donde

ρnΦ(f, [a,b], ξ) :=
∑

1≤α≤κ
Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα].

El objetivo es definir la Φ-variación en el sentido Vitali-Hardy-Riesz de f , para
lo cual se hace necesario definir la variación de una función con una o más variables
fija, para ello, como en [10], se define el truncamiento de un punto, de un intervalo
y de una función.

El truncamiento de un punto x ∈ Rn por un multi-́ındice 0 6= η ≤ 1, se deno-
tará por xbη, se define como la |η|-upla conformada sólo por los xi donde αi = 1, es
decir, xbη = (xi : i ∈ {1, 2, ..., n}, ηi = 1). Por ejemplo, si x = (x1, x2, x3, x4, x5) y
η = (0, 1, 1, 0, 1) entonces xbη = (x2, x3, x5)
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Además, el truncamiento de un intervalo n-dimensional [a,b] por un multi-́ındice
0 6= η ≤ 1 como [a,b]bη := [abη,bbη]. Es claro que xb1 = x y [a,b]b1 = [a,b].

Además, para la función f : [a,b]→M y un punto z ∈ [a,b], se define la función
truncada por η, con base z, por

fz
η : [a,b]bη →M

fz
η (xbη) = f(ηx + (1− η)z)

para todo x ∈ [a,b].
Note que fz

η depende sólo de las |η| variables xi para los cuales ηi = 1.

Observación 2.2.3. Dada la función f : [a,b] → X y el multi-́ındice η 6= 0 se
tiene que la diferencia |η|-dimensional del tipo Vitali definido en (2.2.1), para fa

η es
dada por

∆|η|(f
a
η , [x,y])

:= d

 ∑
θ∈E(n)
θ≤η

f (η(θx + (1− θ)y) + (1− η)a) ,
∑
θ∈O(n)
θ≤η

f(η(θx + (1− θ)y) + (1− η)a)

 .

Ejemplo 2.2.4. Si x = (x1, x2, x3, x4) y η = (1, 0, 0, 1), tendremos

fz
η (xbη) = fz

η (x1, x4) = f(x1, z2, z3, x4),

para (x1, x4) ∈ [a1, b1]× [a4, b4].

Definición 2.2.5. Sean Φ ∈ N y (M,d,+, ·) un semigrupo métrico. Una función
f : [a,b]→M es de acotada Φ-variación, en el sentido de Vitali-Hardy-Riesz, si la
total Φ-variación

TRVΦ(f, [a,b]) :=
∑

0 6=η≤1

ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη), (2.2.4)

es finita. El conjunto de todas las funciones f que satisface que TRVΦ(f, [a,b]) <
+∞ se denotará por RV n

Φ ([a,b];M).

Teorema 2.2.6. TRVΦ(f, [a,b]) = 0 si y sólo si f es constante.

Demostración. Supongamos que TRVΦ(f, [a,b]) = 0 y consideramos x = (x1, ..., xn)
en [a,b], los cuales determinan, para cada 1 ≤ i ≤ n, las particiones ξi := {ai, xi, bi}.
Dado que TRVΦ(f, [a,b]) = 0 se tiene que ∆|η|(f

a
η , [tα−1, tα]) = 0 para cada 1 ≤

α ≤ 2 y cada 0 6= η ≤ 1.
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En consecuencia, si η = ei y α = 1 se tendrá que

0 = d (f(ηt1 + (1− η)a), f(a)) .

Ahora bien, como esto es válido para cada η = ei ,

f(ηt1 + (1− η)a) = f(a1, ..., xi, ai+1, ..., an) = f(a), para cada 1 ≤ i ≤ n.(2.2.5)

Haciendo uso de (2.2.5) se tiene que

f(ηt1 + (1− η)a) + f(a) = f(ejt1 + (1− ej)a) + f(eit1 + (1− ei)a)

f(ηt1 + (1− η)a) = f(a). (2.2.6)

Esto significa que

f(ηx + (1− η)a) = f(a). (2.2.7)

Supongamos que (2.2.7) se cumple para cualquier multi-́ındice η, 0 < η ≤ 1,
con k componentes no nulas. Luego, si consideremos λ un multi-́ındice, tal que
0 < λ ≤ 1, con k + 1 componentes no nulas y ∆|λ|(f

a
λ , [tα−1, tα]) = 0 para cada

1 ≤ α ≤ 2, entonces∑
θ∈E(n)
θ≤λ

f (λ(θt0 + (1− θ)t1) + (1− λ)a) =
∑
θ∈O(n)
θ≤λ

f(λ(θt0 + (1− θ)t1) + (1− λ)a).(2.2.8)

Note que si θ 6= 0 entonces λ(θt0+(1−θ)t1)+(1−λ)a tiene a lo más k componentes
iguales a x y sus componentes restantes iguales a a, en ese caso, (2.2.7) nos garantiza
que f(λ(θt0 + (1 − θ)t1) + (1 − λ)a) = f(a). Luego, dado que los conjuntos E(n)
y O(n) tienen la misma cantidad de elementos, se sigue de la igualdad (2.2.8) que
f (λt1 + (1− λ)a) = f(a).

2.3. El espacio normado BRV n
Φ ([a,b];M)

Hasta ahora, nuestra elección de semigrupo métrico como conjuntos de llegada,
para funciones definidas adecuadamente en Rn, basta para definir la noción de Φ-
variación n-dimensional; Sin embargo, ya que estudiaremos más adelante el operador
de superposición entre espacios vectoriales, en la que se desea la presencia de esta
noción de variación, será necesario solicitar una estructura adicional en el conjunto
de destino M y la estructura que consideraremos es que M sea un espacio métrico
vectorial, la cual definimos como sigue.
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Definición 2.3.1. Por un espacio métrico vectorial (MVS) entenderemos un espacio
vectorial topológico (M, τ) en el cual la topoloǵıa τ es inducida por la métrica d
que satisface las siguietes condiciones:

1. d es una métrica invariante por traslación.

2. d(αa, αb) ≤ |α| d(a, b) para cualquier α ∈ R y a, b ∈M.

Note que, en particular, cualquier MVS es un semigrupo métrico. En lo que sigue
M se supondrá un MVS y [a,b] un n-dimensional intervalo cerrado.

Observación 2.3.2. De 2.1.1 se sigue fácilmente que dado dos funciones f, g :
[a,b] → M, un multi-́ındice η 6= 0 y un n-dimensional intervalo [x,y] ⊂ [a,b],
entonces la |η|-dimensional diferencia de Vitali (c.f. (2.2.1)) de la función truncada
(f + g)aη (= fa

η + gaη) satissface la desigualdad

∆|η|
(
(f + g)aη , [x,y]

)
≤ ∆|η|

(
fa
η , [x,y]

)
+ ∆|η|

(
gaη , [x,y]

)
. (2.3.1)

Observación 2.3.3. Note que en el caso en que M sea un espacio normado, pode-
mos reemplazar (2.2.1) por

∆n(f, [x,y]) :=

∥∥∥∥∥∑
θ≤1

(−1)|θ| f(θ x + (1− θ)y)

∥∥∥∥∥ . (2.3.2)

Ejemplo 2.3.4. Sea f : [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]→ C0 definida por

f(x) :=


3∑
i=1

(−1)i+1xi

n


n∈N

.

Sea ξ = ξ1 × ξ2 × ξ3, donde ξi := {t(i)1 , t
(i)
2 , ..., t

(i)
ki
}, i = 1, 2, 3. Entonces, para los

multi-́ındices ei, con i = 1, 2, ..., n se tiene que∥∥∥∥∥∥
∑
θ≤ei

(−1)|θ| f(ei(θtα−1 + (1− θ)tα) + (1− ei)0)

∥∥∥∥∥∥
∞

= ‖ f(eitα)− f(ei tα−1)‖∞

=

∥∥∥∥∥
(
t
(i)
αi − t

(i)
αi−1

n

)
n∈N

∥∥∥∥∥
∞

.
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Luego,

∑
1≤α≤κ

Φ

(
∆1

(
f0
ei , [tα−1, tα]bei

)
V ol [tα−1, tα]bei

)
V ol [tα−1, tα]bei

=
∑

1≤α≤κ
Φ



∥∥∥∥∥
(
t
(i)
αi − t

(i)
αi−1

n

)
n∈N

∥∥∥∥∥
∞

t
(i)
αi − t

(i)
αi−1

 (t(i)αi − t
(i)
αi−1

)

=
∑

1≤α≤κ
Φ


(t

(i)
αi − t

(i)
αi−1)

∥∥∥∥( 1

n

)
n∈N

∥∥∥∥
∞

t
(i)
αi − t

(i)
αi−1

 (t(i)αi − t
(i)
αi−1

)

=
∑

1≤α≤κ
Φ(1) (t(i)αi − t

(i)
αi−1

) = Φ(1). (2.3.3)

Por lo tanto, para cada i = 1, 2, 3 tendremos que

ρ1
Φ(f 0

ei
, [a,b]) := Φ(1).

Además,∥∥∥∥∥∥
∑

θ≤e1+e2

(−1)|θ| f((e1 + e2)(θtα−1 + (1− θ)tα) + (1− (e1 + e2))0)

∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
(
t
(1)
α1 − t

(2)
α2

n

)
−

(
t
(1)
α1−1 − t

(2)
α2

n

)
−

(
t
(1)
α1 − t

(2)
α2−1

n

)
+

(
t
(1)
α1−1 − t

(2)
α2−1

n

)∥∥∥∥∥ = 0,

en cuyo caso

ρ2
Φ(f 0

(1,10), [a,b]) = 0.

De forma similar se puede verificar que ρ2
Φ(f 0

e1+e2+e3
, [a,b]) = ρ2

Φ(f 0
ei+ej

, [a,b]) =
0, donde i, j = 1, 2, 3 con i 6= j.

En consecuencia, de (2.2.4) se tiene que TRVΦ(f, [a,b]) = 3Φ(1).

Teorema 2.3.5. Sean Φ1,Φ2 ∈ N , tales que Φ1(x) ≤ KΦ2(x) para todo x y alguna
constante K, entonces RV n

Φ2
([a,b];M) ⊆ RV n

Φ1
([a,b];M).

Demostración. Sea f ∈ RV n
Φ2

([a,b];M), entonces para toda partición ξ ∈ π([a,b])
se tiene que

Φ1

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα] ≤ KΦ2

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα],
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por lo tanto,

ρnΦ1
(f, [a,b], ξ) ≤ K ρnΦ2

(f, [a,b], ξ).

Dado que esta desigualdad es válida para toda partición ξ de [a,b] y todo n se tiene
TRVΦ1(f, [a,b]) ≤ K TRVΦ2(f, [a,b]), aśı dado que el lado derecho de la desigualdad
es finita se obtiene que f ∈ RV n

Φ1
([a,b];M).

Lema 2.3.6. Sean f ∈ RV n
Φ ([a,b];M) una función, x y y son dos puntos tales que

xk = yk para un 0 ≤ k ≤ n, entonces∑
θ∈E(n)

f(θ x + (1− θ)y) =
∑

η∈O(n)

f(θ x + (1− θ)y)

Demostración. Sean f , x y y como en la hipótesis. Si θ = (θ1, θ2, ..., θn) ∈ E(n) se

tiene que θ̃ = (θ1, θ2, ..., 1−θk, ..., θn) ∈ O(n), luego, (θ x+(1−θ)y) tiene las mismas

componentes que (θ̃ x + (1− θ̃)y) ya que en la k-ésima componente

θ̃k xk + (1− θ̃k)yk = (1− θk)xk + θkyk = (1− θk) yk + θkxk.

En consecuencia, obtendremos que∑
θ∈E(n)

f(θ x + (1− θ)y) =
∑
θ∈E(n)

f(θ̃ x + (1− θ̃)y) =
∑

θ∈O(n)

f(θ x + (1− θ)y).

Lema 2.3.7. Sea M un MVS. Consideremos el intervalo [x,y] un intervalo cerrado
n-dimensional y t(j) ∈ [xj, yj] para algún 1 ≤ j ≤ n.

Entonces

∆n(f, [x,y]) ≤ ∆n(f, [x, ỹ]) + ∆n(f, [x̃,y]),

donde x̃ = (x̃1, ..., x̃n) con x̃i = xi si i 6= j y x̃j = t(j), ỹ = (ỹ1, ..., ỹn) con ỹi = yi si
i 6= j y ỹj = t(j).

Demostración. Hagamos, x̃ = (x̃1, ..., x̃n) donde x̃i = xi si i 6= j y x̃j = t(j), y de
forma similar, ỹ = (ỹ1, ..., ỹn) donde ỹi = yi si i 6= j y ỹj = t(j).

Note que el intervalo [x,y] es dividido en dos intervalos, a saber [x, ỹ] y [x̃,y] y
en virtud del lema 2.3.6 tendremos que



2.3 El espacio normado BRV n
Φ ([a,b];M) 24

∆n(f, [x,y])

:= d

 ∑
θ∈E(n)

f(θ x + (1− θ)y) +
∑

θ∈E(n)

f(θ x̃+ (1− θ)ỹ),

∑
η∈O(n)

f(θ x + (1− θ)y) +
∑

θ∈E(n)

f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)


= d

 ∑
θ∈E(n)

[f(θ x + (1− θ)y) + f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)],

∑
η∈O(n)

[f(θ x + (1− θ)y) + f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)]


= d

 ∑
θ∈E(n)
θj=1

[f(θ x + (1− θ)y)

+f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)] +
∑
θ∈E(n)
θj=0

[f(θ x + (1− θ)y) + f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)],

∑
η∈O(n)
θj=1

[f(θ x + (1− θ)y)

+ f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)] +
∑

η∈O(n)
θj=0

[f(θ x + (1− θ)y) + f(θ x̃+ (1− θ)ỹ)]


= d

 ∑
θ∈E(n)

f(θ x + (1− θ)ỹ) +
∑

θ∈E(n)

f(θ x̃+ (1− θ)y),

∑
θ∈O(n)

f(θ x + (1− θ)ỹ) +
∑

θ∈O(n)

f(θ x̃+ (1− θ)y)


≤ ∆n(f, [x, ỹ]) + ∆n(f, [x̃,y]).

Teorema 2.3.8. Sea f : [a,b]→M una función, entonces

ρnΦ(f, [a,b], ξ1 × ...× {ξz ∪ {t(z)}} × ...× ξn) ≥ ρnΦ

(
f, [a,b],

n∏
i=1

ξi

)
.

para toda partición ξ de [a,b].
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Demostración. Sea [a,b] un intervalo n-dimensional y consideremos la partición

ξ =
n∏
i=1

ξi donde ξi = {ai = t
(i)
0 , t

(i)
2 , ..., t

(i)
ki

= bi}. Si z ∈ {1, ..., n} y consideramos t(z)

de manera que

t
(z)
0 < t

(z)
1 < ... < t

(z)
r−1 < t(z) < t(z)r < ... < t

(z)
kj
,

Hacemos entonces % =
n∏
i=1

%i con %i = {ai = s
(i)
0 , s

(i)
2 , ..., s

(i)

k̂i
= bi}, donde

s
(i)
j = t

(i)
j , para i 6= z y


s

(z)
i = t

(z)
i si 0 ≤ i ≤ r − 1

s
(z)
r = t(z)

s
(z)
i = t

(z)
i−1 si i ≥ r + 1.

Note entonces que ∑
1≤α≤κ̂
αz<r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
[sα−1, sα]

=
∑

1≤α≤κ
αz<r

Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα].

Además, ∑
1≤α≤κ̂
αz>r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
[sα−1, sα]

=
∑

1≤α≤κ
αz>r

Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα].

Resulta, ∑
1≤α≤κ̂

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
[sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

=
∑

1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα],
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Hacemos uso del lema 2.3.7 tendremos que, para t̃iα = tiα si i 6= z y t̃zα = tz.∑
1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

Φ

(
∆n (f, [tα−1, tα])

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

≥
∑

1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

Φ

(
∆n

(
f, [t̃α−1, tα]

)
V ol [t(α−1), tα]

+
∆n

(
f, [tα−1, t̃α]

)
V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

=
∑

1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

Φ

(
∆n

(
f, [t̃α−1, tα]

)
V ol [t̃α−1, tα]

V ol [t̃α−1, tα]

V ol [tα−1, tα]

+
∆n

(
f, [tα−1, t̃α]

)
V ol [tα−1, t̃α]

V ol [tα−1, t̃α]

V ol [tα−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

≥
∑

1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

V ol [t̃α−1, tα]

V ol [tα−1, tα]
Φ

(
∆n

(
f, [t̃α−1, tα]

)
V ol [t̃α−1, tα]

)
V ol [tα−1, tα]

−V ol [tα−1, t̃α]

V ol [tα−1, tα]
Φ

(
∆n

(
f, [tα−1, t̃α]

)
V ol [tα−1, t̃α]

)
V ol [tα−1, tα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]
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=
∑

1≤α≤κ̂
αz=r

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

−
∑

1≤α≤κ
αz=r

Φ

(
∆n (f, V ol [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

+
∑

1≤α≤κ̂
αz=r+1

Φ

(
∆n (f, [sα−1, sα])

V ol [sα−1, sα]

)
V ol [sα−1, sα]

= 0.

Con lo cual se garantiza que∑
1≤α≤κ̂

Φ (∆n (f, [sα−1, sα]))−
∑

1≤α≤κ

Φ (∆n (f, [tα−1, tα])) ≥ 0,

para cada partición ξ =
n∏
i=1

ξi. Por lo tanto,

ρnΦ
(
f, [a,b], ξ1 × ...× ξz ∪ {t(z)} × ...× ξn

)
≥ ρnΦ

(
f, [a,b],

n∏
i=1

ξi

)
.

Corolario 2.3.9. Sean f : [a,b] → M, ξ y δ dos particiones tipo malla de [a,b],
de manera que ξ ⊆ δ Entonces

ρnΦ(f, [a,b], ξ) ≤ ρnΦ (f, [a,b], δ) .

Demostración. Basta aplicar el teorema de forma recursiva una cantidad finita de
veces.

Lema 2.3.10. El funcional TRVΦ(·, [a,b]) es convexo.

Demostración. El lema es consecuencia de (2.3.1) y del hecho que Φ es una función
convexa y estrictaente creciente.

Teorema 2.3.11. La clase RV n
Φ ([a,b];M) es simétrica y convexa.

Demostración. Que RV n
Φ ([a,b];M) es simétrica es consecuencia de la propiedad (2)

de la definición 2.3.1 (ya que d(−a,−b) ≤ d(a, b)), mientras que la convexidad se
sigue del Lema 2.3.10.
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Como una consecuenca del Teorema 2.3.11, el espacio vectorial generado por
RV n

Φ ([a,b];M) es el conjunto

{f : [a,b]→M : λf ∈ RV n
Φ ([a,b];M) para algúnλ > 0} ,

la cual llamaremos el espacio de funciones de Φ-variación acotada en el sentido de
Riesz y se denotará como BRV n

Φ ([a,b];M).

Lema 2.3.12. El conjunto

Λ := {f ∈ BRV n
Φ ([a,b];M) / TRVΦ(f, [a,b]) ≤ 1}

es un subconjunto convexo, balanceado y absorbente de BRV n
Φ ([a,b];M).

Demostración. Para probar convexidad supongamos que f, g ∈ Λ y sean α, β
números reales no negativos tales que α + β = 1. Entonces TRVΦ(f, [a,b]) ≤ 1,
TRVΦ(g, [a,b]) ≤ 1 y por Lema 2.3.10

TRVΦ(αf + βg, [a,b]) ≤ αTRVΦ(f, [a,b]) + βTRVΦ(g, [a,b])

≤ α + β = 1.

Aśı, Λ es un conjunto convexo.
Por otro lado, de la definición 2.2.2 se sigue fácilmente que si f0 ≡ 0 entonces

TRVΦ(f0, [a,b]) = 0, aśı f0 ∈ Λ y por tanto, en virtud de la convexidad de Λ ya
probada, Λ es balanceado. Finalmente, el hecho de que Λ es absoebente se sigue de
la propiedad (2) de la definición 2.3.1 y la convexidad de Φ.

En virtud de 2.3.12, el funcional de Minkowski de Λ

pΛ(f) := ı́nf

{
t > 0 : TRVΦ

(
f

t
, [a,b]

)
≤ 1

}
,

define una seminorma sobre BRV n
Φ ([a,b];M), y por tanto

‖f‖ := ‖f‖BRV nΦ ([a,b];M) := d(f(a), 0) + p
Λ
(f) (2.3.4)

define una norma sobre BRV n
Φ ([a,b];M).

Lema 2.3.13. Sea f ∈ BRV n
Φ ([a,b];M),

(i) Si ‖f‖ 6= 0 entonces TRVΦ(f/‖f‖, [a,b]) ≤ 1;

(ii) si 0 6= ‖f‖ ≤ 1 entonces TRVΦ(f, [a,b]) ≤ ‖f‖.
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Demostración. (i) De la definición 2.3.4 tenemos que p
Λ
(f) ≤ ‖f‖.

Si p
Λ
(f) < ‖f‖ entonce existe ξ ∈ Λ tal que p

Λ
(f) < ξ ≤ ‖f‖ y

TRVΦ

(
f

ξ
, [a,b]

)
≤ 1. Por ser Λ absorbente se tiene que

f

‖f‖
∈ Λ.

Si p
Λ
(f) = ‖f‖, entonces existe una sucesión tn ∈ Λ tal que

tn → ‖f‖ and TRVΦ

(
f

tn
, [a,b]

)
≤ 1.

Se sigue por continuidad de la métrica que

TRVΦ

(
f

‖f‖
, [a,b]

)
≤ 1.

(ii) se cumple por (i) y por la convexidad de TRVΦ(·, [a,b]).

Los siguiente dos lemas se siguen de manera sencilla de la definición y de las
propiedades de una ϕ-función (c.f. [3]).

Lema 2.3.14. Sean Φ una ϕ-función y f : [a,b] →M. Entonces, para cualquier
multi-́ındice 0 6= η < 1, las siguientes desigualdades se cumplen

∆|η|(f
a
η , [x,y]bη) ≤ Φ−1

(
ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη)

V ol [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη.

Demostración. Consideremos ξ = ξ1× ...×ξn donde ξi := {ai, xi, yi, bi}. Luego, para
cada multi-́ındice η tendremos que

ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη) ≥ ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη, ξ)

=
∑

1≤α≤3

Φ

(
∆|η|

(
fa
η , [tα−1, tα]bη

)
V ol [tα−1, tα]bη

)
V ol [tα−1, tα]bη

≥ Φ

(
∆|η|

(
fa
η , [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη.

Por lo tanto,

ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη) ≥ Φ

(
∆|η|

(
fa
η , [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη

Φ−1

(
ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη)

V ol [x,y]bη

)
≥

∆|η|
(
fa
η , [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη

Φ−1

(
ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη)

V ol [x,y]bη

)
V ol [x,y]bη ≥ ∆|η|

(
fa
η , [x,y]bη

)
.
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Lema 2.3.15. Supongamos que {ζi}ni=1 and {pi}ni=1, n ∈ N, son dos sucesiones
de números reales tales que ζi ≥ 0 y pi > 0, para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces, para
cualquier función convexa Φ ∈ R(0,∞),

Φ

(∑n
i=1 ζi∑n
i=1 pi

)
≤

n∑
i=1

pi∑n
i=1 pi

Φ

(
ζi
pi

)
.

Demostración. En efecto, si ponemos k :=
n∑
i=1

pi entonces

Φ


n∑
i=1

ζi

k

 = Φ

(
n∑
i=1

ζi
k

)
= Φ

 n∑
i=1

pi

(
ζi
pi

)
k

 ≤ n∑
i=1

pi
k

Φ

(
ζi
pi

)
,

como se deseaba demostrar.

Como una consecuencia del lema anterior se obtiene la siguiente desigualdad.

Teorema 2.3.16. Sean Φ una ϕ-función, f : [a,b]→M y J1, ...,Jm una colección
finita de n-dimensional subintervalos de [a,b] que no se sobreponen. Entonces, para
cada multi-́ındice 0 6= η ≤ 1,

m∑
i=1

∆|η|(f
a
η (Ji)bη) ≤ Φ−1

ρ|η|Φ (fa
η , [a,b]bη)

m∑
i=1

V ol Jibη

 m∑
i=1

V ol Jibη. (2.3.5)

Demostración. Sea η ≤ 1 un multi-́ındice no nulo. Dado que J1, ...,Jm, donde Jj :=
n∏
i=1

[t
(j)
i , s

(j)
i ] para j = 1, ...,m son subintervalos de [a,b], que no se sobreponen,

podemos obtener una partición que los contenga, en cuyo caso, es inmediata la
desigualdad

Φ


m∑
j=1

∆|η|(f
a
η (Jj))

m∑
j=1

V ol Jjbη

 m∑
j=1

V ol Jjbη ≤ ρ
|η|
Φ (fa

η , [a,b]bη),

y haciendo uso de la monotońıa de Φ se obtiene (2.3.5).
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Observación 2.3.17. Si Φ es cualquier ϕ-función entonces

ĺım
r→0+

rΦ−1(c/r) = 0 para todo c ∈ [0,+∞). (2.3.6)

2.4. El Operador de Composición uniformemente

continuo

En esta sección extendemos lo resultados de Matkowski en [18] sobre operadores
de composición uniformemente continuos en espacios de variación acotada.

Dados dos conjuntos (no vaćıos) A y B, la notación BA se mantendrá para el
conjunto de todas las funciones de A a B. Como es usual, si M,N son espacios vecto-
riales, la notación L(M,N) se mantendrá para el conjunto de todas las aplicaciones
lineales de M a N.

Sea A, B y C conjuntos no vaćıos. Si h : A × C → B es una función dada,
X ⊂ CA y Y ⊂ BA son espacios vectoriales entonces, el operador de composición
Nemytskii) no lineal H : X → Y , generado por la función h, es definido como

(Hf)(t) := h(t, f(t)), t ∈ A.

Puesto que vamos a tratar con diferentes ϕ-funciones y en aras de presentar una
demostración clara, denotamos la norma de BRV n

Φ ([a,b];M) por ‖ · ‖(Φ,M).

Teorema 2.4.1. Supongamos que [a,b] ⊆ Rn es un n-dimensional, intervalo no
degenerado, Φ y Ψ ∈ N , M y N son MVS y C es un subconjunto convexo de
M (con intC 6= ∅). Si un operador de composición H, generado por la fun-
ción h : [a,b] × C → N (continua en la primera variable), aplica el conjunto
{f ∈ BRV n

Φ ([a,b];M) : f([a,b]) ⊂ C)} dentro de BRV n
Ψ ([a,b];N ) y es uniforme-

mente continuo entonces existen funciones A ∈ L(M,N ) y B : [a,b] → N tales
que

h(t, u) = A(t)u+B(t), t ∈ [a,b], u ∈ C. (2.4.1)

Además, si 0 ∈ C entonces B ∈ BRV n
Ψ ([a,b];N ).

Demostración. Debido a que H es uniformemente continuo, dado ε > 0 existe δ > 0
tal que
‖H(f1) − H(f2)‖Ψ ≤ ε siempre que f1, f2 ∈ {f ∈ BRV n

Φ ([a,b];M) : f([a,b]) ⊂ C)}
satisface ‖f1 − f2‖Φ ≤ δ.
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Se sigue que el módulo de continuidad de H:

ω(p) := sup {‖H(f1)−H(f2)‖
Ψ

: ‖f1 − f2‖Φ
≤ p} (p > 0)

está bien definido, es continuo en cero, ω(0) = 0 y

‖Hf1 −Hf2‖Ψ ≤ ω(‖f1 − f2‖Φ). (2.4.2)

Si ‖Hf1 −Hf2‖Ψ > 0, de la desigualdad (2.4.2) y del lema (2.3.13) se obtiene:

ρnΦ

(
H(f1)−H(f2)

ω(‖f1 − f2‖Φ)
, [a,b]

)
≤ TRVΦ

(
H(f1)−H(f2)

ω(‖f1 − f2‖Φ)
, [a,b]

)
≤ TRVΦ

(
H(f1)−H(f2)

‖Hf1 −Hf2‖Ψ
‖Hf1 −Hf2‖Ψ
ω(‖f1 − f2‖Φ)

, [a,b]

)
≤ ‖Hf1 −Hf2‖Ψ

ω(‖f1 − f2‖Φ)
TRVΦ

(
H(f1)−H(f2)

‖Hf1 −Hf2‖Ψ
, [a,b]

)
≤ 1. (2.4.3)

Aśı

1 ≥ ρnΦ
(

H(f1)−H(f2)

ω(‖f1 − f2‖Φ)
, [a,b]

)
≥ Φ

∆n

(
H(f1)−H(f2), [t1, t2]

ω(‖f1 − f2‖Φ)

)
V ol [t1, t2]

V ol [t1, t2],

lo cual implica que

Φ−1

(
1

V ol [t1, t2]

)
V ol [t1, t2] ≥ ∆n

(
H(f1)−H(f2), [t1, t2]

ω(‖f1 − f2‖Φ)

)
y

∆n (H(f1)−H(f2), [t1, t2]) ≤ Φ−1

(
1

V ol [t1, t2]

)
V ol [t1, t2]ω(‖f1 − f2‖Φ).(2.4.4)

Por otro lado, veamos que h es continua en la segunda variable.
En efecto: Sean y y ỹ dos puntos distintos en C y defiinimos

f1(x) := y y f2(x) := ỹ x ∈ [a,b].

Aśı, f1, f2 ∈ {f ∈ BRV n
Φ ([a,b];M) : f([a,b]) ⊂ C)} y

‖f1 − f2‖Φ = d((f1 − f2)(a), 0) + pΦ(f1 − f2) = d(y − ỹ, 0).
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Definamos T := H(f1)−H(f2), entonces, para x ∈ [a,b] se tiene

d(h(x, y)− h(x, ỹ), 0)

= d(Hf1(x)−Hf2(x), 0)

= d(T (x), 0)

≤ ∆n (T, [a,x]) + n
∑

0<θ<1

∆|θ| (T
a
θ , [a,x]bθ) + ‖T (a)‖. (2.4.5)

Ya que (2.4.4) se cumple para cualquier t1, t2 ∈ [a,b], en particular se sigue para
t1 = a and t2 = x, por tanto de (2.4.5) obtenemos la desigualdad

d(h(x, y)− h(x, ỹ), 0) (2.4.6)

≤ n∆n (T, [a,x]) + n
∑

0<θ<1

∆|θ| (T
a
θ , [a,x]bθ) + d(T (a), 0)

≤ n
∑

0<θ≤1

ω(‖f1 − f2‖Φ)Φ−1

(
1

V ol [a,x]bθ

)
V ol [a,x]bθ + d((Hf1 −Hf2)(a), 0)

≤ n
∑

0<θ≤1

ω(‖f1 − f2‖Φ)Φ−1

(
1

V ol [a,x]bθ

)
V ol [a,x]bθ + ‖(Hf1 −Hf2)‖Ψ

≤ n
∑

0<θ≤1

ω(‖f1 − f2‖Φ)Φ−1

(
1

V ol [a,x]bθ

)
V ol [a,x]bθ + ω(‖f1 − f2‖Φ)

=

n ∑
0<θ≤1

Φ−1

(
1

V ol [a,x]bθ

)
V ol [a,x]bθ + 1

ω(‖f1 − f2‖Φ)

=

n ∑
0<θ≤1

Φ−1

(
1

V ol [a,x]bθ

)
V ol [a,x]bθ + 1

ω(‖y − ỹ‖M )

En consecuencia, cuando y → ỹ el ĺımite del lado derecho de (2.4.6) es cero lo
cual prueba la continuidad de h en la segunda variable.

Mostremos que h satisface la ecuación de Jensen en la segunda variable.

En efecto, sea t1 =
(
t
(i)
1

)n
i=1

y t2 =
(
t
(i)
2

)n
i=1
∈ [a,b], supongamos además que

t1 ≤ t2, y definamos la función

ηi(t) :=


0 si ai ≤ t ≤ t(i)1

t− t(i)1

t
(i)
2 − t

(i)
1

si t
(i)
1 ≤ t ≤ t

(i)
2

1 si t
(i)
2 ≤ t ≤ bi.

A continuación, consideremos y1,y2 ∈ C, y1 6= y2 y definamos

fj(x) :=
1

2

[
n∏
i=1

ηi(xi)(y1 − y2) + yj + y2

]
, (2.4.7)
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para j = 1, 2, donde x := (x1, x2, ..., xn).

Nótese que

f1(x)− f2(x) =
1

2

[
n∏
i=1

η(xi)(y1 − y2) + y1 + y2 −
n∏
i=1

η(xi)(y1 − y2)− y2 − y2

]
=

y1 − y2

2
.

Por tanto, f1 − f2 tiene Φ-variación cero y

‖f1 − f2‖(Φ,M) = d((f1 − f2)(a), 0) + pϕ(f1 − f2)

= d((f1 − f2)(a), 0) = d

(
y1 − y2

2
, 0

)
= d

(y1

2
,
y2

2

)
> 0.

Notemos entonces que

Si x = tα donde αi = 2 para i = 1, 2, ..., n entonces

n∏
i=1

η(t(i)αi ) =

n∏
i=1

t
(i)
αi − t

(i)
1

t
(i)
2 − t

(i)
1

= 1.

Si x = tα con αi 6= 2 para algún 1 ≤ i ≤ n entonces

n∏
i=1

η(t(i)αi ) =
n∏
i=1

t
(i)
αi − t

(i)
1

t
(i)
2 − t

(i)
1

= 0.

Aśı, por (2.4.7)

Si αi = 2 para i = 1, 2, ..., n entonces

f1(tα) :=
1

2

[
n∏
i=1

η(t(i)αi )(y1 − y2) + y1 + y2

]
= y1, y

f2(tα) :=
1

2

[
n∏
i=1

η(t(i)αi )(y1 − y2) + y2 + y2

]
=

y1 + y2

2
.

Si αk 6= 2 para algún 1 ≤ k ≤ n entonces

f1(tα) :=
1

2
[y1 + y2] =

y1 + y2

2
,

f2(tα) := y2.
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Aśı, por la definición de H, tenemos que

Hf1(t2) = h(t2, f1(t2)) = h(t2,y1)

Hf2(t2) = h(t2, f2(t2)) = h

(
t2,

y1 + y2

2

)
Hf1(t1) = h(t1, f1(t1)) = h

(
t1,

y1 + y2

2

)
Hf2(t1) = h(t1, f2(t1)) = h(t1,y2),

y, si θ es un multi-́ındice no nulo diferente de 1

Hf1(θ t1 + (1− θ)t2) = h

(
θ t1 + (1− θ)t2,

y1 + y2

2

)
Hf2(θ t1 + (1− θ)t2) = h(θ t1 + (1− θ)t2,y2)

Haciendo t2 → t1 sobre el lado izquierdo de (2.4.4) obtenemos que

ĺım
t2→t1

d

∑
θ≤1

(−1)|θ| (H(f1)−H(f2))(θ t1 + (1− θ)t2), 0


= d

h(t1,y1)− h
(

t1,
y1 + y2

2

)
+ ĺım

t2→t1

∑
θ≤1
θ 6=1

(−1)|θ| (H(f1)−H(f2))(θ t1 + (1− θ)t2), 0


= d

(
h(t1,y1)− h

(
t1,

y1 + y2

2

)

+ ĺım
t2→t1

∑
θ≤1
θ 6=1

(−1)|θ|
[
h

(
θ t1 + (1− θ)t2,

y1 + y2

2

)
− h(θ t1 + (1− θ)t2,y2)

]
, 0



= d

(
h(t1,y1)− h

(
t1,

y1 + y2

2

)

+
∑
θ≤1
θ 6=1

(−1)|θ|
[
h

(
θ t1 + (1− θ)t1,

y1 + y2

2

)
− h(θ t1 + (1− θ)t1,y2)

]
, 0


= d

h(t1,y1)− h
(

t1,
y1 + y2

2

)
+
∑
θ≤1
θ 6=1

(−1)|θ|
[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]
, 0

 .

(2.4.8)

Ahora, el número de n-uplas que contiene k unos, con k > 0, es igual a
(
n
k

)
=
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n!

(n− k)!k!
, aśı

∑
θ≤1
θ 6=0

(−1)|θ|
[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]

=

[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

] n∑
k=1

(−1)k
(n
k

)
=

[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]{ n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
−
(n

0

)}

=

[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]{
(−1 + 1)n −

(n
0

)}
=

[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]
{−1} .

Por tanto, sustituyendo esta última igualdad en (2.4.8) se tiene que

ĺım
t2→t1

d

(∑
θ≤1

(−1)|θ| (H(f1)−H(f2))(θ t1 + (1− θ)t2), 0

)

= d

h(t1,y1)− h
(

t1,
y1 + y2

2

)
+
∑
θ≤1
θ 6=0

(−1)|θ|
[
h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h(t1,y2)

]
, 0


= d

(
h(t1,y1)− h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h

(
t1,

y1 + y2

2

)
+ h(t1,y2), 0

)
.

(2.4.9)

Por otro lado, por propiedad dada en la observación (2.3.17) se tiene que el ĺımite
cuando t2 → t1 sobre el lado derecho de (2.4.4) es cero, por tanto

d

(
h(t1,y1)− h

(
t1,

y1 + y2

2

)
− h

(
t1,

y1 + y2

2

)
+ h(t1,y2), 0

)
= 0

o equivalentemente

h(t1,y1) + h(t1,y2)

2
= h

(
t1,

y1 + y2

2

)
.

Aśı h(t1, ·) es solución para la ecuación de Jensen en C para t1 ∈ [a,b].
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Adaptando un argumento clásico estandar (c.f Kuczma [16], ver también [18])
concluimos que existen A(t1) ∈ L(M,N ) y B ∈ N [a.b] tales que

h(t1,y) = A(t1)y +B(t1) y ∈ C. (2.4.10)

Finalmente, nótese que si 0 ∈ C, entonces tomando y = 0 in (2.4.10), se tiene
h(t,0) = B(t), para t ∈ [a,b], lo cual implica que B ∈ BRV n

Ψ ([a,b];N ).
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