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Resumen

Se considera una casi-distancia generalizada, que contiene como ca-

sos degenerados, ϕ-divergencias y casi-distancias con núcleos homogéneos

de segundo orden. La motivación principal es estudiar caminos para las

casi-distancias generalizadas y obtener la convergencia para valores de p

que permanecian abiertos como el caso 0 < p ≤ 1, usando las tecnicas

estudiadas por Iusem, Svatir y Teboulle observando que dichas tecnicas

no resultan conveniente para obtener resultados de convergencia para todo

c > 0, por problemas de no acotabilidad, pero para el caso particular de

c = k se logra obtener dichos resultados, lo que sugiere que el shift con-

stante a considerar debe ser igual al minimo de la función de penalidad

trasladada.
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Introducción

En el marco de la programación convexa, dado el problema

f̂ = inf{f0(x) : fi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m}, (P)

con fi : Rn → R, para i = 0, 1, . . . , n donde las funciones son convexas,

propias y cerradas,

el problema (P) ha sido atacado y resuelto, tanto por medio de métodos teóricos como

métodos computacionales, debido a que múltiples problemas de ingenieŕıa, en sus diversas

áreas, pueden ser modelados bajo este formato. Asociado al problema (P) se tiene el

problema dual (D), el cual viene dado por:

d̂ = sup{d(µ) : µ ≥ 0} = inf{−d(µ) : µ ≥ 0} (D)

donde d(µ) = inf{l(x, µ) : x ∈ Rn} y

l(x, µ) = f0(x) +
m∑
i=1

µifi(x)

es la función Lagrangeana.

Una forma de resolver el problema (P) consiste en utilizar los métodos de La-

grangeano aumentado, los cuales, debido a su eficiente aplicabilidad computacional en

una diversidad de problemas y su conocida relación teórica con los métodos de punto

proximal, via dualidad de Fenchel, han sido estudiados ampliamente en los últimos años.

Estos métodos han sido estudiados básicamente desde dos puntos de vista, el punto de
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vista primal-dual [2],[3] y [15] y el punto de vista dual-primal, [1],[6] y [11].

En los estudios que se conocen desde el punto de vista dual-primal, se utiliza el méto-

do de punto proximal para resolver el problema dual regularizando la función dual medi-

ante casi-distancias que actuan como núcleos. En [19] se expresa que las casi-distancias

asociadas a ϕ − divergencias, núcleos cuadráticos y distancias de Bregman todas son

casos particulares de una casi-distancia generalizada. En el siguiente trabajo se encuentra

teoŕıa para desarrollar una casi-distancia generalizada para valores de 0 < p ≤ 1 que con-

tiene como caso particular ϕ− divergencias, la cual permite generalizar la casi-distancia

entrópica Klluback-Leibler, estudiando una familia de funciones, que necesariamente no

pasa a través del origen con pendiente 1.

En el Caṕıtulo 1 se desarrollarán algunos conceptos y teoremas básicos del análisis

convexo y programación no lineal.

En el Caṕıtulo 2 se estudiará la relación entre los métodos de lagrangeano aumen-

tado y los métodos de punto proximal.

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 se presentan los aportes originales de este trabajo,

ofreciendo una nueva familia de funciones de penalidad y se construye la casi-distancia

generalizada para valores de 0 < p ≤ 1.

Además se incluye un método y teoremas de convergencia en los espacios dual y

primal, siguiendo los pasos de [11].



Caṕıtulo 1

Preliminares.

1.1. Conceptos y Teorema Básicos

Dado que el problema que se estudiará más adelante corresponde a un problema de

programación convexa, se enunciará algunas definiciones y teoremas fundamentales sobre

el análisis convexo, con el fin de facilitar la comprensión y el análisis de los temas que

serán desarrollados en los próximos caṕıtulos. El propósito es establecer una base teóri-

ca suficiente para describir los métodos de punto proximal y los de multiplicadores. En

particular se estudiará el tema de funciones convexas, diferenciabilidad y subdiferenciabil-

idad, aśı como las propiedades de su conjugada. Cada uno pueden encontrarse en [2],[13]

y [16]. A lo largo de éste, R denotará el sistema de los números reales y Rn el espacio

vectorial usual de n-uplas de la forma x = (x1, ..., xn)t, donde cada xi ∈ R, para i = 1, ..., n.

El producto interno de dos vectores x = (x1, ..., xn) y y = (y1, ..., yn) en Rn será rep-

resentado por:

〈x, y〉 = x1y1 + ...+ xnyn = xty.

Si f : Rn × Rm → R es una función diferenciable, se denotará por ∇1f(x, y) y

∇2f(x, y) a los gradientes de f respecto a la primera y segunda variable respectivamente.
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Los ortantes positivo y no negativo serán representados por los conjuntos

Rn++ = {x ∈ Rn : x > 0} y Rn
+ = {x ∈ Rn : x ≥ 0},

donde x > 0 denotará que xi > 0, para todo i ∈ {1, ..., n} y x ≥ 0 denotará que xi ≥ 0,

para todo i ∈ {1, ..., n}.

Definición 1.1.1

Sea C un conjunto convexo y no-vaćıo en Rn. Una función f : C → R se dice

convexa sobre C si y sólo si para cada par (x, y) ∈ C × C y para cada λ ∈ (0, 1) se tiene

que:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Se dice que f es estrictamente convexa sobre C, cuando la desigualdad anterior es

estricta para x 6= y.

Definición 1.1.2

Una función f : Rn → R ∪ {+∞} no idénticamente igual a +∞ se dice que es

convexa, cuando para todo par (x, y) ∈ Rn × Rn y para todo λ ∈ (0, 1) se cumple que:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Obsérvese que la desigualdad anterior es en R ∪ {+∞} y se denotará a la clase de

tales funciones por ConvRn.

Definición 1.1.3

El dominio efectivo de f ∈ ConvRn es el conjunto no-vaćıo

domf = {x ∈ Rn : f(x) < +∞}.



Una Casi-Distancia Generalizada en Programción Convexa. Caso 0 < p ≤ 1 13

Recuérdese que el gráfico de una función f : Rn → R es el conjunto:

{(x, f(x)) : x ∈ Rn},

lo cual nos permite visualizar la siguiente definición.

Definición 1.1.4

Dada f : Rn → R ∪ {+∞} una función no idénticamente igual a +∞, el eṕıgrado

de f es el conjunto no vaćıo dado por:

epi(f) =

{
(x, y) ∈ Rn × R : r ≥ f(x)

}
El eṕıgrafo estricto es definido de manera similar, reemplazando “≥” por “>”.

Proposición 1.1.1 (Ver Cap. IV, Prop. 1.1.6, [13])

Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función no idénticamente igual a +∞.

Las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) f ∈ ConvRn.

(ii) epi(f) es un conjunto convexo en Rn × R.

(iii) “epi(f) estricto” es un conjunto convexo en Rn × R

Definición 1.1.5

Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función. Se llaman conjuntos de sub-nivel de f a los

siguientes, para cada r ∈ R;

Sr(f) := {x ∈ Rn : f(x) ≤ r}.
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Teorema 1.1.1 (ver Cap. IV, Teo. 1.1.8, [13])

Sea f ∈ ConvRn; entonces para cualquier colección {x1, . . . , xk} de puntos en domf

y para cualquier λ = (λ1, · · ·λk) en el simplex unitario de Rk, dado por:

{λ = (λ1 · · ·λk) : 0 ≤
k∑
i=1

λi ≤ 1} se cumple:

f

( f∑
i=1

λixi

)
≤

k∑
i=1

λif(xi).

Definición 1.1.6

Una función convexa f : Rn → R ∪ {±∞} se dice propia si y sólo si su eṕıgrafo es

no vaćıo y no contiene ĺıneas verticales, es decir, si f(x) < +∞ para al menos un x y

f(x) > −∞ para cada x.

Por tanto, f es una función convexa propia si el conjunto convexo C = domf es no

vaćıo y la restricción de f a C es finita.

Observe que si f : Rn → R ∪ {+∞} es convexa, no idénticamente igual a +∞,

entonces f es propia.

Teorema 1.1.2 (Ver Teorema 1.1, [16])

Los subespacios de Rn son conjuntos afines que contienen el origen.

Teorema 1.1.3 (Ver Teo. 1.5, [16])

Las transformaciones afines de Rn en Rm son funciones T de la forma Tx = Ax+a,

donde Ax es una transformación lineal y a ∈ Rm.

Ahora bien, el eṕıgrafo de una función lineal es caracterizado por algún s ∈ Rn y

está formado por aquellos puntos (x, r) ∈ Rn × R tales que r ≥ 〈s, x〉.

Algunas notaciones que se utilizarán son:
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La cápsula af́ın de domf se denotará por aff(domf) y se define como la intersección

de todos los conjuntos afines que contienen a domf [16].

El interior relativo del eṕıgrafo de f se denotará por

ri(epi(f)) = {(x, r) ∈ Rn × R : x ∈ ri(domf), r > f(x)}.

El interior relativo del dominio efectivo de f se denotará por ri(domf) y es la

proyección sobre Rn de ri(epi(f)).

Definición 1.1.7

Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es semicontinua inferior si para cada x ∈ Rn se

cumple que:

ĺım inf
y→x

f(y) ≥ f(x).

Observe que esta desigualdad se debe cumplir en R∪{+∞}. Mediante la siguiente proposi-

ción se puede apreciar su aspecto geométrico.

Proposición 1.1.2 (Ver Cap. IV, Prop. 1.2.2, [13])

Para f : Rn → R ∪ {+∞} las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) f es semicont́ınua inferior en Rn.

(ii) epi(f) es un conjunto cerrado en Rn × R.

(iii) Para todo r ∈ R : Sr(f) es cerrado (posiblemente vaćıo).

Definición 1.1.8

La función f : Rn → R∪{+∞} se dice cerrada si y sólo si es semi-continua inferior,

o su eṕıgrafo es cerrado, o sus conjuntos de sub-nivel son cerrados.
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Definición 1.1.9

La clausura de una función f : Rn → R∪{+∞} es la función clf : Rn → R∪{+∞}

definida por:

clf(x) := ĺım inf
y→x

f(y)

para todo x ∈ Rn o equivalentemente, se define como aquella función que cumple lo

siguiente:

epi(clf) = cl(epi(f)).

Proposición 1.1.3 (Ver Cap. IV, Prop. 1.2.6, [13])

Para f ∈ ConvRn se tiene que:

clf ∈ ConvRn;

y clf y f coinciden en ri(domf).

El conjunto de las funciones convexas cerradas sobre Rn será denotado por ConvRn.

Veamos algunas proposiciones sobre operaciones funcionales que preservan la con-

vexidad.

Proposición 1.1.4 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.1, [13])

Sean f1, . . . , fn ∈ ConvRn [respectivamente en ConvRn], sean t1, . . . tn reales posi-

tivos y supóngase que todas las funciones son propias, entonces la función:

f :=
m∑
j=1

tjfj

está en ConvRn[Resp. en ConvRn].
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Definición 1.1.10

Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función propia no necesariamente convexa, se define

la función conjugada f ∗ mediante:

f ∗(s) = sup{〈s, x〉 − f(x) : x ∈ domf}

para todo s ∈ Rn.

Proposición 1.1.5 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.5, [13])

Sea f ∈ ConvRn[resp. en ConvRn] y sea A : Rm → Rn una transformación af́ın tal

que ImA ∩ domf 6= φ, donde ImA es la imágen de A. Entonces la función:

f ◦ A : Rm 3 x 7→ (f ◦ A)(x) = f(A(x))

está en ConvRm[resp. en ConvRm].

Proposición 1.1.6 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.8, [13])

Sean f, g ∈ ConvRn con g creciente. Supóngase que ∃x0 ∈ Rn/f(x0) ∈ domg y

hágase g(+∞) := +∞. Entonces la función compuesta g ◦ f : x 7→ g(f(x)) está en

ConvRn.

Definición 1.1.11

Sea C un conjunto convexo, cerrado y no-vaćıo. Para cada x ∈ C, se define el cono

asintótico en x como sigue:

C∞(x) := {d ∈ Rn : x+ td ∈ C para todo t > 0}.

C∞(x) puede ser visto como el conjunto de todas las direcciones desde las cuales se puede

ir en ĺınea recta desde x hacia el infinito sin salir de C.
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Proposición 1.1.7 (Ver Cap. IV, Prop. 2.2.1, [13])

El cono convexo cerrado C∞(x) no depende de x ∈ C. Esto permite escribir C∞ en

lugar de C∞(x).

Proposición 1.1.8 (Ver Cap. IV, Prop. 2.2.3, [13])

Un conjunto C convexo y cerrado es compacto si y sólo si C∞ = {0}.

Proposición 1.1.9 (Ver Cap. IV, Prop. 3.2.1, [13])

Sea f ∈ ConvRn, entonces el cono asintótico del eṕıgrafo de f, (epi(f))∞, es el

eṕıgrafo de la función f ′∞ ∈ ConvRn definida por:

d ∈ Rn 7→ f ′∞(d) := sup
t>0

f(x0 + td)− f(x0)

t
= ĺım

t→+∞

f(x0 + td)− f(x0)

t
,

donde x0 es arbitrario en el dominio de f .

Definición 1.1.12

A esta función f ′∞ se le llama función de recesión.

Proposición 1.1.10 (Ver Cap. IV, Prop. 3.2.5, [13])

Sea f ∈ ConvRn. Todos los conjuntos de sub-nivel de f , no-vaćıo, tiene el mismo

cono asintótico, el cual es el conjunto de sub-nivel de f ′∞ en el nivel 0.

Es decir, para todo r ∈ R con Sr(f) 6= φ, se tiene que:

[Sr(f)]∞ = {d ∈ Rn : f ′∞(d) ≤ 0}

En particular, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe r ∈ R para el cual Sr(f) es no-vaćıo y compacto.
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(ii) Todos los subconjuntos de sub-nivel de f son compactos.

(iii) f ′∞(d) > 0 para todo d no nulo en Rn

Definición 1.1.13

Las funciones f ∈ ConvRn que satisfacen (i), (ii), (iii) en la proposición anterior

se llama 0-coercivas. Equivalentemente las funciones 0-coercivas son aquellas que crecen

al infinito, es decir:

f(x)→ +∞ cuando ‖x‖ → +∞,

además, las funciones 0-coercivas, convexas y cerradas alcanzan su mı́nimo sobre Rn.

Un importante caso particular es cuando se tiene que:

f(x)

‖x‖
→ +∞ cuando ‖x‖ → +∞.

En este caso f crece al infinito más rápido que cualquier función af́ın y tales funciones

son llamadas 1-coercivas. En algunos textos no se hace distinción entre 0-coercividad y

1-coercividad y a ambas las denominan simplemente coercividad. En forma análoga se

puede definir coercividad lateral para el caso en que haya coercividad por un solo lado.

Definición 1.1.14

Una dirección d 6= 0 es una dirección de recesión de f si y solo si f ′∞(d) ≤ 0.

Teorema 1.1.4 (Ver Cap. IV, Teo. 4.1.4, [13])

Sea f una función diferenciable sobre un conjunto abierto Ω ⊂ Rn y sea C un

subconjunto convexo de Ω. Entonces:
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(i) f es convexa en C si y sólo si:

f(x) ≥ f(x0) + 〈∇f(x0), x− x0〉 para todo (x0, x) ∈ C × C.

(ii) f es estrictamente convexa en C si y sólo si la desigualdad anterior es estricta

cuando x 6= x0.

Teorema 1.1.5 (Ver Cap. IV, Teo. 4.3.1, [13])

Sea f dos veces diferenciable sobre un conjunto convexo abierto Ω ⊂ Rn. Entonces:

(i) f es convexa sobre Ω si y sólo si el Hessiano ∇2f(x0) es semidefinido positivo para

todo x0 ∈ Ω.

(ii) Si el Hessiano ∇2f(x0) es definido positivo para todo x0 ∈ Ω, entonces f es estric-

tamente convexa en Ω.

Definición 1.1.15

Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es suave si y sólo si es finita y diferenciable en

todo Rn.

Definición 1.1.16

Una función f : Rn → R ∪ {+∞} convexa y propia es esencialmente suave, si

satisface las siguientes condiciones:

(i) int(domf) 6= φ.

(ii) f es diferenciable en int(domf).

(iii) ĺım
k→+∞

‖∇f(xk)‖ = +∞ donde {xk} es una sucesión en int(domf), que converge a

un punto x de la frontera de int(domf).
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Obsérvese que si f es diferenciable en Rn , entonces f es esencialmente suave, pues

int(domf) = Rn y (iii) se cumple por descarte, pues la frontera de Rn es vaćıa.

Definición 1.1.17

Sea f ∈ ConvR, sea x0 un punto del interior de su dominio, llamamos derivada por

la izquierda y derivada por la derecha, respectivamente a las siguientes:

D−f(x0) := ĺım
x↑x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= sup
x<x0

f(x)− f(x0)

x− x0

D+f(x0) := ĺım
x↑x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= ı́nf
x>x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Teorema 1.1.6 (Ver Cap. IV, Teo. 4.1.1, [13])

Sea f ∈ ConvR, sea x0 un punto del interior de su dominio, entonces f admite

derivadas por la izquierda y por la derecha finitas y satisfacen:

D−f(x0) ≤ D+f(x0).

Definición 1.1.18

Sean f : Rn → R∪{+∞} una función convexa. Sean x y d fijos en Rn y consideremos

el cociente incremental de f en x en la dirección d.

q(t) :=
f(x+ td)− f(x)

t
para t > 0,

se define la función uno-dimensional 7→ ϕ(t) := f(x+td) entonces f ′(x, d) = D+ϕ(0).

por otro lado:

f ′(x,−d) = ĺım
x↓x0

f(x− td)− f(x)

t
= ĺım

x↓x0

f(x+ td)− f(x)

−t

luego f ′(x,−d) = −D−ϕ(0).
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Definición 1.1.19

El subdiferencial ∂f(x) de f en x es el conjunto convexo, compacto y no vaćıo de

Rn definido como:

∂f(x) := {s ∈ Rn : 〈s, d〉 ≤ f ′(x, d) para todo d ∈ Rn}

Un vector s ∈ ∂f(x) es llamado subgradiente de f en x.

Definición 1.1.20

El conjunto subdiferencial de f en x0, denotado por ∂f(x0), es el siguiente:

∂f(x0) := {s ∈ Rn : f(x) ≥ f(x0) + 〈s, x− x0〉 para todo x ∈ Rn}.

Teorema 1.1.7 (Ver Cap. IV, Teo. 4.3.1, [13])

Las definiciones 1.1.21 y 1.1.22 son equivalentes: La definición 1.1.22 significa que

los elementos de ∂f(x0) son los vectores directores de los hiperplanos que pasan por

(x0, f(x0)) ∈ Rn × R.

Teorema 1.1.8 (Ver Cap. IV, Teo. 2.2.1, [13])

Para f : Rn → R convexa, las siguientes tres propiedades son equivalentes:

(i) f es minimizada en x sobre Rn.

(ii) 0 ∈ ∂f(x).

(iii) f ′(x, d) ≥ 0 para todo d ∈ Rn.

Una regla de cálculo con subdiferenciales es dada por el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.9 (Ver Cap. IV, Teo. 4.4.1, [13])

Sean f1, f2 dos funciones convexas de Rn → R y t1, t2 positivos, entonces:

∂(t1f1 + t2f2)(x) = t1∂f1(x) + t2∂f2(x), para todo x ∈ Rn.

1.2. Optimalidad y dualidad en programación no lineal

En esta sección se estudiarán algunos conceptos básicos sobre las condiciones nece-

sarias de optimalidad en programación no lineal, describiendo las condiciones de Karush-

Kuhn-Tucker y aquellos resultados que muestran que estas condiciones son también sufi-

cientes para problemas convexos. Además se ofrecerá una breve descripción de la teoŕıa

de dualidad.

El problema de programación no lineal se puede formular como:

min{f(x) : x ∈ Rn}, (1.1)

sujeto a,

h(x) = 0, (1.2)

g(x) ≤ 0. (1.3)

donde x = (x1 . . . , xn)t es el vector de las variables de decisión, f : Rn → R es la función

objetivo, 1.2 y 1.3 son respectivamente las restricciones de igualdad y de desigualdad,

donde al menos una de las restricciones es no lineal. A cualquier vector que satisfaga las

restricciones se la llamará solución factible y el conjunto de todas las soluciones factibles

se la llamará región factible.

El problema anterior en el caso en que todas las funciones son convexas se la llama

programa convexo.

Es bien conocido que si S es un conjunto cerrado, acotado y no vaćıo de Rn, es decir,

compacto y f : Rn → R una función continua, entonces el problema de hallar
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min{f(x) : x ∈ S}, posee al menos una solución óptima. Por otra parte, el conjunto

definido por las restricciones bien pudiera no ser acotado, en cuyo caso se puede garanti-

zar la existencia de soluciones óptimas utilizando hipótesis adicionales convenientes.

Uno de los resultados teóricos más importantes en la programación no lineal es el

que lleva a las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Estas condiciones deben ser

satisfechas por la solución óptima de cualquier problema lineal o no lineal.

Definición 1.2.1 Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker(KKT).

El vector x ∈ Rn satisface las condiciones KKT para el problema no lineal (en el

caso diferenciable) (1.1), (1.2), (1.3), si existe un par de vectores λ ∈ R` y µ ∈ Rm tales

que:

∇f(x) +
∑̀
k=1

λk∇hk(x) +
m∑
j=1

µj∇gj(x) = 0, (1.4)

hk(x) = 0, (1.5)

gj(x) ≤ 0, (1.6)

µjgj(x) = 0, (1.7)

µj ≥ 0. (1.8)

A los vectores λ y µ se les llama multiplicadores de Lagrange o de Karusk-Kuhn-

Tucker. La condición (1.7) es conocida como condición de complementariedad, la condición

(1.8) es conocida como condición de factibilidad dual y (1.5), (1.6) son llamadas condi-

ciones de factibilidad primal.

Dado x̃ ∈ Rn y dado j ∈ {1, . . . ,m}, la restricción de desigualdad, gj(x) ≤ 0, se dice

que es activa en el punto x̃ si gj(x̃) = 0; se denomina no activa si gj(x̃) < 0. Se denota el

conjunto de los ı́ndices de las restricciones activas por I(x̃) = {j : gj(x̃) = 0}.
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Debido a que la diferenciabilidad es un concepto local, esta permite caracterizar los

mı́nimos locales, sin embargo, no es posible emplear esta para caracterizar los mı́nimos

globales, considerando la condición de convexidad se obtiene que todo óptimo local tam-

bién será global.

Al agregar la convexidad tanto a la función objetivo, como a las restricciones, del

problema no lineal, las condiciones necesarias de optimalidad se hacen también suficientes,

permitiendo caracterizar las mismas. Los siguientes resultados son prueba de ello.

Teorema 1.2.1 (Ver Cap. 3, Teo. 3.4.3, [2])

Sea f : Rn → R una función convexa y S ⊂ Rn con S no vaćıo y convexo. Considere

el problema de programación convexa, min{f(x) : x ∈ S}. Entonces x∗ ∈ S es una

solución óptima de este problema si y sólo si, f tiene un subgradiente ξ en x∗ tal que

ξt(x− x∗) ≥ 0, para todo x ∈ S.

Teorema 1.2.2 (Ver Cap. 4, Teo. 4.3.7, [2])

Considere el problema no lineal, min{f(x) : x ∈ Rn, h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, supóngase

que existe una terna de vectores, (u, µ, λ), que cumple las condiciones KKT. Sea K+ =

{k : λk > 0} y K− = {k : λk < 0}. Supóngase que f(x), gi(x), para todo i ∈ I(x) y

hk(x), para todo k ∈ K+, son funciones convexas en Rn y hk(x), para todo k ∈ K−, son

funciones cóncavas en Rn. Entonces x es una solución óptima de dicho problema.

Con este resultado puede observarse que las condiciones de factibilidad y comple-

mentariedad son condiciones suficientes para la optimalidad y por ello son utilizadas en

el análisis de convergencia en los diferentes métodos conocidos.

Veamos ahora otras definiciones preliminares en teoŕıa de dualidad.
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En esta teoŕıa, se le llama problema primal al problema

mı́n
x∈Rn
{f(x) : h(x) = 0, g(x) ≤ 0},

donde x = (x1, . . . , xn)t, f : Rn → R, h : Rn → R` y g : Rn → Rm.

Se define la función Lagrangeana como

`(x, µ, λ) = f(x) + λth(x) + µtg(x). (1.9)

Al problema primal se le puede asociar el problema dual, que consiste en maximizar

la función dual, la cual viene dada por:

θ(λ, µ) = ı́nf
x
{`(x, µ, λ)},

es decir, el problema dual viene dado por

máx{θ(λ, µ), µ ≥ 0, λ ≥ 0},

La teoŕıa de dualidad es importante para la resolución de problema no lineales,

ver [3]. Los resultados obtenidos dentro de esta teoŕıa para programación convexa son

útiles para desarrollar métodos que generan soluciones aproximadas a los problemas de

programación no lineal.

Teorema 1.2.3 (Ver Cap. 6, Teo. 6.2.1 y Coro. 1,2,3 y 4, [2])

1. sup{θ(λ, µ) : µ ≥ 0} ≤∈ mı́n{f(x) : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} (dualidad débil).

2. Si f(x∗) ≤ θ(λ∗, µ∗) para alguna solución factible x∗ del problema primal y para

alguna solución factible (λ∗, µ∗) del problema dual, entonces x∗ y (λ∗, µ∗), son re-

spectivamente, soluciones óptimas de los problemas primal y dual.

3. Si sup{θ(λ∗, µ∗) : µ ≥ 0} = +∞, entonces el problema primal no tiene soluciones

factibles.

4. Si ı́nf{f(x) : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} = −∞, entonces θ(λ, µ) = −∞ para cada λ ∈ R`

y µ ≥ 0.
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Si un vector de multiplicadores resuelve el problema dual y la propiedad 1 del teore-

ma anterior se satisface como igualdad, entonces las soluciones del problema Lagrangeano

asociado con los multiplicadores son soluciones del problema dual. La idea básica es, por

tanto, encontrar condiciones de igualdad, como es el caso en los programas convexos. El

siguiente teorema es un ejemplo que permite visualizar como actúa esta propiedad de

dualidad débil con solo condición de igualdad en el caso de las programación convexa.

Teorema 1.2.4 (Ver Cap. 6, Teo. 6.5.2, [2])

Supóngase que x∗ y (λ∗, µ∗) son soluciones óptimas de los problemas primal y dual

respectivamente y supóngase que f(x∗) = θ(λ∗, µ∗). Entonces (λ∗)tg(x∗) = 0 y x∗ resuelve

el problema de minimizar `(x, µ, λ) = f(x) + λth(x) + µ+g(x) sujeto a x ∈ X ⊂ Rn.



Caṕıtulo 2

Métodos de Punto Proximal y de

Langrangeano Aumentado.

2.1. El concepto de regularización

La idea de regularización está conectada con los problemas que tienen un mal com-

portamiento de la forma

L(f) = 0 (2.1)

donde f es un elemento de algún conjunto de un operador X (usualmente en un espacio

de funciones) y L : X→ X es un operador.

Se quiere reemplazar L : X→ X por otro operador regularizado L+λM ; con λ ∈ R

y M : X→ X donde M sea tal que el problema

L(f) + λM(f) = (L+ λM)(f) = 0 (2.2)

tenga única solución fλ para cada λ > 0, tal que fλ se aproxime a una solución de

L(f) = 0 cuando λ→ 0.

Este concepto se aplica en problema de optimización si nosotros tenemos X = Rn y
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L = ∇f donde f es una función convexa (f : Rn → R) en el cual (2.1) nos queda

∇f(x) = 0 (2.3)

ó

x ∈ argmin{f(x) : x ∈ Rn} (2.4)

Este problema puede tener o no solución.

Supongase que g : Rn → R es 0-coerciva, es decir ĺım
‖x‖→∞

g(x) = ∞ y f es acotada

inferiormente, aśı el ĺımite ‖x‖ → ∞ en (2.4) nos queda

mı́n
x∈Rn
{f(x) + λg(x)} (2.5)

tiene una única solución para cada λ > 0 ya que f + λg es 0-coerciva.

Esta condición de coercividad reduce el problema a hacer el estudio sobre subcon-

juntos compactos, teniendose aśı garantizada la existencia de soluciones. Por otro lado,

la convexidad estricta, implica la unicidad de tal solución. Es decir, (2.5), bajo hipótesis

adecuadas, tendrá una única solución x(λ), tal que ĺım
λ→0+

x(λ) existe y resuelve (2.4).

El problema con esta regularización aproximada consiste en que cuando λ > 0 tiende

a 0, aunque f + λg > 0 es estrictamente convexa y coerciva, puede que se comporte mal

numéricamente, tanto como ∇f , en otras palabras, si ∇f(x) = 0 es mal condicionado,

entonces (∇f + λ∇g) = 0 también lo será cuando x(λ) se aproxime a 0, aunque tenga

una única solución para cada λ > 0.

Este concepto es aplicable a problemas de optimización si consideramos χ = Rn y

L = ∇f donde f : Rn → R es una función convexa.

Diversos métodos se han desarrolado para sobrellevar la condición planteada ante-

riormente, al menos teóricamente, originándose aśı, regularizaciones convenientes. Entre
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esos se encuentra los Métodos de Punto Proximal.

2.2. Método de Punto Proximal

Considérese el algoritmo que genera una sucesión de la siguiente forma

xo ∈ Rn (2.6)

xk+1 = argmin
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2} (2.7)

donde λk es un número real que satisface 0 < λ ≤
∼
λ para

∼
λ > 0, ‖.‖ es una norma

euclideana.

Se probará más adelante que bajo ciertas hipótesis la sucesión generada por (2.6) y (2.7)

convergen al minimizador de f .

Para ello se estudiará la definición de Fejér convergente.

Definición 2.2.1

Una sucesión {yk} en Rn es llamado Fejér convergente a un conjunto U ⊂ Rn con

respecto a la distancia euclideana si ‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖ para todo k ≥ 0 y para todo

u ∈ U .

Ejemplo 2.2.1

Sea el conjunto U = {(x, y) ∈ R2/x = 0} y {yk} =
{

(
1

n
, 0)
}

, entonces, la

sucesión {yk} es Fejér convergente en U .

Sea

yk =

(
1

k
, 0

)
y U = (u1, u2) ∈ U
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Se probará que

∥∥∥∥yk+1 − u
∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥yk − u∥∥∥∥ para todo k > 0 y u ∈ U

∥∥∥∥yk+1 − u
∥∥∥∥ =

√(
1

x+ 1

)2

+ (u2)2

Se sabe que

k + 1 ≥ k ⇒ 1

k
≥ 1

k + 1
para todo k ≥ 0

⇒
(

1

k + 1

)2

+ (u2)
2 ≤

(
1

k

)2

+ (u2)
2

⇒

√(
1

k + 1

)2

+ (u2)2 ≤

√(
1

k

)2

+ (u2)2

por tanto

∥∥∥∥ 1

k + 1
− u
∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥1

k
− u
∥∥∥∥

esto es

‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖

para todo u ∈ U .

Proposición 2.2.1 (Ver Prop. 2.1, [9])

Si {yk} es Fejér convergente en U 6= ∅ entonces {yk} es acotado. Si un punto de

clausura y de {yk} pertence a U , entonces ĺım
k→∞

yk = y existe.

Prueba:

Como {yk} es Fejér convergente a U 6= ∅ por hipótesis, esto implica que

‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖ ∀u ∈ U y ∀k ≥ 0

en consecuencia, tomando u ∈ U cualquiera, se tiene

‖yk − u‖ ≤ ‖yk−1 − u‖ ≤ ‖yk−2 − u‖ ≤ ‖yk−3 − u‖ ≤, ...,≤ ‖y0 − u‖

Aśı ‖yk − u‖ ≤ ‖y0 − u‖ para cualquier u ∈ U .
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De lo anterior se tiene que la {yk} está contenida en B(u, ‖y0 − u‖) y por lo tanto

{yk} es acotada. Aśı {yk} contiene una subsucesión convergente {yjk} tal que ĺım
k→∞

yjk =

y. Además, como {yk} es Fejér convergente y ∈ U , en consecuencia la {‖yk − y‖} es

decreciente, no negativa y posee una subsucesión convergente {‖yjk−y‖} la cual converge

a cero, por lo tanto {‖yk − y‖} también converge a 0, es decir

ĺım
k→∞
‖yk − y‖ = 0 implica ĺım

k→∞
yk = y

�

Teorema 2.2.1 (ver Teo. 2.1, [9] )

Sea f : R → R convexa y continuamente diferenciable. Supongamos que U 6= ∅ es el

conjunto de minimizadores de f sobre Rn. Entonces la sucesión {xk} generada por (2.6),

(2.7) converge a un punto x∗ ∈ U .

Prueba:

Se realizará la prueba en 4 pasos:

Paso 1:

Se probará que la sucesión está bien definida

x0 ∈ Rn

xk+1 = argmin
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2}

Procediendo por inducción

Para k = 1 se cumple, ya que como x0 ∈ Rn se puede asegurar la existencia de

x1 = argmin
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− x0‖}

Supongasé que se cumple para k, y se probará para k + 1 es decir,

xk+1 = argmin
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2}.



Una Casi-Distancia Generalizada en Programción Convexa. Caso 0 < p ≤ 1 33

Además fk = f(x) + λk‖x− xk‖2. Verificando que xk+1 existe y es único.

Como U 6= ∅, f alcanza un mı́nimo. Aśı este está acotado inferiormente, y además

‖x− xk‖2 es estrictamente convexa por lo que

ĺım
k→∞

f(x) + λk‖x− xk‖2 =∞ ĺım
k→∞

fk(x) =∞

Observe que si fk es continua y el minimizador está en (2.7), reduciendo el conjunto

a un conjunto compacto, fk logre el mı́nimo.

f es convexa y λk‖x − xk‖2 es estrictamente convexa, entonces fk es estrictamente

convexa, aśı esto tiene un mı́nimo, es decir xk+1 es único.

Paso 2:

‖xk+1− x‖2 ≤ ‖xk − x‖2−‖xk+1− xk‖2 para todo k ≥ 0 y para todo x ∈ U

En efecto; para x ∈ U , cualquiera

‖xk − x‖2 = ‖xk − xk+1 + xk+1 − x‖2

= ‖xk − xk+1‖2 + ‖xk+1 − x‖2 + 2〈xk − xk+1, xk+1 − x〉 (2.8)

Por otro lado xk+1 es un minimizador se tiene que

0 = ∇fk(xk+1) = ∇f(xk+1) + 2λk(x
k+1 − xk) (2.9)

Observar que

fk = f(x) + λk‖x− xk‖2

Donde

∇f(xk+1) = ∇f(xk+1) +∇(λk‖x− xk‖2)
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donde

λk‖x− xk‖2 = λk〈xk+1 − xk, xk+1 − xk〉

= λk

n∑
i=1

(xi+1 − xi)2

λk∇
n∑
i=1

(xi+1 − xi)2 = 2λk(x
k+1 − xk)

Luego, de (2.9) se obtiene

xk − xk+1 =
1

2λk
∇f(xk+1) (2.10)

Sustituyendo (2.8) en (2.10) se tiene

‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2 − ‖xk+1 − x‖2 =
1

λk
〈∇f(xk+1), xk+1 − x〉 (2.11)

Como f es convexa y diferenciable, se sabe por definición que

f(xk+1) ≤ f(x) + 〈∇f(xk+1), xk+1 − x〉

0 ≤ 1

λk
[f(xk+1)− f(x)] ≤ 1

λk
〈∇(fxk+1), xk+1 − x〉

ya que f(x) ≤ f(xk+1) para todo k

De aqúı

‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − xk‖2 − ‖xk+1 − x‖2 ≥ 0

Paso 3: ĺım
k→∞

(xk+1 − xk) = 0 en efecto;

Del paso 2 se tiene que

0 ≤ ‖xk+1−x‖2 ≤ ‖xk−x‖2−‖xk+1−xk‖2 para todo k ≥ 0 para todo x ∈ U

Observar que la sucesión {‖xk − x‖} es decreciente y no-negativa, por lo tanto

convergente, además
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‖xk − x‖ −→ 0 y ‖xk+1 − x‖ −→ 0

por tanto

‖xk+1 − xk‖ −→ 0

Paso 4: Se probará que cualquier punto clausura de {xk} está en U .

La existencia de punto clausura se sigue del paso 2 (fejér convergencia) y la proposi-

ción 2.1

Sea x un punto de clausura de {xk}, entonces existe una subsucesión {xjk} de {xk}

tal que ĺım
k→0

xjk = x

Luego, de (2.2) se tiene que

∇f(xk+1) = 2λjk(x
jk − xjk+1) (2.12)

Del paso 3 se obtiene que

ĺım
k→∞

xjk+1 = ĺım
k→∞

xjk = x

tomando el ĺımite en (2.12) se obtiene que

∇f(x) = 0

Por la convexidad de f, x ∈ U , y los pasos 2 y 4, se obtiene que satisfacen las hipótesis

de la Proposición 2.1, por lo que existe x∗ ∈ U tal que x∗ = ĺım
k→∞

xk. �

Este teorema es la versión clásica de la convergencia del Método de Punto Proximal.

Inicialmente, en 1965, Moreau [20], ofrece esta regularización, concretamente propone la

siguiente función:

F (y) = argmin
x∈Rn

{f(x) +
1

2
‖x− y‖2},
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que luego es modificada por Yosida, agregando el parámetro λ convirtiéndose en la regu-

larización Moreau-Yosida, conocida por la expresión siguiente:

Fλ(y) = argmin
x∈Rn

{f(x) +
1

2
λ‖x− y‖2}

Obsérvese que el Método de Punto Proximal Clásico sustituye el parámetro λ por

una sucesión {λk} acotada y de números positivos. Martinet [21] en 1970 introduce este

método en el estudio de la programación convexa y posteriormente Rockfellar [22] gener-

aliza la técnica para operadores monótonos maximales.

2.3. Operadores Monótonos Maximales

Definición 2.3.1

Un operador T : Rn → Rn es llamado monótono si y sólo si 〈x−y, T (x)−T (y)〉 ≥ 0

para cada x, y ∈ Rn.

Un ejemplo es T = ∇f con f : Rn → R diferenciable y convexo. Es claro que el

gradiente seŕıa sustituido por subgradiente en el caso en que la función no sea diferenciable.

Definición 2.3.2

Un operador T : Rn → Rn es llamado monótono maximal si y sólo si T es monótono

y para todo T ′ monótono tal que T (x) ⊂ T
′
(x) para cada x, se tiene que T = T ′.

El problema de interés es encontrar el cero del operador monótono maximal si

T : Rn → Rn entonces x es cero de T sii T (x) = 0. Si T : Rn → P(Rn), x es cero de

T sii 0 ∈ T (x).
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Para f convexa y T = ∂f se tiene que x es cero de T sii x es un minimizador de f ,

ya que 0 ∈ T (x) se tiene para todo y que:

0 = 〈0, y − x〉 ≤ f(y)− f(x)

aśı f(x) ≤ f(y) para todo y ∈ Rn, obteniendose que el problema de encontrar ceros de

el operador monótono maximal generaliza el problema de minimización de funciones con-

vexas.

En el caso del Método de Punto Proximal Clásico, para que {xk+1} resuelva el (2.2),

haciendo fk(x) = f(x) + λk‖x− xk‖2, se cumple:

0 = ∇fk(xk+1) + 2λk(x
k+1 − xk)

o bien,

∇f(xk+1) = 2λk(x
k − xk+1) (2.13)

Lo que sugiere una extensión natural a operadores monótonos, dada por

λk(x
k − xk+1) ∈ T (xk+1) (2.14)

lo cual equivale a

xk+1 ∈ (I +
1

λk
T )−1(xk) (2.15)

Antes de establecer el resultado que muestra la convergencia del Método de Punto

Proximal para operadores monótonos, estableceremos algunas definiciones y teoremas

previos.

Definición 2.3.3

Un operador T : Rn → P (Rn) es llamado no-expansivo si

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖

para todo x, y ∈ Rn.
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Definición 2.3.4

Sea P : Rn → Rn es firmemente no-expansivo sii

‖P (x)− P (y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(x− y)− (P (x)− P (y))‖2

Proposición 2.3.1 (Ver Prop. 4.1, [9])

Si P es firmemente no-expansivo, entonces la sucesión definida por x0 ∈ Rn, xk+1 =

P (xk) es Fejér convergente al conjunto de puntos fijos de P :

Prueba:

P es firmemente no-expansivo si

‖P (x)− P (y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(x− y)− (P (x)− P (y))‖2

Aplicaremos esta definición con y = x tal que P (x) = x, x = xk, P (x) = xk+1. Se obtiene

‖xk+1 − x‖2 ≤ ‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2

Note que esta es la propiedad tres puntos usada en el paso 2 en la prueba del Teorema

2.2.1.

�

Definición 2.3.5

Sea P : Rn → P(Rn) diremos que P es sobre si para todo y ∈ Rn existe, x ∈ Rn tal

que y ∈ P (x) y P es 1-1. Si para todo x 6= y se cumple P (x) ∩ P (x) = φ.
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Teorema 2.3.1 (Ver Teo. 4.1, [9] Teorema de Minty)

Si T : Rn → Rn es monónoto y maximal y µ > 0 entonces I + µT es uno a uno y

sobre, además (I + µT )−1 es firmemente no-expansivo.

Lema 2.3.1 (Ver Lema 4.1, [9])

Si ĺım
k→∞

yk = y, ĺım
k→∞

zk = z, T es monónoto maximal y yk ∈ T (zk), entonces y ∈ T (z).

Teorema 2.3.2

Si T : Rn → P(Rn) es maximal monótono y existe x tal que 0 ∈ T (x), entonces la

sucesión {xk} definida por

x0 ∈ Rn

xk+1 ∈
(
I +

1

λk
T

)−1

(xk)

con 0 < λk < λ̃ converge a un vector x∗ tal que 0 ∈ T (x∗).

Prueba:

Paso 1:

En efecto: {xk} está bien definida, lo cual es inmediato por el teorema de Minty.

En este caso utilice el hecho de que I + µT es sobre con lo que se garantiza la exis-

tencia de xk+1 ∈ (I + µT )−1(xk).

Paso 2:

En efecto; ‖xk+1 − x‖2 ≤ ‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − xk‖2 para todo k y x tal que 0 ∈ T (x).

‖xk − x‖2 = ‖xk − xk+1 − xk+1 − x‖2

= ‖xk − xk+1‖2 + ‖xk+1 − x‖2 + 2〈(xk − xk+1), (xk+1 − x)〉
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de donde

‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2 − ‖xk+1 − x‖2 = 2〈xk − xk+1, xk+1 − x〉

Se sabe que

λk(x
k − xk+1) ∈ T (xk+1)

Además, por hipótesis 0 ∈ T (x).

Por tanto

‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2 − ‖xk+1x‖2 =
2

λk
〈λk(xk − xk+1)− 0, xk+1 − x〉

para todo xk+1, x y λk(x
k − xk+1) ∈ T (xk+1), 0 ∈ T (x)

Aśı se cumple la propiedad tres puntos y además la fejér convergencia a T (x)

‖xk+1 − x‖ ≤ ‖xk − x‖

.

Paso 3:

En efecto; ĺım
k→∞

(xk+1 − xk) = 0

0 ≤ ‖xk − xk+1‖2 ≤ ‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − x‖2

La sucesión {‖xk − x‖2} es decreciente y no negativa, por lo tanto convergente además,

‖xk − x‖ → 0 y ‖xk+1 − x‖ → 0

por lo que

‖xk+1 − xk‖ → 0

Paso 4:

En efecto; {xk} tiene puntos de acumulación, entonces estos son ceros de T .

{xk} tiene punto de acumulación x̂ por ser fejér convergente, por tanto existe una sub-

sucesión {xjk} de {xk} tal que ĺım
k→∞

xjk = x̂, luego, por el paso 3 ĺım
k→∞

xjk+1 = x̂, pero

λk(x
jk − xjk+1) ∈ T (xjk+1)
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es claro que λjk(x
jk−xjk+1)→ 0 porque λk < λ̃, pero no se puede tomar ĺımite en T (xjk+1).

Usando

yk = λjk(x
jk+1), y = 0 zk = xjk+1z = x̂

Por el Lema (2.3.1) se tiene que 0 ∈ T (x̂); esto prueba el paso 4.

Por lo que el paso 2 y 4 conjuntamente con la fejér convergencia demuestran el

teorema.

�

2.4. Lagrangeano Aumentado.

Los métodos de multiplicadores transforman un problema de minimización con

resticciones, en una secuencia de problemas de minimización sin restricciones. Dicha

trasformación se realiza adicionando a la función objetivo del problema original una fun-

ción de penalidad la cual involucra a un parámetro µ ∈ Rn.

Existen diversas versiones de estos métodos. En este trabajo se consideran dos tipos,

a saber el método de multiplicadores clásicos presentado por Rockafellar en [16] y el méto-

do de langrageano aumentado considerado en Iusem en [12].

Considerar el problema primal de minimización

f ∗ = inf{f(x) : gi(x) ≤ 0 i = 1, ...,m} (2.16)

donde gi, f : Rn → R son convexas y diferenciables.

El Lagrangeano clásico para este problema es L : Rn × Rn → R definido por:

L(x, µ) =
{ f(x) +

∑m
i=1 µigi(x) si y ≥ 0

+∞ otro caso
(2.17)
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El método de Lagrangeano clásico consiste en generar dos sucesiones, {xk} ⊂ Rn y

{µk} ⊂ Rm, de la siguiente forma; dado µk ≥ 0, se genera xk = argmin

{
L(x, µk),

con x ∈ Rn
}

, actualizando µk de alguna manera conveniente.

Computacionalmente los problemas están relacionados con la discontinuidad de

L(x, .), surgiendo aśı la necesidad de mejorarlos.

Se estudiará ahora el método de Lagrangeano Aumentado, considerado por Iusem

en [12].

Para x ∈ Rn def́ınase x+ de la siguiente forma x+
j = max{xj, 0}. Tomesé α > 0 y el

Langrageano aumentado clásico

Lα(x, µ) = f(x) +
1

α

m∑
i=1

{[(µi + 2αgi(x))+]2 − µ2
i }

Lα(x, µ) es diferenciable si y sólo si f y gi lo son, de hecho:

∇1Lα(x, µ) = ∇f(x) +
m∑
i=1

[µi + 2αgi(x)]+∇gi(x)

El método en consideración genera dos sucesiones {xk} ⊂ Rn y {µk} ⊂ Rm de la siguiente

forma:

Dados

µ0 ∈ Rm+ (2.18)

xk = argminLα(x, µk), x ∈ Rn (2.19)

µk+1
i = [µki + 2αgi(x

k)]+ (2.20)

La convergencia de la sucesión {xk} no puede ser obtenida inmediatamente de la

teoŕıa de punto proximal. De hecho, se requieren hipótesis adicionales, como por ejemplo,

además de otros, la condición de Slater; que exista x tal que gi(x) < 0 para todo i = 1, ...,m
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y como {xk} minimiza el Lagrangeano L(., µk+1), entonces la sucesión {xk} converge al

minimizador x∗ y aśı, el par (x∗, µ∗) es un punto silla para L resultando por la teoŕıa de

dualidad y convexidad que x∗ es la solución de (2.16).

2.5. Penalización

Considere el problema

f ∗ = inf{f(x) : x ∈ S ⊂ Rn} (2.21)

con S ⊂ Rn.

Para resolver (2.21) se puede considerar una función penalidad g tal que g(x) = +∞,

si x no pertenece S.

Para r > 0, el problema regularizado:

mı́n
x∈Rn
{f(x) + rg(x)} (2.22)

Téndra su solución en S (si 2.21 tiene solución). Si (2.21) tiene solución y g es es-

cogido adecuadamente, entonces (2.22) tendrá una única solución x(r) y bajo hipótesis

adicionales es posible probar que ĺım
r>0

x(r) y resuelve (2.21). Como en la regularización,

aqúı también puede ocurrir que el problema (2.22) este mal comportado para valores

pequeños. Es decir, cuando x ∈ δS y g(x) es muy grande, rg(x) puede ser que se comporte

inadecuadamente cuando r → 0. Lo que se requiere es combinar la idea de regularización

con la de punto proximal para conseguir convergencia cuando r es cercano a 0.

En concreto, llamamos penalización exacta a la escogencia de una función g tal que

x(r), obtenida para (2.22) resuelva para (2.21) para algún r fijo aunque la existencia

teórica de tal r sea posible, el valor de r no tiene que ser conocido, sin embargo el mal
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comportamiento comentado arriba pudiera permanecer.

Por lo anterior expuesto el método de punto proximal, en este sentido, trabaja con

un r arbitrario o una sucesión {rk} acotada por debajo para evitar dichos problemas.

2.6. Distancia de Bregman y Método de Punto Proximal

Definición 2.6.1

Sea S un subconjunto no vaćıo de Rn. Una función D : S × S → R+, con S = intS

tal que: D(x, y) = 0 si y solo si x = y y D(x, y) ≥ 0 para cada x, y ∈ S es llamada una

casi-distancia en S.

Considérese dos clases de tales distancias: Las Distancia de Bregnan y ϕ-divergencia.

En ambos casos el método de punto proximal consiste en gererar una sucesión {xk} con

x0 ∈ S y xx+1 = argmin
x∈Rn

{f(x) + rkD(x, xk)}.

Definición 2.6.2

Sea S un subconjunto de Rn abierto y convexo y S su clausura.

Considere una función real convexa h definida sobre S y sea Dh : S × S → R dada por

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−∇h(y)T (x− y)

h es llamada función de Bregman y Dh la distancia de Bregman inducida por h si satis-

facen las siguientes condiciones:

B1) h es continuamente diferenciable sobre S

B2) h es estrictamente convexa y continua sobre S
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B3) Para todo δ ∈ R los conjuntos parciales de sub-nivel.

Γ1(y, δ) = {x ∈ S : Dh(x, y) ≤ δ}

Γ2(x.δ) = {y ∈ S : Dh(x, y) ≤ δ}

son acotados para todo y ∈ S, todo x ∈ S, respectivamente.

B4) Si {yk} ⊂ S converge a y∗ entonces Dh(y
∗, yk) converge a 0

B5) Si {xk} ⊂ S y {yk} ⊂ S son sucesiones tal que {xk} es acotada, ĺım
k→∞

yk = y∗ y

ĺım
k→∞

Dh(x
k, yk) = 0 entonces ĺım

k→∞
xk = y∗

S es llamada la zona de h.

Es fácil ver que D(x, y) ≥ 0 para todo x ∈ S y que D(x, y) = 0 si x = y esta se

obtiene del hecho que h es estrictamente convexa, esto es

f(x)〈f(y) +∇h(x)(x− y)〉 siempre que x 6= y

por lo tanto,

D(x, y) ≥ 0 para x ∈ S y D(x, y) = 0 sii x = y

Definición 2.6.3

Se dice que una función h de Bregman es coerciva acotada en la frontera si para

{yk} ⊂ S

tal que

ĺım
k→+∞

yk = y ∈ δS

entonces ∑
k→∞

(∇h(yk))t(x− yk) = −∞ para todo x ∈ S.

h es llamado zona coerciva si para toda y ∈ Rn existe x ∈ S tal que ∇h(x) = y.
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Ejemplo 2.6.1

S = Rn++ h(x) =
n∑
j=1

xjlogxj; continua sobre δRn+ con la convención 0log0 = 0.

Se tiene que

Dh(x, y) =
n∑
j=1

(
xjlog

(
xj
yj

)
− xj + y1

)
Ejemplo 2.6.2

S = Rh, h(x) = xTMx, con M ∈ Rh×n simétrica y definida positiva, halle Dh(x, y).

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉

Aśı el ∇h(y) donde h(y) = yTMy

yTMy = 〈My, y〉 =

〈


m11 m12 ... m1n

m21 m22 ... m2n

· · · . . . . . .

mn1 . . . mnn




y1

y2

...

yn

 ,


y1

y2

...

yn


〉

=

〈


m11y1 +m12y2 + · · ·+m1nyn

m21y1 +m22y2 + · · ·+m2nyn
...

...

mn1y1 +mn2y2 + · · ·+mmyn

,


y1

y2

...

yn


〉

=

〈
n∑
j=1

m1jyj

...
n∑
k=1

mnjyj,

 ,


y1

y2

...

yn


〉

=
n∑
j=1

m1jyjy1 + ...+
n∑
j=1

mnjyjyn =
n∑
k=1

mijyjyi
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∇h(y) = 2yTM

Dn(x, y) = xTMx− yTMy − 〈(2yTM)T , (x− y)〉

= 〈Mx, y〉 − 〈My, y〉 − 〈2My, x− y〉

= 〈M(x+ y), x− y〉 − 〈2My, x− y〉

= 〈M(x+ y − 2y), x− y〉

= 〈M(x− y), x− y〉 = (x− y)TM(x− y)

Proposición 2.6.1 (ver [9],Prop. 9.1)

Si h es una función de Bregman con zona S, entonces

i) Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = 〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉

ii) ∇xDh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y) para todo x, y ∈ S

iii) Dh(., y) es estrictamente convexo para todo y ∈ S

Demostración:

i) De la definición de distancias de Bregman se tiene que

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇hT (y), x− y〉

Dh(x, z) = h(x)− h(z)− 〈∇hT (z), x− z〉

Dh(z, y) = h(z)− h(y)− 〈∇hT (y), z − y〉

Aśı

Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) =

−〈∇h(y), x− y〉+ 〈∇h(z), x− z〉+ 〈∇h(y), z − y〉 =

−〈∇h(y), x− y − z + y〉+ 〈∇h(z), x− z〉 =

−〈∇h(y), x− z〉+ 〈∇h(z), x− z〉 =

〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉



Una Casi-Distancia Generalizada en Programción Convexa. Caso 0 < p ≤ 1 48

ii) ∇xDh(x, y) = ∇x(h(x)− h(y))−∇x(∇h(y)(x− y))

∇xh(x)−∇x

∑
∇h(yi)xi = ∇h(x)−∇h(y) x, y ∈ S

iii) Dh(., y) es estrictamente convexo para todo y ∈ S

Se sabe que f es convexa y diferenciable si

Dh(x, z) > Dh(y, z) + 〈∇Dh(y, z), x− y〉

h es estrictamente convexa

h(x) > h(y) + 〈∇h(y), x− y〉

h(x)− h(z)− 〈∇h(z), x− z〉 > h(y)− h(z)− 〈∇h(z), x− z〉+ 〈∇h(y), x− y〉

Dh(x, z) > h(y)−h(z)−〈∇h(z), y−z〉+〈∇h(z), y−z〉−〈∇h(z), x−z〉+〈∇h(y), x−y〉

Dh(x, z) > Dh(y, z)− 〈∇h(z), x− y〉+ 〈∇h(y), x− y〉

Dh(x, z) > Dh(y, z) + 〈∇h(y)−∇h(z), x− y〉

Dh(x, z) > Dh(y, z) + 〈∇Dh(y, z), x− y〉 �

La Distancia de Bregman son usadas para generar un método de punto proximal.

El problema de interés es

f ∗ = inf{f(x) : x ∈ S ⊂ Rn} (2.23)

con S ⊂ Rn abierto y convexo, S la clausura de S y f continua y convexa sobre S.

El método de punto proximal con distancia de Bregman S definida como

x0 ∈ S (2.24)

xk+1 = argmim{f(x) + λkDh(x, x
k)} (2.25)

donde h es una función de Bregman con zona S y λk satisface

0 ≤ λk ≤ λ̃ (2.26)



Una Casi-Distancia Generalizada en Programción Convexa. Caso 0 < p ≤ 1 49

para algún λ̃ > 0.

El siguiente teorema establece la convergencia de la suseción generada por (2.24)-

(2.25)

Teorema 2.6.1 (ver [9], Teo. 10.1)

Si el problema (2.23) tiene solución y h es coerciva acotada, con respecto a S,

entonces la sucesión {xk} generada por (2.24) y (2.25) converge a la solución x∗ de

problema (2.23).

Demostración:

Paso 1:

Se probará en primer lugar que la sucesión generada por (2.25) está bien definida y

contenida en S.

En efecto, como f es continua en S, es acotada, por lo que se puede considerar un

β como una cota inferior de f , por lo que

fx(x) = f(x) + λkDh(x, x
k) ≥ β + λkDh(x, x

k) para todo x ∈ S

por la propiedad (B3) se sigue que los conjuntos de nivel de asociados a Dh son acotados,

por lo que fk(x) es acotada, y por lo tanto la minimización de (2.25) se reduce a un

conjunto compacto, en consecuencia el mı́nimo es obtenido.

Por otro lado, como f es convexa, h es estrictamente convexa. Por Proposición

2.5.1(iii) se tiene que Dh(., y) es estrictamente convexa para todo y ∈ S, y aśı fk es

estrictamente convexa, por tanto xk+1 es un minimizador único de fk.
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Véase ahora que xk+1 ∈ S

Como xk+1 es único minimizador de fk, se deduce que xk+1 es el único x ∈ S que

verifica

0 ∈ ∂(f(x(k+1)) + λkDh(x
k+1, xk))

0 ∈ (∂(f(xk+1) + λk∂(Dh(x
k+1, xk))

Luego, como Dh es diferenciable

0 ∈ ∂f(xk+1) + λk∇x(Dh(x
k+1, xk))

0 ∈ ∂f(xk+1) + λk(∇h(xk+1)−∇h(xk))

0 ∈ ∂f(xk+1) + λk∇h(xk+1)− λk∇h(xk)

As̀ı

λk∇h(xk) ∈ ∂(f + λkh)(x) (2.27)

Se probará, bajo (B5), ∂(f + λkh)(x) = ∅ para todo x ∈ ∂S en consecuencia con

(2.5) se tiene xk+1 ∈ S.

Tomando x ∈ ∂S, supongamos que existe ε ∈ ∂(f + λkh)(x), z ∈ S y definasé

y` = (1− ε`)x+ ε`z; (2.28)

donde ĺım`→∞ ε` = 0, entonces y` ∈ X, y X es convexo.

Además

ĺım
l→∞

y` = x

Por (2.28) se obtiene:

clξ
t(z − x) = ξt(y` − x) (2.29)

Como ξ ∈ ∂(f + h/ck), se deduce:

ξt(y` − x) ≥ f(y`)− f(x) +
(h(y`)− h(x))

ck
(2.30)



Una Casi-Distancia Generalizada en Programción Convexa. Caso 0 < p ≤ 1 51

Como h es estrictamente convexa y continuamente diferenciable, por la propiedades

(1),(2). Se deduce:

f(y`)− f(x) +
(h(y`)− h(x))

ck
≥ f(y`)− f(x) +∇h(y`)t(y` − x)

ck
(2.31)

usando nuevamente (2.28) y la convexidad de f se obtiene:

f(y`)− f(x) +∇h(y`)t(y` − x)

ck
≥ ε`(f(z)− f(x)) +

ε`
ck(1− ε`)

∇h(y`)t(z − y`) (2.32)

Por lo cual de (2.29), (2.30), (2.31) y (2.32) se tiene que:

c`ξ
t(z − x) ≤ ε`(f(z)− f(x)) +

ε`
ck(1− ε`)

∇h(y`)t(z − y`) (2.33)

En consecuencia:

c`(1− ε`)[f(x)− f(z) + ξt(z − x)] ≤ ∇h(y`)t(z − y`) (2.34)

Como ĺım`→∞ y
` = x y además x está en la frontera de S, asimismo h es coerciva

en la frontera, por lo cual el lado derecho (2.34) tiende a −∞ cuando `→∞, mientras el

lado izquierdo tiene un ĺımite finito, lo cual es contradictorio, por lo tanto ∂(f +Dh) = ∅,

para todo x en la frontera de X, en consecuencia xk+1 ∈ S

Paso 2:

Dh(x, x
k+1) ≤ Dh(x, x

k)−Dh(x
k+1, xk) para todo k y toda solución x de (2.2.3).

En efecto;

Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = 〈∇h(y))−∇h(z), z − x〉

con

x = x, y = xk, z = xk+1

obteniendo que

Dh(x− xk)−Dh(x, x
k+1)−Dh(x

k+1, xk) = 〈∇h(xk)−∇h(xk+1), xk+1 − x〉 (2.35)
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De (2.3.5) se tiene que

0 ∈ ∂(f + λkD(., xk))(xk+1)

0 ∈ ∂f(xk+1) + λk∇Dh(x
k+1, xk)

−λk[∇h(xk+1)−∇h(xk)] ∈ ∂f(xk+1)

λk[∇h(xk)−∇(xk+1)] ∈ ∂f(xk+1) (2.36)

Sea yk = λk(∇h(xk)−∇h(xk+1))

De (2.36)

Dh(x, x
k)−Dh(x, x

k+1)−Dh(x
k+1, xk) = 〈 1

λk
yk, xk+1 − x〉 =

1

λk
〈yk, xk+1 − x〉

Luego, por definición de subgradiente

f(x) ≥ (xk+1) + (yk, x− xk+1)⇒ f(x)− fxk+1) ≥ (yk, x− xk+1)

⇒ 1

kk
(f(xk+1)− f(x)) ≤ 1

hk
(yk, xk+1 − x)

Dh(x, x
k)−Dh(x, x

k+1)−Dh(x
k+1, xk) ≥ 1

hk
(f(xk+1)− f(x)),

De aqúı

−Dh(x
k+1, xk)Dh(x, x

k)−Dh(x, x
k+1 −D(xk+1,xk)

h ≥ 1

λk
(f(xk+1)− f(x)).

Luego, como x es mı́nimo se tiene que

Dh(x, x
k)−Dh(x, x

k+1)−Dh(x
k+1 − xk) ≥ 0

por tanto Dh(x, x
k+1) ≤ Dh(x, x

k)−Dh(x
k+1, xk) (2.37)

Paso 3:

{xk} es acotada y ĺım
k→∞

xjk = x̂ implica que ĺım
k→∞

xk+1.

En efecto;
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Por el paso 2 se tiene que {Dh(x, x
k)} es decreciente y no negativa y por lo tanto

convergente.

ĺım
k→∞

Dh(x
k+1, xk) = 0

Como {Dh(x, x
k)} es decreciente, se tiene que Dh(x, x

k) ≤ Dh(x, x
0).

Por lo tanto {xk} es acotado, en virtud que h es acotada (B3).

Si ĺım
k→∞

xjk = x̂ una subsucesión de {xk}, entonces ĺım
k→∞

xjk+1 = x̂ por (B5).

Paso 4:

Se probará que los puntos de acumulación de {xk} son solución del problema (2.36).

Sea una solución de (2.25), x y x̂ un punto clausura de {xk} luego, como esta es acotada,

existe una subsucesión {xk} tal que

ĺım
k→∞

xjk = x̂,

en el paso 3 se probó que ĺım
k→∞

xjk+1 = x̂.

0 ≤ 1

λk
(f(xk+1)− f(x)) ≤ Dh(x− xk)−Dh(x− xk+1)−Dh(x

k+1 − xk).

De (2.36) y la desigualdad anterior se tiene que

0 ≤ 1

λ̃k
(f(xjk+1)−f(x)) ≤ 1

λk
(f(xjk+1)−f(x) ≤ Dh(x, x

jk)−Dh(x, x
jk+1)−Dh(x

jk+1 , xjk))

Como Dh(x − xjk)−Dh(x, x
Jk+1)−Dh(x

Jk+1 , xJk) → 0 cuando k → ∞ obteniendo

que ĺım
k→∞

f(xjk+1) = f(x̂), además, por (β5) se obtiene que f(x̂) = f(x). �

Un ejemplo que se debe resaltar es el (2.6.1), el cual es de la distancia entrópica o

divergencia Kullback-Leibler.

Otro ejemplo que se obtiene al considerar el función de Bregman h(x) =
1

2
‖x‖

resultando que Dh(x, y) =
1

2
‖x− y‖2, recuperándose el núcleo cuadrático del método de

punto proximal clásico.
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2.7. ϕ-Divergencia y Método de Punto Proximal

Continuando con el debate y aplicaciones del método próximal, se señalera el trabajo

de Teboulle [11], estudiando las propiedades básicas de la función Entrópica proximal, la

cual está basada sobre la imitación de la función proximal de Moreau, donde la distancia

cuadrática del método proximal clásico es reemplazada por la ϕ-divergencia de Csiszár

(1967).

Estudiando aśı otra clase de distancias, que son denotadas por dϕ(.,.) y están

definidas sobre el ortante positivo de Rn.

Definición 2.7.1

Dado S ⊂ Rn, d : S × S → R llamado medida divergente en S si y sólo si

(i) d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ S

(ii) Si {xk} ⊂ S, x ∈ S entonces ĺım
k→∞

d(x, xk) = 0 si y solo si ĺım
k→∞

xx = x

(iii) Los conjuntos de nivel Γ1(y, v) = {x ∈ S : d(x, y) ≤ v} son acotados para todo y ∈ S

y todo v > 0.

(iv) Los conjuntos de nivel Γ2(x, v) = {y ∈ S : d(x, y) ≤ v} son acotados.

Se introduce una familia de medidas divergentes definidas sobre el ortante positivo

S = Rn++ : {x ∈ Rn : x > 0}.

Sea G el conjunto de funciones continuas Γ : R++ → R, las cuales satisfacen:

(a) ϕ es decreciente en (0, 1) y creciente en (1,+∞)

(b) ϕ(1) = 0
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(c) ĺım
k→∞

ϕ(t) = +∞

Definición 2.7.2

Sea ϕ ∈ G, se define dϕ : Rn++ × Rn++ → R como

dϕ(x, y) =
n∑
j=1

yjϕ

(
xj
xj

)
la cual es llamada ϕ-divergencia.

Proposición 2.7.1 (Ver Prop. 2.1, [11])

Si ϕ ∈ G, entonces dϕ es una medida divergente en Rn++.

Para el estudio del análisis de convergencia, se considerarán unas condiciones adicionales

al conjunto G.

Aśı se introduce un subconjunto Φ de G.

Sea Φ una clase de funciones estrictamente convexas y tres veces continuamente

diferenciable ϕ : R++ × Rn++ → R definidas por

Φ : {ϕ ∈ C3(0,+∞) : ϕ(1) = ϕ′(1) = 0, ϕ′′(1) > 0}

Proposición 2.7.2 (Ver Prop. 2.2, [11])

Φ ⊂ G

Corolario 2.7.1 (ver Coro. 2.1, [11])

Si ϕ ∈ Φ, entonces dϕ es una medida divergente.

Algunos ejemplos clásicos de ϕ-divergencias, son los siguientes:
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Ejemplo 2.7.1

Si ψ(t) = t log t− t+ 1, entonces dψ(x, y) =
n∑
j=1

(xj log
xj
yj

+ yj − xj).

Obsérvese que esta es la casi-distancia Kullback-Liebler, la cual fue obtenida ante-

riormente v́ıa distancia de Bregman.

Ejemplo 2.7.2

Si ϕ(t) = (
√
t− 1)2, entonces dϕ(x, y) =

n∑
j=1

(
√
xj −

√
yj)

2

Definición 2.7.3

Sea ϕ ∈ Φ def́ınase ϕ♦, ϕ̂ : R++ → R dadas por

ϕ�(t) = tϕ

(
1

t

)
(2.38)

ϕ̂(t) = (t− 1)ϕ′(t) (2.39)

La función (2.38) fue introducida por Bental, Ben-Israel y Teboulle (1991) y es llamada

la adjunta de ϕ.

Algunas propiedades de ϕ♦, ϕ̂ y su relación con ϕ se establecen en el siguiente

teorema.

Proposición 2.7.3 (ver Prop. 2.3, [11])

Sea ϕ ∈ Φ, entonces

(i) ϕ♦ ∈ Φ

(ii) ϕ♦♦ = ϕ
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(iii) dϕ(x, y) = dϕ♦(y, x)

(iv) ϕ(t) ≤ ϕ̂(t) para todo t > 0

(v) ϕ̂ ∈ G

Corolario 2.7.2 (Ver Coro. 2.2, [11])

Si ϕ ∈ Φ entonces dϕ♦ y dϕ̂ son medidas divergentes.

Proposición 2.7.4 (Ver Prop. 2.5, [11])

Sea ϕ ∈ Φ y denótese α = [ϕ′′(1)]−1 > 0 entonces existe µ > 0 tal que para todo

t ∈ R++

(t− 1)− α tϕ′(t) ≤ µϕ̂(t) α tϕ′(t)− t log t ≤ µϕ̂(t)

Con las ϕ- divergencias se ha desarrollado un método de punto proximal, el cual se

presenta a continuación.

Sea U un conjunto convexo, f : U ⊂ Rn → R una función continua y convexa, y

considerese el problema de minimización convexa

(P ) mı́n{f(x) : x ∈ Rn+} (2.40)

Como se mencionó anteriormente, se reemplaza la distancia cuadrática usada en el

algoritmo de minimización proximal clásico por ϕ-divergencia, y se introduce el Entropy-

like Proximal Method (EPM) para resolver (P):

x0 ∈ Rn++ (2.41)

xk+1 = argmin
x∈Rn+

{f(x) + λkdϕ(x, xk)} (2.42)
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donde ϕ ∈ Φ1 = {ϕ ∈ Φ : ĺım
t→0

ϕ′(t) = −∞} y λk ∈ [λ̂, λ] ⊂ (0,+∞)

Denótese por T el conjunto de soluciones de (P), asumiremos que T 6= ∅ y ∂f(x) es

no vaćıo para todo x ∈ U .

Definición 2.7.4

Def́ınase uk ∈ Rn como

ukj = −λkϕ′
(
xk+1
j

xkj

)
j = 1, ..., n (2.43)

Proposición 2.7.5 (ver Prop. 4.1, [11])

La sucesión generada para el algoritmo (2.40)-(2.41) está bien definida y está con-

tenida en Rn++. Más aún uk ∈ ∂f(xk+1) para todo k ≥ 0.

Proposición 2.7.6 (ver Prop. 4.2, [11])

Para todo k ≥ 0

0 ≤ λkdϕ(xk+1, xk) ≤ λkdϕ̂(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1)

Corolario 2.7.3 (Ver Coro. 4.1, [11])

(i) La sucesión {f(xk)} es decreciente y convergente

(ii)
∞∑
k=0

λkdϕ̂(xk+1, xk) <∞

(iii) ĺım
t→∞

xjϕ(xk+1
j

/
xkj ) = 0 para todo j = 1, ..., n
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Se introducirá la siguiente notación, para x ∈ Rn+ def́ınase I(x) = {j ∈ [1, n] : xj =

0}, J(x) = {j ∈ [1, n] : xj > 0} y j = 1, ..., n, tkj = xk+1
J

/
xkj .

Proposición 2.7.7 (Ver Prop. 4.3, [11])

Si la sucesión {xk} converge a un punto x∗ y

(i) f es continuamente diferenciable en Rn+, ó

(ii) Existe z ∈ T tal que I(x∗) ⊂ I(z)

Entonces x∗ pertenece a T .

Definición 2.7.5

Una sucesión {yk} ⊂ S es casi-fejér convergente a un conjunto V con respecto a la

unidad de medida divergente d si para cada v ∈ V existe k ≥ 0 y una sucesión de número

real εk ≥ 0 tal que
∞∑
k=0

εkz <∞ y

d(v, yk+1) ≤ d(v, yk) + εk para todo k ≥ K

Teorema 2.7.1 (Ver Teo. 4.1, [11]).

(i) Si una sucesión {yk} es quasi-Fejer convergente a un conjunto no vaćıo V , entonces

{yk} es acotado y {d(v, yk)} es acotado para v ∈ V .

(ii) Si V contiene el punto ĺımite de {yk}, entonces {yk} converge.

Def́ınase T ∗ = {x ∈ U : f(x) ≤ r} claramente T ∗ ⊃ T donde r = ĺım
k→∞

f(xk)

el cual existe para el colorario (2.7.3) y sea T1 y T2, donde T1 es el conjunto de punto

ĺımite de {xk} por el corolario (2.7.3) (i) T1 ⊂ T ∗. Sea I el conjunto de ı́ndices y del

cual existe una subsucesión {xlkj } de {xkj} la cual converge a 0. T2 está definida como
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T2 = {x ∈ T ∗ : I ⊂ (x)}, i.e T2

En la siguiente proposición se tomará ψ como en el ejemplo (2.7.1).

Proposición 2.7.8 (Ver Prop. 4.4, [11])

Sea cualquier z ∈ T ∗ y µ como en Proposición (2.7.4), entonces:

(i) dψ(z, xk+1)− dψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λk

n∑
j=1

(
1 +

zj

xk+1
j

)
xkj ϕ̂(tkj ) para todo k ≥ 0

(ii) Si ϕ′(t) ≤ ϕ′′(1) log t para todo t > 0. Entonces

dψ(z, xk+1)− dψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λkdϕ̂(xk, xk+1) para todo k ≥ 0

Corolario 2.7.4 (Ver Coro. 4.2, [11])

(i) {xk} es casi-Fejér convergente T2 con respecto a dψ

(ii) Si ϕ′(t) ≤ ϕ′′(1) log t para todo t > 0 entonces {xk} es casi-fejér convergente

a T ∗ con respecto a dψ.

Proposición 2.7.9 (Ver Prop. 4.5, [11])

Si existe k0 tal que

f(xk0)− r ≤ mı́n

{
r

2µ
, λ̂ξϕ

(
1

2

)}
(2.44)

dψ(z, xk0) ≤ r

2
(2.45)

entonces, para todo k ≥ k0

dψ(z, xk+1)− dψ(z, zk) ≤ µ̃λkdϕ̂(xk, xk+1)
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Corolario 2.7.5 (Ver Coro. 4.3, [11])

(i) {xk} es cuasi-fejér convergente en T , con respecto a dψ.

(ii) Si x0 es suficientemente cercano a un punto z∗ ∈ T entonces {xk} es casi-fejér con-

vergente a {z∗} con respecto a dψ.

Finalmente se sumarán todos los resultados en el siguiente teorema, armado con los resul-

tados del Corolario (2.7.4) y Corolario (2.7.5) y el Teorema (2.7.1) y la Proposi-

ción (2.7.7).

Teorema 2.7.2 (Ver Teo. 4.2 [11]).

Si cualquiera de las siguientes condiciones se tiene:

(i) La sucesión {xk} tiene puntos ĺımites.

(ii) El conjunto T es acotado.

(iii) Existe una solución z del problema (P) tal que {xkj} es acotada para aquellos com-

ponentes tales que zj > 0

(iv) ϕ′(t) ≤ ϕ′′(1) log t para todo t > 0.

(v) Si x0 es sufientemente cercano a la solución z∗ del problema (2.39), entonces la

sucesión {xk} generada por (2.41) converge.

Más aún, bajo cualquiera de las condiciones (iii), (iv) o (v) o si f es C ′(Rn+) cualquier

punto ĺımite de la sucesión es una solución del problema (2.39).
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Corolario 2.7.6 (Ver Coro. 4.4, [11])

Si ϕ‘(t) ≤ ϕ′′(1) log t, para todo t > 0, entonces la sucesión generada por (2.41)

converge a una solución del problema (2.39).

Obsérvese que la distancia entrópica Kullback-Leibler puede ser obtenida tanto de

las ϕ-divergencias como las distancias de Bregman. Es de hacer notar que en este trabajo

se ofrece otra conexión entre ambos métodos, la cual será destacada más adelante.



Caṕıtulo 3

Una Casi-distancia Generalizada en

los casos 0 < p < 2

En este caṕıtulo se presentan los aportes originales de este trabajo, en la sección 3.1

se hace una breve introducción a la casi-distancia generalizada, propuesta en [19]. En la

sección 3.2 se propone una familia de penalidad, que a diferencia de [11] no pasa por el

origen con pendiente uno. En la sección 3.3, se presenta el algoritmo de punto proximal

con la casi-distancia generalizada, caso 0 < p < 2, está sección se divide en tres partes,

la primera subsección se presentan los teoremas y propiedades básicos para obtener la

convergencia siguiendo los pasos de [11] y [19], en la siguiente subsección se presenta la

noción de caśı-Fejer convergencia y por último en la tercera subseción se realizan los es-

tudios de convergencia desde el punto de vista dual-primal. Para finalizar en la última

sección se presenta la convergencia desde el punto de vista primal-dual.

3.1. Introducción a la casi-distancia generalizada.

El problema de programación convexa es expresado comunmente de la siguiente

manera:
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f ∗ = inf{f0(x) : f
i(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m}; (P ) (3.1)

donde las funciones fi : U ⊂ Rn+ → R, para i = 0, 1, . . . , n son convexas, propias y cer-

radas. El problema (P ) ha sido estudiado y resuelto, tanto por medio de métodos teóricos

como métodos computacionales, debido a su aplicabilidad en múltiples problemas de in-

geneŕıa y en sus diversas áreas, los cuales pueden ser modelados bajo este formato.

Asociado al problema (P ) se tiene el problema dual, el cual viene dado por:

d∗ = sup{d(µ) : µ ≥ 0} (D) (3.2)

donde,

d(µ) = inf{l(x, µ) : x ∈ Rn} (3.3)

y

l(x, µ) = f0(x) +
n∑
i=1

µifi(x) (3.4)

es la función Lagrangeana.

Suponga las siguientes hipótesis:

(H1)El conjunto de soluciones de (P) es no vaćıo y compacto.

(H2) Existe x tal que fi(x) < 0, para i = 1, ...,m.(C. Slater).

Una forma de resolver el problema (P ) consiste en utilizar los métodos de La-

grangeano aumentado, los cuales, debido a su eficiente estabilidad computacional en una

diversidad de problemas y su conocida relación teórica con los métodos de punto proximal,

via dualidad de Fenchel, han sido estudiados ampliamente en los últimos años. Es bien

conocido que los métodos de Lagrangeano aumentado pueden ser introducidos desde un

punto de vista primal, ver [2], [3] y [15] o desde el punto de vista dual, donde el método

de multiplicadores es construido aplicando teoŕıa de dualidad de Fenchel al método de
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punto proximal, ver [1], [6] y [11].

En la sección 3.2, se estudiará una casi-distancia generalizada introducida por [19]

para resolver el problema (D) la cual esta dada por la siguiente expresión:

dpϕ(x, y) =
n∑
i=1

[
ypi
c
ϕ(
cxi
yi

)− ypi
c
ϕ(c)− yp−1

i ϕ
′
(c)(xi − yi)

]
(3.5)

donde ϕ es una función que no pasa a través del origen y satisface que ϕ
′
(0) = k, k > 0

con p ≥ 0 y c > 0 es tal que para un ỹ ∈ R se tiene que ϕ
′
(ỹ) = c y dpϕ : Rn++ x Rn++ → R,

en la sección 3.3, se presenta el problema original continuando con los problemas abiertos

dejados en [19], por último, en la sección 3.4 se desarrollarán técnicas similares a las

desarrolladas en [11] para los casos 0 < p < 1 y p = 1 generalizados, basados en un

algoritmo de tipo punto proximal y un algoritmo de Lagrangeano aumentado, en el estudio

de ϕ-divergencias trasladadas mostrando resultados en los espacios primal y dual.

3.2. Familia de Penalidad propuesta.

La familia de penalidad que se introducirá esta definida sobre el ortante positivo

S := Rn++ = {x ∈ Rn : x > 0}

Sea Φ el conjunto de funciones de clase C3, estrictamente convexas ϕ : Rn++ → R donde

ϕ es la función conjugada asociada a la función de penalidad la cual satisface:

1. ϕ(k) = min{ϕ(t) : 0 < t < +∞}

2. ϕ es decreciente en (0, k) y creciente en (k,+∞)

3. ĺımt→∞+ ϕ
′
(t) = +∞

4. ĺımt→0+ ϕ
′
(t) = −∞

5. ϕ
′′
(t) ≤M para todo t ≥ k
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6. ϕ
′′
(t) > (k − t)ϕ′′′(t), ∀t > 0

A diferencia de [11] la función usada no necesita pasar por el origen con pendiente

uno y a diferencia de [19], se introduce la propiedad 3, y la segunda derivada de la función

de penalidad no es acotada superiormente.

Ejemplo 3.2.1 Para θ(t) = ket − 1 (véase la figura 3.1), se tiene que θ(0) = k − 1,

θ
′
(0) = k y θ∗(t) = ϕ(t) = tln(t)− t− tln(k) + 1 (véase la figura 3.2), donde ϕ

′
(k) = 0 y

ϕ(k) = −k + 1

Figura 3.1: Función θ Figura 3.2: Función θ∗

De acuerdo a la Definición 2.7.1, definase la casi-distancia como:

dpϕ(x, y) =
n∑
i=1

[
ypi
c
ϕ(
cxi
yi

)− ypi
c
ϕ(c)− yp−1

i ϕ
′
(c)(xi − yi)] (3.6)

En la siguiente proposición se probará que (3.6) es en efecto una medida divergente,

pero observese antes algunos detalles importantes. Note que dpϕ(., y) es una función estric-

tamente convexa porque ϕ lo es. Al particularizar para los valores p = 1, c = 1, ỹ = 0 con

θ(ỹ) = 0 se obtiene:

P ∗1 (s, µ, r, c) = rdθ∗(s, µ) = r

m∑
i=1

µiθ
∗(
si
µi

) (3.7)
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la cual es usada en métodos de punto proximal con φ-divergencias, ver [11].

Para p=2, c=1, ỹ = 0 con θ(ỹ) = 0 asi,

P ∗2 (s, µ, r, c) = rd̃θ∗(s, µ) = r

m∑
i=1

µ2
i θ
∗(
si
µi

) (3.8)

obteniendose los núcleos homogéneos de segundo orden usados por [3].

Ejemplo 3.2.2 (Una generalización de la distancia entrópica Kullback-Leibler)

Para ϕ(t) = tln(t) − t se tiene que dpϕ(x, y) = yp−1(xln(x
y
) − x + y). Esta casi-distancia

puede ser considerada una generalización de la distancia entrópica Kullback-Leibler la

cual es muy usada en la Teoŕıa de probabilidad y de la información y fue introducida

originalmente por Solomon Kullback y Richard Leibler en 1951 .

Se probará ahora que la casi-distancia considerada es una medida divergente.

Proposición 3.2.1 (Ver Prop. 3.2.3.1, [19])

Si ϕ ∈ Φ entonces dpϕ es medida divergente con p ≥ 0 y c > 0.

En conexión con cualquier ϕ ∈ φ se define una función ϕ̂ : Rn++ → R dada por

ϕ̂(t) = ϕ(k) + (t− k)ϕ
′
(t) (3.9)

Proposición 3.2.2

Sea ϕ ∈ Φ entonces

1. ϕ̂ ∈ Φ

2. ϕ(t) ≤ ϕ̂(t) para todo t > 0

Demostración:

1. ϕ̂ satisface las condiciones de Φ. (ver pág. 58)

En efecto; de la condición 5 se tiene que,

ϕ
′′
(t) > (k − t)ϕ′′′(t), con t 6= k
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2ϕ
′′
(t) > (k − t)ϕ′′′(t),

2ϕ
′′
(t) + (t− k)ϕ

′′′
(t) > 0,

esto es,

ϕ̂
′′
(t) > 0,

aśı ϕ̂ es estrictamente convexa convexa.

Por otra parte

ϕ̂
′
(k) = ϕ

′
(k) = 0 y ϕ̂(k) = ϕ(k) aśı se satisface 2, además ϕ

′′
(t) > 0 para todo t por lo

que ϕ̂
′
> 0 para todo t > k y aśı ϕ̂ es creciente en (k,∞+) y analogamente ϕ̂ es decre-

ciente (0, k), 3 y 4 se cumple inmediatamente, y 5 se satisface ya que ϕ̂(t) es estrictamente

convexa.

2. Se probará que ϕ(t) ≤ ϕ̂(t) para todo t > 0. De la convexidad de ϕ se tiene que:

ϕ(k) ≥ ϕ(t) + ϕ
′
(t)(k − t), ∀t ∈ R++

ϕ(k) + ϕ
′
(t)(t− k) ≥ ϕ(t)

por tanto ϕ(t) ≤ ϕ̂(t)

�

Ejemplo 3.2.3 Sea ϕ(t) = ψ(t) = tln(t)− t− tln(k) + 1, donde

ϕ̂(t) = ψ̂(t) = 1 − k + (t − k)(ln(t) − 1). Obsérvese esta función generaliza a la función

tomada en [11] cuando k = 1. Donde

dpϕ(x, y) =
n∑
i=1

[
ypi
c
ϕ(
cxi
yi

)− ypi
c
ϕ(c)− yp−1

i ϕ
′
(c)(xi − yi)]
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Figura 3.3: Función ϕ(t) ≤ ϕ̂(t)

3.3. Algoritmo proximal con una Casi-distancia Generalizada.

Caso 0 < p < 2

Sea U un conjunto convexo f : U ⊂ Rn+ → R una función continua, cerrada y propia

y considerese el problema de minimización

(D) min{f(x) : x ∈ Rn} (3.10)

reemplazando la distancia cuadrática del algoritmo de punto proximal por la medida

divergente

dpϕ(x, y) =
n∑
i=1

[
ypi
c
ϕ(
cxi
yi

)− ypi
c
ϕ(c)− yp−1

i ϕ
′
(c)(xi − yi)] (3.11)

con 0 < p < 2 y c > 0 para resolver

x0 ∈ Rn++ (3.12)

xk+1 = arg mı́n
x∈Rn+
{f(x) + λkd

p
ϕ(x, xk)} (3.13)
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donde ϕ ∈ Φ y λk ∈ [λ̂, λ] ⊂ (0,∞).

Se denotará por T el conjunto de soluciones de (D) suponiendo que T 6= ∅ y ∂f(x)

es el subdiferencial de f , no-vacio para todo x ∈ U

Al obtener la casi-distancia de forma natural, se uso un shift constante para definir

una función de penalidad generalizada veáse [19] sección 3.2.2.

Las tecnicas usadas para desarrollar este estudio no resultan convenientes para todo

c > 0, aśı convenientemente se tomo c = k luego por el Corolario 23.5.1 en [16], se tiene

que:

(θ
′
) = (θ∗)

′
(3.14)

y aśı

θ
′
(0) = c = k ⇔ 0 = (θ∗)

′
(k) (3.15)

Ejemplo 3.3.1 Dada la función de penalidad θ(y) = key − 1 (veáse la figura 3.1). De

acuerdo a [19] la función de penalidad viene dada por

Pµ,i(yi, µi,r,c) = r
µpi
c

[
θ
( yi

µp−1
i r

+ ỹ)− θ(ỹ)

]
para i = 1, ...,m. (3.16)

aśı

Pµ,i(yi, µi,r,c) = r
µpi
c

[
ke

yi

µ
p−1
i

r − keỹ
]

(3.17)

Observando que

(Pµ,i)
′
(0, µi,r,c) = µi, para i = 1, ...,m (3.18)

por lo que al derivar (3.17) con respecto a y nos queda

(Pµ,i)
′
(yi, µi,r,c) =

µi
c

[
ke

(
yi

µ
p−1
i

r
+ỹ)
]

(3.19)

(Pµ,i)
′
(0, µi,r,c) =

µi
c

[
keỹ
]

(3.20)
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igualando (3.20) a µi se tiene que [
keỹ)

]
= c (3.21)

para k = c se tiene que

ỹ = ln(1) = 0 (3.22)

La casi-distancia generalizada obtenida para c = k es

dpϕ(x, y) = Σn
i=1[

ypi
c
ϕ(
cxi
yi

)− ypi
c
ϕ(c)] (3.23)

Observese que (3.23) generaliza el caso p = c = k = 1 el cual fue estudiado en [11].

Vale la pena destacar que las casi-distancias asociadas a ϕ-divergencias y distan-

cias de Bregman no guardan una estrecha relación entre si y las pruebas de convergencia

en cada caso son muy diferentes, sin embargo, como puede observarse en [11], se puede

obtener la misma casi-distancia a partir de una función de Bregman adecuada y una

ϕ-divergencia particular, aunque, en [19] ambas ϕ-divergencia y Distancias de Bregman

están relacionadas mediante la casi-distancia generalizada como un caso particulares de

esta. En [19] se obtuvo la convergencia para el caso p ≥ 2.

El aporte principal del presente trabajo es abrir caminos para las casi-distancias gen-

eralizadas obteniendo la convergencia para algunos valores de p que permanećıan abiertos,

caso (0 < p < 2). Sin embargo, las tecnicas utilizadas en [11] no resultan convenientes para

obtener resultados de convergencia para todo c > 0, por problemas de no acotabilidad,

pero en el caso particular de c = k si se pudo obtener dichos resultados, lo que sugiere

que el shift constante a considerar debe ser igual al minimo de la función de penalidad

trasladada.

En la siguiente sección se presenta el analisis de convergencia para dichos casos.
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3.4. Analiśıs de convergencia.

3.4.1. Resultados Preliminares.

Observación 3.4.1 Definamos ukj ∈ Rn como

ukj = −λk((xkj )p−1ϕ
′
(
cxk+1

j

xkj
)) j = 1, ...., n (3.24)

Proposición 3.4.1 (Ver Prop. 4.1, [11])

La sucesión generada por (3.12) y (3.13) está bien definida y contenida en Rn++.

Más aun uk ∈ ∂f(xk+1) para todo k ≥ 0

Demostración:

Procediendo por inducción

Para k = 0 se cumple que x0 ∈ Rn++ por (3.12)

La prueba consiste en demostrar que xk+1 existe.

f es continua en U y T es el conjunto de minimizadores de (P ) con T 6= ∅, aśı, f es

acotada inferiormente y ϕ ∈ Φ donde dpϕ es una medida divergente, luego por la definición

de medida divergente, los conjuntos de nivel de dpϕ(x, y) son acotados y aśı el minimizador

está en (3.13) reduciendo el estudio a un conjunto compacto y fk logra el minimo, donde

fk(x) = f(x) + λkd
p
ϕ(x, y). Puesto que ϕ es estrictamente convexa, el minimizador es

único, lo que significa que xk+1 esta bien definida.

Se demostrara ahora que xk+1 > 0.

Puesto que fk es convexa la condición de optimalidad de (3.13) implica que,

0 ∈ ∂(fk(x) + δ(x/Rn+))

0 ∈ ∂fk(x) + ∂δ(x/Rn+))

0 ∈ ∂(f(x) + λkd
p
ϕ(xk+1, xk)) + ∂δ(x/Rn+))
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0 ∈ ∂f(xk+1) + λk(x
k
i )
pϕ
′
(
cxk+1

i

xki
) + ∂δ(x/Rn+)) i = 1, ..., n

0 ∈ ∂f(xk+1)− uk − vk, −vk ∈ ∂δ(xk+1�Rn+) (3.25)

donde δ(•�Rn+) denota la función indicadora, dada por δ(x/Rn+) =

{
0 x ∈ Rn+

+∞ x Rn+
;

la primera inclusión de (3.24) implica que uk es finito, puesto que ϕ ∈ Φ y ĺımt→0 ϕ
′
(t) =

−∞ y aśı xk+1, no puede ser igual a cero, por lo que se concluye que xk+1 > 0. Finalmente,

de la segunda inclusión de (3.25) se tiene que vk = 0 y aśı por la primera inclusión de(3.25),

ukj ∈ ∂f(xk+1) para todo i. �

Proposición 3.4.2 (Ver Prop. 4.2, [11])

Para k = c y 0 < p < 2, se tiene

0 ≤ λkd
p
ϕ(xk+1, xk) ≤ λkd

p
ϕ̂(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1)

Demostración:

Observando (3.6) y ya que c = k,

dpϕ(xk+1, xk) =
n∑
i=1

[
(xki )

p

c
ϕ(
cxk+1

i

xki
)− (xki )

p

c
ϕ(c)], (3.26)

por otro lado dpϕ̂ toma la forma,

dpϕ̂(xk+1, xk) =
n∑
i=1

[(xki )
p−1(xk+1

i − xki )ϕ
′
(
cxk+1

i

xki
)], (3.27)

de la Proposición 3.2.2, se tiene que, ϕ(t) ≤ ϕ̂(t) para todo y t > 0 en particular para

t =
cxk+1
i

xki
con xk+1

i > 0 y xki > 0 se tiene que,

ϕ(
cxk+1

i

xki
) ≤ ϕ(k) + (

cxk+1
i

xki
− k)ϕ

′
(
cxk+1

i

xki
),

ya que
(xki )

p

c
> 0 multiplicando en ambos lados de la desigualdad para i = 1, ..., n

(xki )
p

c
ϕ(
cxk+1

i

xki
) ≤ (xki )

p

c
ϕ(k) +

(xki )
p

c
(
cxk+1

i

xki
− k)ϕ

′
(
cxk+1

i

xki
),
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aśı, aplicando la desigualdad anterior en (3.27) se tiene que

dpϕ(xk+1, xk) ≤
n∑
i=1

[(xki )
p−1(xk+1

i − xki )ϕ
′
(
cxk+1

i

xki
)] = dpϕ̂(xk+1, xk),

multiplicando en ambos lados de la desigualdad por λk se obtiene la desigualdad deseada.

Por último, ya que λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk) = λk

∑n
i=1[(x

k
i )
p−1(xk+1

i − xki )ϕ
′
(
cxk+1
i

xki
)] = (xk −

xk+1)uk por la Proposición 3.2.1 uk ∈ ∂f(xk+1) y aśı la conclusión se sigue de la

definición de subgradiente.

�

Figura 3.4: c = k = 20, p = 1,6, dϕ̂ ≥ dϕ

Corolario 3.4.1 (Ver Coro. 4.1, [11])

1. La sucesión {f(xk)} es decreciente y convergente.

2.
∑∞

i=1 λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk) <∞
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3. ĺımk→∞
(xki )

p

c
ϕ(

cxk+1
i

xki
)− (xki )

p

c
ϕ(c) = 0 para todoi = 1, ..., n

Demostración:

1. La sucesión {f(xk)} es decreciente debido la Proposición 3.4.2 y acotada inferior-

mente ya que el conjunto de soluciones T en no-vaćıo aśı, la sucesión es convergente.

2. De la Proposición 3.2.2 se tiene que

0 ≤
k∑
i=1

dpϕ̂(xi+1, xi) ≤ f(x0)−f(xk+1) ≤ f(x0)−f(z) para todo i = 1, ..., n y z ∈ T,

por lo que
∞∑
k=0

λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk) ≤ f(x0)− f(xk+1) <∞

3. Esto es inmediato ya que por (2), se tiene que ĺımk→∞ λkdϕ(xi+1, xi) = 0,

puesto que λk > 0

ĺım
k→∞

n∑
i=1

[
(xki )

p

c
ϕ(
cxk+1

i

xki
)− (xki )

p

c
ϕ(c)] = 0

para todo i = 1, ..., n se tiene que ĺımk→∞
(xki )

p

c
ϕ(

cxk+1
i

xki
)− (xki )

p

c
ϕ(c)

�

Proposición 3.4.3

La sucesión generada por (3.12) y (3.13) es acotada.

Demostración:

Por (H2) y ya que f es una función propia convexa el conjunto de nivel Λ = {x ∈

Rn/f(xk) ≤ f(x0)} es compacto y por el Colorario 3.4.1, xkj ∈ Λ para todo k, asi xkj es

acotada. �

Considerese la siguiente notación.

Para x ∈ Rn+, definase I(x) = {j ∈ [1, n] : xj = 0}, J(x) = {j ∈ [1, n] : xj > 0} y tkj =
xk+1
j

xkj

para todo j = 1, ..., n.
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Proposición 3.4.4 (Ver Prop. 4.3, [11])

Si la sucesión {xk} converge al punto x∗ y

1. f es continuamente diferenciable en Rn+, o

2. Existe z ∈ T tal que I(x∗) ⊂ I(z)

entonces x∗ pertenece a T

Demostración:

Tomando z ∈ T . Por la Proposición 3.2.2 y de la definición de subgradiente

f(xk+1)− f(z) ≤ (xk+1 − z)Tuk

=
∑

j∈J(x∗)

(xk+1
j − zj)ukj +

∑
j∈I(xk)

xk+1
j ukj −

∑
j∈I(x∗)

zju
k
j (3.28)

Se probará que el primer y segundo sumando de (3.28) tiende a cero cuando k →∞

Para j ∈ J(x∗). Por el Colorario 3.4.1 se tiene

0 = ĺım
k→∞

(xkj )
p

c
ϕ(
cxk+1

j

xkj
)−

(xkj )
p

c
ϕ(c) para todo j = 1, ..., n (3.29)

0 = ĺım
k→∞

(xkj )
p

c
[ϕ(

cxk+1
j

xkj
)− ϕ(c)] =

(x∗j)
p

c
ĺım
k→∞

[ϕ(
cxk+1

j

xkj
)− ϕ(c)], (3.30)

de (3.30) se tiene que ĺımk→∞ ct
k
j = c, como ϕ ∈ Φ y ĺımk→∞ t

k
j = 1, entonces c =

ĺımk→∞ ct
k
j , y aśı 0 = ϕ

′
(c) = ϕ

′
(ĺımk→∞ ct

k
j ) = ĺımk→∞ ϕ

′
(ctkj )

0 = − ĺım
k→∞

ϕ
′
(ctkj ),

multiplicado en ambos lados de la desigualdad por (x∗j)
p−1 se tiene que

0 = − ĺım
k→∞

(xkj )
p−1ϕ

′
(ctkj ) = ĺım

k→∞

ukj
λk
,

puesto que λk ≤ λ, para todo k, se sigue que ĺımk→∞ u
k
j = 0, implicando

ĺım
k→∞

∑
j∈J(x∗)

(xk+1
j − zj)ukj = 0. (3.31)
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Estudiese el segundo término de (3.28) de la siguiente manera

Si 1
2
≤ tkj ≤ 2 se tiene que;

| xk+1
j ukj |≤ λmax{−ϕ′( c

2
)(xkj )

p−1, ϕ
′
(2c)(xkj )

p−1}xk+1
j , (3.32)

puesto ϕ
′

es estrictamente creciente.

Estudiese ahora los casos tkj <
1
2

y tkj > 2,

para

tkj <
1

2
⇒

xk+1
j

xkj
<

1

2
⇒ 2xk+1

j < xkj ⇒ xk+1
j < xkj − xk+1

j ,

por otra parte

tkj <
1

2
< 1⇒ tkj < 1⇒ ctkj < c⇒ ϕ

′
(ctkj ) < ϕ

′
(c) = 0,

aśı ϕ
′
(ctkj ) < 0, por lo que

ukj = −λk(xkj )p−1ϕ
′
(
cxk+1

j

xkj
) > 0,

aśı

0 ≤ xk+1
j ukj ⇒ 0 ≤ −λkxk+1

j (xkj )
p−1ϕ

′
(ctkj ) < −λk((xkj )− (xk+1

j ))(xkj )
p−1ϕ

′
(ctkj )

= λk((x
k+1
j )− (xkj ))(x

k
j )
p−1ϕ

′
(ctkj ),

de aqúı

| xk+1
j ukj |< λkd

p
ϕ̂(xk+1, xk). (3.33)

Estudiando ahora el caso en que tkj > 2

xk+1
j

xkj
> 2⇒ xk+1

j > 2xkj ⇒ −xk+1
j < −2xkj ⇒ 2xk+1

j −xk+1
j < xk+1

j −2xkj ⇒ xk+1
j < 2(xk+1

j −xkj ),

por otro lado

tkj > 2 > 1⇒ ctkj > c⇒ ϕ
′
(ctkj ) > ϕ

′
(c) = 0,
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por lo que ϕ
′
(ctkj ) > 0,

aśı

ukj = −λk(xkj )p−1ϕ
′
(
cxk+1

j

xkj
) < 0,

luego

0 ≤ −xk+1
j ukj ⇒ 0 ≤ λkx

k+1
j (xkj )

p−1ϕ
′
(ctkj ) < 2λk(x

k+1
j − xkj )(xkj )p−1ϕ

′
(ctkj ),

de aqúı

| xk+1
j ukj |< 2λkd

p
ϕ̂(xk+1, xk). (3.34)

De (3.31), (3.33) y (3.34) se obtiene

| xk+1
j ukj |≤ max{2λkdpϕ̂(xk+1, xk), λmax{−ϕ′( c

2
)(xkj )

p−1, ϕ
′
(2c)(xkj )

p−1}xk+1
j }. (3.35)

Puesto que ĺımk→∞ λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk) = 0, por el Colorario 3.4.1 inciso 2, y ĺımk→∞ x

k+1
j =

x∗j = 0, porque j ∈ I(x∗),y asi se concluye de (3.35) que ĺımk→∞ x
k+1
j ukj = 0, asi

ĺım
k→∞

∑
j∈I(x∗)

xk+1
j ukj = 0. (3.36)

Ahora observando el tercer término de (3.28) bajo la hipótesis (2) se tiene que zj = 0

para todo j ∈ I, aśı que ∑
j∈I(x∗)

zju
k
j = 0 (3.37)

finalmente, considerando la hipótesis (1) y se observa que uk ∈ Rn, uk ∈ ∂f(xk+1), y f es

C1 aśı, ∂f(xk+1) = {∇f(xk+1)}, por lo que uk = ∇f(xk+1) de donde

ukj =
∂f(xk+1)

∂xkj
,

aśı que ĺımk→∞ u
k
j = ∂f(x∗)

∂xj
.

Afirmación 1:

∂f(x∗)

∂xj
≥ 0 j ∈ I(x∗)
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En efecto; supóngase lo contrario es decir que ∂f(x∗)
∂xj

< 0. Como ∂f(x∗)
∂xj

= ĺımk→∞ u
k
j

para un k suficientemente grande, se tiene ukj < 0, pero como ukj = −λk(xkj )p−1ϕ
′
(ctkj ), se

sigue que ϕ
′
(ctkj ) > 0, lo que implica que ϕ

′
(ctkj ) > ϕ

′
(c) y como ϕ

′
es creciente, entonces

ctkj > c⇒ tkj > 1, aśı

xk+1
j > xkj . (3.38)

Finalmente se tiene que ĺımk→∞ x
k
j = x∗ = 0 para j ∈ I(x∗) lo que contradice (3.30).

ĺım
k→∞

∑
j∈I(x∗)

zju
k
j =

∑
j∈I(x∗)

zj
∂f(x∗)

∂(xj)
≥ 0. (3.39)

Tomando el limite en (3.28) en vista a (3.31),(3.36),(3.37) y (3.39), se obtiene f(x∗)−

f(z) ≤ 0.

Puesto que z ∈ T , se concluye que x∗ ∈ T . �

3.4.2. Caśı-Fejer convergencia.

La noción de Fejér convergencia de una sucesión {yk} en un conjunto V con respecto

a la medida divergente d, viene dada por d(v, yk+1) ≤ d(v, yk) para todo v ∈ V y toda

k ∈ N. El siguiente contra ejemplo demuestra que la sucesión {xk} definida por EPMG

en el caso más sencillo con p = c = k = 1 no es Fejér convergente en el conjunto T con

respecto a dpϕ para cualquier ϕ ∈ Φ

Ejemplo 3.4.1 (Ver Ejemplo 4.1, [11])

Sea f : R2 → R definida como f(x) = (x1 − x2)
2 y tomando ϕ como sigue

ϕ(t) =

{ 1
16

( 1
16
t−3 − 17

16
t−2 + 7t−1 − 6) si t ∈ (0, 1

4
]

(t− 1)2 si t ∈ (1
4
,+∞]

(3.40)

donde

ϕ
′
(t) =

{ 1
16

(−3
16
t−4 − 34

16
t−3 + 7t−2) si t ∈ (0, 1

4
]

2(t− 1) si t ∈ (1
4
,+∞]

(3.41)

y

ϕ
′′
(t) =

{ 1
16

(3
4
t−5 − 51

8
t−4 + 14t−3) si t ∈ (0, 1

4
]

2 si t ∈ (1
4
,+∞]

(3.42)
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Figura 3.5: Contraejemplo de Fejér convergencia

En la figura 3.5 se observa que ϕ ∈ φ.

Definición 3.4.1 (Ver Def. 4.1, [11] )

Una sucesión {yk} es casi-Fejér convergente aun conjunto V con respecto a la medida

divergente si para cada v ∈ V existe K ≥ 0 y una sucesión de números reales εk ≥ 0 tal

que
∑∞

k=0 εk <∞ y

d(v, yk+1) ≤ d(v, yk) + εk

para todo k ≥ K

Teorema 3.4.1 (Ver Teo. 4.1, [11])

1. Si una sucesión {yk} es caśı-Fejér convergente en un conjuto no-vació V entonces

{yk} es acotada.

2. Si V contiene un punto limite {yk} entonces {yk} converge
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Demostración:

1. Para cualquier v ∈ V y todo i ≥ K

d(v, yk+1)− d(v, yk) ≤ εi (3.43)

Sea δ =
∑∞

k=K εk. Tomando (3.77) con i entre K y k

d(v, yk+1) ≤ d(v, yk) +
∞∑
k=K

εk ≤ d(v, yk) + δ,

concluyendose por la definición de medida divergente que {yk} es acotada.

2. Sea y∗ un punto limite de {yk} y {ylk} una subsucesión de {yk} la cual converge a

y∗. Dado ε > 0 tomando K1 ≥ K tal que
∑∞

k=K εk < ε/2 y K̂ tal que lK̂ ≥ K1 y

d(y∗), ylk ≥ ε/2 para todo k ≥ K̂ de la definición de medida divergente se puede

asegurar la existencia de K̂. Puesto que y∗ ∈ V sustituyendo y∗ por v e i entre lk y

k en (3.77) se tiene que

d(y∗, yk+1) ≤ d(y∗, ylk) +
∞∑
i=lk

εi ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Puesto que ε es arbitrario, se tiene ĺımk→∞(y∗, yk) = 0, y de la definición de medida

divergente inciso (2) esto es equivalente la cual es ĺımk→∞ y
k = y∗

�

3.4.3. Resultados de Convergencia.

En esta sección se inicirá el estudio de los resultados de convergencia para Una Casi-

Distancia Generalizada en Programación Convexa. Caso 0 < p ≤ 1, ya que las técnicas

usada a partir de aqúı para el caso 1 < p < 2 no son recomendadas. Ver Proposición

3.4.5.
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Obsérvese que el caso p = c = k = 1 fue estudiado en [11]. Vale la pena destacar

que a partir de aqúı se inicira el estudio para una familia de funciones la cual generaliza

la función Kullback-Leibler(Ver el Ejemplo 3.3.1).

Sea γ = ĺımk 7→∞ f(xk), el cual existe por el Corolario 3.4.1 inciso (i).

Definiendo T ∗ = {x ∈ U : f(x) ≤ γ}, claramente T ∗ ⊃ T y T1 como el conjunto de puntos

limites de {xk}. Por el Corolario 3.4.1(i) T1 ⊂ T ∗. Sea I el conjuto de indices j para

la cual la sucesión {xjkj } de {xkj} converge a 0. Sea T2 = {x ∈ T ∗ : I ⊂ I(x)}, es decir,

T2 contiene a los puntos x ∈ T ∗ tal que {xj} = 0 para la componente j tal que {xkj} no

está acotada desde cero.

Proposición 3.4.5

Sea ϕ ∈ φ y denotando α := p

cϕ′′ (c)
> 0 entonces existe un µ > 0 tal que para todo

t ∈ R++ se tiene que

tp − 1− αtϕ′(t) ≤ µ(ϕ̂(t)− ϕ(k)), (3.44)

(t− tp) + αtϕ
′
(t)− tln(t) ≤ µ(ϕ̂(t)− ϕ(k)). (3.45)

Demostración:

Definiendo

ϕ̃(t) =
tp − 1− αtϕ′(t)
c(t− 1)ϕ′(ct)

, (3.46)

ϕ(t) =
(t− tp) + αtϕ

′
(t)− tln(t)

c(t− 1)ϕ′(ct)
. (3.47)

Puesto que ϕ̃(t) y ϕ(t) son continuas para cualquier t > 0 excepto posiblemente

t = 1, la existencia de µ esta garantizada si se demuestra que:

ĺım supt→0 ϕ̃(t), ĺımt→1 ϕ̃(t), ĺımt→∞ ϕ̃(t) y ĺım supt→0 ϕ(t), ĺımt→1 ϕ(t), ĺımt→∞ ϕ(t) son to-

dos finitos.
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Notese que ϕ
′
es estrictamente creciente, aśı que, ĺım supt→0 ϕ

′
(t) < 0, ĺım supt→∞ ϕ

′
(t) >

0 puesto que ϕ
′
(k) = 0.

Reescribiendo (3.46)

ϕ̃(t) =
tp − 1

c(t− 1)ϕ′(ct)
− αt

c(t− 1)
, (3.48)

donde

ĺım sup
t→0

ϕ̃(t) = ĺım sup
t→0

1

cϕ′(ct)
<∞,

por otra parte se tiene que;

ĺım sup
t→∞

ϕ̃(t) = ĺım sup
t→∞

(
tp−1
t−1

1
cϕ′ (ct)

− αt
c(t−1)

,
)
,

para los valores de 0 < p < 1 se tiene que;

ĺım sup
t→∞

tp − 1

t− 1
= 0, ĺım sup

t→∞

1

cϕ′(ct)
<∞ y ĺım sup

t→∞

αt

c(t− 1)
= −α

c
,

por lo que

ĺım sup
t→0

ϕ̃(t) = −α
c
<∞,

por último nos falta estudiar,

ĺım
t→1

tp − 1− αtϕ′(ct)
c(t− 1)ϕ′(ct)

,

este ĺımite tiene forma indeterminada 0/0, aplicando L’Hopital se, tiene que,

ĺım
t→1

ptp−1 − αϕ′(ct)− ctαϕ′′(ct)
cϕ′(ct) + c2(t− 1)ϕ′′(ct)

,

aplicando nuevamente L’Hopital, nos queda,

ĺım
t→1

p(p− 1)tp−2 − cαϕ′′(ct)− cαϕ′′(ct)− c2tαϕ′′′(ct)
c2ϕ′′(ct) + c2ϕ′′(ct) + c3(t− 1)ϕ′′′(ct)

=
p(p− 1)− 2cαϕ

′′
(c)− c2αϕ′′′(c)

2c2ϕ′′(c)

sustituyendo el valor de α nos queda;

ĺım
t→1

ϕ̃(t) =
α

2

(
1
c
(p− 1)− 1

2c
− ϕ

′′′
(c)

ϕ′′ (c)

)
<∞.
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De la desigualdad (3.45) se tiene que

(t− tp) + αtϕ
′
(ct)− tln(t) ≤ µ(c(t− 1)ϕ

′
(ct)),

definiendo,

ϕ(t) =
(t− tp) + αtϕ

′
(ct)− tln(t)

(c(t− 1)ϕ′(ct))
,

reescribiendo,

ϕ(t) =
(t− tp)

c(t− 1)ϕ′(ct)
+

αt

c(t− 1)
− tln(t)

c(t− 1)ϕ′(ct)
.

Estudiemos el ĺım supt→0 ϕ(t).

Obsérvese que para el primer sumando se tiene

ĺım sup
t→0

(t− tp)
c(t− 1)ϕ′(ct)

< 0,

para el segundo sumando

ĺım sup
t→0

αt

c(t− 1)
= 0,

y por último para el tercer sumando

ĺım sup
t→0

− tln(t)

c(t− 1)ϕ′(ct)
= 0,

de acuerdo al convenio 0ln(0) = 0 y el hecho que ĺım supt→0
1

ϕ′ (ct)
< 0.Por lo que

ĺım supt→0 ϕ(t) < 0.

Ahora se debe estudiar ĺım supt→∞ ϕ esto es

ĺım sup
t→∞

(t− tp)
c(t− 1)ϕ′(ct)

+
αt

c(t− 1)
− tln(t)

c(t− 1)ϕ′(ct)
, (3.49)

estudiando el primer sumando se tiene que para los valores de 0 < p < 1,

ĺım sup
t→∞

t− tp

t− 1
= 1, ĺım sup

t→∞

1

cϕ′(ct)
<∞,

en el segundo sumando se tiene que

ĺım sup
t→∞

αt

c(t− 1)
= −α

c
,
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y por último para el tercer sumando se tiene que

ĺım sup
t→∞

− tln(t)

c(t− 1)ϕ′(ct)
<∞,

puesto que para t > 1, tln(t)

c(t−1)ϕ′ (ct)
> 0.

Concluyendo ĺım supt→∞ ϕ(t) <∞.

Nos falta estudiar únicamente

ĺım
t→1

(t− tp) + αtϕ
′
(ct)− tln(t)

(c(t− 1)ϕ′(ct))
,

obsérvese que dicho ĺımite posee la forma indeterminada 0/0 y aplicando L’Hopital, se

tiene que,

ĺım
t→1

ptp−1 − 1− αϕ′(ct) + ctαϕ
′′
(ct)− ln(t)− 1

cϕ′(ct) + c2(t− 1)ϕ′′(ct)
,

para α = p

cϕ′′ (c)
y 0 < p < 1 se tiene nuevamente la forma indeterminada 0/0, aśı, que

aplicando L’Hopital, se tiene que

ĺım
t→1

(p− 1)tp−2 + cαϕ
′′
(ct) + cαϕ

′′
(ct) + c2tαϕ

′′′
(ct)− (1/t)

c2ϕ′′(ct) + c2ϕ′′(ct) + c3(t− 1)ϕ′′′(ct)
,

luego calculando el ĺımite y sustituyendo el valor de α, se tiene que,

ĺım
t→1

(t− tp) + αtϕ
′
(ct)− tln(t)

(c(t− 1)ϕ′(ct))
=
α

c
− α

cp
+
αϕ

′′′
(c)

2ϕ′′(c)
<∞,

Aśı ĺım supt→1 ϕ(t) <∞.

�

Proposición 3.4.6 (Ver Prop. 4.4, [11])

Sea z ∈ T2 cualquiera y µ como en la proposición (3.4.5). Entonces:

1. dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λkΣ

n
j=1(1 +

zj

xk+1
j

)xkj (ϕ̂(ctkj )− ϕ(k)), ∀k ≥ 0.
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2. Si ϕ
′
(ct) ≤ ϕ

′′
(c)log(t)− (tp−1 − 1) para todo t > 0 entonces.

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λkd

p
ϕ̂(xk+1, xk)

Demostración:

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) =∑n
j=1(x

k+1
j )p−1[zjln(zj)− zjln(xk+1

j )− zj +xk+1
j ]−

∑n
j=1(x

k
j )
p−1[zjln(zj)− zjln(xkj )− zj +

xkj ] =∑n
j=1(x

k+1
j )p−1zjln(zj)− (xk+1

j )p−1zjln(xk+1
j )− (xk+1

j )p−1zj + (xk+1
j )p − (xkj )

p−1zjln(zj) +

(xkj )
p−1zjln(xkj ) + (xkj )

p−1zj − (xkj )
p =∑n

j=1(x
k+1
j )p−1zjln(zj)− (xk+1

j )p−1zjln(xk+1
j )− (xk+1

j )p−1zj + (xk+1
j )p − (xkj )

p−1zjln(zj) +

(xkj )
p−1zjln(xkj ) + (xkj )

p−1zj − (xkj )
p + (xkj )

p−1zjln(xk+1
j )− (xkj )

p−1zjln(xk+1
j ) =∑n

j=1(x
k+1
j )p−1[zjln(zj)−zj−zjln(xk+1

j )]−(xkj )
p−1[zjln(zj)−zj−zjln(xk+1

j )]−(xkj )
p−1zjln(

xk+1
j

xkj
)+

(xk+1
j )p − (xkj )

p∑n
j=1(x

k
j )
p[

(xk+1
j )p−1

(xkj )
p [zjln(zj)−zj−zjln(xk+1

j )]−(xkj )
−1[zjln(zj)−zj−zjln(xk+1

j )]−(xkj )
−1zjln(

xk+1
j

xkj
)+

(xk+1
j )p

(xkj )
p − 1] =

n∑
j=1

(xkj )
p[

zj

xk+1
j

[((tkj )
p − tkj )ln(

zj

xk+1
j

)− ((tkj )
p − tkj )− (tkj )ln(tkj )] + tpk − 1] (3.50)

Por otra parte, tomando uk como lo definimos en (3.24). Por la Proposición 3.2.1

y la definición de subgradiente se tiene;

(xk+1 − z)Tuk ≥ f(xk+1)− f(z) ≥ f(xk+1)− γ ≥ 0, (3.51)

tomando z ∈ T ∗ en la desigualdad anterior. Sea α = p

cϕ′′ (k)
> 0. Multiplicando (3.51) por

α
λk

se obtiene,

0 ≤ α

λk
(xk+1 − z)Tuk =

α

λk

n∑
j=1

(xk+1 − z)Tuk = α
n∑
j=1

(xkj )
p(

zj

xk+1
j

− 1)tkjϕ
′
(ctkj ), (3.52)

de (3.50) y (3.52) se obtiene que
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dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤
n∑
j=1

(xkj )
p[

zj

xk+1
j

[((tkj )
p−tkj )ln(

zj

xk+1
j

)−((tkj )
p−tkj )−(tkj )ln(tkj )+t

k
jαϕ

′
(ctkj )]+t

p
k−1−tkjαϕ

′
(ctkj )],

(3.53)

tomando a z ∈ T2, la definición de T2 implica que existe β > 0 tal que xkj ≥ β para todo

k ≥ 0, con j ∈ J(z) Sea

η = max
1...j...n

zj,

ξ =
1

2
min

1...j...n
zj,

Por lo que,
η

β
≥ zj

xk+1
j

≥ ξ

M
. (3.54)

Considerese la siguiente sucesión {αk} dada por

αkj =
(tkj − (tkj )

p)ln(
zj

xk+1
j

) + tkjαϕ
′
(ctkj )

tkjϕ
′(ctkj )

si tkj 6= 1 para toda k. (3.55)

Afirmación 2:

La sucesión {αk} es acotada además αk > 0 para toda k.

Prueba:

Observese en primer lugar que la sucesión {αk} es acotada para ello estudiese el

ĺımite cuando k →∞ esto es,

ĺım
k→∞

(tkj − (tkj )
p)ln(

zj

xk+1
j

) + tkjαϕ
′
(ctkj )

tkjϕ
′(ctkj )

, (3.56)

rescribiendo (3.56) se tiene que

ĺım
k→∞

(tkj − (tkj )
p)

tkj

ln(
zj

xk+1
j

)

ϕ′(ctkj )
+ α. (3.57)

Estudiando el primer multiplo de (3.57)

ĺım
k→∞

(tkj − (tkj )
p)

tkj
= 1, (3.58)
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del segundo término de (3.57)

ĺım
k→∞

ln(
zj

xk+1
j

)

ϕ′(ctkj )
= 0, (3.59)

esto por (3.54) y puesto que ĺımk→∞ ϕ
′
(ctkj ) = +∞. Aśı de (3.57) y (3.58) se tiene que

{αk} es acotada.

Nos falta probar que αk > 0 para toda k ∈ N basta observar que para un K0 sufi-

cientemente grande se tiene que αkj > 0; lo que prueba la Afirmación 2.

Aśı para un αkj > 0 tal que α = p

cϕ′′ (c)
< αkj de (3.53) se tiene

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤

n∑
j=1

(xkj )
p[

zj

xk+1
j

[−(tkj )
p + tkj − (tkj )ln(tkj ) + tkjα

k
jϕ
′
(ctkj )] + tpk − 1− tkjαϕ

′
(ctkj )]. (3.60)

Usando las desigualdades (3.44) y (3.45) en (3.60) se tiene que

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λkΣ

n
j=1(1 +

zj

xk+1
j

)(xkj )
p(ϕ̂(ctkj )− ϕ(k)), para toda k ≥ 0.

hemos probado el inciso 1. Para probar 2, usando la hipotesis ϕ
′
(ct) ≤ ϕ

′′
(c)log(t) −

(tp−1 − 1) y (3.60) se tiene

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤ µc2Σn
j=1(x

k
j )
p−1(xk+1

j − xkj )ϕ
′
(ctkj ) ≤ c2

µ

λ̂
λkd

p
ψ(xk+1, xk).

�

En el orden de establecer cuaśı-Fejér convergencia a T1 se darán resultados prelim-

inares los cuales serán usados para establecer la convergenćıa local.

Para cualquier z ∈ T ∗. Define:

ξ =
1

2
mı́n
j∈J(z)

zj, (3.61)

η = máx
1≤j≤n

zj, (3.62)
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µ̃ =
µ

λ̂
(1 +

2η

ξ
), (3.63)

con µ como en la Proposición 3.4.5. Tomando σ > 0 tal que dpϕ(z, x) ≤ σ implica

xj ≥ ξ para todo j ∈ J(z).

Proposición 3.4.7 (Ver Prop.4.5, [11])

Si existe K0 tal que:

f(xK0)− γ ≤ mı́n{ σ
2µ̃
, λ̂
ξ

c
(ϕ(

c

2
)− ϕ(c))} y (3.64)

dpϕ(z, x) ≤ σ

2
, (3.65)

y µ como en la Proposición (3.4.5). Entonces: para todo k ≥ K0,

dpϕ(z, xk+1)− dpϕ(z, xk) ≤ µ̃λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk) (3.66)

Demostración:

Primero se afirmara que (3.66) se tiene para k ≥ K0 tal que

dpϕ(z, xk) ≤ σ. (3.67)

Esto será probado más adelante. Por definición de σ, para k tal que (3.67) se tiene:

xkj ≥ ξ (j ∈ J(z)), (3.68)

entonces usando (3.68), la Proposición 3.4.2, el Corolario 3.4.1 (1), (3.64) y (k ≥ K0)

para j ∈ J(z)
ξp

c
(ϕ(ctkj )− ϕ(c)) ≤

(xkj )
p

c
(ϕ(ctkj )− ϕ(c)) ≤

λk

λ̂
dpϕ(xk+1, xk) ≤ λk

λ̂
dpϕ̂(xk+1, xk) ≤ 1

λ̂
(f(xk − f(xk+1))) ≤

1

λ̂
(f(xK0 − γ)) ≤ ξp

c
(ϕ(

c

2
)− ϕ(c)), (3.69)
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de (3.69) se tiene, (ϕ(ctkj ) − ϕ(c)) ≤ (ϕ( c
2
) − ϕ(c)), o lo que es igual a,ϕ(ctkj ) ≤ ϕ( c

2
).

Puesto que ϕ es decreciente en (0, c) se concluye que tkj ≤ 1
2

para j ∈ J(z). De (3.68) se

tiene xk+1
j = xkj t

k
j ≥

ξ
2

para j ∈ J(z) y ademas usando (3.62) y el hecho de que {xkj} es

acotada se tiene que,
zj

xk+1
j

≤ 2η

ξ
, (3.70)

para todo j.

Usando las desigualdades (3.60) y la sucesión dada en (3.55), para todo k ≥ K0 se

tiene que

tkj ln(
zj

xk+1
j

)− (tkj )
p)ln(

zj

xk+1
j

) > tkj ln(
2η

ξ
)− (tkj )

pln(
ξ

M
) (3.71)

luego usando (3.63) nosotros obtenemos (3.66).

Falta verificar que (3.66) se tiene para todo k ≥ K0. Procedamos por inducción,

(3.65) implica dpϕ(z, xK0) ≤ σ por lo que (3.68) es cierto para k = K0 . Supongase que

(3.68) se cumple para k entre K0 e i.Y pruébese que (3.68) se cumple para k = i+ 1 aśı;

dpϕ(z, xi+1)− dpϕ(z, xK0) ≤ µ̃
i∑

k=K0

λkd
p
ϕ̂(xk+1, xk),

µ̃(f(xK0)− f(xi+1)) ≤ µ̃(f(xK0)− γ) ≤ σ

2
,

usando la Proposición 3.4.2,el Corolario 3.4.1(1), (3.64). De (3.70) y usando (3.65):

dpϕ(z, xi+1) ≤ dpϕ(z, xK0) +
σ

2
=
σ

2
+
σ

2
= σ (3.72)

(3.72) demuetra que (3.66) se cumple para k = i+ 1 y de igual forma se cumple (3.66). �

Observar que de las dos proposiciones anteriores se obtiene la misma cota superior

para z ∈ T1 y z ∈ T2, los siguientes colorarios son consecuencia de estas proposiciones

estableciendo la caśı-Fejer convergencia en T ∗ con respecto a dpψ
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Corolario 3.4.2 (Ver Coro. 4.2, [11])

1. {xk} es caśı-Fejer convergente en T2 con respecto a dpψ

2. Si ϕ
′
(ct) ≤ ϕ

′′
(c)log(t) − (tp−1 − 1) para todo t > 0 entonces {xk} es cuaśı-fejer

convergente a T ∗ con respecto a dpψ

Demostración:

Aplicando la Proposición 3.4.6 (i) con z ∈ T2. Considerese β > 0 tal que {xkj} para

todo k ≥ 0, j ∈ J(z), entonces
zj

xk+1
j

≤ zj
β

para todo j y todo k ≥ 0. Sea η = max
1...j...n

zj,

aśı que para todo k ≥ 0 y todo j
zj

xk+1
j

≤ η

β
, (3.73)

de (3.73) y la Proposición 3.4.6(i) se tiene

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤ µ

λ̂
λk

n∑
j=1

xkj
c

[
(1 +

η

β
)(ϕ̂(ct)− ϕ(k))

]
, (3.74)

dpψ(z, xk+1)− dpψ(z, xk) ≤
n∑
j=1

xkj (t
k
j − 1)ϕ̂

′
(ct) = µ̂λkd

p
ϕ̂(xk+1, xk), (3.75)

con µ̂ = µ

λ̂
λk(1 + η

β
). La definición de cuaśı-Fejér convergencia se satisface con K = 0 y

εk = µ̂λkdϕ̂(xk+1, xk). El inciso dos se sigue directamente de la Proposición 3.4.6 y el

Corolario 3.4.1. �

Corolario 3.4.3 (Ver Coro. 4.3, [11])

1. {xk} es caśı-Fejér convergente a T1 con respecto a dpϕ.

2. Si x0 esta suficientemente cerca de el punto z∗ ∈ T entonces {xk} es caśı-Fejér

convergente a z∗ con respecto a dpϕ

Demostración:
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1. Tomese z ∈ T1, aśı existe una subsucesión {xlk} de {xk} la cual converge a z.

Por la definición de γ, la Proposición 3.2.1 y la definición de medida divergente,

existe k̂ tal que (3.64), (3.65) se tiene para K0 = lk̂. La conclusión se sigue de

(3.66), el Corolario 3.4.1(1) y la definición de caśı-fejer convergente con K = lk̂ y

εk = µ̃λkd
p
ϕ̂(xk+1

j , xkj ).

2. Sea W una vencidad de z∗ tal que para todo x ∈ W

f(x)− f(z∗)γ ≤ mı́n{ σ
2µ̃
, λ̂
ξ

c
(ϕ(

c

2
)− ϕ(c))}, (3.76)

dpϕ(z∗, x) ≤ σ

2
, (3.77)

(3.76) puede ser logrado por la continuidad de f en z∗ y (3.77), Proposición 3.2.1 y la

definición de medida divergente. Aśı si x0 ∈ W , (3.64) y (3.65) se tienen con K0 = 0. La

conclusión se sigue como en el caso (1). �

Teorema 3.4.2 (Ver Teo. 4.2, [11])

Si cualquiera de las siguientes condiciones se tiene:

1. Existe una solución z del problema (D) tal que {xkj} es acotada lejos de cero para

componentes j tal que zj > 0

2. ϕ
′
(ct) ≤ ϕ

′′
(c)log(t)− (tp−1 − 1) para todo t > 0

3. x0 esta suficientemente cerca de el punto z∗ del problema (P).

entonces la sucesión {xk} generada por (3.12) y (3.13) convergen. Más aún, bajo cualquiera

de estas condiciones , o si f continuamente diferenciable en Rn, el ĺımite de la sucesión

es una solución del problema (D).

Demostración:

La condición (1) implica que T2 es no vaćıo y aśı bajo (1), (2) y (3) se tiene la caśı-Fejer
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convergencia en el conjunto T2, T
∗ y {z∗} con respecto a dpψ por el Corolario 3.4.2(1),

Corolario 3.4.2(2) y el Corolario 3.4.3(2) respectivamente.

Debido a que {xkj} es acotada por lo que tiene un punto ĺımite aśı T1 es no vaćıa

y por el Corolario 3.4.3(1) se tiene la caśı-fejer convergencia en el conjunto de puntos

limites con respecto a dpψ.

La siguiente afirmación que se hará es que la condición (2) y (3) implica la condición

(1). Nuevamente por el Colorario 3.4.2(2), Corolario 3.4.3(2) se obtiene la caśı-Fejér

convergencia en T ∗ y {z∗} bajo (2) y (3) respectivamente. Aśı usando el Teorema 3.4.1(1)

se obtiene que {dpϕ(z, x∗)} es acotado para todo z ∈ T ⊂ T ∗ bajo (2) y {dpϕ(z∗, x∗)} es

acotado bajo (3). Aśı pues, cuando (2) se tiene se cumple (1) para cualquier z ∈ T , y

cuando (3) se tiene se cumple (1) para z = z∗. Lo próximo en notar es que si x∗ =

ĺımk→∞ x
k, la condición (1) implica que I(x∗) ⊂ I(z), esto se sigue de la Proposición

3.4.4(1) con x∗ ∈ T bajo (2),(3) o (5). Si f es continua diferenciable entonces el resultado

se sigue inmediatamente de la Proposición ??(2). �

Corolario 3.4.4 (Ver Coro. 4.4, [11])

Si ϕ
′
(ct) ≤ ϕ

′′
(c)log(t) − (tp−1 − 1) para todo t > 0 entonces la sucesión generada por

(1.12) y (1.13) converge a la solución de el problema (D).

Demostración:

La prueba es consecuencia inmediata del Teorema ??. �

3.5. Convergencia desde el punto de vista Primal

Considere el problema (P) con hipótesis (H1) y (H2) y la θ−funciones cumpliendo

las condiciones de la función de penalidad establecida en [19] en la sección 3.3.3. Dando

p ≥ 0, r ∈ (0, 1], ỹ = 0, c ∈ R++ con θ
′
(ỹ) = c = k, la función Langrageana aumentada

está dada por

x0 ∈ Rn (3.78)
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Lr,c(x, µ) = f0(x) +
m∑
i=1

Pp,i(fi(x), µi, r, c) (3.79)

donde Pµ,i(fi(x), µi,r,c) =
µpi
c

[
θ
( fi(x)
µp−1
i r

+ ỹ)− θ(ỹ)
]

donde i = 1, ...,m.

El método de multiplicadores asociado al método de punto proximal está dado por:

xk+1 ∈ argmin{f0(x) +
m∑
i=1

Pµ,i(fi(x), µki , r
k, c)} (3.80)

µk+1
i =

µki
c
θ
′
(
fi(x

k+1)

(µki )
p−1rk

+ ỹ

)
para i = 1, ...,m y Rk ∈ (0, 1]. (3.81)

Observar que

0 ∈ ∂xLrk,c(xk+1, µk)⇔ 0 ∈ ∂xl(xk+1, µk+1),

donde l es la función Lagrangeana.

El siguiente resultado es tomado de [19] Teorema (3.3.3.1) el cual establece que la

sucesión generada en (3.79) y (3.80) es la misma a la obtenida en el algoritmo de EPMG

es decir;

µ0 ∈ Rn++ (3.82)

µk+1 = arg máx
µ≥0
{c(µ)− rkdpϕ(µ, µk)} (3.83)

donde c(µ) = inf{l(x, µ) : xRn}.

Proposición 3.5.1 (Ver Prop. (3.3.3.1), [19])

Sea {µ̂k} una sucesión generada por (3.83) que resuelve el problema dual (D) y sean {xk}

y {µk} las sucesiones genradas por (3.80) y (3.81) que resuelve el problema primal (P).

Si µ0 = µ̂0, entonces ∀k > 0 : µk = µ̂k

Demostración:Ver Prop. (3.3.3.1), [19].

Combinando la Proposición 3.5.1, con el Teorema 3.4.2 podemos probar la

convergencia de el método (3.80)-(3.81).
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Teorema 3.5.1 Considerando el problema convexo (3.79). Sea ϕ ∈ Φ y supóngase que

cualquier condición del Teorema 3.4.2 es satifecha para el problema (D). Entonces la

sucesión µk converge a un a solución optima dual de µ∗, y si f es continua, la {xk} converge

a la solución del problema (P).

Demostración:

De la Proposición 3.4.8 se tiene que los multiplicadores optimos son obtenidos

aplicando el EPMG al problema dual de (P).

Por la hipótesis (H2) se tiene que el conjunto de multiplicadores lagrangiano es no vacio

y compacto, asi podemos aplicar el Teorema 3.4.1(ii) se obtiene la convergencia de {µk}.

Más aun, si cualquiera de las condiciones del Teorema 3.4.2 se tiene para (D)

obtenemos la convergencia de {µk} a la solución óptima {µ∗} de (D).

Por otra parte sea x el punto limite de {xk}. Note que (3.79) es equivalente a

µk+1 = arg máx
µ>0
{〈µ, f(xk+1)〉 − λkdpϕ(µ, µk)}, (3.84)

Escribiendo las condiciones de KKT para (3.84) se obtiene para cada j = 1, ..., n

fj(x
k+1)− λk(µkj )p−1ϕ

′
(
cµk+1

j

µkj
) + ηk = 0, (3.85)

ηkµk+1 = 0, (3.86)

µk+1
j ≥ 0, (3.87)

ηk ≥ 0. (3.88)

Puesto que µk ≥ 0 para todo k, por la Proposición 3.4.8 y Proposición 3.4.1 se

obtiene de (3.85) y (3.86)
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0 = fj(x
k+1)− λk(µkj )p−1ϕ

′
(
cµk+1

j

µkj
) = fj(x

x+1) + ukj , (3.89)

con ukj como la definimos en (3.24). Como µk converge a µ∗, nosotros podemos tomar

una subsucesión xlk de xk la cual converge a x. Sea µkj → µ∗j > 0 usando (3.85)-(3.87),

ϕ
′
(c) = 0 y la continuidad de f se obtiene que f(x) ≤ 0.

Considérese ahora el caso donde para algún j, µkj → µ∗j = 0. Entonces para este j,

sea una sucesión µlkj tal que µ
lk+1

j < µkj se tiene que ϕ
′
(
cµ
lk+1
j

µ
lk
j

) < 0, (ya que ϕ
′
(c) = 0 y ϕ

′

es creciente). Por lo que (3.80) donde ỹ = 0 se obtiene que

cµk+1
j

µkj
) = θ

′
(
fj(x

k+1)

(µkj )
p−1rk

)
, (3.90)

(θ
′
)−1(

cµk+1
j

µkj
) =

(
fj(x

k+1)

(µkj )
p−1rk

)
, (3.91)

luego por el Corolario 23.5.1 en [17] se tiene que

fj(x
k+1) = (µkj )

p−1rkϕ
′
(
cµk+1

j

µkj
), (3.92)

se obtiene que fj(x
jk) < 0. Ya se ha probado que x es factible. Para completar la prueba

se demostrara que x es un minimizador de Lagrange. La condición de optimalidad de

(3.76) en xk+1 es equivalente a

0 ∈ ∂
{
f(xk+1) + Σm

i=1Pµ,i(fi(x
k+1), µki , r

k, c)

}
, (3.93)

aplicando calculo de subgradiente y usando (3.72), se sigue de (3.93).

0 ∈ ∂
{
f(xk+1) + Σm

i=1

(µk+1
i )p

c
(θ(

fi(x
k+1)

(µk+1
i )p−1r

)− θ(ỹ))

}
, (3.94)

0 ∈ ∂
{
f(xk+1) + Σm

i=1

(µk+1
i )p

c
(ϕ∗(

fi(x
k+1)

(µk+1
i )p−1r

)− ϕ∗(ỹ))

}
, (3.95)
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0 ∈ ∂f(xk+1) + Σm
i=1

(µk+1
i )p

c
((ϕ∗)

′
(
fi(x

k+1)

(µk+1
i )p−1r

)
1

µk+1
i )p−1r

∂f(xk+1)), (3.96)

0 ∈ ∂f(xk+1) + Σm
i=1

(µk+1
i )p

c
((ϕ

′
)−1(

fi(x
k+1)

(µk+1
i )p−1r

)
1

µk+1
i )p−1r

∂f(xk+1)), (3.97)

0 ∈ ∂f(xk+1) + Σm
i=1(µ

k+1
i )p∂f(xk+1)) (3.98)

tomando el limite de la subsucesión y usando la semicontinuidad del subdiferencial, obten-

emos que:

0 ∈ ∂f(xk+1) + Σm
i=1(µ

∗
i )
p∂f(xx)), (3.99)

demostrando que x minimiza a L(x, µ∗)

�



Caṕıtulo 4

Conclusiones.

A lo largo de esta investigación la primera conclusión obtenida es la estrecha relación

que guardan entre si las casi-distancias asociadas a ϕ-divergencias, a núcleos homogeneos

de segundo orden y a distancias de Bregman, ya que son casos particulares de una casi-

distancia generalizada desarrollada en [19]. Además tal casi-distancia es obtenida de una

familia de funciones que no necesariamente pasan por el origen ni necesariamente tienen

pendiente uno. En [19] se obtiene la convergencia para el caso p ≥ 2

En estudio de nuevos caminos para la convergencia de las casi-distancias general-

izadas, se obtuvo la convergencia para valores de p que permanećıan abiertos, ver [19],

caso (0 < p ≤ 1) y a través de una familia de funciones de penalidad que necesariamente

no pasa por el origen, generalizando los resultados obtenidos en [11]. Sin embargo, las tec-

nicas utilizadas en [11] no resultan convenientes para obtener resultados de convergencia

para todo c > 0, por problemas de no acotabilidad, pero en le caso particular de c = k

se obtiene ỹ = 0 lo que equivale a una traslación vertical y obteniendo resultados para

0 < p ≤ 1 lo cual es más amplio que [11] donde se mostró solamente el caso p = 1 y , se

deja aśı nuevos trabajos abiertos para el caso 1 < p < 2, en el cual se sugiere estudiar

nuevas técnicas para obtener dicha convergencia, igualmente estudiar nuevas vias, para

un shift constante diferente al minimo de la función de penalidad trasladada.
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Por otro lado el método de punto proximal desarrollado con la casi-distancia gener-

alizada sugiere que se debe estudiar métodos de punto proximal asociados a las familias

de distancias de Bregman que dependan de un parámetro, como se observó que ocurre

con la casi-distancia generalizada.
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