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Resumen

Se considera una casi-distancia generalizada, que contiene como ca-
sos degenerados, p-divergencias y casi-distancias con nicleos homogéneos
de segundo orden. La motivacion principal es estudiar caminos para las
casi-distancias generalizadas y obtener la convergencia para valores de p
que permanecian abiertos como el caso 0 < p < 1, usando las tecnicas
estudiadas por Iusem, Svatir y Teboulle observando que dichas tecnicas
no resultan conveniente para obtener resultados de convergencia para todo
¢ > 0, por problemas de no acotabilidad, pero para el caso particular de
¢ = k se logra obtener dichos resultados, lo que sugiere que el shift con-
stante a considerar debe ser igual al minimo de la funcién de penalidad

trasladada.
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Introduccion

En el marco de la programacién convexa, dado el problema

f:inf{fo(x) c file) <0 i=1,...,m}, (P)

con f; : R" — R, para i = 0,1,...,n donde las funciones son convexas,
propias y cerradas,

el problema (P) ha sido atacado y resuelto, tanto por medio de métodos tedricos como
métodos computacionales, debido a que multiples problemas de ingenieria, en sus diversas
areas, pueden ser modelados bajo este formato. Asociado al problema (P) se tiene el

problema dual (D), el cual viene dado por:

d=sup{d(u) : j >0} = inf{—d(n) : j >0} (D)

donde d(p) = inf{l(z,pn) : x € R} y

Wz, p) = folz) + Z/Mfz(x)

es la funcién Lagrangeana.

Una forma de resolver el problema (P) consiste en utilizar los métodos de La-
grangeano aumentado, los cuales, debido a su eficiente aplicabilidad computacional en
una diversidad de problemas y su conocida relacién tedrica con los métodos de punto
proximal, via dualidad de Fenchel, han sido estudiados ampliamente en los 1ltimos anos.

Estos métodos han sido estudiados basicamente desde dos puntos de vista, el punto de
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vista primal-dual [2],[3] y [15] y el punto de vista dual-primal, [1],[6] y [11].

En los estudios que se conocen desde el punto de vista dual-primal, se utiliza el méto-
do de punto proximal para resolver el problema dual regularizando la funcién dual medi-
ante casi-distancias que actuan como ntcleos. En [19] se expresa que las casi-distancias
asociadas a ¢ — divergencias, nucleos cuadraticos y distancias de Bregman todas son
casos particulares de una casi-distancia generalizada. En el siguiente trabajo se encuentra
teoria para desarrollar una casi-distancia generalizada para valores de 0 < p < 1 que con-
tiene como caso particular ¢ — divergencias, la cual permite generalizar la casi-distancia
entropica Klluback-Leibler, estudiando una familia de funciones, que necesariamente no

pasa a través del origen con pendiente 1.

En el Capitulo 1 se desarrollaran algunos conceptos y teoremas basicos del analisis

convexo y programacion no lineal.

En el Capitulo 2 se estudiara la relacion entre los métodos de lagrangeano aumen-

tado y los métodos de punto proximal.

Finalmente, en el Capitulo 3 se presentan los aportes originales de este trabajo,
ofreciendo una nueva familia de funciones de penalidad y se construye la casi-distancia

generalizada para valores de 0 < p < 1.

Ademas se incluye un método y teoremas de convergencia en los espacios dual y

primal, siguiendo los pasos de [11].



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Conceptos y Teorema Basicos

Dado que el problema que se estudiara mas adelante corresponde a un problema de
programacion convexa, se enunciara algunas definiciones y teoremas fundamentales sobre
el andlisis convexo, con el fin de facilitar la comprensién y el andlisis de los temas que
seran desarrollados en los préximos capitulos. El propdsito es establecer una base teori-
ca suficiente para describir los métodos de punto proximal y los de multiplicadores. En
particular se estudiard el tema de funciones convexas, diferenciabilidad y subdiferenciabil-
idad, asi como las propiedades de su conjugada. Cada uno pueden encontrarse en [2],[13]
y [16]. A lo largo de éste, R denotara el sistema de los nimeros reales y R" el espacio

vectorial usual de n-uplas de la forma x = (21, ..., 2,,)", donde cada x; € R, parai = 1,...,n.

El producto interno de dos vectores = (1, ..., 2,) Yy ¥ = (Y1, ..., Yn) en R" serd rep-
resentado por:

(x,y) = 2191 + ... + Toyn = 2'y.

Si f: R"xR™ — R es una funcién diferenciable, se denotarda por Vif(z,y) y

Vaf(z,y) alos gradientes de f respecto a la primera y segunda variable respectivamente.
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Los ortantes positivo y no negativo serdan representados por los conjuntos
Ry, ={zeR":2>0} y R}={zxeR":z>0},

donde z > 0 denotard que x; > 0, para todo ¢ € {1,....,n} y £ > 0 denotard que z; > 0,
para todo i € {1,...,n}.

Definicién 1.1.1

Sea C' un conjunto convero y no-vacio en R™. Una funcion f : C — R se dice
conveza sobre C' si y sdlo si para cada par (z,y) € C x C y para cada \ € (0,1) se tiene

que:

FOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N f(y).

Se dice que f es estrictamente convexa sobre ', cuando la desigualdad anterior es

estricta para x # y.

Definicién 1.1.2

Una funcion f : R" — R U {+o0} no idénticamente igual a +oo se dice que es

conveza, cuando para todo par (z,y) € R" x R™ y para todo A € (0,1) se cumple que:

FOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N f(y).

Obsérvese que la desigualdad anterior es en R U {+00} y se denotard a la clase de

tales funciones por C'onvR™.

Definicién 1.1.3

El domunio efectivo de f € ConvR™ es el conjunto no-vacio

domf ={x € R": f(z) < +o0}.
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Recuérdese que el grafico de una funcién f : R™ — R es el conjunto:

{(z, f(z)) : z e R"},
lo cual nos permite visualizar la siguiente definicién.

Definicién 1.1.4

Dada f : R" — RU {+oc} una funcion no idénticamente igual a +oo, el epigrado

de f es el conjunto no vacio dado por:

epi(f) = {(x,y) ER*xR:r> f(x)}

El epigrafo estricto es definido de manera similar, reemplazando “>” por “>7".

Proposicién 1.1.1 (Ver Cap. IV, Prop. 1.1.6, [13])

Sea f:R" — RU {400} una funcion no idénticamente igual a 4+00.

Las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) [ € ConvR™.
(ii) epi(f) es un conjunto convexo en R™ x R.

(111) ‘epi(f) estricto” es un conjunto convero en R™ x R

Definicién 1.1.5

Sea f:R™ — RU {400} una funcién. Se llaman conjuntos de sub-nivel de [ a los

siguientes, para cada r € R;

Sp(f) ={x eR": f(z) <r}.
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Teorema 1.1.1 (ver Cap. IV, Teo. 1.1.8, [13])

Sea f € ConuvR™; entonces para cualquier coleccion {x1, ..., x;} de puntos en domf
y para cualquier A = (\i,--- \) en el simplex unitario de R¥, dado por:

k
{A=(A1--X) : 0 < >N < 1} se cumple:
i=1

f@m) < gi) o),

Definicién 1.1.6

Una funcion conveza f: R™ — R U {£o0} se dice propia si y sdlo si su epigrafo es
no vacio y no contiene lineas verticales, es decir, si f(x) < 400 para al menos un x y

f(z) > —o0 para cada .

Por tanto, f es una funciéon convexa propia si el conjunto convexo C' = dom f es no
vacio y la restriccion de f a C es finita.
Observe que si f : R — R U {+o0} es convexa, no idénticamente igual a o0,

entonces f es propia.

Teorema 1.1.2 (Ver Teorema 1.1, [16])

Los subespacios de R™ son conjuntos afines que contienen el origen.
Teorema 1.1.3 (Ver Teo. 1.5, [16])

Las transformaciones afines de R™ en R™ son funciones T de la forma Tx = Ar+a,

donde Ax es una transformacion lineal y a € R™.

Ahora bien, el epigrafo de una funcion lineal es caracterizado por algin s € R" y
estd formado por aquellos puntos (z,7) € R™ x R tales que r > (s, z).

Algunas notaciones que se utilizaran son:
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» La cdpsula afin de dom f se denotara por af f(domf) y se define como la interseccién

de todos los conjuntos afines que contienen a domf [16].

» El interior relativo del epigrafo de f se denotara por
ri(epi(f)) = {(z,7) € R" x R: x € ri(domf),r > f(x)}.
» El interior relativo del dominio efectivo de f se denotara por ri(domf) y es la

proyeccién sobre R™ de ri(epi(f)).

Definicién 1.1.7

Una funcion f: R™ — R U {+o0} es semicontinua inferior si para cada x € R™ se

cumple que:

liminff(y) > f(z).

Yy—x

Observe que esta desigualdad se debe cumplir en RU{+oc}. Mediante la siguiente proposi-

cién se puede apreciar su aspecto geométrico.

Proposicién 1.1.2 (Ver Cap. IV, Prop. 1.2.2, [13])

Para f : R — RU {400} las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) f es semicontinua inferior en R".
(i1) epi(f) es un conjunto cerrado en R™ x R.

(111) Para todo r € R: S,(f) es cerrado (posiblemente vacio).

Definicién 1.1.8

La funcion f : R" — RU{+o00} se dice cerrada si y sdlo si es semi-continua inferior,

o su epigrafo es cerrado, o sus conjuntos de sub-nivel son cerrados.
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Definicién 1.1.9

La clausura de una funcion f : R" — RU{+o00} es la funcion clf : R* — RU{+o0}
definida por:
clf(x) = liminf f(y)

y—

para todo x € R™ o equivalentemente, se define como aquella funcién que cumple lo

siguiente:

epi(clf) = cl(epi(f)).

Proposicién 1.1.3 (Ver Cap. IV, Prop. 1.2.6, [13])

Para f € ConvR"™ se tiene que:
clf € ConuvR"™;
yclf y f coinciden en ri(domf).

El conjunto de las funciones convexas cerradas sobre R" serd denotado por ConvR™.

Veamos algunas proposiciones sobre operaciones funcionales que preservan la con-

vexidad.

Proposicién 1.1.4 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.1, [13])

Sean fi,..., fn € ConuvR"™ [respectivamente en ConuvR"], sean tq,...t, reales posi-

tivos y supongase que todas las funciones son propias, entonces la funcion:

[= thfj
j=1

esta en ConvR"™ [Resp. en ConuR™].



Una Casi-Distancia Generalizada en Programcion Convexa. Caso 0 < p <1 17

Definicién 1.1.10

Sea f: R" — RU {+0o0} una funcidn propia no necesariamente convezxa, se define

la funcion conjugada f* mediante:

[*(s) = sup{(s, ) — f(x) : w € dom[}

para todo s € R™.

Proposicién 1.1.5 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.5, [13])

Sea f € ConvR"[resp. en ConoR"™] y sea A : R™ — R"™ una transformacion afin tal

que ImANdomf # ¢, donde ImA es la imdgen de A. Entonces la funcion:
foA:R">xw— (fod)(x)= f(A(x))
esta en ConvR™ [resp. en ConvR™].

Proposicién 1.1.6 (Ver Cap. IV, Prop. 2.1.8, [13])

Sean f,g € ConuvR"™ con g creciente. Supongase que Jxg € R"/f(xo) € domg y
hagase g(+00) = +oo. Entonces la funcion compuesta go f : x +— g(f(x)) estd en

ConvR™.
Definicién 1.1.11

Sea C un conjunto convexo, cerrado y no-vacio. Para cada x € C, se define el cono

asintotico en x como sigue:
Co(x) ={deR":x+tde C para todo t>0}.

Cwo () puede ser visto como el conjunto de todas las direcciones desde las cuales se puede

ir en linea recta desde x hacia el infinito sin salir de C.
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Proposicién 1.1.7 (Ver Cap. IV, Prop. 2.2.1, [13])

El cono convezo cerrado Coo(x) no depende de x € C. Esto permite escribir Cs en

lugar de Cy(x).

Proposicién 1.1.8 (Ver Cap. IV, Prop. 2.2.3, [13])

Un conjunto C' convexo y cerrado es compacto si y solo si Coo = {0}.

Proposicién 1.1.9 (Ver Cap. IV, Prop. 8.2.1, [13])

Sea f € ConuvR", entonces el cono asintético del epigrafo de f,(epi(f))so, €s €l

epigrafo de la funcion f.. € ConvR"™ definida por:
td) — td) —
deR" — f_(d) ::Supf(l'(ri‘ ) — f(20) — lm f(xo +td) — f (o)

40 t t——400 t ’

donde xq es arbitrario en el dominio de f.

Definicién 1.1.12

A esta funcion f._ se le llama funcion de recesion.

Proposicién 1.1.10 (Ver Cap. IV, Prop. 3.2.5, [13])

Sea f € ConvR". Todos los conjuntos de sub-nivel de f, no-vacio, tiene el mismo
cono asintotico, el cual es el conjunto de sub-nivel de f._ en el nivel 0.

FEs decir, para todo r € R con S,.(f) # ¢, se tiene que:
[S: (oo = {d € R": fi(d) <0}

En particular, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe r € R para el cual S,.(f) es no-vacio y compacto.
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(ii) Todos los subconjuntos de sub-nivel de f son compactos.

(iii) fI.(d) > 0 para todo d no nulo en R"

Definicién 1.1.13

Las funciones f € ConoR"™ que satisfacen (i), (ii), (iii) en la proposicion anterior
se llama 0-coercivas. Equivalentemente las funciones 0-coercivas son aquellas que crecen
al infinito, es decir:

f(z) = +o00  cuando ||z| — +o0,

ademds, las funciones 0-coercivas, convexas y cerradas alcanzan su minimo sobre R™.

Un importante caso particular es cuando se tiene que:

f(x)

Tl — 400 cuando ||z]| — +o0.
T

En este caso f crece al infinito més rapido que cualquier funcién afin y tales funciones
son llamadas 1-coercivas. En algunos textos no se hace distincion entre 0-coercividad y
1-coercividad y a ambas las denominan simplemente coercividad. En forma andloga se

puede definir coercividad lateral para el caso en que haya coercividad por un solo lado.

Definicién 1.1.14

Una direccion d # 0 es una direccion de recesion de f si y solo si f.(d) < 0.

Teorema 1.1.4 (Ver Cap. IV, Teo. 4.1.4, [13])

Sea f una funcion diferenciable sobre un conjunto abierto 0 C R™ y sea C' un

subconjunto convezro de 2. Entonces:
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(i) f es convexa en C' siy sélo si:

f(z) > f(xo) + (Vf(xo),x —x0) para todo (zg,2) € C x C.

(i1) f es estrictamente convexa en C si y sélo si la desigualdad anterior es estricta

cuando x # xg.

Teorema 1.1.5 (Ver Cap. IV, Teo. 4.3.1, [13])

Sea f dos veces diferenciable sobre un conjunto convexo abierto 2 C R™. Entonces:

(i) [ es convera sobre Q siy sdlo si el Hessiano V2 f(xg) es semidefinido positivo para

todo xqy € Q.

(ii) Si el Hessiano V2 f(xg) es definido positivo para todo x¢ € €2, entonces f es estric-

tamente convexa en §).

Definicién 1.1.15

Una funcion f : R" — R U {400} es suave si y sdlo si es finita y diferenciable en

todo R™.

Definicién 1.1.16

Una funcion f : R" — R U {400} convera y propia es esencialmente suave, si

satisface las siguientes condiciones:
(i) int(domf) # ¢.
(ii) f es diferenciable en int(domf).

(111) kh’m |V f(xp)|| = +o00 donde {x} es una sucesion en int(domf), que converge a
— 400

un punto x de la frontera de int(domf).
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Obsérvese que si f es diferenciable en R™ | entonces f es esencialmente suave, pues

int(domf) = R™ y (iii) se cumple por descarte, pues la frontera de R™ es vacia.

Definicién 1.1.17

Sea f € ConuR, sea xq un punto del interior de su dominio, llamamos derivada por
la izquierda y derivada por la derecha, respectivamente a las siguientes:

D_f(xy) == limM = supM

zTzo Tr — Xo r<x0 xr — Xo

D, f(x) := h'mM — inf M'

zTzo T — X z>x0 T — Xg

Teorema 1.1.6 (Ver Cap. IV, Teo. 4.1.1, [13])

Sea f € ConuR, sea xy un punto del interior de su dominio, entonces f admite

derivadas por la izquierda y por la derecha finitas y satisfacen:

D_f(zo) < Dy f (o).

Definicién 1.1.18

Sean f: R" — RU{+o00} una funcion convera. Sean x y d fijos en R"™ y consideremos

el cociente incremental de f en x en la direccion d.

q(t) == flo+ t? — =) para t >0,

se define la funcién uno-dimensional — ¢(t) := f(z+td) entonces f'(z,d) = D, p(0).

por otro lado:

o) — LD = ) S 1) — )

xlTo t x|z —t

luego f'(x,—d) = —D_¢(0).
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Definicién 1.1.19

El subdiferencial Of (x) de f en x es el conjunto convexo, compacto y no vacio de

R™ definido como:
Of (x) :={s € R": (s,d) < f'(x,d) para todo d e R"}
Un vector s € df(z) es llamado subgradiente de f en z.

Definicién 1.1.20

El conjunto subdiferencial de f en xo, denotado por Of(xq), es el siguiente:
Of(zg) :={s € R": f(x) > f(xo) + (s, — x9) para todo z € R"}.

Teorema 1.1.7 (Ver Cap. IV, Teo. 4.3.1, [13])

Las definiciones 1.1.21 y 1.1.22 son equivalentes: La definicion 1.1.22 significa que
los elementos de Of(xg) son los wvectores directores de los hiperplanos que pasan por

(Io, f(xo)) € R" x R.

Teorema 1.1.8 (Ver Cap. IV, Teo. 2.2.1, [13])

Para f: R™ — R convezxa, las siquientes tres propiedades son equivalentes:
(i) f es minimizada en x sobre R™.
(i) 0 € Of (x).

(111) f'(z,d) >0 para todo d e R".

Una regla de calculo con subdiferenciales es dada por el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.9 (Ver Cap. IV, Teo. 4.4.1, [13])

Sean fi1, f2 dos funciones converas de R™ — R y t1, ty positivos, entonces:
) ) )

O(t1 fr + tafo)(x) = t10f1(x) + t20f2(x), para todo x € R".

1.2. Optimalidad y dualidad en programacién no lineal

En esta seccion se estudiaran algunos conceptos bésicos sobre las condiciones nece-
sarias de optimalidad en programacién no lineal, describiendo las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker y aquellos resultados que muestran que estas condiciones son también sufi-
cientes para problemas convexos. Ademas se ofrecerda una breve descripcién de la teoria

de dualidad.

El problema de programacién no lineal se puede formular como:

min{f(z) : x € R"}, (1.1)
sujeto a,
h(xz) =0, (1.2)
g(x) <0. (1.3)
donde x = (x1...,x,)" es el vector de las variables de decisién, f: R® — R es la funcién

objetivo, 1.2 y 1.3 son respectivamente las restricciones de igualdad y de desigualdad,
donde al menos una de las restricciones es no lineal. A cualquier vector que satisfaga las
restricciones se la llamard solucién factible y el conjunto de todas las soluciones factibles

se la llamara region factible.

El problema anterior en el caso en que todas las funciones son convexas se la llama

programa convexo.

Es bien conocido que si S es un conjunto cerrado, acotado y no vacio de R", es decir,

compacto y f : R™ — R una funcién continua, entonces el problema de hallar
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min{f(x) : x € S}, posee al menos una solucién 6ptima. Por otra parte, el conjunto
definido por las restricciones bien pudiera no ser acotado, en cuyo caso se puede garanti-

zar la existencia de soluciones éptimas utilizando hipotesis adicionales convenientes.

Uno de los resultados tedricos mas importantes en la programacion no lineal es el
que lleva a las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Estas condiciones deben ser

satisfechas por la solucién éptima de cualquier problema lineal o no lineal.

Definicién 1.2.1 Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker(KKT).

El vector T € R™ satisface las condiciones KKT para el problema no lineal (en el

caso diferenciable) (1.1), (1.2), (1.3), si existe un par de vectores X € R® y i € R™ tales

que:
V@) + f)kvm@) + iﬂjvgj(f) —0, (1.4)

. hi(T) = 0],:1 (1.5)

9;(T) <0, (1.6)

139;(T) = 0, (1.7)

11; > 0. (1.8)

A los vectores A y u se les llama multiplicadores de Lagrange o de Karusk-Kuhn-
Tucker. La condicién (1.7) es conocida como condicién de complementariedad, la condicién
(1.8) es conocida como condicién de factibilidad dual y (1.5), (1.6) son llamadas condi-

ciones de factibilidad primal.

Dado 7 € R" y dado j € {1,...,m}, larestriccién de desigualdad, ¢;(7) < 0, se dice
que es activa en el punto 7 si g;(Z) = 0; se denomina no activa si ¢;(z) < 0. Se denota el

conjunto de los indices de las restricciones activas por I(z) = {j : g;(¥) = 0}.
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Debido a que la diferenciabilidad es un concepto local, esta permite caracterizar los
minimos locales, sin embargo, no es posible emplear esta para caracterizar los minimos
globales, considerando la condiciéon de convexidad se obtiene que todo éptimo local tam-

bién sera global.

Al agregar la convexidad tanto a la funcion objetivo, como a las restricciones, del
problema no lineal, las condiciones necesarias de optimalidad se hacen también suficientes,

permitiendo caracterizar las mismas. Los siguientes resultados son prueba de ello.

Teorema 1.2.1 (Ver Cap. 3, Teo. 3.4.3, [2])

Sea f: R™ — R una funcion convexa y S C R™ con S no vacio y convexo. Considere
el problema de programacion convera, min{f(x) : * € S}. Entonces z* € S es una
solucion optima de este problema si y solo si, f tiene un subgradiente & en x* tal que

&z —x*) >0, para todo x € S.

Teorema 1.2.2 (Ver Cap. 4, Teo. 4.3.7, [2])

Considere el problema no lineal, min{ f(x) : x € R" h(x) = 0,g(x) < 0}, supdngase
que eziste una terna de vectores, (U, T, \), que cumple las condiciones KKT. Sea K+ =
{k: X >0}y K- = {k: A\ < 0}. Supdongase que f(z),g:(x), para todo i € I(T) y
hi(T), para todo k € K, son funciones convezxas en R™ y hi(x), para todo k € K~ , son

funciones concavas en R™. Entonces T es una solucion optima de dicho problema.

Con este resultado puede observarse que las condiciones de factibilidad y comple-
mentariedad son condiciones suficientes para la optimalidad y por ello son utilizadas en

el andlisis de convergencia en los diferentes métodos conocidos.

Veamos ahora otras definiciones preliminares en teoria de dualidad.
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En esta teoria, se le llama problema primal al problema

min{f(z) : h(x) = 0, g(x) < 0},

reR”™

donde . = (21,...,2,),, f ' R* - R,h:R* - Rf y g : R" — R™.

Se define la funciéon Lagrangeana como

Uz, p, A) = f(2) + Nh(x) + p'g(2). (1.9)

Al problema primal se le puede asociar el problema dual, que consiste en maximizar

la funcién dual, la cual viene dada por:
0N ) = i {1, V)
es decir, el problema dual viene dado por
max{O(\, 1), 4 > 0,1 > 0},

La teoria de dualidad es importante para la resolucion de problema no lineales,
ver [3]. Los resultados obtenidos dentro de esta teoria para programacién convexa son
utiles para desarrollar métodos que generan soluciones aproximadas a los problemas de

programacion no lineal.
Teorema 1.2.3 (Ver Cap. 6, Teo. 6.2.1 y Coro. 1,2,3 y 4, [2])
1. sup{O(\, p) : > 0} <€ min{f(z) : h(z) =0,9(z) <0} (dualidad débil).

2. 81 f(z*) < 0N, u*) para alguna solucion factible x* del problema primal y para
alguna solucion factible (X\*, u*) del problema dual, entonces x* y (A\*, u*), son re-

spectivamente, soluciones optimas de los problemas primal y dual.

3. Si sup{O(N\*, u*) : p > 0} = +o0, entonces el problema primal no tiene soluciones

factibles.

4. Siinf{f(x) : h(z) = 0,g(z) < 0} = —o0, entonces O(\, u) = —oc para cada X € R
yp=>0.
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Si un vector de multiplicadores resuelve el problema dual y la propiedad 1 del teore-
ma anterior se satisface como igualdad, entonces las soluciones del problema Lagrangeano
asociado con los multiplicadores son soluciones del problema dual. La idea basica es, por
tanto, encontrar condiciones de igualdad, como es el caso en los programas convexos. El
siguiente teorema es un ejemplo que permite visualizar como actia esta propiedad de

dualidad débil con solo condicién de igualdad en el caso de las programacion convexa.

Teorema 1.2.4 (Ver Cap. 6, Teo. 6.5.2, [2])

Supdngase que x* y (N*, u*) son soluciones dptimas de los problemas primal y dual
respectivamente y supongase que f(z*) = 0(\*, u*). Entonces (A\*)tg(xz*) = 0 y x* resuelve

el problema de minimizar ((z, i, \) = f(x) + MNh(x) + ptg(x) sujeto a x € X C R™.



Capitulo 2

Métodos de Punto Proximal y de

Langrangeano Aumentado.

2.1. El concepto de regularizacion

La idea de regularizacion esta conectada con los problemas que tienen un mal com-

portamiento de la forma
L(f) =0 (2.1)

donde f es un elemento de algin conjunto de un operador X (usualmente en un espacio

de funciones) y L : X — X es un operador.

Se quiere reemplazar L : X — X por otro operador regularizado L + AM; con A € R

y M : X — X donde M sea tal que el problema
L(f) +AM(f) = (L+AM)(f) =0 (2.2)
tenga unica solucién f, para cada A > 0, tal que f) se aproxime a una solucién de

L(f) =0 cuando A — 0.

Este concepto se aplica en problema de optimizacién si nosotros tenemos X = R" y
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L =V f donde f es una funcién convexa (f : R" — R) en el cual (2.1) nos queda

Vf(z)=0 (2.3)

x € argmin{f(x):x € R"} (2.4)

Este problema puede tener o no solucién.

Supongase que g : R” — R es 0-coerciva, es decir lim g(x) = oo y f es acotada

[[]|—o0

inferiormente, asi el limite ||x|| — oo en (2.4) nos queda

min{f(z) + Ag(r)} (2.5)

z€R™

tiene una unica solucion para cada A > 0 ya que f + Ag es 0-coerciva.

Esta condicién de coercividad reduce el problema a hacer el estudio sobre subcon-
juntos compactos, teniendose asi garantizada la existencia de soluciones. Por otro lado,
la convexidad estricta, implica la unicidad de tal solucién. Es decir, (2.5), bajo hipétesis

adecuadas, tendra una tnica solucién z(\), tal que h’rn+x()\) existe y resuelve (2.4).
A—0

El problema con esta regularizacion aproximada consiste en que cuando A > 0 tiende
a 0, aunque f 4+ Ag > 0 es estrictamente convexa y coerciva, puede que se comporte mal
numéricamente, tanto como V f, en otras palabras, si V f(z) = 0 es mal condicionado,
entonces (Vf + AVg) = 0 también lo serd cuando x(\) se aproxime a 0, aunque tenga

una tUnica solucién para cada A > 0.

Este concepto es aplicable a problemas de optimizacion si consideramos y = R" y

L =V f donde f:R" — R es una funcién convexa.

Diversos métodos se han desarrolado para sobrellevar la condicion planteada ante-

riormente, al menos tedricamente, originandose asi, regularizaciones convenientes. Entre



Una Casi-Distancia Generalizada en Programcion Convexa. Caso 0 < p <1 30

esos se encuentra los Métodos de Punto Proximal.

2.2. Método de Punto Proximal

Considérese el algoritmo que genera una sucesion de la siguiente forma

z° e R" (2.6)
2" = argmin{f(z) + M|z — 2*|?} (2.7)
zeR?
donde ), es un numero real que satisface 0 < A < \ para A > 0, ||| es una norma

euclideana.
Se probard mas adelante que bajo ciertas hipdtesis la sucesion generada por (2.6) y (2.7)
convergen al minimizador de f.

Para ello se estudiara la definicion de Fejér convergente.

Definicién 2.2.1

Una sucesion {y*} en R™ es llamado Fejér convergente a un conjunto U C R™ con

k+1

respecto a la distancia euclideana si ||y — u|| < |ly* —ul| para todo k > 0 y para todo

uelU.

Ejemplo 2.2.1

1
Sea el conjunto U = {(z,y) € R*/z = 0} y {y*} = {(=,0)}, entonces, la
n
sucesion {yx} es Fejér convergente en U.

Sea

1
y* = <E’O) y U= (u,up) €U



Una Casi-Distancia Generalizada en Programcion Convexa. Caso 0 < p <1 31

Se probara que ||y —u|| < |[y* —w|| paratodo k>0 y weU

Se sabe que

1 1
k+12k:>E2k—+1 para todo k>0

N (k—il)2+ (u2)? < (%)2 ()
T T

;-

or tanto
p 2

1

— —u
k+1
esto es

Iy = ull < [ly* — u]

para todo u € U.
Proposicién 2.2.1 (Ver Prop. 2.1, [9])

Si {y*} es Fejér convergente en U # () entonces {y*} es acotado. Si un punto de
clausura y de {y*} pertence a U, entonces klim y* =y existe.

Prueba:

Como {y*} es Fejér convergente a U # () por hipétesis, esto implica que
Iy —ul < ly* —ul YueU y Vk20
en consecuencia, tomando v € U cualquiera, se tiene
ly* —ull < ly* " —ull < Yy —ull < ly*° —ul <, < ly” = ul]

Ast ||y* — ul| < ||y° — u|| para cualquier u € U.
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De lo anterior se tiene que la {y;} estd contenida en B(u, ||y® — u||) y por lo tanto
{y¥} es acotada. Asf {y*} contiene una subsucesién convergente {y7*} tal que klggj Yk =
y. Ademis, como {y*} es Fejér convergente y € U, en consecuencia la {||y* — y||} es
decreciente, no negativa y posee una subsucesiéon convergente { ||y’ —y||} la cual converge

a cero, por lo tanto {||y* — y||} también converge a 0, es decir

ka ly* =yl =0 implica ka Y=y

Teorema 2.2.1  (ver Teo. 2.1, [9] )
Sea f : R — R convexa y continuamente diferenciable. Supongamos que U # () es el
conjunto de minimizadores de f sobre R™. Entonces la sucesién {x*} generada por (2.6),

(2.7) converge a un punto x* € U.

Prueba:

Se realizara la prueba en 4 pasos:

Paso 1:

Se probara que la sucesion esta bien definida

2V e R?

a* = argmind f(x) + Aellz — 2*|1?}
PISING

Procediendo por induccién

Para k = 1 se cumple, ya que como z° € R” se puede asegurar la existencia de

zt = argmin{f(x) + M|z — 2%}
zeR"
Supongasé que se cumple para k, y se probara para k + 1 es decir,

oM = argmin{ f(z) + \e|lz — 2|}
TER™
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Paso 2:

Ademids fr = f(x) + \i||z — 2%||?. Verificando que 2**! existe y es tnico.
Como U # 0, f alcanza un minimo. Asf este estd acotado inferiormente, y ademds

|z — 2%]]? es estrictamente convexa por lo que
lim f(z) + Melz — 2*[|* = 00 lim fi(z) = o0
k—oo k—oo

Observe que si f;, es continua y el minimizador estd en (2.7), reduciendo el conjunto

a un conjunto compacto, fr logre el minimo.

f es convexa y \p|lx — 2¥||? es estrictamente convexa, entonces fj, es estrictamente

k+1 eg {inico.

convexa, asi esto tiene un minimo, es decir x
|2 — 7|2 < ||2* —Z|* — ||2* — 2F||* paratodo k>0 y paratodo Te€U

En efecto; para T € U, cualquiera

ka — EHQ — ka gkt g gkl THQ

— ||J}k . Jik+1||2 + “IkJrl _ EH2 4 2<l’k _ IkJrl,karl . T> (28)
Por otro lado z**! es un minimizador se tiene que
0 = V(2" = V(") + 20 (2" — 2F) (2.9)
Observar que
fr = f(@) + Aellz — 2*||?

Donde
V@) = V(") + V(2 — 2*]]?)
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donde
Mellz = 242 = Aot — ¥, 24— %)
n
_ /\kZ(xi—H _ xz’)2
i=1

/\ka(xi+1 o Q?i)Q — 2)\k($k+1 - .',Uk)
=1

Luego, de (2.9) se obtiene

1
ot — 2P = V(2 (2.10)

Sustituyendo (2.8) en (2.10) se tiene

1
2% — 2| — ||l2* — 2" — [l2* —7|* = A—k<Vf(l“k“),$'“+1 -T)  (211)
Como f es convexa y diferenciable, se sabe por definicién que

FE™h) < f@) + (V") 2" —7)

1

/\_k<v(ka+1)7 $k+1 . f>

0< %k[f<xk+l> @) <

va que f(Z) < f(z**!) para todo k

De aqui

Iz = Z[|* — 2 = ¥ = [l2™ =7 > 0

Paso 3: lim (z" — 2%) = 0 en efecto;

k—o0

Del paso 2 se tiene que

0 < ||o* — 7|2 < ||2* —Z||* — ||2** —2"||* paratodo k>0 paratodo T€U

Observar que la sucesién {||z* — T||} es decreciente y no-negativa, por lo tanto

convergente, ademés
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Paso 4:

k+1

lo" =7 —0 y [o" —7]| —0

por tanto

l2*! = 2" — 0

Se probara que cualquier punto clausura de {x*} estd en U.

La existencia de punto clausura se sigue del paso 2 (fejér convergencia) y la proposi-
cién 2.1
Sea T un punto de clausura de {z*}, entonces existe una subsucesiéon {z7+} de {2*}

tal que lima’/r =7
k—0
Luego, de (2.2) se tiene que

V(") = 2)\jk(xjk — k1) (2.12)
Del paso 3 se obtiene que

im 7%+ = lim a7 ==

k—oo k—oo

tomando el limite en (2.12) se obtiene que
Vi@ =0

Por la convexidad de f,= € U, y los pasos 2 y 4, se obtiene que satisfacen las hipdtesis

de la Proposicién 2.1, por lo que existe x* € U tal que z* = kh’m ", |
—00

Este teorema es la version clasica de la convergencia del Método de Punto Proximal.

Inicialmente, en 1965, Moreau [20], ofrece esta regularizacién, concretamente propone la

siguiente funcion:

Fly) = argmin{{(z) + 3 o ~ oI}
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que luego es modificada por Yosida, agregando el parametro \ convirtiéndose en la regu-

larizacion Moreau-Yosida, conocida por la expresion siguiente:

Fi(y) = argmin{f(z) + S Alz ~ o]}

[L’ER"
Obsérvese que el Método de Punto Proximal Clasico sustituye el parametro A por
una sucesién {\*} acotada y de ntimeros positivos. Martinet [21] en 1970 introduce este
método en el estudio de la programacién convexa y posteriormente Rockfellar [22] gener-

aliza la técnica para operadores monotonos maximales.

2.3. Operadores Mondétonos Maximales

Definicién 2.3.1

Un operador T : R™ — R" es llamado mondtono si y sdlo si (x—y,T(x)—T(y)) >0

para cada x,y € R™.

Un ejemplo es T' = Vf con f : R" — R diferenciable y convexo. Es claro que el

gradiente seria sustituido por subgradiente en el caso en que la funcién no sea diferenciable.

Definicién 2.3.2

Un operador T : R™ — R"™ es llamado mondtono maximal st y solo si'T' es mondtono

y para todo T' mondtono tal que T(x) C T () para cada x, se tiene que T = T".

El problema de interés es encontrar el cero del operador monétono maximal si

T :R"™ — R"™ entonces z es cero de T sii T'(x) = 0. Si T : R — P(R"), x es cero de
T sii 0 € T'(x).
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Para f convexa y T = Of se tiene que x es cero de T sii x es un minimizador de f,

ya que 0 € T'(x) se tiene para todo y que:

0=1(0,y—=) < f(y) — f(=)

asi f(z) < f(y) para todo y € R", obteniendose que el problema de encontrar ceros de
el operador mondtono maximal generaliza el problema de minimizacion de funciones con-

vexas.

En el caso del Método de Punto Proximal Clésico, para que {z"1} resuelva el (2.2),
haciendo fi(z) = f(z) + \e|lz — 2F||?, se cumple:
0= ka(xk-i-l) + 2)\k($k+1 . .fEk)
o bien,
V(") = 22 (2" — 25 (2.13)

Lo que sugiere una extensién natural a operadores monotonos, dada por

A (2 — 2y € T (M) (2.14)

lo cual equivale a

e (I + )\ikT)l(xk) (2.15)

Antes de establecer el resultado que muestra la convergencia del Método de Punto
Proximal para operadores mondtonos, estableceremos algunas definiciones y teoremas

previos.

Definicién 2.3.3

Un operador T : R™ — P(R") es llamado no-expansivo si

1T(x) = Tl < [l =yl

para todo x,y € R".
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Definicién 2.3.4

Sea P : R" — R" es firmemente no-expansivo sii
1P(x) = P)I* < llz = yl* = Iz — y) = (P(x) = P(y))|I”

Proposicién 2.3.1 (Ver Prop. 4.1, [9])

Si P es firmemente no-expansivo, entonces la sucesion definida por z° € R™, zF+! =

P(z*) es Fejér convergente al conjunto de puntos fijos de P:

Prueba:

P es firmemente no-expansivo si
1P(z) = P)II* < llz = ylI* = ll(z — y) — (P(x) = P(y)]I”
Aplicaremos esta definicién con y = 7 tal que P(T) = 7,z = 2, P(x) = 2**!. Se obtiene
25 = 7)) < [|la" = 7]* = [|2* — 2"

Note que esta es la propiedad tres puntos usada en el paso 2 en la prueba del Teorema

2.2.1.

Definicién 2.3.5

Sea P : R" — P(R"™) diremos que P es sobre si para todo y € R™ existe, x € R" tal
que y € P(x) y P es 1-1. Si para todo x # y se cumple P(z) N P(z) = ¢.
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Teorema 2.3.1 (Ver Teo. 4.1, [9] Teorema de Minty)

St T : R" — R™ es mononoto y mazimal y p > 0 entonces I + pI' es uno a uno y

sobre, ademds (I + uT)~! es firmemente no-expansivo.

Lema 2.3.1 (Ver Lema 4.1, [9])

Si kh'm Y =7, ka ¥ =2, T es mondnoto mazimal y y* € T(z*), entonces y € T(Z).
— 00 — 00

Teorema 2.3.2

Si T : R" — P(R"™) es maximal mondtono y existe T tal que 0 € T(T), entonces la
sucesién {x*} definida por
¥ e R™
1\
okt e <I + —T) (z%)
Ak
con 0 < Ay < X converge a un vector x* tal que 0 € T(z*).

Prueba:

Paso 1:
En efecto: {z*} estd bien definida, lo cual es inmediato por el teorema de Minty.

En este caso utilice el hecho de que I + p1' es sobre con lo que se garantiza la exis-

tencia de zF*1 € (I 4 pT) 71 ().

Paso 2:
En efecto; |25t — 7| < ||2* — Z||? — [|2**! — 2%|]? para todo k y T tal que 0 € T(T).

k k k+1 k+1

=" = [la* — 2" — 2™ 7

— ||$k . xkr-i-l”? + ||£L‘k+1 —T||2 + 2<($k . :ljk+1), (xk-i-l —f)>

[z
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de donde

ka —f||2 . ||.Tk . xk+1H2 . ||$k+1 . EHQ — 2<l’k o l‘k+1,l’k+1 . T>

Se sabe que
)\k(xk . xk+1) c T<xk+1)
Ademéds, por hipédtesis 0 € T'(T).

Por tanto

kE J}k+1||2 . ||:Ek+lf||2 _

l=* —Z[|* — |l (Ar(a® —2*1) — 0,2 —7)

2
Ak
para todo 2"t' 7Ty A (2F — 2" € T(2M), 0 € T(T)

Asi se cumple la propiedad tres puntos y ademads la fejér convergencia a T'(T)

Iz — 7| < [la" — 7|

Paso 3:

En efecto; lim (z*! — 2%) =0
k—o0

0 < Jla* = P < la* = 3] — |+ — 37

La sucesién {||z* — Z||?} es decreciente y no negativa, por lo tanto convergente ademas,

Jfk+1

2% =z =0 y ["" 7] -0

por lo que
ka+1 - ka -0

Paso 4:
En efecto; {2*} tiene puntos de acumulacién, entonces estos son ceros de T
{2*} tiene punto de acumulacién T por ser fejér convergente, por tanto existe una sub-

sucesion {z/+} de {2*} tal que lim z7* = T, luego, por el paso 3 lim 2/*+! = T, pero
k—o0 k—oo

)\k(xjk _ xjk+1) c T(:Ujkdrl)
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es claro que \j, (29 —z7k+1) — () porque \j, < X, pero no se puede tomar limite en T'(x7%+1).
Usando

Y= N () g =0 F=altnz=7

Por el Lema (2.3.1) se tiene que 0 € T'(Z); esto prueba el paso 4.

Por lo que el paso 2 y 4 conjuntamente con la fejér convergencia demuestran el

teorema.

2.4. Lagrangeano Aumentado.

Los métodos de multiplicadores transforman un problema de minimizacion con
resticciones, en una secuencia de problemas de minimizacién sin restricciones. Dicha
trasformacién se realiza adicionando a la funcién objetivo del problema original una fun-

cién de penalidad la cual involucra a un parametro p € R™.

Existen diversas versiones de estos métodos. En este trabajo se consideran dos tipos,
a saber el método de multiplicadores clasicos presentado por Rockafellar en [16] y el méto-

do de langrageano aumentado considerado en Tusem en [12].

Considerar el problema primal de minimizacién

ff=inf{f(x):9;(x) <0 i=1,...,m} (2.16)

donde g;, f : R™ — R son convexas y diferenciables.

El Lagrangeano clasico para este problema es L : R™ x R” — R definido por:

flx)+ 300 wigi(x) st y>0

+o0  otro caso

Lz, p) = (2.17)
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El método de Lagrangeano cldsico consiste en generar dos sucesiones, {z*} C R" y

{u*} C R™, de la siguiente forma; dado p* > 0, se genera z* = argmins L(z, u"),

con x € R”}, actualizando p* de alguna manera conveniente.

Computacionalmente los problemas estan relacionados con la discontinuidad de

L(z,.), surgiendo asi la necesidad de mejorarlos.

Se estudiara ahora el método de Lagrangeano Aumentado, considerado por ITusem

en [12].

+

T =max{r;,0}. Tomesé¢ a > 0y el

Para x € R" definase 2 de la siguiente forma x
Langrageano aumentado clasico

m

L) = £(2) + = S {[Gm + 200(2)) 7 = 2}

i=1
Lo (x, 1) es diferenciable si y sélo si f y g; lo son, de hecho:

m

ViLa(w, 1) = Vf(x) + Y [ + 209i(2)] " Vi)

=1

El método en consideracién genera dos sucesiones {zF} C R" y {u*} C R™ de la siguiente

forma:
Dados
p’ e RY (2.18)
2 = argminLq(x, pu¥), z € R" (2.19)
i = [ + 20g:(2")]F (2.20)

La convergencia de la sucesién {z*} no puede ser obtenida inmediatamente de la
teoria de punto proximal. De hecho, se requieren hipétesis adicionales, como por ejemplo,

ademds de otros, la condicién de Slater; que exista z tal que ¢;(7) < 0 paratodoi = 1,...,m
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y como {z*} minimiza el Lagrangeano L(.,u**1), entonces la sucesiéon {z*} converge al
minimizador x* y asi, el par (z*, u*) es un punto silla para L resultando por la teorfa de

dualidad y convexidad que x* es la solucién de (2.16).

2.5. Penalizacién

Considere el problema

ff=inf{f(x):2 €S CR"} (2.21)

con S C R™.

Para resolver (2.21) se puede considerar una funcién penalidad g tal que g(z) = +o0,

si  no pertenece S.

Para r > 0, el problema regularizado:

min{ f(z) +rg(z)} (2.22)

xeR”

Téndra su solucién en S (si 2.21 tiene solucién). Si (2.21) tiene solucién y g es es-
cogido adecuadamente, entonces (2.22) tendrd una tnica solucién z(r) y bajo hipdtesis
adicionales es posible probar que yirolx('r’) y resuelve (2.21). Como en la regularizacion,
aqui también puede ocurrir que el problema (2.22) este mal comportado para valores
pequeios. Es decir, cuando z € 65 y g(z) es muy grande, rg(z) puede ser que se comporte
inadecuadamente cuando » — 0. Lo que se requiere es combinar la idea de regularizacion

con la de punto proximal para conseguir convergencia cuando r es cercano a 0.

En concreto, llamamos penalizacién exacta a la escogencia de una funcion g tal que
x(F), obtenida para (2.22) resuelva para (2.21) para algin T fijo aunque la existencia

tedrica de tal 7 sea posible, el valor de 7 no tiene que ser conocido, sin embargo el mal
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comportamiento comentado arriba pudiera permanecer.

Por lo anterior expuesto el método de punto proximal, en este sentido, trabaja con

un r arbitrario o una sucesion {r;} acotada por debajo para evitar dichos problemas.

2.6. Distancia de Bregman y Método de Punto Proximal

Definicién 2.6.1

Sea S un subconjunto no vacio de R*. Una funcion D : S x S — R, con S = intS
tal que: D(z,y) =0 si y solo si x =y y D(z,y) > 0 para cada x,y € S es llamada una

casi-distancia en S.

Considérese dos clases de tales distancias: Las Distancia de Bregnan y ¢-divergencia.
En ambos casos el método de punto proximal consiste en gererar una sucesién {z*} con

20 € Sy 2®t = argmin{f(x) + ri.D(z, 2%)}.
rER?

Definicién 2.6.2

Sea S un subconjunto de R™ abierto y convexo y S su clausura.

Considere una funcion real convexa h definida sobre S y sea Dy, : S x S — R dada por

Dy(z,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)" (z — y)

h es llamada funcion de Bregman y Dy, la distancia de Bregman inducida por h si satis-

facen las siguientes condiciones:
By) h es continuamente diferenciable sobre S

By) h es estrictamente convexa y continua sobre S
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Bs) Para todo § € R los conjuntos parciales de sub-nivel.
[1(y,0) = {z € S: Dy(a,y) < 3}

[o(z.0) ={y € S: Dy(zx,y) <6}
son acotados para todo y € S, todo x € S, respectivamente.

By) Si{yx} C S converge a y* entonces Dy (y*,y*) converge a 0

*

Bs) Si {z*} ¢ S y {y*} C S son sucesiones tal que {x*} es acotada, ka v =yt

lim Dy (2%, y*) = 0 entonces lim x*

k—o0 k—o0

= y*
S es llamada la zona de h.

Es facil ver que D(z,y) > 0 para todo x € Sy que D(z,y) = 0 si z = y esta se

obtiene del hecho que h es estrictamente convexa, esto es

f@){f(y) + Vh(z)(x —y)) slempre que =z #y

por lo tanto,

D(z,y) >0 para z€S y D(z,y)=0 sii z =1y

Definicién 2.6.3

Se dice que una funcion h de Bregman es coerciva acotada en la frontera si para

{y'ycs

tal que

lim y* =y €685
k—+o00

entonces
Z (VA ) (z — y*) = =00 para todo = € S.
k—oo

h es llamado zona coerciva si para toda y € R™ existe v € S tal que Vh(z) = y.
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Ejemplo 2.6.1

S =R%, h(z) =) xjlogz;; continua sobre 0R" con la convencion 0log0 = 0.
j=1

Se tiene que

Dy(z,y) = (leog (—]> —x; + y1>
Jj=1 Yj

Ejemplo 2.6.2
S =R" h(z) = 2T Mz, con M € R™™ simétrica y definida positiva, halle Dy(x,vy).

Dy(z,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y),x —y)

Ast el Vh(y) donde h(y) = y" My

mi1 Mi2 ... Mip Y1 Y1
Mao1 Mao2 ... May Y2 Y2
y"My = (My,y) = < , , A N >
muyr + Mgy + -+ - + M1 Y1
B < Mo1Y1 + MaglYs + - -+ + MapYp Y2 >
mnp1Y1 + mnp2Y2 + -+ MmYn Yn
> may; Y
:< : , , > = Y MYt e D MY = D MY
: j=1 j=1 k=1

n
> MY,
k=1 Yn
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Vh(y) = 29T M

Proposicién 2.6.1 (ver [9],Prop. 9.1)

Si h es una funcion de Bregman con zona S, entonces
i) Dp(x,y) — Dp(x, z) — Dp(z,y) = (Vh(y) — Vh(2),z — x)
ii) VeDy(z,y) = Vh(x) — Vh(y) para todo x,y € S
iii) Dp(.,y) es estrictamente convexo para todo y € S

Demostracién:

i) De la definicién de distancias de Bregman se tiene que

Dy(x,y) = h(z) — h(y) — (VA (y), 2 — y)
Dy(z,2) = h(z) — h(z) — (VR (2),2 — 2)
Dy(2,y) = h(z) = h(y) — (VA" (y), 2 = y)

Asi

Dy(z,y) — Dn(x,2) — Dn(z,y) =

—(Vh(y),z —y) + (Vh(z),z — 2) + (Vh(y),z — y) =
—(Vh(y),z —y—z+y) +(Vh(z), 2z — 2) =
—(Vh(y),z — z) + (Vh(2),z — 2z) =

(Vh(y) — Vh(z),z — x)
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i) VoDp(z,y) = Va(h(z) = h(y)) — Vo(Vh(y)(z —y))
V.h(z) = V> Vh(yi)z; = Vh(x) — Vh(y) z,ye S

iii) Dp(.,y) es estrictamente convexo para todo y € S

Se sabe que f es convexa y diferenciable si

Dy(z,2) > Dy(y, 2) + (VDp(y,2),x — y)

h es estrictamente convexa
h(z) > h(y) + (Vh(y),z —y)

W) = h(z) = (Vh(z), 2 = 2) > h(y) — h(z) = (VA(2), 2 = 2) + (Vh(y),z — y)

(2, 2)
Dy(x,z) > Dy(y, 2) — (Vh(z),z —y) + (Vh(y),z — y)
Dy(z,2) > Dy(y, z) + (Vh(y) — Vh(z),x — y)
Dy(z,2) > Dy(y, z) + (VDp(y, 2),z — y) [

La Distancia de Bregman son usadas para generar un método de punto proximal.

El problema de interés es

fr=inf{f(zx):2 €S cR"} (2.23)

con S C R™ abierto y convexo, S la clausura de S y f continua y convexa sobre S.

El método de punto proximal con distancia de Bregman S definida como
2’ e s (2.24)
" = argmim{ f(xz) + \e Dy (2, 2")} (2.25)
donde h es una funcién de Bregman con zona S y A satisface

0< A <A (2.26)
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para algin x> 0.

El siguiente teorema establece la convergencia de la susecién generada por (2.24)-

(2.25)

Teorema 2.6.1 (ver [9], Teo. 10.1)
Si el problema (2.23) tiene solucion y h es coerciva acotada, con respecto a S,

entonces la sucesion {x*} generada por (2.24) y (2.25) converge a la solucién x* de

problema (2.23).

Demostracién:

Paso 1:

Se probard en primer lugar que la sucesién generada por (2.25) estd bien definida y

contenida en S.

En efecto, como f es continua en S, es acotada, por lo que se puede considerar un

( como una cota inferior de f, por lo que

fo(®) = f(z) + M Dy(z,2%) > B+ M Dp(2,2%) para todo x €S

por la propiedad (Bj3) se sigue que los conjuntos de nivel de asociados a Dj, son acotados,
por lo que fi(x) es acotada, y por lo tanto la minimizacion de (2.25) se reduce a un

conjunto compacto, en consecuencia el minimo es obtenido.

Por otro lado, como f es convexa, h es estrictamente convexa. Por Proposicion

2.5.1(iii) se tiene que Dy(.,y) es estrictamente convexa para todo y € S, y asi fi es

+1

estrictamente convexa, por tanto %! es un minimizador tnico de fj.
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Véase ahora que ¢! € S

k+1 k+1

Como 2" es Unico minimizador de f;, se deduce que x

verifica

0 € O(f(z*VY 4 XDy (a*1, 2F))
0 € (O(f(x"™) + A\O(Dy (2 2%))

Luego, como D, es diferenciable
0 € Of(a"*) + N Vo (D (a1, 2F))
0 € Of (x*1) + M\ (Vh(2F) — Vh(2b))
0 € Of (") + N Vh(z" ) — N\, Vh(zF)
Asi
M Vh(zF) € O(f + Meh)(2)

es el Unico z € S que

(2.27)

Se probard, bajo (Bs), O(f + A\gh)(x) = () para todo = € JS en consecuencia con

(2.5) se tiene zF*1 € S.

Tomando z € 95, supongamos que existe € € I(f + \yh)(z), 2 € Sy definasé

y = (1 —€)x + €2;

donde limy_,, €, = 0, entonces y* € X, y X es convexo.
Ademas
lh'm =z
Por (2.28) se obtiene:
iz —x) = €'(y" — 1)
Como & € O(f + h/cy), se deduce:
(h(y") — h(z))

Ck

&y —x) > fy) — flz) +

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Como h es estrictamente convexa y continuamente diferenciable, por la propiedades

(1),(2). Se deduce:

<h<y€) — h(l’)) > f(yé) _ f(l‘) + vh(yé)t(yf — "E)

Ck Ck

f') = fz) + (2.31)

usando nuevamente (2.28) y la convexidad de f se obtiene:

€

f(y£> B f(I) + Vh(yg)t<ye — I) > Ee(f(z) . f(x)) +

C Ck(l — 64)

Por lo cual de (2.29), (2.30), (2.31) y (2.32) se tiene que:

Vha(y)'(z —y") (2.32)

€'z = o) S lf () = F@) + S VR = 1) (2:33)
Cp €y
En consecuencia:
co(1—e)[f(z) = f(2) + €z — 2)] < VAY)' (= - ) (2.34)

Como limy_.o. ¥ = = y ademds x estd en la frontera de S, asimismo h es coerciva
en la frontera, por lo cual el lado derecho (2.34) tiende a —oo cuando £ — oo, mientras el
lado izquierdo tiene un limite finito, lo cual es contradictorio, por lo tanto O(f + Dy,) = 0,
para todo z en la frontera de X, en consecuencia z¥*! € §

Paso 2:
Dy (T, 2%1) < Dy (T, 2%) — Dy (2%, 2%) para todo k y toda solucién T de (2.2.3).

En efecto;

Dhu(x,y) — Dn(x, 2) — Di(z,y) = (Vh(y)) = Vh(2),z — x)

con
k k+1

obteniendo que

Dy(T — %) — Dy (7, 2") — Dy (2", 2F) = (Vh(2®) — VA(2Fh) 2" —7)  (2.35)



Una Casi-Distancia Generalizada en Programcion Convexa. Caso 0 < p <1 52

De (2.3.5) se tiene que
0 € d(f + ND(.,a*))(z")
0 € Of(z"™) + MV Dy (2", 2%)
~Me[Vh(a"h) = Vh(")] € 0f (a1

Me[Vh(2F) — V(")) € of (5 (2.36)

Sea y* = A\(Vh(zF) — Vh(z*1))
De (2.36)

Dy(T, 2%) — Dy(T, 2" — Dy (aF+h 2%) = (o 2" —7) = —(yF, 2" — 7)
Luego, por definiciéon de subgradiente

f@) = @)+ @87 - M) = f@) - [ > (F T -2

= )~ f@) < ket )

1
Dy(T,2") = Dy(@, ™) — Dy (e 2%) > h—(f(l'k“) - (@),
k
De aqui
k1 gy 1

E+1 Lk — .k = k+1 (z
—Dp (2", 2%)Dp(Z, 2%) — Dp(Z, 2" — Dy,
Luego, como T es minimo se tiene que

Dy (T, 2%) — Dy(z, 28 — Dy (2 — %) >0

por tanto Dy (T, 2"1) < Dy (T, 2%) — Dy (2", 2F) (2.37)

Paso 3:
{2*} es acotada y lim 2% = 7 implica que lim 2%,
k—oo k—oo

En efecto;
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Por el paso 2 se tiene que {D;,(T,2*)} es decreciente y no negativa y por lo tanto

convergente.

lim Dy,(z**, 2%) = 0

k00
Como {Dy,(Z,2"%)} es decreciente, se tiene que Dy (T, 2%) < Dy (z,2°).

Por lo tanto {z*} es acotado, en virtud que h es acotada (Bs).

Si ]}LIEO:EJ’“ = 7 una subsucesién de {z¥}, entonces klirroloxjk“ = 7 por (Bs).

Paso 4:

Se probard que los puntos de acumulacién de {z¥} son solucién del problema (2.36).

Sea una solucién de (2.25), T y T un punto clausura de {z*} luego, como esta es acotada,
existe una subsucesién {2*} tal que

lim 2% = T,
k—oo

en el paso 3 se probd que lim /1 = 7.
k

1 -

0< )\—(f@kﬂ) — f(@)) < Dp(@ — 2%) — Dp(x — ™) — Dy (™! —2¥).
k

De (2.36) y la desigualdad anterior se tiene que

1 , 1 , . . A .
0< X-(f@““)-f@)) < - (f@) = f(@) < Du(@, 2™) = Da(T, 2+1) = Dy (2, 27)

k k

Como Dy (T — 2’%) — Dy (T, 27%+1) — Dy (z7*+1, 27%) — 0 cuando k — oo obteniendo

que klim f(z7+1) = f(7), ademés, por (35) se obtiene que f(7) = f(T). |

Un ejemplo que se debe resaltar es el (2.6.1), el cual es de la distancia entrépica o

divergencia Kullback-Leibler.

1
Otro ejemplo que se obtiene al considerar el funciéon de Bregman h(z) = §||x||

1
resultando que Dp(x,y) = §||x — yl||?, recuperandose el nicleo cuadratico del método de

punto proximal clasico.
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2.7. ¢-Divergencia y Método de Punto Proximal

Continuando con el debate y aplicaciones del método préximal, se senalera el trabajo
de Teboulle [11], estudiando las propiedades bésicas de la funcién Entrépica proximal, la
cual estd basada sobre la imitacion de la funcién proximal de Moreau, donde la distancia
cuadratica del método proximal clésico es reemplazada por la ¢-divergencia de Csiszar

(1967).

Estudiando asi otra clase de distancias, que son denotadas por dy,(.,.) y estan

definidas sobre el ortante positivo de R".

Definicién 2.7.1

Dado S CR™",d: S x S — R llamado medida divergente en S st y sélo si

(i) d(x,y) >0 para todo x,y€ S
(11) Si{xy} C S,z € S entonces kh’m d(x,2%) =0 siy solo si kh’rn ¥ =ux
(111) Los conjuntos de nivel T'1(y,v) = {z € S : d(z,y) < v} son acotados para todoy € S
y todo v > 0.

(iv) Los conjuntos de nivel I'y(x,v) = {y € S : d(x,y) < v} son acotados.
Se introduce una familia de medidas divergentes definidas sobre el ortante positivo
S=R}, :{zeR": 2> 0}.
Sea G el conjunto de funciones continuas I' : R, — R, las cuales satisfacen:

(a) ¢ es decreciente en (0,1) y creciente en (1, 4+00)

(b) (1) =0
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(¢) lim p(t) = +o0

k—o00

Definicién 2.7.2

Sea ¢ € G, se define d, : R} xR} | — R como
do(z,y) = > yjep (—J>
Lj
la cual es llamada p-divergencia.

Proposicién 2.7.1 (Ver Prop. 2.1, [11])

Si ¢ € G, entonces dyp es una medida divergente en R} .

Para el estudio del analisis de convergencia, se consideraran unas condiciones adicionales

al conjunto G.

Asf se introduce un subconjunto ® de G.
Sea ® una clase de funciones estrictamente convexas y tres veces continuamente

diferenciable ¢ : R, x R} | — R definidas por
D {peC?0,+00): p(1)=¢' (1) =0,4"(1) > 0}

Proposicién 2.7.2 (Ver Prop. 2.2, [11])

dcCd

Corolario 2.7.1 (ver Coro. 2.1, [11])

Sip € ®, entonces d, es una medida divergente.

Algunos ejemplos clésicos de p-divergencias, son los siguientes:
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Ejemplo 2.7.1

Si(t) =tlogt —t+ 1, entonces dy(x,y) = > (x;log = Yj — Tj).
Jj=1 Yj

Obsérvese que esta es la casi-distancia Kullback-Liebler, la cual fue obtenida ante-

riormente via distancia de Bregman.

Ejemplo 2.7.2

Si p(t) = (Vt —1)%, entonces d,(x,y) = > (VTj — /¥;)*

1

n
j:

Definicién 2.7.3

Sea p € ® definase p°, P : R, — R dadas por

t

e°(t) = tw<1) (2.38)

p(t) = (t —1)¢'(t) (2.39)

La funcién (2.38) fue introducida por Bental, Ben-Israel y Teboulle (1991) y es llamada
la adjunta de .

Algunas propiedades de %, y su relacién con ¢ se establecen en el siguiente

teorema.

Proposicién 2.7.3 (ver Prop. 2.3, [11])

Sea ¢ € @, entonces

(i) ¢ € ®

(it) 90 = ¢
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(iii) dy(z,y) = dyo(y, v)
(iv) p(t) < @(t) para todo t > 0
(v) peG

Corolario 2.7.2 (Ver Coro. 2.2, [11])

Si ¢ € ® entonces dyo y dy son medidas divergentes.

Proposicién 2.7.4 (Ver Prop. 2.5, [11])

Sea ¢ € ® y dendtese a = [p"(1)]71 > 0 entonces existe > 0 tal que para todo
te Ry,
(t—1) —aty'(t) < pp(t) ate(t)—tlogt < ud(t)

Con las - divergencias se ha desarrollado un método de punto proximal, el cual se

presenta a continuacion.

Sea U un conjunto convexo, f : U C R® — R una funcién continua y convexa, y

considerese el problema de minimizacion convexa
(P) min{f(z):xeR}} (2.40)

Como se menciond anteriormente, se reemplaza la distancia cuadratica usada en el
algoritmo de minimizaciéon proximal clasico por ¢-divergencia, y se introduce el Entropy-

like Proximal Method (EPM) para resolver (P):

o € R?__’_ (241)

" = argmin{f(z) + \ed,(z, 2")} (2.42)

z€RY
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donde p € &1 = {p € P : P’r%ga’(t) =—00} y M E [X,X] C (0,400)

Denotese por T el conjunto de soluciones de (P), asumiremos que 7' # () y 0f(x) es

no vacio para todo x € U.

Definicién 2.7.4

Definase uF € R™ como

s
uf = —)\kgo'< " ) j=1,..,n (2.43)

Z;

Proposicién 2.7.5 (ver Prop. 4.1, [11])

La sucesion generada para el algoritmo (2.40)-(2.41) estd bien definida y estd con-

tenida en R . Mds ain u* € Of (") para todo k > 0.

Proposicién 2.7.6 (ver Prop. 4.2, [11])

Para todo k > 0
0< )\kdw(karl,xk) < )\kd@(l’k+1,l’k) < f(a:k) _ f(l,k+1>

Corolario 2.7.3 (Ver Coro. 4.1, [11])

(i) La sucesion {f(z*)} es decreciente y convergente
(1) S MdP(z*, 2%) < o0
k=0

(1i1) th'mxjgo(xfﬂ/x?) =0 paratodo j=1,...n
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Se introducira la siguiente notacioén, para x € R, definase I(x) = {j € [1,n] : z; =

0}, J(z)={jell,n]:z; >0}y j= 1,...,n,t§ = xﬁ“/xk.

J

Proposicién 2.7.7 (Ver Prop. 4.3, [11])

Si la sucesion {z*} converge a un punto z* y
(1) f es continuamente diferenciable en R”}, 6
(i1) Existe z € T tal que I(x*) C I1(z)

Entonces x* pertenece a T

Definicién 2.7.5

Una sucesion {y*} C S es casi-fejér convergente a un conjunto V' con respecto a la
unidad de medida divergente d si para cada v € V' existe k > 0 y una sucesion de nimero

real € > 0 tal que > epz < 00 ¥
k=0

d(v,y"™) < d(v,y*) + e para todo k> K
Teorema 2.7.1 (Ver Teo. 4.1, [11]).

(i) Si una sucesion {y*} es quasi-Fejer convergente a un conjunto no vacio V, entonces

{y*} es acotado y {d(v,y*)} es acotado parav € V.

(ii) Si V' contiene el punto limite de {y*}, entonces {y*} converge.

Definase T* = {z € U : f(x) < r} claramente 7% D T donde r = ka f(x*)
el cual existe para el colorario (2.7.3) y sea T} y T, donde T es el conjunto de punto
limite de {z*} por el corolario (2.7.3) (i) T C T*. Sea I el conjunto de indices y del

. s l , .
cual existe una subsucesién {z}} de {z}} la cual converge a 0. Tj estd definida como
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TQ = {ZL’ eT*:. IC ($)},i.6T2

En la siguiente proposicién se tomard ¢ como en el ejemplo (2.7.1).

Proposicién 2.7.8 (Ver Prop. 4.4, [11])

Sea cualquier z € T* y p como en Proposicién (2.7.4), entonces:

%
k1
J

J=1

(i) dy(z, 2" — dy(z,2%) < %MZ (1 + >x§<ﬁ(t§“) para todo k >0

T
(11) Si ¢'(t) < ¢"(1)log t para todo t > 0. Entonces
dy(z, 75 — dy(z,2%) < %)\kd@(xk, ") para todo k>0

Corolario 2.7.4 (Ver Coro. 4.2, [11])

(i) {x*} es casi-Fejér convergente Ty con respecto a dy

(i) Si o' (t) < ¢"(1)log t para todo t >0 entonces {x*} es casi-fejér convergente

aT™ con respecto a dy.

Proposicién 2.7.9 (Ver Prop. 4.5, [11])

Si existe ko tal que
f(z*) —r < min . /)\\fgp E (2.44)
- 20 2

(2.45)
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Corolario 2.7.5 (Ver Coro. 4.3, [11])

(i) {x*} es cuasi-fejér convergente en T, con respecto a dy.

(i) Si 2° es suficientemente cercano a un punto z* € T entonces {x*} es casi-fejér con-

vergente a {z*} con respecto a dy.

Finalmente se sumaran todos los resultados en el siguiente teorema, armado con los resul-
tados del Corolario (2.7.4) y Corolario (2.7.5) y el Teorema (2.7.1) y la Proposi-
cién (2.7.7).

Teorema 2.7.2 (Ver Teo. 4.2 [11]).

Si cualquiera de las siguientes condiciones se tiene:
(i) La sucesion {z*} tiene puntos limites.
(i1) El conjunto T es acotado.

(ii) Ewiste una solucion z del problema (P) tal que {x%} es acotada para aquellos com-

ponentes tales que z; > 0
(iv) ¢'(t) < ¢"(1)log t para todo t > 0.

(v) Si 2° es sufientemente cercano a la solucién z* del problema (2.59), entonces la

sucesion {x*} generada por (2.41) converge.

Mds aiin, bajo cualquiera de las condiciones (i), (iv) o (v) o si f es C'(R}) cualquier

punto limite de la sucesion es una solucion del problema (2.39).
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Corolario 2.7.6 (Ver Coro. 4.4, [11])

Si@'(t) < ¢"(1)log t, para todo t >0, entonces la sucesion generada por (2.41)

converge a una solucion del problema (2.39).

Obsérvese que la distancia entrépica Kullback-Leibler puede ser obtenida tanto de
las ¢-divergencias como las distancias de Bregman. Es de hacer notar que en este trabajo

se ofrece otra conexion entre ambos métodos, la cual sera destacada mas adelante.



Capitulo 3

Una Casi-distancia Generalizada en

los casos 0 < p < 2

En este capitulo se presentan los aportes originales de este trabajo, en la seccion 3.1
se hace una breve introduccién a la casi-distancia generalizada, propuesta en [19]. En la
seccién 3.2 se propone una familia de penalidad, que a diferencia de [11] no pasa por el
origen con pendiente uno. En la seccion 3.3, se presenta el algoritmo de punto proximal
con la casi-distancia generalizada, caso 0 < p < 2, esta seccién se divide en tres partes,
la primera subseccion se presentan los teoremas y propiedades basicos para obtener la
convergencia siguiendo los pasos de [11] y [19], en la siguiente subseccién se presenta la
nocion de casi-Fejer convergencia y por ultimo en la tercera subsecion se realizan los es-
tudios de convergencia desde el punto de vista dual-primal. Para finalizar en la dltima

seccion se presenta la convergencia desde el punto de vista primal-dual.

3.1. Introduccién a la casi-distancia generalizada.

El problema de programacion convexa es expresado comunmente de la siguiente

manera:



Una Casi-Distancia Generalizada en Programcion Convexa. Caso 0 < p <1 64

F=inf{fole): foy <0 i=1...,m} (P) (3.1)

donde las funciones f; : U C R} — R, para i = 0,1,...,n son convexas, propias y cer-
radas. El problema (P) ha sido estudiado y resuelto, tanto por medio de métodos tedricos
como métodos computacionales, debido a su aplicabilidad en multiples problemas de in-

generia y en sus diversas areas, los cuales pueden ser modelados bajo este formato.

Asociado al problema (P) se tiene el problema dual, el cual viene dado por:

& = supld(u) : p > 0} (D) (3.2
donde,

d(p) =inf{l(z,p) : x € R"} (3.3)
y n

Wz, p) = folz) + Zﬂz’fi(x) (3.4)

es la funcién Lagrangeana.

Suponga las siguientes hipdtesis:
(H1)EIl conjunto de soluciones de (P) es no vacio y compacto.

(H2) Existe T tal que f;(T) < 0, para i = 1,...,m.(C. Slater).

Una forma de resolver el problema (P) consiste en utilizar los métodos de La-
grangeano aumentado, los cuales, debido a su eficiente estabilidad computacional en una
diversidad de problemas y su conocida relacion tedrica con los métodos de punto proximal,
via dualidad de Fenchel, han sido estudiados ampliamente en los ultimos anos. Es bien
conocido que los métodos de Lagrangeano aumentado pueden ser introducidos desde un
punto de vista primal, ver [2], [3] y [15] o desde el punto de vista dual, donde el método

de multiplicadores es construido aplicando teoria de dualidad de Fenchel al método de
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punto proximal, ver [1], [6] y [11].

En la seccién 3.2, se estudiard una casi-distancia generalizada introducida por [19]

para resolver el problema (D) la cual esta dada por la siguiente expresién:

d(z,y) =Y [ﬁw(@) -~ %w(C) — 7 (o) (@i — ui) (3.5)

C .
i=1 Yi

donde ¢ es una funcién que no pasa a través del origen y satisface que 90’(0) =k,k>0
conp >0y c>0estal que para un § € R se tiene que ¢ (7)) =cyd) R}, xR}, — R,
en la seccion 3.3, se presenta el problema original continuando con los problemas abiertos
dejados en [19], por dltimo, en la seccién 3.4 se desarrollardn técnicas similares a las
desarrolladas en [11] para los casos 0 < p < 1 y p = 1 generalizados, basados en un
algoritmo de tipo punto proximal y un algoritmo de Lagrangeano aumentado, en el estudio

de p-divergencias trasladadas mostrando resultados en los espacios primal y dual.

3.2. Familia de Penalidad propuesta.

La familia de penalidad que se introducira esta definida sobre el ortante positivo

S=R}, ={reR":2>0}

Sea @ el conjunto de funciones de clase C?, estrictamente convexas ¢ : R — R donde

v es la funcion conjugada asociada a la funcién de penalidad la cual satisface:
1. o(k) = min{p(t) : 0 < t < +oo}
2. ¢ es decreciente en (0, k) y creciente en (k, 4+00)
3. limy_ oot ¢ (1) = +00

4. limy_o+ ¢ (1) = —o0

5. 90//(25) < M para todo t > k
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6. 0 (t) > (E—t)p"(t), vVt >0

A diferencia de [11] la funcién usada no necesita pasar por el origen con pendiente
uno y a diferencia de [19], se introduce la propiedad 3, y la segunda derivada de la funcién

de penalidad no es acotada superiormente.

Ejemplo 3.2.1 Para 0(t) = ket — 1 (véase la figura 3.1), se tiene que 6(0) = k — 1,
0'(0) =k y 0°(t) = p(t) = tin(t) —t — tin(k) + 1 (véase la figura 3.2), donde ¢ (k) =0 y
ok)=—-k+1

120

i I i I L . i L i I L i I I I
- 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 1w

Figura 3.1: Funcién 6 Figura 3.2: Funcién 6*

De acuerdo a la Definicion 2.7.1, definase la casi-distancia como:

) = 3L () — Lpe) — ' () — w0 (3.6)

: c
i=1 Yi

En la siguiente proposicién se probard que (3.6) es en efecto una medida divergente,
pero observese antes algunos detalles importantes. Note que dg(., y) es una funcion estric-

tamente convexa porque ¢ lo es. Al particularizar para los valores p=1,c=1, y =0 con

6(y) = 0 se obtiene:

* S xS
Pl (S,M,T‘, C) :ng*(s,,u) :rzlule (_> (37)
=1

7
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la cual es usada en métodos de punto proximal con ¢-divergencias, ver [11].
Para p=2, c=1, y = 0 con 6(y) = 0 asi,
* 7 = s/ Si
P2 (S,M,T,C) :Tde*(‘g?/JJ) :TZMQ@ (_) (38)
i=1 ¢
obteniendose los nicleos homogéneos de segundo orden usados por [3].
Ejemplo 3.2.2 (Una generalizacion de la distancia entrépica Kullback-Leibler)
Para ¢(t) = tin(t) —t se tiene que d¥(z,y) = yp_l(a:ln(i) —x +vy). Esta casi-distancia
puede ser considerada una generalizacion de la distancia entropica Kullback-Leibler la

cual es muy usada en la Teoria de probabilidad y de la informacion y fue introducida

originalmente por Solomon Kullback y Richard Leibler en 1951 .

Se probara ahora que la casi-distancia considerada es una medida divergente.

Proposicién 3.2.1 (Ver Prop. 3.2.3.1, [19])

St € ® entonces df, es medida divergente conp > 0y c > 0.

En conexién con cualquier ¢ € ¢ se define una funciéon ¢ : R}, — R dada por

’

P(t) = @(k) + (t —k)e (1) (3.9)

Proposicion 3.2.2

Sea p € O entonces
1. ped
2. o(t) < @(t) para todo t > 0

Demostracion:
1. ¢ satisface las condiciones de ®. (ver pag. 58)

En efecto; de la condicién 5 se tiene que,

" e "

o (t)>(k—t)p (t), con t#k
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"

20" (1) > (k= )" (1),

esto es,

asi ¢ es estrictamente convexa convexa.

Por otra parte
P(k) = (k) =0y §(k) = (k) ast se satisface 2, ademds ¢” (t) > 0 para todo ¢ por lo
que $ > 0 para todo t > k y asf @ es creciente en (k,cot) y analogamente @ es decre-
ciente (0, k), 3 y 4 se cumple inmediatamente, y 5 se satisface ya que $(t) es estrictamente
convexa.
2. Se probara que ¢(t) < @(t) para todo t > 0. De la convexidad de ¢ se tiene que:

o(k) > p(t) + ¢ (t)(k —1), VteR,

o(k)+¢ (1)t —F) > o(t)

por tanto  @(t) < p(t)

Ejemplo 3.2.3 Sea ¢(t) = ¢(t) = tin(t) —t — tin(k) + 1, donde

o(t) = Q//J\(t) =1—Fk+(t—k)(In(t) — 1). Obsérvese esta funcion generaliza a la funcion
tomada en [11] cuando k = 1. Donde

Bw) = YD) — Lote) - 7 (0w - )
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25

Figura 3.3: Funcién ¢(t) < @(t)
3.3. Algoritmo proximal con una Casi-distancia Generalizada.
Caso 0 <p<?2

Sea U un conjunto convexo f : U C R} — R una funcién continua, cerrada y propia

y considerese el problema de minimizacién
(D) min{f(x):xeR"} (3.10)

reemplazando la distancia cuadratica del algoritmo de punto proximal por la medida

divergente

B = S o) = Ll 7 (0o — ) (3.11)

con 0 < p < 2yc>0 para resolver

2 e RY, (3.12)

k= arg mﬂkn{f(x) + )\kdi(l‘, :Ck)} (3.13)
z€RT
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donde ¢ € ® y Ay € [A,A] C (0, 00).

Se denotara por T el conjunto de soluciones de (D) suponiendo que T # () y df(z)

es el subdiferencial de f, no-vacio para todo x € U

Al obtener la casi-distancia de forma natural, se uso un shift constante para definir

una funcién de penalidad generalizada vease [19] seccién 3.2.2.

Las tecnicas usadas para desarrollar este estudio no resultan convenientes para todo
¢ > 0, asi convenientemente se tomo ¢ = k luego por el Corolario 23.5.1 en [16], se tiene
que:

(3.14)

y asi

00)=c=k<0=(6%)(k) (3.15)

Ejemplo 3.3.1 Dada la funcion de penalidad 0(y) = ke¥ — 1 (vedse la figura 3.1). De

acuerdo a [19] la funcion de penalidad viene dada por

Mf Yi .
P i(Yis fire) = re {Q(MP_IT +79) — 9(@} para i=1,..,m. (3.16)
ast
2 vi -
Pu,i(yia ,ui,r,c) - TM_CZ |:keuf_17" - key:| (317)

Observando que
(PW)I(O,M,T,C) =pu;, para i=1,...m (3.18)

por lo que al derivar (3.17) con respecto a y nos queda

’ il= ( py,i +7)
(P,u,i) (yza ,ui,r,c) - % |:k€ Hi - ! :| (319)

(Pi) (0, i) = % {Eeﬂ (3.20)
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igualando (3.20) a p; se tiene que
{Ee@} =c (3.21)

para k = ¢ se tiene que

7=1In(1)=0 (3.22)

La casi-distancia generalizada obtenida para ¢ = k es

o) = L e(D) - L) (3.23)

Observese que (3.23) generaliza el caso p = ¢ = k = 1 el cual fue estudiado en [11].

Vale la pena destacar que las casi-distancias asociadas a ¢-divergencias y distan-
cias de Bregman no guardan una estrecha relacion entre si y las pruebas de convergencia
en cada caso son muy diferentes, sin embargo, como puede observarse en [11], se puede
obtener la misma casi-distancia a partir de una funcién de Bregman adecuada y una
e-divergencia particular, aunque, en [19] ambas ¢-divergencia y Distancias de Bregman
estan relacionadas mediante la casi-distancia generalizada como un caso particulares de

esta. En [19] se obtuvo la convergencia para el caso p > 2.

El aporte principal del presente trabajo es abrir caminos para las casi-distancias gen-
eralizadas obteniendo la convergencia para algunos valores de p que permanecian abiertos,
caso (0 < p < 2). Sin embargo, las tecnicas utilizadas en [11] no resultan convenientes para
obtener resultados de convergencia para todo ¢ > 0, por problemas de no acotabilidad,
pero en el caso particular de ¢ = k si se pudo obtener dichos resultados, lo que sugiere
que el shift constante a considerar debe ser igual al minimo de la funcién de penalidad

trasladada.

En la siguiente seccién se presenta el analisis de convergencia para dichos casos.
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3.4. Analisis de convergencia.

3.4.1. Resultados Preliminares.

Observacion 3.4.1 Definamos uf e R™ como

ij .

ub = = X\p((@h)P 1o (
L

Proposicién 3.4.1 (Ver Prop. 4.1, [11])

La sucesion generada por (3.12) y (3.13) estd bien definida y contenida en R} .
Mds aun u* € Of (21 para todo k > 0

Demostracion:
Procediendo por induccién
Para k = 0 se cumple que 2° € R, por (3.12)

k41 existe.

La prueba consiste en demostrar que x
f es continua en U y T es el conjunto de minimizadores de (P) con T # (), asi, [ es
acotada inferiormente y ¢ € ® donde dP es una medida divergente, luego por la definicion
de medida divergente, los conjuntos de nivel de dﬁ,(z, y) son acotados y asi el minimizador
estd en (3.13) reduciendo el estudio a un conjunto compacto y fi logra el minimo, donde

fe(x) = f(z) + \dl(x,y). Puesto que ¢ es estrictamente convexa, el minimizador es

tinico, lo que significa que 2**! esta bien definida.
Se demostrara ahora que z**1 > 0.

Puesto que fj es convexa la condicién de optimalidad de (3.13) implica que,
0 € d(fe(x) + d(x/R7Y))

0 € dfi(x) + 96(x/R%))

0€d(f(x)+ )\kdﬂ(wk“,wk)) + 06(z/R%))
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k+1
(MH%@“U+AAﬁV¢&%FJ+8MWRQ)izlwwn

(2

0 € of(z"h) —uF —oF,  —oF € a5(a**! /RY) (3.25)

e 0 re R}
donde (e /R ) denota la funcién indicadora, dada por §(z/R") = ;

+00 r RY
la primera inclusién de (3.24) implica que u* es finito, puesto que ¢ € ® y lim,_ ¢ (t) =

k+1 k+1

—oo y asi 7", no puede ser igual a cero, por lo que se concluye que "7 > 0. Finalmente,

de la segunda inclusién de (3.25) se tiene que v* = 0y asi por la primera inclusién de(3.25),

uy € Of (z**') para todo i. |

Proposicién 3.4.2 (Ver Prop. 4.2, [11])

Parak=cy0<p<?2, setiene
0 < M\ed? (2, %) < Mdl (2 2) < f(a¥) — f(aFT)

Demostracién:

Observando (3.6) y ya que ¢ = k,

(2P et (ah)y
& (zF ) =Y () — (), (3.26)
i=1 i
por otro lado dg toma la forma,
B0 = S (kP — o) () (3.27)
%] ’ ' 7 7 7 k 9 .

de la Proposicién 3.2.2; se tiene que, ¢(t) < @(t) para todo y t > 0 en particular para

k1

t= Cxék con 2i ' > 0y ¥ > 0 se tiene que,
Cx; - cx; — . cat
. < o(k)+ (== —k Y
P s ek + (e — e (5
ya que G multiplicando en ambos lados de la desigualdad para i =1,...,n

(zF)yP cakt! (b — (@F)P el ettt

90< % )S . ( ik —k)go( A )7

c x; c c x; T
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asi, aplicando la desigualdad anterior en (3.27) se tiene que

k+1
o (a7, <Z 2 — k) ()] = d (et ),

% k )
Ty

multiplicando en ambos lados de la desigualdad por Ay se obtiene la desigualdad deseada.

k+1

Por dltimo, ya que Apd% (2, %) = Ao SO () (2 — xk)gol(m?)] = (aF —

7 (2

¥ Hu? por la Proposicién 3.2.1 u* € 9f(x*1) y asi la conclusién se sigue de la

definicién de subgradiente.

2500 o TE
2000
1600 -+

1000 Y

500

10

Figura 3.4: ¢ = k = 20,p = 1,6,d3 > dy

Corolario 3.4.1 (Ver Coro. 4.1, [11])

1. La sucesion {f(x*)} es decreciente y convergente.

2. > 2 Ard (T ML k) < oo
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(z)P it (z)P

o p(F) = Fp(e) =0 para todoi = 1,....,n

3. limk_,oo
Demostraciéon:

1. La sucesién {f(x*)} es decreciente debido la Proposicién 3.4.2 y acotada inferior-

mente ya que el conjunto de soluciones 7' en no-vacio asi, la sucesion es convergente.
2. De la Proposicién 3.2.2 se tiene que
k
0< ng(x”l,x’) < fa®)=f(@*) < f(2”)—f(2) paratodo i=1,..,n y z€T,
i=1
por lo que

S (e, < (@) - Fa) < o0
k=0

3. Esto es inmediato ya que por (2), se tiene que limy_, o A\pdy (2", 2%) = 0,

puesto que A > 0

n k\p CLL‘]?-H kP
tim Sy =

i=1 g

para todo ¢ =1,...,n se tiene que lim;_. (@

Proposicion 3.4.3

La sucesion generada por (3.12) y (3.13) es acotada.

Demostracion:

Por (H2) y ya que f es una funcién propia convexa el conjunto de nivel A = {z €
R"/f(x*) < f(2°)} es compacto y por el Colorario 3.4.1, z¥ € A para todo k, asi 2% es
acotada. |

Considerese la siguiente notacién.
k+1

Para z € R", definase I(z) = {j € [L,n] : 2; =0}, J(z) ={j € [1,n] : 2; > 0} y t} = x;—k

para todo j =1,...,n.
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Proposicién 3.4.4 (Ver Prop. 4.3, [11])

Si la sucesion {x*} converge al punto z* y
1. f es continuamente diferenciable en R, o
2. Existe z € T tal que I(z*) C I(2)
entonces x* pertenece a T

Demostracién:

Tomando z € T'. Por la Proposiciéon 3.2.2 y de la definicién de subgradiente

F@h) = f(2) < (@ = 2)Tu!

_ Z ( E4+1 u + Z xk+1 k Z Zj (328)

jed(x*) JEI(xk) jel(z
Se probara que el primer y segundo sumando de (3.28) tlende a cero cuando k — oo

Para j € J(2*). Por el Colorario 3.4.1 se tiene

(ah)p et (k)P
0= 1 J J — tod =1, ... 3.29
Jim =2 o o ) . o(c) paratodo j=1,...n (3.29)
(zF)P  caht (x%)P cah T
0= lim —~— J — =1 i J — 3.30
Jm == [ o ) = ()] = — = lm [ o ) = (e)], (3.30)
de (3.30) se tiene que limg_octh = ¢, como ¢ € ® y limy_ot¥ = 1, entonces ¢ =

limy, oo ct¥, y asi 0 = ¢ (c) = ¢ (lImg_og cth) = im0 gpl(ct?)

0=—1lim ¢ (ctk)

k—oo

multiplicado en ambos lados de la desigualdad por (m}f)p_l se tiene que

k

ur

= — lim (z®)P! ky = 2
0= = Mm@ () = Jim 5,

puesto que A, < \, para todo k, se sigue que limy_ o uj = 0, implicando

M 2ub = 0. (3.31)

lim (2] :

k—o00
jed(z*)
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Estudiese el segundo término de (3.28) de la siguiente manera

Sic < t? < 2 se tiene que;

|4t |< Xmaw{—¢'(5) (@} 20) ()l (3.32)

/ . .
puesto ¢ es estrictamente creciente.

Estudiese ahora los casos t? < % y t;? > 2,

para
k+1

1 X
th <« 2= L <« = = oght!

3255;?29'

k+1
J

kE_k+1
<xT; Ty

<x§:>x

por otra parte
k1 k k Tk !
tj<§<1:>tj<1:>ctj<c:>g0(ctj)<go(c):0,

asi gp’(ctf) < 0, por lo que

k k ,erstt
u; = —)\k(xj)pflSO ( ;;? ) >0,
J
asi
0< xf“u? =0< —/\kacfﬂ(x?) _lgol(ct?) < —)\k((x?) — (:U?H))(x?)p_lgp ( tf)
= Ne((@§7h) = (@) (@) (ctf),
de aqui
| x?“u? |< /\kdg(mk“, ). (3.33)
Estudiando ahora el caso en que t? > 2
LRt
j k+1 k k41 k k1, k+1 k1 k k+1 k1 k
ke 2= 2" > 2] = —xiT < 20 = 227 —xiT < xfT =22 = 2 < 2(xf —af),

J
por otro lado

k k '0ogk N
t;>2>1=ctj>c= ¢ (ctj) > ¢ (c) =0,
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por lo que ¢’ (ct%) > 0,

ast k+1
., cx
uf = —)\k(l'?)p Yo ( ;k ) <0,
J
luego
0< :Ef“ P o<\ xk+1( f) % (ctk) < 2\ ( ket x?)(w?)p_lgol(ct?),
de aqui

| m“luf |< 2)\kdg(xk+1,xk). (3.34)

J

De (3.31), (3.33) y (3.34) se obtiene

— 1, C
|t < maa{20d (04, 08), Amar{—¢ () (@57 ¢ e (@) Yak ) (3.35)

Puesto que limy,_, o /\kd’i(xk“, 2¥) = 0, por el Colorario 3.4.1 inciso 2, y limy_. ka
x; = 0, porque j € I(z*),y asi se concluye de (3.35) que limy, . :L‘k+1 k =0, asi
. k1, k
]}LIEO Z i ug =0, (3.36)
jel(z*)

Ahora observando el tercer término de (3.28) bajo la hipdtesis (2) se tiene que z; = 0

para todo j € I, asi que
Z zjub =0 (3.37)
jel(z

finalmente, considerando la hipétesis (1) y se observa que u* € R, u* € 9f (z**1), v f es

Cl asi, Of (x**1) = {V f(2*1)}, por lo que u* = Vf(2**!) de donde

u’? 8f( k+1)
J 8.75? ’
asi que limy,_o uf = 8](;(32*).
Afirmacion 1:
8 *
I oo e
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En efecto; supdéngase lo contrario es decir que M < 0. Como M = limg_ u?
para un k suficientemente grande, se tiene u¥ < 0, pero como uf = —\(2¥)~ gol(ct?), se
sigue que @ (ct?) > 0, lo que implica que ¢ (ct;‘?) > ' (c) y como ¢ es creciente, entonces
ct§?>c:>t§?> 1, asi

ot > gt (3.38)

J J

Finalmente se tiene que limy_o, 2§ = 2* = 0 para j € I(:)j*) lo que contradice (3.30).

fggo]; Zju; jelz zj > 0. (3.39)
Tomando el limite en (3.28) en vista a (3.31),(3.36),(3.37) y (3.39), se obtiene f(z*)—

f(z) <0.
Puesto que z € T', se concluye que z* € T. [ |

3.4.2. Casi-Fejer convergencia.

La nocién de Fejér convergencia de una sucesién {y*} en un conjunto V' con respecto
a la medida divergente d, viene dada por d(v,y**!) < d(v,y"*) para todo v € V y toda
k € N. El siguiente contra ejemplo demuestra que la sucesién {z*} definida por EPMG
en el caso mas sencillo con p = ¢ = k = 1 no es Fejér convergente en el conjunto 7' con

respecto a d?, para cualquier ¢ € @

Ejemplo 3.4.1 (Ver Ejemplo 4.1, [11])
Sea f:R* — R definida como f(x) = (v — x2)* y tomando ¢ como sique

L(Lly=8 _1T4=2 4 7=l _6) s te(0,L
o(t) = { 16 (16 16 ) i (0.4] (3.40)
t—1)?% si te (i +o0]
donde
/ LBt 3347 s te (0,3
© (t) _ { 16( 16 16 ) ( 4] (341)
2(t—1) si te (3, +o0
(]
} L35 3l 4% st te (0,2
(8) = { 6 (1177 = 5 ) (03] (3.42)
2 si te (3 +o0]
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10000

8000
7000 -
BO00
5000
4000

1000

Figura 3.5: Contraejemplo de Fejér convergencia

En la figura 3.5 se observa que ¢ € ¢.

Definicién 3.4.1 (Ver Def. 4.1, [11] )

Una sucesion {y*} es casi-Fejér convergente aun conjunto V' con respecto a la medida

divergente si para cada v € V existe K > 0 y una sucesion de numeros reales e, > 0 tal

que Y oo € < 00 Y
d(v,y*) < d(v,y*) + &

para todo k > K

Teorema 3.4.1 (Ver Teo. 4.1, [11])

1. Si una sucesion {y*} es casi-Fejér convergente en un conjuto no-vacié V entonces

{y*} es acotada.

2. Si'V contiene un punto limite {y*} entonces {y*} converge
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Demostracién:

1. Para cualquier v € V y todo ¢ > K
d(v,y") —d(v,y*) < & (3.43)

Sea § = >~ i ;. Tomando (3.77) con 7 entre K y k

e}

d(v,y"*) < d(v,y*) + ) e < d(v,y*) + 5,

k=K

concluyendose por la definicién de medida divergente que {3*} es acotada.

2. Sea y* un punto limite de {y*} vy {y'*} una subsucesién de {y*} la cual converge a
y*. Dado € > 0 tomando K; > K tal que ) - €, < €/2y K tal que lp > Ky y
d(y*),y* > €/2 para todo k > K de la definicién de medida divergente se puede
asegurar la existencia de K. Puesto que y* € V sustituyendo y* por v e ¢ entre [, y

k en (3.77) se tiene que

dy", g <dly"y") + ) e <e/2+¢/2=e
i=lk
Puesto que € es arbitrario, se tiene limy ... (y*, y*) = 0, y de la definicién de medida

divergente inciso (2) esto es equivalente la cual es limy_, y* = y*

3.4.3. Resultados de Convergencia.

En esta seccién se inicira el estudio de los resultados de convergencia para Una Casi-
Distancia Generalizada en Programacion Convezra. Caso 0 < p < 1, ya que las técnicas
usada a partir de aqui para el caso 1 < p < 2 no son recomendadas. Ver Proposiciéon

3.4.5.
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Obsérvese que el caso p = ¢ = k = 1 fue estudiado en [11]. Vale la pena destacar
que a partir de aqui se inicira el estudio para una familia de funciones la cual generaliza

la funcién Kullback-Leibler(Ver el Ejemplo 3.3.1).

Sea v = limy, .o, f(2¥), el cual existe por el Corolario 3.4.1 inciso (i).
Definiendo T* = {x € U : f(z) < «}, claramente T* D T y T como el conjunto de puntos
limites de {z*}. Por el Corolario 3.4.1(i) T C T*. Sea I el conjuto de indices j para
la cual la sucesién {x;’“} de {z}} converge a 0. Sea Ty = {z € T : I C I(x)}, es decir,
T, contiene a los puntos z € T* tal que {z;} = 0 para la componente j tal que {xf} no

estd acotada desde cero.

Proposicion 3.4.5

Sea ¢ € ¢ y denotando o = > 0 entonces existe un p1 > 0 tal que para todo

p
e’ (¢)
t € Ry, se tiene que

=1 —atp (1) < u(@t) — o(k)), (3.44)
(t— 1)+ aty (t) — tin(t) < w(@(t) — (k). (3.45)
Demostracién:
Definiendo
e aty (1 (3.46)

c(t —1) (et) ’

o (=1 +ate'(t) —tin(t)
)= )o@

Puesto que ¢(t) y ®(t) son continuas para cualquier ¢ > 0 excepto posiblemente

(3.47)

t = 1, la existencia de u esta garantizada si se demuestra que:
lim SuP;—0 a(t)v Hmt—>1 6@)7 Hmt—wo G(t) y lim Sup;_o @(t% Hmt—>1 @(t)a h/mtﬂoo G(t) son to-

dos finitos.
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Notese que ¢ es estrictamente creciente, asf que, limsup, o ¢ (t) < 0,limsup, . ¢ (t) >

0 puesto que ¢ (k) = 0.

Reescribiendo (3.46)

t) = — , 3.48
)= D@ =1 (348)
donde
I o(t) =1i ! <
imsu = limsup —— < o0,
t—0 Py t—0 p cp (Ct)
por otra parte se tiene que;
; ~ _ 14 tP—1 1 _ _at
lin sup () = lim; igp( e ey > ,
para los valores de 0 < p < 1 se tiene que;
limsup o~ = 0, lfmsup —— < ltm sup — -
im su = imsup ——— < o imsu =——
t_,oop t—1 ’ t_mp e (ct) Y t_mp c(t—1) c’
por lo que
, ~ o
limsup p(t) = —— < o0,
t—0 &

por ultimo nos falta estudiar,

.t —1—aty (ct)
lim - ,
M= D ()

este limite tiene forma indeterminada 0/0, aplicando L’Hopital se, tiene que,

ptP~! — ' (ct) — ctay” (ct)
lim - r ,
=1 cp'(ct) + 2t — 1) (ct)

aplicando nuevamente L’Hopital, nos queda,

. plp— D=2 — cay” (ct) — cap” (ct) — Ctay” (ct)
llm " 1 "
=1 g (ct) + 2" (ct) + At — 1)@ (ct)

_plp— 1) = 20¢"(c) = oy (0)
2257 (0)

sustituyendo el valor de o nos queda;

mam) =2 1 _i_¢(0)>
fim (1) 2<c<p D-2= 59 ) <
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De la desigualdad (3.45) se tiene que

(t —t7) 4+ atp (ct) — tin(t) < p(c(t — 1) (ct)),

definiendo, /
5(t) = (t —1t7) + aty (ct) — tin(t)
(c(t = 1)¢'(ct)) ’
reescribiendo,
S(t) = (t —tP) N ot tin(t)

et =1 (ct)  ct—1) et — 1) (ct)
Estudiemos el lim sup,_,, p(¢).

Obsérvese que para el primer sumando se tiene

t—1tP
lim sup # <0,
-0 c(t = 1)¢'(ct)
para el segundo sumando
If o
fm su =0,
t—0 P C(t — 1)
y por ultimo para el tercer sumando
tin(t
timsup——)___ g
t—o ot —1)¢' (ct)
de acuerdo al convenio 0ln(0) = 0 y el hecho que limsup, ﬁ < 0.Por lo que

limsup,_,, @(t) < 0.

Ahora se debe estudiar 1im sup,_, . ® esto es

/ (t — ) ot tn(t)
o -1 (@) t—1) et D) (3.49)

estudiando el primer sumando se tiene que para los valores de 0 < p < 1,

, t—1tr .
lim sup =1, limsup———
too T —1 too CP (Ct)

< 00,

en el segundo sumando se tiene que

1 at Q
im su =——
L oop c(t—1) ¢’
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y por ultimo para el tercer sumando se tiene que

I tin(t) -
fmsup —————— < 00,
ool et — D) (ct)
puesto que para t > 1, —8__ < g,

c(t—1)¢’ (ct)

Concluyendo lim sup,_, ., @(t) < oo.

Nos falta estudiar tnicamente

. (t —t7) 4+ aty'(ct) — tin(t)
t-1 (c(t = 1)¢(ct)) ’

obsérvese que dicho limite posee la forma indeterminada 0/0 y aplicando L’Hopital, se

tiene que, / ,
" ptPt — 1 — g (ct) + ctap (ct) — In(t) — 1
im
t—1 cp'(ct) + A (t —1)"(ct) 7
para a = w%i(c) y 0 < p < 1 se tiene nuevamente la forma indeterminada 0/0, asi, que

aplicando L’Hopital, se tiene que

L= DB+ oy’ () + o’ () + Pag” (ct) — (1/1
o A (cl) + 2 (el) + At — D" (et) |

luego calculando el limite y sustituyendo el valor de «, se tiene que,

4D !/ . "
lim (t—1t") +aty (?t) tin(t) _e_ o ozgo" (¢) <.
=1 (c(t = D¢ (ct)) c o 2¢"(c)

Asi lim sup,_,; §(t) < oo.

Proposicién 3.4.6 (Ver Prop. 4.4, [11])

Sea z € Ty cualquiera y p como en la proposicion (3.4.5). Entonces:

1ody (2, 2% — dy(2,2%) < ENXT (14 Igil)xf(@(ctf) —(k)), Vk>0.
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2. Si o (ct) < ¢"(c)log(t) — (P~ — 1) para todo t > 0 entonces.

dﬁ(z,xkﬂ) - dﬁj(z,xk) < %/\kdg(mk+l,mk)

Demostracion:
dy(z,2"t) — di (z,2%) =

S (@ zin(z) — Ziin (@) — 2+ 2T = 300 (R )P 50 (z5) — zin(ak) — 2+
:179“] =

S (@ zin () — (@ TP (@bt — (2 TP 4 (2 TP — (ah)P T z0n(z) +

(@)t zin(ag) + (@5)P 'z — (@f)P =

S (@ P in () — (TP (@) = (TP 2 4 (@ — (2h)P T zin(z) +
(x?)p_lzjln(x;?) + (x?)p_lzj — (x;-‘)p + (x?)p_lzjln(xfﬂ) — (xf)p_lzjln(xfﬂ) )

S @ zin(2) — 2= zin (@) = (2R 2500 (2)) — 25— 2 ()] — (a5)P 2500 ( o )+

n i _ B 2+
2 (@Y =g ztn () =22l D] = (@)~ zsin(z) =2 —ztn ey )] = (25) " z5in (=) +
(i)

e 1=

" zi Zq
S @Y — thin(—E) — (W =) = )] + = 1) (3:50)
j=1 J J

Por otra parte, tomando u* como lo definimos en (3.24). Por la Proposicién 3.2.1

y la definicion de subgradiente se tiene;

(@ = )Tk > f(@™) = f(2) 2 f") =y 2 0, (3.51)
tomando z € T™ en la desigualdad anterior. Sea o = #@ > 0. Multiplicando (3.51) por
/\% se obtiene,

o O = Zj /
0< A—k(;pkﬂ — 2)Tuk = x S (@ = )Tk = aZ(x?)p(xkil — Dtk'(eth),  (3.52)
j=1 j=1 J

de (3.50) y (3.52) se obtiene que
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dy (2, ") — dy (2, 2%) <

S @I () —)in( )~ (5 ) ~(E)in(e) g () |+ -1 ~thag(ct})]

(3.53)
tomando a z € T5, la definiciéon de T5 implica que existe 5 > 0 tal que xf > (8 para todo

k>0, con j € J(z) Sea

n=max, ; .%
§=gmin, ; .%,
Por lo que,
% > xjil > % (3.54)

Considerese la siguiente sucesién {a*} dada por

i (t5 — (E5)P)in( ) + thay (ctf) . -
;= 2 st t7 #1 para toda k. 3.55
! £’ (ctf) g

Afirmacion 2:

La sucesién {a*} es acotada ademds o > 0 para toda k.

Prueba:

Observese en primer lugar que la sucesién {a*} es acotada para ello estudiese el
limite cuando k£ — oo esto es,

(th — () in(—) + tg?agp’(ct;?)

lim 5 , (3.56)
koo £’ (ct5)
rescribiendo (3.56) se tiene que
th — (tkyp ln(xzil)
h’m(] ]Ej)) o (3.57)
k—o0 i ® (Ctj)
Estudiando el primer multiplo de (3.57)
tk - tk p
i Dy (3.58)
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del segundo término de (3.57) ‘
In( =240
lim

—— =0 3.59
oo @/(Cti) ) ( )

esto por (3.54) y puesto que limy_, @’(ctf) = 4o00. Asi de (3.57) y (3.58) se tiene que

{a*} es acotada.

Nos falta probar que o > 0 para toda k& € N basta observar que para un K, sufi-

cientemente grande se tiene que af > 0; lo que prueba la Afirmacién 2.

Asi para un of > 0 tal que @ = —F— < a} de (3.53) se tiene

e ()
dﬁ(z,xk“) — dﬁ(z,xk) <

Z(x’?)z’[xfil [— (5P + 5 — () In(th) + thako (cth)] + 47 — 1 — thay'(cth)].  (3.60)

j=1 J

Usando las desigualdades (3.44) y (3.45) en (3.60) se tiene que

%
[
J

dﬁ(z,xk“) — dﬁ(z,xk) < %)\kazl(l + )(@)P(P(cth) — o(k)), para toda k> 0.

T J

hemos probado el inciso 1. Para probar 2, usando la hipotesis ¢ (ct) < ¢ (c)log(t) —
(tP=1 — 1) y (3.60) se tiene

& (2, M) — (2, 0%) < S (b (A — b (o) <

; i Aedy, (2 2F).

>H=

|
En el orden de establecer cuasi-Fejér convergencia a 17 se daran resultados prelim-
inares los cuales seran usados para establecer la convergencia local.

Para cualquier z € T*. Define:

1
= — min z; 3.61
N = max z;, (3.62)

1<j<n
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~_ M2
=k, (3.63)

con p como en la Proposicién 3.4.5. Tomando o > 0 tal que @’ (z,7) < o implica

x; > & para todo j € J(2).

Proposicién 3.4.7 (Ver Prop.4.5, [11])

Si existe Ky tal que:

Fa) =7 < mind A (6(5) — e} v (3.64)
d2(z,7) < % (3.65)

y p como en la Proposicion (3.4.5). Entonces: para todo k > Ko,

dﬁ,(z,ajk“) - dﬁ(zwk) < ﬁ)\kdg(a:k+l7$k) (3.66)

Demostracién:

Primero se afirmara que (3.66) se tiene para k > K tal que
k
db(z,2") < 0. (3.67)
Esto serd probado més adelante. Por definicién de o, para k tal que (3.67) se tiene:
wp>¢ (5 J(2) (3.68)

entonces usando (3.68), la Proposicién 3.4.2, el Corolario 3.4.1 (1), (3.64) y (k > K))
para j € J(z)

& teth) — o) < ety - g0 <
Ak P (phtl ok P (pFt1 ok l o ey
2ot 04) < R, < (6 - f) <

S(/(" =) £ T(e(G) - ¢l (369
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[

de (3.69) se tiene, (@(cth) — ¢(c)) < (@(5) — ¢(c)), o lo que es igual ap(cth) < @(5).
Puesto que ¢ es decreciente en (0, ¢) se concluye que t? < % para j € J(z). De (3.68) se

k+1

tiene 2§ = itk > £ para j € J(z) y ademas usando (3.62) y el hecho de que {ah} es

acotada se tiene que,

(3.70)

para todo j.

Usando las desigualdades (3.60) y la sucesién dada en (3.55), para todo k > Kj se

tiene que
k <j k <j —] k §
tjln(x?il) — (tj)”)ln(x?il) > tjln(?) — (tj Pin(=) (3.71)

luego usando (3.63) nosotros obtenemos (3.66).

Falta verificar que (3.66) se tiene para todo k > Kj. Procedamos por induccién,
(3.65) implica dg(z,xKO) < o por lo que (3.68) es cierto para k = K; . Supongase que
(3.68) se cumple para k entre Ky e i.Y pruébese que (3.68) se cumple para k =i + 1 asf;

&z, xt) — dl(z,2%) <[ Z )\kdg(xkﬂ, L),
k=Ko

A (@0) = ) < (") =) < 2,

usando la Proposicién 3.4.2.el Corolario 3.4.1(1), (3.64). De (3.70) y usando (3.65):

dy(z, ") < df(z,2"0) + 5 =

2ol Q

+

o] Q

=0 (3.72)

(3.72) demuetra que (3.66) se cumple para k =i+ 1y de igual forma se cumple (3.66). B
Observar que de las dos proposiciones anteriores se obtiene la misma cota superior
para z € 11 y z € T5, los siguientes colorarios son consecuencia de estas proposiciones

estableciendo la casi-Fejer convergencia en T™ con respecto a dz
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Corolario 3.4.2 (Ver Coro. 4.2, [11])

1. {2*} es casi-Fejer convergente en Ty con respecto a d’;}

2. Si ¢ (ct) < o (c)log(t) — (=1 — 1) para todo t > O entonces {x*} es cuasi-fejer

convergente a I con respecto a dz

Demostracién:
Aplicando la Proposicién 3.4.6 () con z € Ty. Considerese 3 > 0 tal que {z}} para
todo k >0, j € J(z), entonces -4 < FJ para todo j y todo k > 0. Sea n = mazx, ; zj,
asi que para todo k£ >0y todo j
j 77
S <2 3.73
de (3.73) y la Proposicién 3.4.6(i) se tiene
4 k+1 D k H - :L‘f RV T
iy ( ) — dy(z,2") < DI (14 3)(@et) = p(k)) |, (3.74)
j=1
dﬁ(z,xkﬂ) - di(z,xk) < xf(tk D@ (ct) = fiAgd (2 R ok, (3.75)

con i = %)\k(l + %) La definicién de cuasi-Fejér convergencia se satisface con K =0 y
e = PApdp(z" ™, 2%). El inciso dos se sigue directamente de la Proposicién 3.4.6 y el

Corolario 3.4.1. [ |

Corolario 3.4.3 (Ver Coro. 4.3, [11])

1. {2*} es casi-Fejér convergente a T) con respecto a d,.

2. Si 2° esta suficientemente cerca de el punto z* € T entonces {x*} es casi-Fejér

convergente a z* con respecto a dg

Demostracién:
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1. Tomese z € Tj, asf existe una subsucesién {z'*} de {z*} la cual converge a z.
Por la definiciéon de v, la Proposicién 3.2.1 y la definicién de medida divergente,
existe k tal que (3.64), (3.65) se tiene para K, = l;. La conclusién se sigue de
(3.66), el Corolario 3.4.1(1) y la definicién de casi-fejer convergente con K = [; y

KL kY

€ = ﬁx\kd’é(xj , T

2. Sea W una vencidad de z* tal que para todo x € W

fla) = 1) < minf 7238 0(5) = ole)), (3.76)
dv (=", x) < % (3.77)

(3.76) puede ser logrado por la continuidad de f en z* y (3.77), Proposicién 3.2.1 y la
definiciéon de medida divergente. Asi si 2° € W, (3.64) y (3.65) se tienen con Ky = 0. La

conclusion se sigue como en el caso (1). [

Teorema 3.4.2 (Ver Teo. 4.2, [11])

Si cualquiera de las siguientes condiciones se tiene:

1. Existe una solucion z del problema (D) tal que {a:f} es acotada lejos de cero para

componentes j tal que z; > 0
2. ¢'(ct) < @' (c)log(t) — (" — 1) para todo t >0
3. 2% esta suficientemente cerca de el punto z* del problema (P).

entonces la sucesion {z*} generada por (3.12) y (3.13) convergen. Mds aiin, bajo cualquiera
de estas condiciones , o si f continuamente diferenciable en R™, el limite de la sucesion

es una solucion del problema (D).

Demostraciéon:

La condicién (1) implica que T3 es no vacio y asi bajo (1), (2) y (3) se tiene la casi-Fejer
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convergencia en el conjunto Ty, T* y {2*} con respecto a dy, por el Corolario 3.4.2(1),

Corolario 3.4.2(2) y el Corolario 3.4.3(2) respectivamente.

Debido a que {xf} es acotada por lo que tiene un punto limite asi 7} es no vacia
y por el Corolario 3.4.3(1) se tiene la casi-fejer convergencia en el conjunto de puntos

limites con respecto a dﬁ.

La siguiente afirmacién que se hara es que la condicién (2) y (3) implica la condicién
(1). Nuevamente por el Colorario 3.4.2(2), Corolario 3.4.3(2) se obtiene la casi-Fejér
convergencia en T* y {z*} bajo (2) y (3) respectivamente. Asi usando el Teorema 3.4.1(1)
se obtiene que {d?(z,7*)} es acotado para todo z € T C T* bajo (2) y {d5(z*, %)} es
acotado bajo (3). Asi pues, cuando (2) se tiene se cumple (1) para cualquier z € T, y
cuando (3) se tiene se cumple (1) para z = z*. Lo préximo en notar es que si z* =
limy, o 2%, la condicién (1) implica que I(x*) C I(z), esto se sigue de la Proposicién
3.4.4(1) con z* € T bajo (2),(3) o (5). Si f es continua diferenciable entonces el resultado

se sigue inmediatamente de la Proposicién 77(2). |

Corolario 3.4.4 (Ver Coro. 4.4, [11])
Si ' (ct) < " (c)log(t) — (t~' — 1) para todo t > 0 entonces la sucesion generada por

(1.12) y (1.13) converge a la solucion de el problema (D).

Demostracion:

La prueba es consecuencia inmediata del Teorema 77. [ |

3.5. Convergencia desde el punto de vista Primal

Considere el problema (P) con hipétesis (H1) y (H2) y la § — funciones cumpliendo
las condiciones de la funcién de penalidad establecida en [19] en la seccién 3.3.3. Dando
p>0,7€(0,1,7=0,ce Ry con b (y) =c=k, la funcién Langrageana aumentada
esta dada por

' € R" (3.78)
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m

Lyo(wp) = folz) + ) Bpalfilw), pi ) (3.79)

=1

P

donde P, ;(fi(x), pipe) = &= [9(% +9) —0(y)] donde i =1,...,m.
El método de multiplicadores asociado al método de punto proximal esta dado por:

m

e argmz'n{fo(a:) + Z P,li,l(fl(x)nufa rka C)} (380)
i=1
k k+1
k+1 My fz(x ) ~ . k
i = ?9 (W+y) para i=1,...m y R" € (0,1]. (3.81)

Observar que
0 € OpLyk (2" piF) & 0 € 9,12, ),

donde [ es la funcién Lagrangeana.

El siguiente resultado es tomado de [19] Teorema (3.3.3.1) el cual establece que la
sucesion generada en (3.79) y (3.80) es la misma a la obtenida en el algoritmo de EPMG
es decir;

W eRY, (3.82)

P = arg méx{c() — red? (s, 1)} (3.83)
>0

donde c(p) = inf{l(x,p) : xR"}.

Proposicién 3.5.1 (Ver Prop. (3.3.3.1), [19])

Sea {1i*} una sucesion generada por (3.83) que resuelve el problema dual (D) y sean {x*}
y {u*} las sucesiones genradas por (3.80) y (3.81) que resuelve el problema primal (P).
Si u® = 11°, entonces Vk > 0 : p* =it

Demostracién:Ver Prop. (3.3.3.1), [19].

Combinando la Proposicion 3.5.1, con el Teorema 3.4.2 podemos probar la

convergencia de el método (3.80)-(3.81).
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Teorema 3.5.1 Considerando el problema convexo (3.79). Sea ¢ € ® y supdngase que
cualquier condicion del Teorema 3.4.2 es satifecha para el problema (D). Entonces la
sucesion u* converge a un a solucién optima dual de u*, y si f es continua, la {z*} converge

a la solucion del problema (P).

Demostracién:

De la Proposicion 3.4.8 se tiene que los multiplicadores optimos son obtenidos
aplicando el EPMG al problema dual de (P).
Por la hipétesis (H2) se tiene que el conjunto de multiplicadores lagrangiano es no vacio

y compacto, asi podemos aplicar el Teorema 3.4.1(ii) se obtiene la convergencia de {u*}.

Mas aun, si cualquiera de las condiciones del Teorema 3.4.2 se tiene para (D)

obtenemos la convergencia de {¢F} a la solucién éptima {u*} de (D).

Por otra parte sea T el punto limite de {z*}. Note que (3.79) es equivalente a

ptt = argméx (. f(@") = el (1, 1)}, (3.84)

Escribiendo las condiciones de KKT para (3.84) se obtiene para cada j = 1,...,n

fi(z™h) - /\k(uf)p_lwl(%) +m, =0, (3.85)
J

Mt+1 = 0, (3.86)

pitt >0, (3.87)

e > 0. (3.88)

Puesto que p* > 0 para todo k, por la Proposicién 3.4.8 y Proposicién 3.4.1 se
obtiene de (3.85) y (3.86)
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k+1 ot 1 O 1 k
0= fi(a"") = Me(p)" ' (#) = [i(@™) +uj, (3.89)
J
con u? como la definimos en (3.24). Como u* converge a u*, nosotros podemos tomar

una subsucesién z'* de z* la cual converge a T. Sea puf — pf > 0 usando (3.85)-(3.87),

¢ (c) = 0 y la continuidad de f se obtiene que f(Z) < 0.

Considérese ahora el caso donde para algin j, ué? — p; = 0. Entonces para este j,

lk+
lk+1 C/J‘]

1
i <u§setieneque<p( e ) <0, (yaquep(c) =0y ¢

es creciente). Por lo que (3.80) donde y = 0 se obtiene que

., l
sea una sucesion . tal que p

k1
C,Uj+ y=0 fi(z™) (3.90)
) = Gy ) '
k+1 k-+1
=1, CHy fi(@™)
@) ( /Z;? ) = ((;;?)p—lrk : (3.91)
luego por el Corolario 23.5.1 en [17] se tiene que
k1 e
Fi@™) = ()"t (#), (3.92)
J

se obtiene que f;(xz%) < 0. Ya se ha probado que T es factible. Para completar la prueba
se demostrara que T es un minimizador de Lagrange. La condicién de optimalidad de

(3.76) en "1 es equivalente a

0 3{f(x’““) N T c>}, (3.93)

aplicando calculo de subgradiente y usando (3.72), se sigue de (3.93).

0¢ a{ ey s WP g fz(ﬂ’k“z ) — 9@))}, (3.94)
¢ (pg )=t
k+1)p Fi(z* )

(" (

Lk m (/M o«
e of flat) 4 3, 2 @} (3.95)
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1 m iﬁl)p N fi(ka) 1 1
0€df(z") +xm, p ((¢") ((uf‘_i_l)pilr uf“)p*l?"af(xlﬁ— ), (3.96)

1 m fH P, i ! 1 1
0€af(="") + Eizl%((gﬂ) ((Mfil)p_)lr)Mfﬂ)p_lraf(;m ), (3.97)
0€ af () + X, (i th)Pa f (™)) (3.98)

tomando el limite de la subsucesion y usando la semicontinuidad del subdiferencial, obten-

€I10S que:

0 € af(z"™) +3m (u)Pof(z%)), (3.99)

demostrando que T minimiza a L(z, u*)



Capitulo 4

Conclusiones.

A lo largo de esta investigacion la primera conclusion obtenida es la estrecha relacion
que guardan entre si las casi-distancias asociadas a (p-divergencias, a nicleos homogeneos
de segundo orden y a distancias de Bregman, ya que son casos particulares de una casi-
distancia generalizada desarrollada en [19]. Ademés tal casi-distancia es obtenida de una
familia de funciones que no necesariamente pasan por el origen ni necesariamente tienen

pendiente uno. En [19] se obtiene la convergencia para el caso p > 2

En estudio de nuevos caminos para la convergencia de las casi-distancias general-
izadas, se obtuvo la convergencia para valores de p que permanecian abiertos, ver [19],
caso (0 < p <1)y a través de una familia de funciones de penalidad que necesariamente
no pasa por el origen, generalizando los resultados obtenidos en [11]. Sin embargo, las tec-
nicas utilizadas en [11] no resultan convenientes para obtener resultados de convergencia
para todo ¢ > 0, por problemas de no acotabilidad, pero en le caso particular de ¢ = k
se obtiene y = 0 lo que equivale a una traslacién vertical y obteniendo resultados para
0 < p <1 lo cual es mas amplio que [11] donde se mostré solamente el caso p =1y , se
deja asi nuevos trabajos abiertos para el caso 1 < p < 2, en el cual se sugiere estudiar
nuevas técnicas para obtener dicha convergencia, igualmente estudiar nuevas vias, para

un shift constante diferente al minimo de la funcién de penalidad trasladada.
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Por otro lado el método de punto proximal desarrollado con la casi-distancia gener-
alizada sugiere que se debe estudiar métodos de punto proximal asociados a las familias
de distancias de Bregman que dependan de un parametro, como se observo que ocurre

con la casi-distancia generalizada.
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