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Aproximacion diferenciable de
Funciones Lipschitz en Variedades
Finsler

Resumen

La presente Memoria estd dedicada fundamentalmente a estudiar dos cues-
tiones, relacionadas entre si, en el marco de los espacios de funciones dife-
renciables en variedades Finsler. Por una parte, nos interesamos en un proble-
ma de aproximacion diferenciable, mas concretamente la cuestion de aproxi-
mar uniformemente una funcién Lipschitziana por funciones diferenciables
y Lipschitzianas, manteniendo el control sobre las constantes de Lipschitz.
Como una consecuencia de este hecho obtenemos un criterio de completi-
tud en la clase de las variedades Finsler que hemos llamado casi-reversibles.
Por otro lado, considerando el dlgebra normada C})(M) de todas las funcio-
nes de clase C! con derivada acotada sobre una variedad Finsler M casi-
reversible y completa, obtenemos una caracterizaciéon de isomorfismos de
dlgebras T : C,(N) — C,(M) como una composicion de operadores. De esto
obtenemos una variante del teorema de Myers-Nakai [26] en el contexto de
variedades Finsler completas reversibles.
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Introduccion

Antecedentes

Existen muchas funciones definidas en variedades Riemannianas de relevante signi-
ficado geométrico las cuales son Lipschitz pero no diferenciables, como es el caso por
ejemplo de la funcién distancia. Por tal motivo es interesante estudiar la regularizacién
y aproximacion diferenciable de funciones Lipschitz sobre variedades Riemannianas, tal
estudio ha sido realizado en el trabajo clasico de Greene y Wu [18], donde en particu-
lar es probado que toda funcidn real Lipschitz sobre una variedad Riemanniana (conexa,
segundo numerable y finito dimensional) puede ser aproximada, en la topologia C°-fina,
por funciones Lipschitz diferenciables cuyas contantes de Lipschitz pueden estar arbitra-
riamente cercanas a la constante de Lipschitz de la funcién original. Este resultado ha
sido extendido en [3] al caso de variedades Riemannianas de dimensién infinita, donde
son dadas algunas aplicaciones interesantes. Recientemente, se han obtenido resultados
relacionados de aproximacién en las llamadas variedades Banach-Finsler [22]. Nuestro
propoésito en este trabajo es estudiar el problema de aproximacién andlogo en el contexto
de variedades Finsler de dimension finita.

Una estructura de Finsler determina una geometria que en general no es “infinitesi-
malmente euclidea”. Este tipo de estructura ya fue sugerida por el propio Riemann en su
Tesis de Habilitacién “Uber die Hypotheser welche der geometric zugrund liegen”(1854),
pero no fue estudiada en detalle hasta mas tarde por P. Finsler en su Tesis “Uber kurven
und Flédchen in allgeneinen Rdumen”(1918), de quien toma el nombre. Con més preci-
sién, una estructura de Finsler en una variedad consiste en la asignacién en cada punto
de la variedad de lo que se llama una norma de Minkowski (véase definicion 4.1), que es
una funcién homogénea con buenas propiedades de diferenciabilidad y convexidad, pero
que no es simétrica en general, y por tanto no es una norma en el sentido usual. Esta es-
tructura permite definir la longitud de caminos sobre la variedad de la manera habitual y
de este modo introducir la distancia geodésica sobre la variedad, que en general serd una
distancia no simétrica.

Estructura de la memoria y aportes originales.

Para poder considerar las correspondientes estructuras métricas, supondremos a lo
largo de la Memoria que todas las variedades son conexas (en caso contrario el estudio



se reduciria a cada componente conexa).

El contenido de la Memoria es el siguiente: El Capitulo 1 comienza con una breve
recopilacién de los conceptos y los resultados fundamentales sobre variedades Finsler
que serdn utilizados en el trabajo. Nuestras referencias principales aqui serdn el libro de
Bao, Chern y Shen [4] y el trabajo de Deng y Hou [6].

En el capitulo 2 nos dedicaremos a dar una desigualdad del valor medio en este con-
texto de las variedades Finsler, el cual es un aporte original publicado recientemente.

En el capitulo 3 desarrollaremos el resultado principal de este trabajo que dice que to-
da funcion real Lipschitz sobre una variedad Finsler segundo numerable y conexa puede
ser aproximada en la topologia C’-fina, por funciones Lipschitz de clase C' de constantes
Lipschitz arbitrariamente cercanas a la constante de Lipschitz de la funcién original. Este
resultado de aproximacidn es un aporte original recientemente publicado y ha sido usado
en [12] para obtener una version del teorema de Myers-Nakai para variedades Finsler
reversibles (esto es en el caso que la estructura Finsler es absolutamente homogénea).

En el capitulo 4 introducimos la clase de variedades Finsler casi-reversibles, las cua-
les pueden ser descritas como aquellas variedades Finsler donde las funciones distancias
son Lipschitz. Como una consecuencia del resultado principal, obtenemos un criterio de
completitud para variedades Finsler casi-reversibles, en términos de la existencia de una
funcién propia de clase C' con derivada uniformemente acotada. En este camino exten-
demos el criterio de completitud para variedades Riemannianas dada por Gordon en [8].

Finalmente en el capitulo 5 consideramos un élgebra normada C;(M) de todas las
funciones de clase C! con derivada acotada sobre na variedad Finsler M casi-reversible,
y obtenemos una caracterizacion de isomorfismos de dlgebras normadas como composi-
cion de operadores. De esto obtenemos una variante del teorema de Myers-Nakai [26] en
el contexto de variedades Finsler reversibles completa. En este sentido, recordemos que
el teorema cldsico de Myers-Nakai [[24],[26]] establece que, para una variedad Rieman-
niana de dimension finita, la estructura Riemanniana de la variedad queda determinada
por la estructura natural de dlgebra de Banach en el espacio de las funciones diferencia-
bles, acotadas y con derivada acotada, definidas sobre la variedad.

Publicaciones resultado de la memoria

Los resultados originales de este trabajo han sido publicados en la revista Journal of
function spaces and Applications en el 2013 (ver [13]). Es importante destacar que mis
aportes en este articulo se enfocan principalmente en los capitulos 3 y 5 enmarcado en el
proyecto de investigacion 014-CT-2012 (CDCHT-UCLA-Venezuela).



Capitulo 1

Variedades Finsler

En este capitulo presentaremos las nociones basicas sobre variedades Finsler en di-
mension finita basadas en el libro de Bao, Chern y Shen [4] que utilizaremos en los
siguientes capitulos.

En lo que sigue vamos a emplear habitualmente espacios vectoriales de dimension
finita siempre considerados sobre el cuerpo de los niimeros reales.

Dentro de los espacios vectoriales, estamos acostumbrados a tratar con las llamadas
normas euclideas que son inducidas por un producto escalar, pero existen definiciones al-
ternativas de normas. Un ejemplo lo constituyen las denominadas normas de Minkowski.

Definicion 1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Decimos que un
Juncional F : 'V — [0, +0) es una norma Minkowski sobre V si satisface las siguientes
condiciones:

1. Positividad: F(v) = 0 si, y sélo si, v = 0.
desigualdad triangular: F(u +v) < F(u) + F(v), para todo u,v € V
Regularidad: F es continua sobre V 'y es C* sobre V — {0},

Positivamente homogénea: F(1v) = AF(v), para todo A > 0y todo v € V;

SO

Convexidad fuerte: Para todo v € V — {0}, la forma cuadrdtica g, asociada a la
segunda derivada de la funcion F* en v, esto es

1
& = 7d’[F*](v)
2
es definida positiva sobre V.

Notamos que las condiciones 1) y 2) en la definicién anterior son consecuencias de
las condiciones 3)-5) (ver teorema 1.2.2 de [4]). Es claro que toda norma asociada a un
producto interno es una norma de Minkowski. En general, una norma de Minkowski no
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necesariamente es simétrica, y existen ejemplos muy interesantes de norma de Minkows-
ki no simétrica, uno de ellos son los espacios Randers (ver [4])

Definicion 1.2. Sea V un espacio métrico. Diremos que la distancia d en 'V es asimétrica
si para todo vy w en 'V se tiene que

dv,w) #dw,v).

Ejemplo 1.3. Sea Q un dominio acotado en (R”", |-|). Supongamos que € es estrictamente
convexo, es decir, si para cualquier segmento L en R” los extremos de L estdn contenidos
en Q, entonces todo el segmento L estd contenido en 2. Para un par de puntos v,w € Q,
sea L,,, lalinea que comienza en v y pasa por w. Como € es estrictamente convexo, existe
un unico punto de interseccion z,,, = L,,, N 0Q.

Definamos

|va - Vl

dv,w)=1n ,
|va - Wl

(1.1)

donde In es el logaritmo natural. Mostraremos que d es asimétrica sobre €, d es llamada
la métrica Funk. Para ello es suficiente probar la desigualdad triangular:

dlv,w) <d,r)+d(r,w).

Supongamos que r ¢ L,,,, entonces sean z,, = L,,NIQ, z,,, = L,,,NOQy x = L,,NL
Luego, sean

Zvrirw ®

0 = LvxZ,, ¢ = IVZyrZrws w = LrZpwZur-

Por la ley del seno, tenemos las siguientes identidades.

|ZW—V|_|X—V| |Z,W—W|_|X—W| |er_r|_|zvr_r|
sen 6 sen¢ senf senyy = sen¢ seny

Entonces, obtenemos que

lx-vl |z, —Vv|sen¢/send
lx=w| |z, — w|sen Y/ sen6
|Zvr - Vl sen ¢

|er - W| Sen‘ﬁ
|Zvr - Vl |er - l"l
|er - W| |Zvr - I"l

Por otro lado,

lZow =Vl lzw =X+ lx—v]  |x—v

Zow =Wz — Xl +lx—w|  |x—w|



11

Por lo tanto tenemos que

|va - Vl |Zvr - V| |er - I"l
|va - W| |Zvr - rl |er - Wl

Y esto da,

Tyw — V Tow — V yw — F
o =V B = e
|va - Wl |va - I"l |va - Wl

d(v,w) <In

Asi d es una métrica sobre Q.
Ahora veamos el caso especial cuando € = B”" es la bola unidad en el espacio
Euclideano R". Para un par de puntos v, w € B", sea

Zow =V+AWw—v)€IB", A>1.

De la ecuacién |z]> = 1, obtenemos

\/<v,w -2+ |w =y =P - v,w—v)

1 =
lw —v?
A=Wl = PIWP - row)?) — (v w - v)
- w— v '

Por (4.2), obtenemos una férmula para la métrica Funk sobre B"

d(p.q) =In—— —1n Vv = wP = (VPIwP = (v, w)?) = (v, w = v) _
A= = wl = PP = . w)) = (w,w =)

Note que

lim d(0,w) = co, lim d(v,0) = In2.
w—JB" v—dB"

Observacion 1.4. Asociada a una norma de Minkowski F tenemos una distancia asimétri-
ca
dr(v,w) = F(w — V)

que genera la topologia usual.

Como consecuencia de las propiedades de una norma de Minkowski que nos da la
definicion tenemos el siguiente teorema cuya demostracion puede verse en [4][Teorema
1.2.2, pag 6]

Teorema 1.5. Sea (V, F) un espacio de Minkowski. Entonces tenemos las siguientes pro-
piedades:
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= (Positividad)

Fwv)>0 si, y solamente si, v #0.

» (Desigualdad triangular)
Fvi+v) < F(v)+ F(»), (1.2)
donde la igualdad se cumple si y solamente si v, = tvi o v{ = tv, para algiin t > 0.

Ejemplo 1.6. Sea @ una norma asociada a un producto escalar y 8 una forma lineal sobre
un espacio vectorial V de dimension finita. Definimos

F) = a(v) + Bv). (1.3)

Claramente, F' satisface 1 y 2 en la Definicién 1.1 . Vamos a mostrar que 3 se cumple si
y solamente si [|B|| = sup,,,-; B(v) < 1.
Fijemos una base {b;}! | para V y expresemos

a(v) = an a;vivi, B(v) = an by, v= an vib; €V,
Ji,jl i=1 i=1

donde (a;;) es una matriz simétrica definida positiva. Tenemos

18Il = sup B(v) =

a(v)=1

donde (a") = (a;;)”". Sea

1
gij(v) = dz[EFZ](V)
Unos célculos dan:
_ F Vi Vj V; Vj
g,‘j(V) = E(Clij — E;) + (; + bl)(; + bj), (14)
donde v; = a;,v’. De (4.5), podemos mostrar que (g;;) es definida positiva para todo v # 0
si y solamente si ||8]| < 1. Asi F = @ + 8 es una norma de Minkowski si y solamente si

||18]] < 1. Una funcién F = a + 8 sobre V con ||§]| < 1 es llamada una norma Randers.
Ahora verifiquemos (4.3) por un camino directo. Observe que

Flu+v)

a(u+v) + Bu) + B(v)
a(u) + a(v) + Bu) + B(v)
Fu) + F(v).

IA
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En algunas situaciones la norma de Minkowski satisface el criterio de simetria F'(—v) =
F(v). En este caso tenemos homogeneidad absoluta, para ello establecemos la siguiente
definicién

Definicion 1.7. Diremos que F es reversible o absolutamente homogénea si F(Av) =
|A|F(v) para todo A € Ryv € V. En este caso F es una norma en el sentido usual.

Observacion 1.8. En general, encontramos esta propiedad un poco restrictiva, porque
excluye algunos ejemplos interesantes tal como la norma Randers del Ejemplo 1.6 en
donde podemos observar ficilmente que F(-v) # F(v) cuando 8 # 0, puesto que
Fv) = a(v) + B(v) y F(-v) = a(v) — B(v). En efecto, la norma Randers es absoluta-
mente homogénea si y solamente si esta es Euclidea.

Recordemos que un dominio D en un espacio vectorial V es estrictamente convexo si
dados dos puntos cualesquiera en su clausura D el segmento que los une estd contenido
en el interior de D. Luego, si tomamos F una norma Minkowski dado cualquier r > 0,
es facil probar que la bola B"(r) = {v € V : F(v) < r} de radio r (centrada en el origen)
es un dominio estrictamente convexo con frontera " '(r) = {v € V : F(v) = r} de clase
C*, esto significa que convexidad fuerte implica convexidad estricta.

El siguiente ejemplo muestra que hay funciones homogéneas F en el cual las bolas
unidad son estrictamente convexas pero no son fuertemente convexas. Por lo tanto ellas
no definen una norma de Minkowski.

Ejemplo 1.9. Considere el siguiente dominio en V
D={v: ()" + ()" <1}

estrictamente convexo. La funcién F : § = 0D — [0, +00) estd dada por:

i

FO) ={on* + '}

Luego, la forma bilineal g;;(v) es semidefinida positiva para todo v € S. Sin embargo, D
no es fuertemente convexa, En efecto sea
0% 1 1, 0 1

_1-72 — —F = = —Fz.
6v1(9v1[2 1, &g 6vz0v1[2 1=g82, 8» (9V26vz[2 ]

811 =

Haciendo unos célculos tenemos que:

2, 4 4\—1 6. 4 43
811 3vi(vi +v3)72 =20 (V] +v5) 72

812
2/ 4 441 6. 4 4y-3
gn = 3vi(vi +Vv;)2 =2v(v] + V) 2.

3.3, 4 4\-3 _
=2viv,(v] +v;)72 = g2
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Luego,
det(g;;) = 9\/1‘(\1‘1l + \/2‘)_1 - 12\)51;(\/‘1l + v;‘)_2 + (4\/}2 — 4\1?122)(\/1L + \/2‘)_3

Asi, observamos que para (0, 1) € S el det(g;;) = 0.

Con este ejemplo es importante observar que si tenemos una aplicacién continua
F:V — [0, +c0) tal que

m Fesdeclase C*enV — {0}.

= F es estrictamente convexa.

= F(Av) = AF(v), paratodo 4 > 0.

Entonces F no es necesariamente una norma de Minkowski, porque necesitamos la con-
vexidad fuerte.

Definicion de variedad Finsler:

Estudiada la norma de Minkowski y sus propiedades procedemos a definir lo que es una
variedad Finsler. Coloquialmente hablando, una métrica Finsler sobre una variedad M
finito dimensional es una funcién F : TM — R continua, cuya restriccion a cada espacio
tangente 7,M con p € M es una norma de Minkowski. Formalmente definimos una
variedad Finsler como sigue:

Definicion 1.10. Diremos que (M, F) es una variedad Finsler si F es una funcion
F:TM — [0, +c0)

continua, con la propiedad de que es diferenciable en TM — {0} y para todo p € M,
F(p,") : T,M — [0, +c0) es una norma de Minkowski.

Estructura de longitud:

Sean (M, F) una variedad Finsler y « : [a,b] — M una curva de clase C' a trozos.
Definimos la longitud de @ como:

b
Lr(a) = f F(a(?), ' (1))dt.

Por otro lado sea ¢ : [c,d] — [a,b] una biyeccién de clase C! tal que ¢(c) = a 'y
¢(d) = b. Entonces a o ¢ es de clase C! a trozos, y ésta es llamada una reparametrizacién
de a. Es facil comprobar que

Lp(a o ¢) = L(@).
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Diremos que la curva « estd parametrizada por la longitud del arco o tiene velocidad
Finsleriana constante, cuando « : [a,b] — M satisface F(a(t),a’(t)) = 1 para todo
t € [a, b], excepto en un nimero finito de puntos. En este caso se tiene que

Lp(aly.q) = f F(a(@),a' (t)dt = s -,

paracadar, s € [a, b].

Veamos que todo camino C' a trozos a : [a, b] — M que satisface a’(f) # 0 salvo en
un numero finito de puntos, puede reparametrizarse por la longitud de arco. En efecto,
definamos la funcién s : [a, b] — R por

s(t) = f F(a(?), ' (1))dt.

Entonces s es mondtona y s(a) = 0, mientras que s(b) = Lg(a). Puesto que solo hay una
cantidad finita de valores de ¢ € [a, b] tales que a’(f) = 0, podemos dividir el intervalo
[a, b] en subintervalos donde @’(f) # 0 excepto en los extremos de los subintervalos.
Consideraremos cada uno de ellos por separado. Sea [a;, b1] uno de estos subintervalos
con a’'(t) # O parat € (a, by). Sea s(a;) la longitud de la curva sobre el intervalo [a, a],
y definamos

!
s(t) = s(ay) + f F(a(t),d (t))dt para a; <t <b;.
ay

Entonces s es estrictamente creciente en [a;, b ], y por lo tanto la funcidn inversa ¢ = ¢(s)
estd definida sobre el intervalo [s(a;), s(b,)], es de clase C! en (s(a;), s(b;)), y ademads
F((a o p)(s), (@ o ¢)(s)) = 1. Asi podemos reparametrizar la curva por la variable s en
este subintervalo. De esta manera, el camino « sobre [a, b] es reparametrizado por otro
camino

aop:[0,Lp] > M

via la funcién ¢ : [0, Lr] — [a, b] tal que F((a o ¢)(s), (@ o ¢)’(s)) = 1 salvo un nimero
finito de puntos, y Lr((@ o ¢)lj0.5) = .

Con esta definicion de longitud, cada variedad Finsler (M, F) conexa se convierte en
un espacio métrico asimétrico de un modo natural definiendo la funcién distancia dr
sobre M x M por:

dr(p,q) = inf{Lp(a) : @ es un camino C' a trozos desde p hasta g en M}.

Es facil verificar que (M, dr) satisface los dos primeros axiomas de un espacio métrico:

(1)dr(p,q) = 0, donde la igualdad se cumple si y solamente si p = g.

(2)dr(p,q) < dr(p,2) + dr(z,q).
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Si la estructura Finsler F es absolutamente homogénea, entonces también tenemos que

(3) dr(p,q) = dr(q, p).

En este caso, (M, dr) es un espacio métrico genuino. Sin embargo, enfatizamos que
generalmente la funcion distancia dp sobre una variedad Finsler no tiene la propiedad de
simetria (3). Por ejemplo, esto ocurre en un espacio de Minkowski que no sea absoluta-
mente homogéneo.

Bolas métricas por la derecha y esferas métricas por la derecha:

Como hemos comentado anteriormente la distancia dr sobre una variedad Finsler puede
que no tenga la propiedad de simetria por ello nos vemos en la necesidad de definir las
bolas laterales en esta variedad. Pero antes enunciaremos la siguiente proposicion que
nos permite comparar la métrica Finsler con la Euclidea. Su demostracion puede verse
en [4][Lema 6.2.1, pag 146].

Proposici_()n 1.11. Sea (M, F) una variedad Finsler. Para todo punto p € M existe una
carta ¢ : U — R" que satisface las siguientes propiedades:

» La clausura de U es compacta, ¢(p) = 0, y ¢ es un difeomorfismo de U sobre una
bola abierta de R".

» Existe una constante ¢ > 1 tal que
%Idw(q)(V)l < F(q,v) < cldp(@))| y F(g,-v) < ¢*F(g,v),
paratodov € T,Myq € U.
= Dados pi, p, € U, tenemos
%|<P(P2) = @(pDl < dp(p1, p2) < clo(p2) = @(p1)l. (1.5)

» Para cada par de puntos p, p, € U, tenemos

1
ng(Pz,Pl) <dp(p1,p2) < CZdF(Pz,P1)~ (1.6)

Anteriormente hemos dado la nocién de una bola tangente By (r) y una esfera tan-
gente S, (r). Estos objetos tienen radio r y centro p, y viven en el espacio tangente T, M.
Su contraparte sobre M son las bolas métricas por la derecha B;(r) y las esferas métricas
por la derecha S;(r):

B} (r)
S5 (r)

{ge M :dp(p,q) <r}, (1.7)
{ge M :dp(p,q) =r}. (1.8)
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Ahora debemos mostrar que la topologia de la variedad coincide con la generada
por las bolas métricas por la derecha. Para ello utilizaremos la desigualdad (1.6) de la
Proposicion 1.11.

El lado derecho de (1.6) dice que la topologia métrica esta contenida en la topologia
de la variedad, y el lado izquierdo de (1.6) dice que la topologia de la variedad estd con-
tenida en la topologia métrica.

Ahora vamos a demostrar que toda bola métrica por la derecha es un conjunto abierto.
Tomemos g € B (r). Luego, el nimero € dado por r — dr(p, q) s positivo. Asociemos a
g un conjunto abierto U, una funcién coordenada ¢, una bola Euclideana abierta B"(s),
y una constante ¢ > 1 con la propiedad descrita en (1.6). Suponiendo ¢ suficientemente
grande, podemos suponer sin pérdida de generalidad que € < s. Por tanto como ¢ es un
difeomorfismo, tenemos que .

-1 n
0 =¢'[B(Q))

es un conjunto abierto en la topologia de la variedad y contiene al punto g.
Para cada x € O, el lado derecho de (1.6) implica que

€
dr(q, x) < cle(x)| < c; = €.

Asi,
dp(p,x) < dp(p,q) +dr(q,x) <(r—€)+e=r.

En otras palabras, O esta contenido en B;;(r).

Ademds se tiene que la bola métrica por la derecha B/ (r) se puede escribir como la
unién de conjuntos abiertos de la variedad. También es cierto que todo conjunto abierto
de la variedad es una union de bolas métricas por la derecha. En efecto, Sea O cualquier
conjunto abierto en la topologia de la variedad M. Tomemos cualquier p € O. Asociado a
p hay un entorno coordenado U, una funcién coordenada ¢, una bola abierta Euclideana
B"(s), y una constante ¢ > 1 con la propiedad descrita en (1.6). Tomemos s suficiente-
mente pequeiio de tal forma que U esté contenido en O, entonces

Bj(=)cu. (1.9)
Puesto que hemos tomado un s pequeio de tal forma que U c O, tenemos que la bola
métrica por la derecha estd contenida en O. Haciendo este proceso para cada p € O y por
(1.9) tendriamos que O es una unién de bolas métricas por la derecha.

Luego es suficiente probar (1.9). Supongamos que existe un punto g € B;(i) - U,
entonces

» Puesto que dr(p, q) < 5, existe una curva continua diferenciable a trozos y(7), 0 <
t < 1 que vade pag,y sulongitud es menor que 5. En particular, la curva y
C

esta contenida en B;(Z—SC)
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= Ahora, supongamos que y comienza en p pero en un entorno de g esta fuera de
U. Sea y(ty) el primer punto de vy tal que y(#)) no estd en U. Notemos que para
0<t<ty, y(t)estaenUy B;(z—‘c) Por lo tanto podemos aplicar el lado izquierdo
de (1.6) el cual nos dice que

1
“le ()] < dr(p,y(D)) < —.
c 2¢

Esto es,
S
lp(y(0)] < >
para0 <t < t.

Por otro lado, ya que y(fy) esta en la frontera de U, tenemos que
le(y(zo))| = 5.

Luego, estas dos ultimas condiciones violan la continuidad de ¢ o y y esto da una
contradicion.

Resumiendo tenemos que la topologia generada por las bolas métricas por la derecha
coincide con la topologia de la variedad.

Por otro lado, definimos las bolas métricas por la izquierda como:

B,(r)={qeM:dr(q,p) <r}

De forma andloga se demuestra que toda bola métrica por la izquierda es un conjunto
abierto de M y que todo conjunto abierto de M es una unién de bolas métricas por la
izquierda. Por tanto, la topologia generada por las bolas métricas por la izquierda es
precisamente la topologia de la variedad.

Si (V, F) es un espacio de Minkowski, es decir, es un espacio vectorial dotado con
una norma de Minkowski, entonces la distancia asimétrica asociada dr estd dada por:

dr(u,v) = F(v — u).

En este caso denotaremos por By(r) la bola por la derecha de centro 0 € V y radio r, y la
llamaremos la bola de Minkowski de centro O y radio r. Esto es:

By(r)=Bj(r)={veV:FQ) <r}

Para finalizar este capitulo recordemos el siguiente resultado de Deng y Hou (ver
teorema 1.2 en [4]), concerniente a la funcién exponencial en una variedad Finsler, la
cual serd muy usada en lo que sigue de este trabajo.

Teorema 1.12. Sea (M, F) una variedad Finsler conexa, sea x € M, y considere r > (
tal que la funcién exponencial exp, : By(r) — B! (r) es un difeomorfismo de clase C'.
Entonces, para u,v € By(r) con u # v, tenemos que
. F(x,v—u)
lim =
@»)—0.0) dp(exp.(u), exp.(v))
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A continuacién hacemos la siguiente observacion de terminologia.

Observacion 1.13. Supongamos que X y Y son dos conjuntos no vacios, dotados con la
distancia asimétrica dx y dy respectivamente. Diremos que una funcién f : (X,dy) —
(Y, dy) es C-Lipschitz si, para todo x, x, € X:

dy(f(x1), f(x2)) < C - dx(x1, x2).

Por otro lado, diremos que f : (X, dx) — (¥,dy) es C-bi-Lipschitz cuando f es biyectiva
y f» f~! son C-Lipschitz.

Con esta terminologia y como una consecuencia directa del teorema 1.12, obtenemos
el siguiente resultado,

Corolario 1.14. Sea (M, F) una variedad Finsler conexa. Para cada x € M y cada € > 0,
existe r > 0 tal que la funcion exponencial exp, : By(r) — Bl (r) es un difeomorfismo de
clase C', el cual es (1 + €)-bi-Lipschitz.






Capitulo 2

Desigualdad del valor medio

En este capitulo obtenemos una desigualdad del valor medio en el contexto de varie-
dades Finsler. Los teoremas del valor medio de funciones reales definidas en variedades
Finsler se deducen facilmente de los teoremas del valor medio para funciones de una va-
riable, pero es conveniente establecerlo con precision y demostrarlo para utilizarlo mas
adelante.

Si (M, F) es una variedad Finsler conexa, definimos la constante de Lipschitz de una
funcién f : M — R como

M X,y € M,)Ciy} € [0, co].
dF(x’y)

Por supuesto f es Lipschitz si, y solamente si, Lip(f) < co. Denotamos por Lip(M) el
espacio de todas las funciones reales Lipschitzianas definidas sobre M.

Lip(f) = sup{

Definicion 2.1. Si f : M — R es una funcién de clase C', definimos como la norma
usual de su diferencial df(x) en el punto x € M por

ldfOllr = sup{ldf ()W) : v € TeM, F(x,v) < 1}.
El siguiente teorema nos da el resultado deseado de la desigualdad del valor medio.

Teorema 2.2. Sea (M, F) una variedad Finsler conexa, y f : M — R una funcion de
clase C'. Entonces,

Lip(f) = sup{lldf(0)llr : x € M}.

Ast, para todo p,q € M, tenemos que

1f(p) = f(@I < supllldf(O)llr : x € M} - dp(p, ).

Demostracion. Para la demostracion fijamos C > 0, y vamos a probar que las siguientes
condiciones son equivalentes:

21
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(1) f es Lipschitz.
) lldf(x)llp < C, para cada x € M.

(1) = (2) Supongamos que existe algin p € M con ||[df(p)||r > C. Entonces existe
algin v € T,M tal que F(p,v) < 1y |df(p)(v)] > C. Supongamos por ejemplo que
df(p)(v) > C, la prueba usando el otro caso es andloga. Como es mostrado en [4] (ver
teorema 6.3.1), podemos elegir r > 0 tal que la geodésica y(t) = exp,(tv), definida para
t € [0, r], minimiza la distancia Finsler desde el punto p esto es, dr(p,y(s)) = s, para
todo s € [0, r].

Ahora definamos 4 : [0, 7] — R por

h(t) = f(y(0)).
Entonces tenemos que /'(0) = df(p)(v) > C, y por lo tanto existe algin ¢ € (0, r) tal que

=10 - g<i<s
t ’ -

Ya que p = ¥(0), elegimos g = y(d) y obtenemos que
lf(p) = f(@] = h(6) = h(0)>C-6=C-dr(p,q)
lo cual contradice el hecho de que f es C-Lipschitz.

(2) = (1) Consideremos x,y € M, y sea € > 0. Elijamos un camino diferenciable C'
atrozosy : [a,b] — M tal que y(a) = x, y(b) =yy

Lp(y) <dp(x,y) + €.

Definamos ahora 4 : [a, b] — R por h(t) = f(y(t)). Entonces

b b
| f W ()dt| < f | (¢)|dt

b
f ldf(yO)(Y (D)ldt

lfF) = fX)l

IA

b
f ldfy)llr - FOy(@), y'(0)dt

IA

b
C f F(y(0),y' ®)dt = C - Lr(y) < C(dp(x,y) + €).
Esto muestra que |f(x) — f(y)| < C - dp(x,y), paratodo x,ye M =

Finalizamos este capitulo con el siguiente resultado que da una caracterizacion local
de funciones Lipschitz, la cual usaremos mas adelante.
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Proposicion 2.3. Sean (M, Fy;) y (N, Fy) variedades Finsler conexas, con distancias
Finsler dy; y dy respectivamente. Una funcion f : (M,dy) — (N, dy) es C-Lipschitz si, y
solamente si, es localmente C-Lipschitz, esto es, todo punto p € M tiene un entorno U,
tal que, para todo x,y € U,

dy(f(x), f(7) < C - du(x,y).

Demostracion. —) Obyvia.

<) Supongamos que f es localmente C-Lipschitz. Consideremos x,y € My € > 0.
Tomemos un camino de clase C! a trozos y : [a,b] — M de x a y, tal que Lp(y) <
dr(x,y) + €. Por hipétesis cada p € y([a, b]) tiene un entorno abierto U, donde f es C-
Lipschitz, esto es, para cada i = 1, ..., k se tiene que y([f;_1, #;]) estd contenida en U, para
algin p € y([a, b]). entonces

dn(f(x), f(v)

IA

k
D adn(fO ), Fy())
i=1 .
< C ) du(y(ti), ¥(1)
i=1

k
< C) LuOl 1) = C - Lu(y) < C - (du(x,y) + €).
i=1

Por lo tanto f es C-Lipschitz. m






Capitulo 3

Aproximacion diferenciable de
funciones Lipschitz

En este capitulo dada una variedad Finsler segundo numerable (M, F), mostraremos
que para toda funcién Lipschitz f definida sobre M, para toda funcién continua € : M —
(0, +00), y para todo numero positivo r > 0, existe una funcioén Lipschitz g : M — R
diferenciable de clase C! tal que | f(x)—g(x)| < €(x) paratodo x € My Lip(g) < Lip(f)+r.

Es bien conocido que toda funcién Lipschitz f : R? — R puede ser uniformemente
aproximada por funciones Lipschitz C*-diferenciables cuyas constantes de Lipschitz son
las mismas que las de f. Usando las mismas técnicas, mostraremos que una funcién
Lipschitz definida en un espacio de Minkowski se puede aproximar por una funcién
Lipschitz de clase C'.

Lema 3.1. Sea (V, F) un espacio vectorial dotado con una norma Minkowski. Conside-
remos un conjunto abierto A C V' y, para 6 > 0, denotamos

As={v+w:veA; F(w)<6}:UBv(6).

veA

Supongamos que f : As — R es Lipschitz y sea € > 0. Entonces, existe g : V — R de
clase C™ tal que |f(v) —g(v)| < € Vv e A,y Lip(gla) < Lip(fla).

Demostracion. Fijemos una base de V y supongamos que V = R". Notemos que por
compacidad local, se sigue que la norma de Minkowski F' es equivalente a la norma
euclidiana usual || - || en R", es decir, existe R > 1 tal que,

1
_ . < F <R-
R IVl < F(v) < R - ||
para todo v € R". Ahora, si f : As — R es C-Lipschitz, para la norma de Minkowski F,

entonces f es (C - R)-Lipschitz para la norma euclidiana. Por lo tanto, usando el resultado
de extension de MacShane, podemos obtener una extencioén Lispchitz f : R* — R.
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Por otro lado, tomemos (¢;); una sucesion regularizante de funciones de clase C*
sobre R", donde cada ¢, es no-negativa, el sop(¢y) estd contenido en la bola euclideana
B(O0, %) y fRn ¢r = 1. Para cada k, definimos f; : R" — R por

i = | FO+wgwdw.
R}l

Cada f; es de clase C* y, ya que f es uniformemente continua, tenemos que la sucesién
(fi) converge a f uniformemente sobre R”.

Dado € > 0 sea k > § suficientemente grande tal que ||fi — fllo < €, y definamos
g = fi. Entonces, si u,v € A:

lg(u) — g)| | fR ,, fu+wypw)dw — fR n FO + wygr(w)dwl

IA

| +w) = £+ w)| - lpe(w)ldw

Rn

f £+ w) = £+ W o)l
B(0,7)

(}F@—mlfwmmm
R}‘I
= C-dp(u,v).

Por lo tanto, tenemos que Lip(g|s) < Lip(fls). m

El siguiente teorema es uno de los resultados importantes de este trabajo.

Teorema 3.2. Sea (M, F) una variedad Finsler segundo numerable y conexa, sea f :
M — R una funcion Lipschitz, sea € : M — (0, +00) una funcion continua, y r > 0.
Entonces existe una funcion Lipschitz g : M — R de clase C' tal que |f(p) — g(p)| < €(p)
para todo p € M, y Lip(g) < Lip(f) + r.

Demostracion. Sea p € My K = Lipf. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que e€(p) < r/2 para todo p € M. Ademas, fijemos e(p) > 0 suficientemente pequefio tal
que

Ka+dmf<K+§. 3.1)

Abhora, Por el Corolario 1.14, para cada p € M podemos tomar 6, > 0 suficientemente
pequeiio tal que la funcién exponencial exp,, sea un difeomorfismo (1+€(p))-bi-Lipschitz
de clase C! de la bola de Minkowski By, (36,) € T,M sobre la bola B;;(36 ») C M, donde
0, denota el vector nulo de 7),M. Ademas por la continuidad de f y €, podemos suponer
que los 6, son también suficientemente pequefios tales que e(g) > %p) ylf(@—f(p)l < %



27

para todo g € B,(36,). Ya que M es segundo numerable podemos tomar una sucesion
(p») de puntos en M tal que

M= JB; (6.,
n=1
donde denotamos 6, = 6,,. Ahora para cada n € N definimos f, : By, (36,) — R por

Ja) = f(exp,, (v)),

el cual es K(1 + €(p,))-Lipschitz.

Por otro lado, vamos a construir una particion de la unidad subordinada al cubrimien-
to {B;;n(26n)}neN de M y a estimar la constante de Lipschitz de cada una de las funciones
de esta particion de la unidad. Sea 6, : R — [0, 1] una funcién de clase C* tal que

_ 1, six€(=00,6,];
6a(x) = { 0, sixe[26,+o),

y definamos
_ | 6u(F(pu.exp, (p)), sip € B; (36,);
n(p) = { 0, e.0.C.

Es claro que cada una de las funciones ¢, : M — R son Lipschitz de clase C' y satisfacen
que ¢, = 1 sobre la bola B;;n (0,) Y ¢, = 0 sobre M — B;n(26,,).
Definamos las funciones ¥, =: M — [0, 1] por

Ui = @k l—[(l - ¥,

Jj<k

es claro que Y es Cy-Lipschitz, donde

Cii= ) Lip(e)),

j<k
ademas se puede verificar que;

1. Paracada p € M, si k = k(p) = min{j : dr(p;, p) < ¢,} entonces, como 1 — ¢, = 0
sobre B} (6;) tenemos que sop(y) N B, (6x) = 0 para todo [ > k'y sop(y) C
B, (261);

Pk

2. Yui =1,

esto es, {¥,}nan €s una particién de la unidad de clase C! subordinada al cubrimiento
(B}, (26,)} e de M.

Por otro lado por el lema 3.1 podemos encontrar una funcién g, : 7,,, M — R de clase
C* tal que

€(pn)
lg.(v) = fu(WI < 2 (C, 1 D)

; 3.2
) (3.2)
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paratodove T, MYy,

Lip(gulsy,, 25,)) = Lip(fulsy, 25,)) = K(1 + €(py)). (3.3)

Ahora definimos nuestra aproximacién g : M — R por

8(p) = D Yn(P)gn(exp, (p)),

para cualquier p € M. Observe que si p € B, (36,) como la exponencial exp, es un
difeomorfismo de clase C! de By, (36,) sobre B* (36,), la expresion wn(p)gn(exppl(p))
estd bien definida y es de clase C ! sobre B+n(36 ). Por otro lado, si p ¢ B*n(26 ) D
sop(¥,,) entonces ¥,(p) = 0. Luego, para cualquier p ¢ BJr (36,), podemos suponer que
las expresiones wn(p)g,,(exppl(p)) y g,,(exppl(p)) se anulan Con estas observaciones,
puesto que las ¢, forman una particién de la unidad de clase C! se sigue que g esté bien
definida y es de clase C' sobre M.

Veamos que g y Lip(g) aproximan a f'y Lip(f) respectivamente. Fijemos algin p €
My seak = k(p) = min{j : dr(p;, p) < ¢}, entonces tenemos que i; = 0 sobre B;k(ék)
para todo [ > k. Para simplificar notacién denotaremos Vi = exp;i (p) € T, M, entonces
tenemos que

8) = FPI = | D ¥m(P)gn(exp, i (p) = f(p)
m<k
= D 0@ [2nOm) = FDI| = D 0m(D) [8n ) = Fu(Vm)]
m<k m<k
€(pm) (pm)
< ;wm( e D S ZM )—5" < mzkwm(p)e(p)

D Un(p)e(p) = €(p).

Finalmente veamos que Lip(g) < K + r. Por la proposicion 2.3 es suficiente mostrar que
g es localmente (K +r)-Lipschitz, para ello probaremos que, g es Lipschitz en el conjunto
abierto B} (5,) N B (5,).

Seaa € M,y defina k = k(a) = min{j : dr(p;,a) < ¢;} entonces sop(y;) ﬁB;k(ék) =0
para todo [ > k. Ademas sea

0, = min{6y, ..., O, O, — dr(a, pi)},

Pp,={me{l,...k}: B, (26,) N{p,q} # 0}.
Tenemos que si p, g € B/ (6,) N B, (d,), entonces

1. Paratodo m € {1, ..., k}, se satisface lo siguiente:
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mSige B;;m(26m) entonces, p € B;m(36m),
= sip €B, (20,) entonces g € B, (36,,).

En efecto, sabemos que si p, g € B} (d,) N B (d,) entonces dr(q, p) < 26, < 6,, por
la definicion de ¢,,. Asi sig € B;m(26m) tenemos que,

dr(pmsp) < dr(pm,q) +dr(q, p)
< 20+ 6, =30,
Por lo tanto p € B; (36,,). De forma anéloga se demuestra la otra implicacion.
Por tanto, para todo m € P, , tenemos que p,q € B;m(36m); en particular, si m €
P, . entonces v,, = exp,! (p) y w,, = exp,' (¢) estan bien definidas, y usando (3.3),
tenemos que
18 (Vi) = gl < K(1 + e(pa))dr(exp;! (p). exp,. (q))
K(1 + e(pn))’dr(p, ).

(recuerde que expl‘,)}l : B;m(35m) — B, (36,,) es (1 + e(p,,))-Lipschitz).

IA

2. Sim € N - {P, .} entonces ,,(p) = 0 = y,,(q) (porque sop(¥,,) C B;m(de) y
sop(¥e) N B;;k(ék) = () para todo [ > k).

Por lo tanto tenemos que, para p,q € B}(5,) N B, (6,) (con la notacién v,, = expl‘,’}l (p)y
Wi = €Xp,,)(q))

8(p) = Z Em(Vmlm(p)s  &(q) = Z Em(Wn)m(q),

mePp 4 mePp 4
= > ) = D U@y
mGPp,q mePp,q

12 (Vin) — gm(wn) < K(1 + e(pm))zdp(p, q) siempre y cuandom € P, .
Fijemos p,q € B} (6,) N B,(6.). Yaque Y f(p)(¥m(p) — ¥n(g)) = 0, tenemos

mePp 4
gP) = 8@ = D, ennn(p) = D gn(wn)im(q) =
mePp mePp 4
D @nm) = FOIWn(D) = (@) + D, (@) = En W) Win(Q)
mePp 4 mePp 4

Por lo tanto, usando (3.1), (3.2), y el hecho de que ¢, es C,,-Lipschitz tenemos que,

|5(p) — g(q)| <

Z |gm(vm) - f(P)||lﬁm(P) - Wm(Q)| + Z gm(Vm) - gm(Wm) wm(CI) <
mePpq meP,,

; sz((g"’) Cudr(p,q) + mZSk(K +1/2)dr(p, PYm(q) <

> ;f,l“)l dr(p.q) + (K +r/2)dr(p, q) < (K + Pdrp(p, ),

m<k
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porque ..« ;,ﬁ—‘j{ < €(a) < r/2. Esto muestra que g es localmente (K + r)-Lipschitz lo
cual concluye la prueba del teorema. =

Observacion 3.3. En general, la funcion exponencial en una variedad Finsler es sola-
mente de clase C'. Hay un resultado de Akbar-Zadeh en [1] (ver también [4], pdg. 127),
que dice que la funcién exponencial es de clase C? si, y solamente si, es de clase C*, esta
propiedad caracteriza una clase especial de variedades Finsler, llamadas variedades de ti-
po Berwald. Asi, si (M, F) es una variedad segundo numerable, conexa del tipo Berwald,
la funcién aproximante g del teorema anterior puede ser construida de clase C*.



Capitulo 4

Variedades casi-reversibles y un criterio
de completitud

En este capitulo desarrollaremos como una aplicacién del resultado de aproximacién
del capitulo anterior, un criterio de completitud para la clase de variedades que llamare-
mos casi reversibles. Estas son definidas como sigue:

Definicion 4.1. Una variedad Finsler (M, F) es llamada casi-reversible si existe C > 1
tal que;
F(x,—v) < CF(x,v), Y(x,v)eTM.

Es claro que toda variedad Finsler reversible es casi-reversible. En efecto, una verie-
dad Finsler es reversible si, y solamente si, es casi-reversible para C = 1. Un ejemplo de
una clase de variedades casi-reversible (no necesariamente reversible) son las variedades
de tipo Berwald.

El siguiente teorema da una caracterizacién muy usada de variedades conexas casi-
reversibles

Proposicion 4.2. Sea (M, F) una variedad Finsler conexa y sea C > 1. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) F(x,—v)<C-F(x,v), Y(x,v)eTM.
(2) %dF(y, x) < dp(x,y) < Cdp(y,x), Yx,y e M.
(3) Para todo p € M, la funcion distancia por la derecha ®,, = dp(p, -) es C-Lipschitz.

(4) Para todo p € M, la funcion distancia por la izquierda , = drp(-, p) es C-Lipschitz.
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Demostracion. (1) = (2) Sean x,y € My y : [0,1] —» M un camino C! a trozos de y
a x. Entonces el camino ¥ : [0, 1] — M definido por #(f) = y(1 — 1); es un camino C' a
trozos de x a y. Ahora,

Lr(y)

1 1
fOF(7(t),7'(t))dt=fO Fiy(1 —1),=y'(1 - n)dt

1 1
fo F(y(s), =y'(s))ds < C - j; F(y(s),y'(s))ds
= C-Lp(y).

Esto implica que, dr(y, x) < Cdp(x,y) entonces édF(y, x) < dr(x,y). Intercambiando los
roles de x y y, obtenemos que dr(x,y) < Cdr(y, X).
(2) = (1) Sea x € M del teorema 1.12 tenemos que si v # 0 entonces

s

i F(x,tv—t(-v)) 1= 1im F(x, t(=v) —tv)
-0" dp(exp (~tv);exp, (tv)) 10" dp(exp, (tv); exp, (—1v))’

Esto es;

m F(x,2tv) 3
-0+ dp(exp,(—1v); exp,(1v)) B

. F(x,2t(-v))
1 =1lim .
-0+ dp(exp,(tv); exp,(—1v))

Asi obtenemos que,

. dp(exp,(tv); exp, (—1v))
m

P = lip SR
d —tv); t
< C lf%l r(exp,( 2‘;) eXp(1)) =C-F(x,v).
t—0*

(2) = (3) Para todo p, x,y € M tenemos de la desigualdad triangular, que

dF(y7 .X')
dF(x’ )’)

dr(p,x) —dr(p,y)

<
dF(p’Y)_dF(P,x) <

Por lo tanto por hipdtesis se sigue que,

|dF(p’ .X') - dF(p’y)l < CdF(-x,y)-

Esto significa que la funcion ®, = dg(p, -) es C-Lipschitz.

(3) = (2) Por hipotesis tenemos que dados p, x,y € M se satisface

dr(p, x) —dp(p,y) < Cdp(x,y),

haciendo p = y tenemos que
dr(y, x) < Cdp(x,y).
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Ademés invirtiendo los roles de x y y obtenemos que dr(x,y) > %dp(y, X).

(4) = (2) Es andloga a la demostracion anterior. |

Note que haciendo C = 1 en el resultado anterior, podemos deducir la siguiente
caracterizacion de variedad reversible conexa.

Corolario 4.3. Sea (M, F) una variedad Finsler conexa. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(1) F(x,—v) = F(x,v), Y(x,v)eTM

(2) dF(y’ X) = dF(x’y)’ vx’y €M.

Como una aplicacion del teorema 3.2, obtenemos un criterio de completitud en el
contexto de las variedades casi-reversibles. Para ello utilizaremos el articulo de William
Gordon [15] y lo adaptaremos para el caso Finsler.

Para hablar de completitud debemos hablar de sucesiones de Cauchy, en el contexto
de variedades Finsler establecemos las siguientes definiciones:

Definicion 4.4. Sea (M, F) una variedad Finsler.

» Una sucesion (x,) en M se dice que converge a x € M si, dado cualquier conjunto
abierto U conteniendo a x, existe un entero positivo N (dependiendo de U) tal que

i>N = )CiEU.

» Una sucesion (x,) en M se dice que es de Cauchy por la derecha (resp., por la
izquierda) si, para todo € > 0, existe un entero positivo N (que depende de €) tal
que

N<i<j = dp(x;,xj) <e [resp.,dp(xj,x;) <€].

Definicion 4.5. Diremos que una variedad Finsler (M, F) es completa por la derecha con
respecto a la funcion distancia dr si toda sucesion de Cauchy por la derecha converge
en M. Por otro lado M es completa por la izquierda con respecto a la funcion distancia
dp si toda sucesion de Cauchy por la izquierda converge en M.

Observaciones 4.6. » Una variedad Finsler compacta (M, F) es al mismo tiempo
completa por la derecha y completa por la izquierda, aunque dy sea simétrica o no.

= En una variedad Finsler casi-reversible, hablar de completitud por la derecha y por
la izquierda es equivalente.
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Por otro lado, recuerde que una funcién continua f : M — R es propia, si para todo
conjunto compacto K C R, su preimagen f~'(K) es compacta.

Proposicion 4.7. Sea (M, F) una variedad Finsler segundo numerable, conexa y casi-
reversible. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es completa por la derecha.
2. Existe f : M — R propia y Lipschitz.

3. Existe g : M — R propia de clase C', cuya diferencial es uniformemente acotada
en norma.

Demostracion. (1) = (2) Fijemos p € M y consideremos la funcién distancia por la
derecha ¢, = dr(p, ). El Teorema de Hopf-Rinow (ver teorema 6.6.1 en [4]) nos dice que
una variedad Finsler M es completa por la derecha si y solamente si todo subconjunto de
M cerrado y acotado es compacto. Esto implica que ¢, es una funcion propia. Ademas
por la proposicion 4.2 tenemos que ¢, es Lipschitz.

(2) = (3) Supongamos que la funcién propia f : M — R es C-Lipschitz, y fijemos
algtin € > 0. Por el Teorema 3.2 ,existe una funcién g : M — R de clase C! tal que

1. |[f(x)—gx)| <€, VxeM.
2. Lip(g) <C +e.

Luego, como f es propia tenemos que g es propia y por el Teorema 2.2 tenemos que
lldg(x)||r < C + €, paratodo x € M.

(3) = (1) Sea (x,) una sucesion de Cauchy por la derechaen M. Yaque g : M - R
es Lipschitz, entonces {g(x,)} es una sucesion de Cauchy en R, y por lo tanto {g(x,)}
converge a algin z € R. Asi K = {z} U {g(x,) : n € N} es un subconjunto compacto de R.
Por otro lado, (x,) estd contenido en g~!(K), el cual es compacto ya que g es propia, por
lo tanto (x,) es convergente en M. W



Capitulo 5

Algebras de funciones diferenciables
sobre variedades Finsler

El teorema cldsico de Myers-Nakai afirma que la estructura Riemanniana de una va-
riedad Riemanniana M esta determinada por la estructura de dlgebra normada del conjun-
to de todas las funciones acotadas de clase C! sobre M con derivada acotada el cual deno-
tamos como C,;(M). Esto fué probado por Myers [24] en el caso cuando M es compacto,
y luego Nakai [26] lo extendi6 al caso general. Recientemente, fueron obtenidos resul-
tados andlogos para el caso de variedades Riemannianas de dimensién infinita (ver [11])
y para el caso de variedades Banach-Finsler (ver [21]). Nuestro objetivo en este capitulo
es obtener una descripcién de isomorfismos de lgebras entre espacios del tipo C} (M),
donde M denota una variedad Finsler casi-reversible. De esto, obtendriamos una variante
del teorema de Myers-Nakai en el contexto de variedades Finsler casi-reversibles.

Ahora sea (M, F) una variedad Finsler y sea C,(M) el espacio de todas las funcio-
nes reales acotadas de clase C! definidas sobre M cuya derivada tiene norma acotada
uniformemente. Dotemos a C ;(M ) con la norma natural

Ifllcy = max{sup | f(x)l, sup [ld f (x)llr}.

xeM xeM

Dotado con esta norma se puede verificar ficilmente que C,(M) es un dlgebra normada
completa que satisface

1 - gller < 21 Al - lgller.

Ahora vamos a construir el espacio de estructura asociado a C,(M), para ello sea
N(M) el conjunto de todas las formas lineales ¢ : C ;(M) — R, multiplicativas, no nulas.

Afirmacion: Cada ¢ € N(M) satisface que ||¢]| = 1, y ademds ¢ es positivo, esto es,
¢(f) = 0 cuando f > 0.

Demostracion:
Como ¢ es multiplicativo y no nulo, es claro que ¢(1) = 1. Ahora vamos a ver que, para
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todo f € C é(M ) ¢(f) pertenece a la clausura de f(M). En efecto, si @ = ¢(f) no estd en
la clausura de f(M), entonces f(—a)* > € para algin € > 0. Asi (f+ € C;(M) y,

a)?

1=¢((f - ) ) = o((f =) - o

1 1 )
(f -y (f —a?”
Como ¢((f — @)?) = 0, tenemos una contradiccién. Asi obtenemos que ¢ es positiva.
Ademas se tiene que |¢(f)| < sup,¢,, |f(x)| para todo f € C;(M), por lo tanto ||¢|| = 1.

Dotemos a 8(M) con la topologia débil estrella la cual es heredada del espacio dual
C})(M )*. Ya que N(M) es un subconjunto débil estrella cerrado de la bola unitaria, vemos
que N(M) es un espacio compacto.

Ahora consideremos la inmersién 6 : M — N(M) dada por 6(x) = ¢,, donde 6,(f) =
f(x), para todo f € C;(M)y x € M. Note que toda funcién f : M — R de clase C'
con soporte compacto pertenece a C ;(M), y asi, en particular, C,(M) separa puntos y
conjuntos cerrado de M. De esto no es dificil deducir que ¢ es una inmersion topoldgica.

Por otro lado, el conjunto 6(M) es denso en 8(M). En efecto; sea ¢ € N(M), y consi-
dere una base de entornos de ¢ en la topologia débil estrella de la forma

W =A{y e XM) - W (f)) —e(f)l <€ j=1,..,m}

donde fi, ..., fn € C})(M) y € > 0. Entonces existe algin x € M tal que 6, € W, ya que
de lo contrario la funcién g = Z’]’.’zl( fi— o fj))2 e C ;(M ) serd mayor o igual que €y
¢(g) = 0, 1o cual es imposible puesto que ¢ es positiva. Por tal motivo podemos decir que
N(M) es una compactificacién de M.

En lo que sigue nos concentraremos en el caso de variedades Finsler casi-reversibles

y completas. El siguiente lema nos dard una caracterizacion topoldgica del espacio K(M).

Lema 5.1. Sea (M, F) una variedad Finsler casi-reversible,completa (por la derecha),
segundo numerable y conexa, y sea ¢ € N(M). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. ¢ tiene una base numerable de entornos en N(M).

2. Existe algiin x € M tal que ¢ = 6,.

Demostracion. (1) = (2) Ya que M es completa (por la derecha), por la proposicién
4.7 existe una funcién propia g : M — R de clase C! cuya diferencial es uniformemente
acotada en norma. Supongamos ahora que ¢ € N(M) — ¢(M) tiene una base numerable
de entornos en R(M). Ya que §(M) es denso en N(M), existe una sucesion (x,) en M tal
que (d,,) converge a ¢. Ya que ¢ ¢ 6(M), vemos que (x,) no tiene una subsucesion con-
vergente en M. Ya que g es propia, deducimos que lim,,_,, |g(x,)| = +co. Entonces existe
una subsucesion (x,,) tal que |g(x,,,,)| > 1 + |g(x, )| para todo k. Ahora podemos elegir
una funcién 6 : R — [0, 1] de clase C', con derivada acotada, tal que 6(g(x,,,,)) = 1
y 0(g(x4,)) = 0 para todo k. Entonces la funcién f = 6 o g € C,(M), pero la sucesién
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(6x,lk (f)) no es convergente, lo cual es una contradiccion.

(2)= (1) Si ¢ = 9, para algtin x € M, consideremos una base de entornos numerable
(V,) de x en M. Entonces la familia {clxus)V,} es una base de entornos numerable de 6,
enX(M). m

El siguiente Lema muestra las propiedades métricas de la inmersioén 6 : M — N(M):

Lema 5.2. Sea (M, F) una variedad Finsler casi-reversible,completa (por la derecha),
segundo numerable y conexa, con una constante C. Entonces, para cada x,y € M tene-
mos que:

1
¢ mintl, dr(x.y)} < [6: = 6,ll < dp(x. y).

Demostracion. Recuerde que

16, = &)l = sup{l f(x) = FO)I : £ € Co(M); NIflly < 1.

Asi por la desigualdad del valor medio deducimos que ||6, — 6,]| < dp(x,y). para la otra
desigualdad, supongamos que x # y y consideremos la funcién ® : M — R definida por

1
D(u) = C min{1, dr(x,y)}.

Esclaroque 0 < @ < é < 1, y de la proposicion 4.2 tenemos que Lip(®) < 1. Ahora
dado 0 < € < % min{1, dr(x,y)}, por el teorema 3.2 existe una funcién f : M — R de

clase C!' tal que |f(u) — ®(u)| < €, paratodou € M,y Lip(f) < 1 + €. Asi ||f||C; <l+e

Ahora consideremos f = ﬁ f, y obtenemos que || f ||c}, < 1. Ademas,

1f(x) = F)l

1 1
1—+6|f(x) -l = m(lq)(x) - D(y)| - 2¢)
2€
1+¢€

1 1
= 1+65m1n{1,dp(x,y)}—

el cual es el resultado deseado. m

Recuerde que si M y N son variedades Finsler, una aplicacién T : C})(N) — C;(M)
es un isomorfismo de dlgebras normadas si 7" es una biyeccion lineal bi-continua tal
que T(f - g) = T(f) - T(g) para todo f,g € C,(N). A continuacién damos el resultado
principal de este capitulo, el cual da una caracterizacion de tales isomorfismos de algebras
normadas.

Teorema 5.3. Sean (M, Fy;) y (N, Fy) variedades Finsler casi-reversibles,completas (por
la derecha), segundo numerable y conexas, con constantes Cy; y Cy respectivamente. Pa-
ra una aplicacion T : C ;(N) - C ;(M), las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. T es un isomorfismo de dlgebras normadas.

2. Existe un difeomorfismo h : M — N de clase C', el cual es bi-Lipschitz para la
respectivas distancias Finsler, tal que T(f) = f o h, para todo f € C ;(N ). Ademads
en este caso la constante bi-Lipschitz de h puede ser elegida como

max{Cy - ITl, Cpr - IT7I}.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que 7 : C })(N ) > C ;(M) es un isomorfismo de
algebras normadas. Considere la funcion transpuesta 7 : C;(M)* - C;(N)*, definida
por T*(¢) = ¢ o T paratodo ¢ € C,(M)*. ya que T es multiplicativa y T* es bi-continua,
vemos que la restriccion de 7* define un homeomorfismo de N(M) sobre X(N). Conside-
remos ahora las inmersiones naturales 6y, : M — N(M)y 6y : N — N(N). Por Lema 5.1
deducimos que T*(6(M)) = on(N), entonces la restriccion de 7 define un homeomorfis-
mo de 6,(M) sobre dy(N). Asi podemos definir & = (6y) ' oT* 06y : M — N, el cual es
un homeomorfismo de M sobre N. Ademds, tenemos que, paratodo x € My f € C,(N):

T(f)(x) = 6T () =T (6:)(f) = Snw(f) = f(h(X)),

esto es, T(f) = f o h. En particular, note que f o h es de clase C' para toda funcién
f : N — R de clase C' con soporte compacto. De esto se puede deducir facilmente que
h'y h™! son de clase C!, por tanto & es un difeomorfismo de clase C'. Ahora vamos a ver
que h : M — N es bi-Lipschitz para las respectivas distancias Finsler dj; y dy. Usando la
proposicién 2.3 es suficiente probar que 4y A~ son localmente Lipschitz. Dado p € M,
considere el entorno abierto

U” = B3(1/2) B, (1/2) N h7' (B} ,,(1/2)) N h~ By, (1/2)).

Si x,y € UP tenemos que dy(x,y) < 1y dy(h(x),h(y)) < 1, entonces por el lema 5.2
1 ;
o dy(h(x), 1(Y)) < |[6n) = Onpll = 1T (6 = DI < NIT| - N6 — Syl < T lldma(x, y).
N

Por lo tanto tenemos que h es Cy - ||T|-Lipschitz. Analogamente se tiene que h™! es
Cy - |IT7Y|-Lipschitz.

(2) = (1) Por el teorema 2.2 tenemos que C})(M ) es el conjunto de todas las funcio-
nes f : M — R de clase C' las cuales son Lipschitz y por tanto es un dlgebra normada,
igualmente se tiene para C;(N), por lo tanto esta implicacion es clara.

Ahora rapidamente vamos a deducir de nuestros resultados previos una version del
teorema cldsico de Myers-Nakai en el contexto de variedades Finsler reversibles. Recor-
demos que una funcién s : (M, Fy;) — (N, Fy) entre variedades Finsler es una isometria
Finsler si & es un difeomorfismo de clase C' el cual preserva la estructura Finsler, esto
es; paratodo x € My todov € T M:

Fy(x,v) = Fy(h(x), dh(x)(v)).
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Extendiendo el resultado cldsico de Myers y Steenrod [25] para variedades Riemannia-
nas, Deng y Hou probaron en ([6], teorema 2.2) que si (M, Fy;) y (N, Fy) son variedades
Finsler conexas, una funcién 4 : M — N es una isometria Finsler si, y solamente si, &
es biyectiva y preserva la correspondiente distancia Finsler dy; y dy, esto es, para todo
x,y € M:

du(x,y) = dy(h(x), h(y)).

Ahora combinando el resultado anterior con el teorema 5.3 obtenemos el siguiente teo-
rema.

Teorema 5.4. Sean M y N variedades Finsler segundo numerables, conexas, reversibles
y completas. Entonces M y N son equivalentes como variedades Finsler, siy solamente si,
C ;(M )y C ; (N) son dlgebras normadas isométricas. Ademds, toda isometria de dlgebras
normadas T : C}(N) — C,(M) es de la forma T(f) = f o hdonde h : M — N es una
isometria Finsler.
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