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I.V.I.C.

CENTRO DE ESTUDIOS AVANZADOS

CARACAS, VENEZUELA

2008

STEFANIA MARCANTOGNINI GABRIEL PADILLA

TUTORA DIRECTOR DEL TRABAJO DE GRADO

Las ecuaciones Euler-Poincaré clásicas surgen a través de una reducción del prin-

cipal variacional
∫ b

a L(t, x, ẋ)dt donde L : T(G) −→ R es un Lagrangiano G-

invariante, definido sobre el fibrado tangente de un grupo de Lie. Se define el



Lagrangiano reducido l : T(G)/G −→ R como la aplicación L sobre el cocien-

te. Las ecuaciones Euler-Lagrange de L para curvas sobre G son equivalentes a

un nuevo tipo de ecuaciones de l, curvas reducidas en el álgebra de Lie g. Estas

ecuaciones se conocen como las ecuaciones Euler-Poincaré (véase [CGR]).

El propósito de este trabajo es el estudio del problema de Lagrange sobre los

fibrados jets J1(P), especı́ficamente se muestra en detalle la demostración del teo-

rema de reducción Euler-Poincaré sobre fibrados principales, con un grupo de Lie

general, como objetivo principal, además de resultados importantes de la teorı́a

de fibrados y conexiones. La reducción Euler-Poincaré trata con un Lagrangiano

definido sobre el primer fibrado jet J1(P) de un fibrado principal L : J1(P) −→ R

invariante bajo la acción natural inducida por el grupo estructural G sobre J1(P).

El problema variacional reducido toma lugar sobre el fibrado de las conexiones

C(P), el cual es isomorfo al espacio cociente (J1(P))/G.
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Introducción

La teorı́a de fibrados principales ha jugado un papel fudamental tanto en ma-

temáticas como en diversas modelizaciones de problemas de fı́sica, tales como el

problema de Lagrange. El reconocimiento de la importancia de los fibrados toma

lugar en el perı́odo de 1935 a 1940. La primera definición general fue dada por

Whitney. Hopf y Stiefel demostraron la utilidad de esta teorı́a, con aplicaciones de

topologı́a a geometrı́a diferencial (véase [Ste]). En términos generales, un fibrado

es un objeto con propiedades similares a las del producto cartesiano, está forma-

do por tres espacios topológicos P, M, y F, y una aplicación llamada proyección,

definida de P en M.

Un G-fibrado principal es un fibrado, cuyas fibras son espacios homogéneos,

respecto a un grupo topológico. Una conexión sobre un fibrado principal permite

comparar la geometrı́a local de diferentes puntos. La teorı́a de conexiones conduce

a los invariantes de curvatura y torsión. Es interesante notar que el conjunto de

conexiones de un fibrado principal se identifica con las secciones de otro fibrado,

llamado fibrado de las conexiones.

El cálculo de variaciones es la rama de la matemática en la que se estudian

1
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métodos para obtener valores extremos de funcionales que dependen de la elec-

ción de una o varias funciones, sujetas a restricciones de diversa ı́ndole. Uno de

los problemas fundamentales en el cálculo de variaciones, consiste en minimizar

el funcional

S(x) =
∫

T
L(t, x, ẋ)dt, donde t ∈ T ⊂ R

m, x = (x1, · · · , xm)

sujeto a ciertas condiciones. Este tipo de problemas es conocido como problema de

Lagrange (véase [Moi]). Euler propuso un método para dar una solución aproxi-

mada de problemas de cálculo variacional, basados en la reducción del problema.

Para el caso más simple de cálculo variacional, la variación está definida como:

δS(x) =
∫ t1

t0

(
∂L

∂x
−

d

dt

∂L

∂ẋ

)∣∣∣∣
x(t)

h(t)dt,

donde h(t) es una función suave arbitraria. La condición δS = 0 es necesaria para

que la función x(t) alcance un valor extremo del funcional L, esta función debe sa-

tisfacer las ecuaciones diferenciales
∂L

∂x
−

d

dt

∂L

∂ẋ
= 0, llamada ecuación variacional

de Euler, y en teorı́a mecánica ecuación de Euler-Lagrange (véase [GPS]).

Este trabajo pretende recoger algunas ideas de la teorı́a de fibrados en relación

con el problema de Lagrange, especı́ficamente con el teorema de reducción Euler-

Poincaré sobre fibrados principales, como objetivo principal. La reducción de estas

ecuaciones de la manera clásica (véase [MR]) parte de considerar un grupo de Lie

G y un Lagrangiano, L : T(G) −→ R, invariante bajo la acción natural de G sobre

su fibrado tangente. Esto naturalmente induce una función l : T(G)/G −→ R

llamado Lagrangiano reducido. Las ecuaciones Euler-Lagrange de L para curvas

sobre G son equivalentes a un nuevo tipo de ecuaciones de l, curvas reducidas
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en el álgebra de Lie g. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones Euler-

Poincaré (véase [CGR]).

La formulación moderna del Lagrangiano generalizado y la dinámica Hamil-

toniana sobre fibrados se escriben en el lenguaje de espacios jets o variedades

jets (véase [Sau], [KMS]). Estos espacios generalizan al fibrado tangente. En es-

ta estructura es posible escribir las ecuaciones diferenciales sobre las secciones de

un fibrado suave en una forma invariante. Históricamente, los espacios jets son

atribuidos a C. Ehresmann, y fueron un avance al método de prolongación de E.

Cartan (véase [Iva]).

Este trabajo está dividido en cuatro capı́tulos. En el Capı́tulo 1, comienza con

un estudio preliminar de algunas definiciones y resultados de variedades diferen-

ciales, grupos y álgebras de Lie. En el Capı́tulo 2, se establecen las propiedades

de fibrados diferenciables. El grupo de automorfismos de un fibrado principal y

del subgrupo Gauge del mismo, que serán usados más adelante, y se introducen

los fibrados asociados, los fibrados adjuntos, esto es, la geometrı́a de los fibrados

principales que se utilizan en teorı́as Gauge. En el Capı́tulo 3, estudia la geometrı́a

del fibrado de conexiones. Uno de los principales resultados es la correspondencia

entre el conjunto de conexiones de un fibrado principal y las secciones del fibrado

de conexiones C(P), además de la identificación de la variedad cociente (J1(P))/G

del fibrado de los 1-jets con C(P). Y por último el Capı́tulo 4, fundamental en este

trabajo, muestra el teorema de reducción Euler-Poincaré sobre fibrados principales

para un grupo de Lie general (veáse [CGR]). Además se estudian algunos concep-

tos de cálculo variacional en relación con las ecuaciones Euler-Lagrange.



Capı́tulo 1

Introducción a las Variedades

En este capı́tulo son introducidas de manera breve las herramientas básicas de la

teorı́a de variedades diferenciales; y, como caso particular, se estudian los grupos

de Lie G, con algunos ejemplos clásicos. Además de la correspondencia biunı́voca

entre un álgebra de Lie de G, y el espacio tangente a G en la identidad. Los grupos

de Lie son de gran utilidad para el estudio de los G-fibrados principales (véase

[Ste]).

1.1. Variedades

Una variedad diferenciable es un espacio topológico M bajo ciertas condiciones,

cubierto por subconjuntos abiertos que son homeomorfos a subconjuntos abier-

tos de Rm. A estos homeomorfismos les exigiremos cumplir algunas condiciones

que nos permitirán extender la noción de diferenciabilidad, para funciones defi-

nidas en M. Uno de los ejemplos más simples de variedades, son las superficies,

4



5
encontradas en los cursos de Cálculo.

Las variedades diferenciales son muy importantes en fı́sica, éstas forman la

base para algunas teorı́as, como la mecánica clásica (mecánica de Lagrange) [GPS],

la relatividad general [Sch] y la teorı́a de Yang-Mills (Gauge Theory) [Fra].

Definición 1.1.1. Una variedad topológica de dimensión m, es un espacio to-

pológico M no vacı́o, Hausdorff, 2o numerable y localmente euclidiano de dimen-

sión m en todos sus puntos, es decir, para cada punto x ∈ M, existe una vecindad

abierta U de x y un homeomorfismo ϕ de U sobre ϕ(U) ⊂ Rm.

U

x•

ϕ

•

ϕ(U)

Figura 1.1: M es localmente euclideano

Definición 1.1.2. Sea U ⊂ Rm abierto, y f : U −→ Rm. Diremos que f es dife-

renciable de clase Ck, para k un entero no negativo, si las derivadas parciales
∂α f

∂xα

existen y son continuas en U para α ≤ k.

Una aplicación f es diferenciable de clase Ck si y sólo si cada una de las fun-

ciones componentes f i = ri ◦ f es Ck. Aquı́ ri : Rm −→ R es la proyección en la

i-ésima coordenada. Diremos que f es suave, si es de clase Ck para todo k ≥ 0.
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Sea ϕ un homeomorfismo de un conjunto abierto U ⊂ M sobre Rm. El par

(U, ϕ) (algunas veces denotado por (U, x1, . . . , xm), con xi = ri ◦ ϕ) es llamado

carta o sistema coordenado sobre U ⊂ M. La aplicación, ϕ−1 : Rm −→ U, es una

parametrización de U ⊂ M.

Definición 1.1.3. Un variedad suave es un par (M,A) donde M es una varie-

dad topológica de dimensión m y A es una colección de sistemas coordenados

{(Uα, ϕα) : α ∈ N} que satisface las dos propiedades siguientes:

(a) M = ∪
α∈N

Uα.

(b) Las aplicaciones ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ), llamadas cambios

de coordenadas, son funciones suaves, para cualquier par α, β ∈ N.

M

Uα
Uβ

ϕβ ◦ ϕ−1
α

ϕα(Uα) ϕβ(Uβ)

RmRm

ϕα ϕβ

Figura 1.2: Cambio de coordenadas

Una familia {(Uα, ϕα) : α ∈ N} que satisface las condiciones (a) y (b) es llamado

atlas suave de M.
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Diremos que el atlas A es maximal con respecto a (b) si para cualquier siste-

ma coordenado (U, ϕ) sobre U ⊂ M tal que ϕ ◦ ϕ−1
α y ϕα ◦ ϕ−1 son suaves para

todo α ∈ N, entonces (U, ϕ) ∈ A. Dado un atlas sobre M, podemos fácilmente

completarlo en uno maximal, tomando la unión de todas las cartas que, junto con

cualquier otra carta del atlas dado, verifique la condición (b). (Veáse [doC, 0.§2],

[Spi, 2.§1]). Debido a ello sólo consideraremos atlas suaves.

Ejemplo 1.1.4. Ejemplos de variedades suaves.

(a) La variedad suave de dimensión m, más simple es Rm; con su topologı́a usual

y atlas A = {(Rm, IdRm)}.

(b) Un subconjunto abierto N (no vacı́o) de una variedad suave Mm, con la topo-

logı́a de subespacio, también es una variedad suave de dimensión m.

(c) Mm×n(R), el conjunto de todas las matrices con entradas reales de orden m× n,

admite una estructura de variedad suave. Esto se puede ver extendiendo todas las

entradas de cada matriz en una sola fila, ası́ podemos identificar Mm×n(R) con

Rmn.

(d) La esfera unitaria n-dimensional, S
n = {(z1, . . . , zn+1) ∈ R

n+1 :
n+1

∑
i=1

z2
i = 1} es

una variedad suave. Consideramos las aplicaciones

ϕkj : Ukj −→ R
n, ϕkj(z1, . . . , zn+1) = (z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn+1)

donde Ukj = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Sn : (−1)jzk > 0}, j = 0, 1 y k = 1, 2, . . . , n + 1. La

colección {(Ukj, ϕkj)} es un atlas para Sn (veáse [doC, pág. 55], para el caso n = 2).
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x y

z

0

S
2

Figura 1.3: Cubrimiento de la esfera S
2 por casquetes esféricos

1.2. Espacio tangente a una variedad M

A cada punto de una superficie en R3 le podemos asociar un plano tangente, esta

idea se generaliza a la teorı́a de variedades,

•x

Figura 1.4: Plano tangente a la esfe-

ra en el punto x ∈ S2

y cada punto x de una variedad M le asigna-

mos un espacio vectorial real, el cual intuiti-

vamente contiene las posibles “direcciones”

que pasan a través de x. Este espacio es lla-

mado espacio tangente de la variedad en x.

Sean M y N dos variedades y x ∈ M. Consideremos todas las aplicaciones

suaves f : Ux −→ N donde Ux es una vecindad abierta de x ∈ M. Escribiremos

f ≃x g si existe una vecindad abierta V de x, con f |V = g|V . Ésta es una relación



9
de equivalencia sobre el conjunto de todas las aplicaciones consideradas. La clase

de f es llamada gérmen de f en x. El conjunto de todos los gérmenes es denotado

por C∞
x (M, N).

Un vector tangente apoyado en un punto a ∈ Rm es simplemente un par (a, X)

con X ∈ Rm, también denotado por Xa. Esto induce una aplicación lineal, llamada

derivación, Xa : C∞(Rm) −→ R dada por Xa( f ) = DX f (a) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f (a + tX).

El valor depende sólo del gérmen de f en a y satisface la regla de Leibnitz

Xa( f g) = Xa( f ).g(a) + f (a).Xa(g).

Lema 1.2.1. Para cualquier a ∈ Rm, las m derivaciones

∂

∂x1

∣∣∣∣
x=a

, . . . ,
∂

∂xm

∣∣∣∣
x=a

, definidas por
∂

∂xi

∣∣∣∣
x=a

( f ) =
∂ f

∂xi
(a), (i = 1, . . . , m)

forman una base para Ta(Rm).

[Dem.] Si D : C∞(Rm) −→ R es lineal y satisface la regla de Leibnitz en a, entonces

D es dado por la acción de un vector tangente apoyado en el punto a. Esto puede

ser visto como sigue: para f ∈ C∞(Rm) tenemos

f (x) = f (a) +
∫ 1

0

d

dt
f (a + t(x − a))dt

= f (a) +
n

∑
i=1

∫ 1

0

∂ f

∂xi
(a + t(x − a))dt(xi − ai)

= f (a) +
n

∑
i=1

hi(x)(xi − ai), donde hi(x) =
∫ 1

0

∂ f

∂xi
(a + t(x − a))dt

Como D(1)=D(1 · 1) = 2D(1), se tiene D(constante)=0. Ası́
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D( f ) = D( f (a) +
n

∑
i=1

hi(x)(xi − ai))

= 0 +
n

∑
i=1

(
D(hi(x))(ai − ai) + hi(x)(D(xi)− 0)

)

=
n

∑
i=1

∂ f

∂xi
(a)D(xi),

donde xi es la i-ésima función coordenada sobre Rm. También se tiene que

D( f ) =
m

∑
i=1

D(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
a

( f ) y D =
m

∑
i=1

D(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
a

. (1.1)

Ası́, D es inducido por el vector tangente (a, ∑
m
i=1 D(xi)ei), donde (ei) es la base

estandar de Rm. �

Definición 1.2.2. Se define espacio tangente, Tx(M) de M en x, como el conjunto

de todas las aplicaciones Xx : C∞(M) −→ R que satisfacen para todo α, β ∈ R y

f , g ∈ C∞
x (M) las siguientes condiciones

(i) Xx(α f + βg) = αXx( f ) + βXx(g) (Linealidad).

(ii) Xx( f g) = Xx( f )g(x) + f (x)Xx(g) (Regla de Leibnitz).

El espacio tangente Tx(M) es un espacio vectorial con las operaciones:

(Xx + Yx)( f ) = Xx( f ) + Yx(g)

(αXx)( f ) = α(Xx)( f )

Cada elemento de Tx(M) es llamado vector tangente a M en x.

Sea F : M −→ N una aplicación suave entre variedades. Entonces F indu-

ce una aplicación lineal, F∗ : Tx(M) −→ TF(x)(N), para cada x ∈ M, dada por

(F∗(Xx))(h) = Xx(h ◦ F), con h ∈ C∞
F(x)(N, R).
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x

σ M

Xx

Tx(M)

Figura 1.5: Espacio tangente Tx(M) y vector tangente Xx ∈ Tx(M)

Si (U, u) es una carta arbitraria sobre M con x ∈ U, entonces la aplicación

u∗ : C∞
u(x)(Rm, R) −→ C∞

x (M, R), con u∗( f ) = f ◦ u, y la aplicación entre espacios

tangentes, u∗ : Tx(M) −→ Tu(x)(Rm), son isomorfismos. Ası́ por el Lema 1.2.1,

Tx(M) es un espacio vectorial de dimensión m.

Lema 1.2.3. Toda Xx ∈ Tx(M) se escribe de manera única como Xx =
m

∑
i=1

Xx(ui)
∂

∂ui

∣∣∣∣
x

.

[Dem.] Usaremos la notación u = (u1, . . . , um); ui para la i-ésima función coorde-

nada sobre U, y
∂

∂ui

∣∣∣∣
x

:= u−1
∗

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
u(x)

)
= u−1

∗ (u(x), ei).

Además
∂

∂ui

∣∣
x
∈ Tx(M) es la derivación dada por

∂

∂ui

∣∣∣∣
x

(s) =
∂(s ◦ u−1)

∂xi
(u(x)) con s : U −→ R

Por la igualdad (1.1) se tiene

u∗(Xx) =
m

∑
i=1

(u∗(Xx))(xi)
∂

∂ui

∣∣∣∣
u(x)

=
m

∑
i=1

Xx(xi ◦ u)
∂

∂ui

∣∣∣∣
u(x)

=
m

∑
i=1

Xx(ui)
∂

∂ui

∣∣∣∣
u(x)

ası́ Xx = u−1
∗ (u∗(Xx)) =

m

∑
i=1

Xx(ui)
∂

∂ui

∣∣∣∣
x

. �
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Proposición 1.2.4. El espacio tangente de una variedad suave Mm en un punto es iso-

morfo a Rm, esto es, Tx(M) ≃ Rm.

La demostración se obtiene identificando las bases de Tx(M) y Rm.

M

∂

∂u

∂

∂v

v

u

Xu

Xv
X

Figura 1.6: Identificación de vectores

Lema 1.2.5. (Propiedades) Sean F : M −→ N y G : N −→ P dos aplicaciones suaves

y x ∈ M. Las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) F∗ : Tx(M) −→ TF(x)(N) es lineal, para cada x ∈ M.

(b) (G ◦ F)∗ = G∗ ◦ F∗ : Tx(M) −→ TG(F(x))(P).

(c) (IdM)∗ = IdTx(M) : Tx(M) −→ Tx(M).

(d) Si F es un difeomorfismo, entonces F∗ : Tx(M) −→ TF(x)(N) es un isomorfismo.

La demostración de las propiedades se puede consultar en [Mic1, 1.§11].
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Fibrado tangente a una variedad M

El fibrado tangente de una variedad es la unión de todos los espacios tangentes

en cada punto de la variedad. Éste forma parte de un tipo de fibrados, llamados

fibrados vectoriales, donde la fibra es un espacio vectorial. Más adelante daremos

una introducción acerca de fibrados (para una revisión completa consultar [Ste]).

Definición 1.2.6. Sea M una variedad suave de dimensión m, se llama fibrado

tangente T(M) a la unión disjunta de espacios tangentes a M, esto es

T(M) =
⊔

x∈M

Tx(M)

y la aplicación proyección

π : T(M) −→ M

está dada por π(vx) = x, con vx ∈ Tx(M). El fibrado T(M) es uno de los ejemplos

más importantes de fibrado vectorial.

Veamos que T(M) tiene estructura de variedad suave. En efecto:

Sea A = {(Uj, ψj)} un atlas suave para M y (U, ϕ) un sistema coordenado local

de A. Tenemos que ϕ(U) ⊂ Rm, donde m es la dimensión de M. Para cualquier

vector v ∈ Tx(M), su imagen ϕ∗(v) puede ser escrita de la forma

ϕ∗(v) = a1
∂

∂x1
+ · · · + am

∂

∂xm
.

Ahora definimos la aplicación

ϕ̃ : π−1(U) −→ ϕ(U) × R
m ⊂ R

2m
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que envia cada v ∈ Tx(M), en

ϕ̃(v) = (ϕ(p), a1 , · · · , am) ∈ ϕ(U) × R
m.

La aplicación ϕ̃ es biyectiva. Ahora introducimos una topologı́a en T(M) decla-

rando que cada π−1(U) es abierto, y ϕ̃ es un homeomorfismo. La colección

Ã = {(π−1(U), ϕ̃) : (U, ϕ) ∈ A} es un atlas suave para T(M).

Campos vectoriales

Un campo vectorial es una construcción del cálculo vectorial que asocia un vector

a cada punto en el espacio euclideo. Los campos vectoriales se utilizan a menudo

en fı́sica, para modelar la velocidad y la dirección de un lı́quido móvil a través

del espacio, o la intensidad y la dirección

de una cierta fuerza, como la fuerza elec-

tromagnética o la gravitatoria, pues cam-

bian punto a punto. En la teorı́a de varie-

dades los campos vectoriales se define co-

mo las secciones del fibrado tangente a la

variedad.
Figura 1.7: Campo vectorial en R2

En esta sección se presenta la identificación de campo vectorial suave y el álge-

bra de las derivaciones; las propiedades del corchete de Lie y el teorema de exis-

tencia de curvas integrales.

Definición 1.2.7. Diremos que una aplicación σ : [a, b] −→ M es una curva sua-

ve en M si σ se extiende a una aplicación C∞ de (a − ǫ, b + ǫ) en M para algún
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ǫ > 0. La curva σ : [a, b] −→ M se dice suave a trozos si existe una partición

a = α0 < α1 < · · · < αn = b tal que σ|[αi,αi+1]
es suave para cada i = 0, . . . , n − 1.

Una curva suave a trozos es necesariamente una aplicación continua.

Si σ : [a, b] −→ M es una curva suave en M, entonces su vector tangente

σ̇(t) = dσ

(
d

dr

∣∣∣∣
r=t

)
∈ Tσ(t)(M)

está bien definido para cada t ∈ [a, b].

Definición 1.2.8. Un campo vectorial X a lo largo de una curva σ : [a, b] −→ M es

una aplicación X : [a, b] −→ T(M) la cual levanta a σ; esto es, π ◦ X = σ, donde

π : T(M) −→ M. Un campo de vectores X es llamado campo vectorial suave a lo

[
a

]
b

•
t

R

π

X(t)

T(M)

Tσ(t)(M)

M
X(t)

σ(t)

X

σ

Figura 1.8: Campo de vectorial X sobre M

largo de σ si la aplicación X : [a, b] −→ T(M) es suave. Un campo vectorial suave

X sobre un conjunto abierto U ⊂ M es un levantamiento de U en T(M), esto es,

una aplicación suave X : U −→ T(M) tal que π ◦ X = IdU.

Denotaremos a el conjunto de todos los campos de vectores suaves por X(M).
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Con las operaciones de adición y multiplicación por escalar punto a punto, es un

espacio vectorial.

Proposición 1.2.9. El espacio X(M) de los campos vectoriales suaves sobre M coincide

con el espacio de todas las derivaciones del álgebra C∞(M) de funciones suaves, es decir,

las aplicaciones R-lineales D : C∞(M) −→ C∞(M), que satisfacen la regla de Leibnitz

D( f g) = D( f )g + f D(g). Para cada X ∈ X(M), las siguientes declaraciones son equi-

valentes:

(a) X es de clase C∞.

(b) Si (U, x1, · · · , xm) es un sistema coordenado sobre M, y si {ai} es una colección de

funciones definidas sobre U por X|U =
m

∑
i=1

ai
∂

∂xi
, entonces ai ∈ C∞(U).

(c) Para cada V ⊂ M abierto y f ∈ C∞(V), vale que X( f ) ∈ C∞(V)

Para la demostración de la Proposición veáse [Mic1, 1. §3], [War, pág. 35].

Definición 1.2.10. (Corchetes de Lie). Si X e Y son campos vectoriales suaves sobre

M, se define el campo vectorial [X, Y], llamado corchete de Lie de X e Y, por:

[X, Y]x( f ) = Xx(Y( f )) − Yx(X( f )), con x ∈ M.

Lema 1.2.11. Sean X, Y y Z campos vectoriales suaves sobre M. Entonces:

(a) [X, Y] es un campo vectorial sobre M.

(b) Si f , g ∈ C∞(M), entonces [ f X, gY] = f g[X, Y] + f (X(g))Y − g(Y( f ))X.

(c) [X, Y] = −[Y, X]
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(d) [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.

Todas estas propiedades son verificadas fácilmente usando el conmutador

[X, Y] = X ◦ Y − Y ◦ X en el espacio de las derivaciones del álgebra C∞(M).

Definición 1.2.12. Sea X un campo vectorial sobre M. Una curva suave σ en M es

una curva integral de X, si σ̇(t) = X(σ(t)), para cada t en el dominio de σ.

•
x

Xx
σx

Figura 1.9: Curva integral a través de un campo de vectores

Proposición 1.2.13. Sea X un campo vectorial suave sobre una variedad diferenciable M.

Para cada x ∈ M, existen a(x), b(x) en R ∪ {±∞}, y una curva suave

σx : (a(x), b(x)) −→ M

tales que

(a) 0 ∈ (a(x), b(x)) y σx(0) = x

(b) σx es una curva integral de X.
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(c) Si µ : (c, d) −→ M es una curva suave que satisface las condiciones (a) y (b), entonces

(c, d) ⊂ (a(x), b(x)) y µ = σx|(c,d).

Para la demostración de la proposición, veáse [War, pág. 38].

Ejemplo 1.2.14. Consideremos el campo de vectores en R
2 definido en términos

de la carta identidad (R2, IdR2) de funciones coordenadas (x1, x2), por

X = x1 ∂

∂x1
+ x2 ∂

∂x2
.

Una curva σ : R −→ R2 es una curva integral de X si y sólo si

d

dt
(x1 ◦ σ) = x1 ◦ σ,

d

dt
(x2 ◦ σ) = x2 ◦ σ

se sigue que las componentes de la aplicación que define la curva son σ1(t) = aet

y σ2(t) = bet. Por consiguiente, existe una única curva integral con dominio R

σ : R −→ R
2 t 7−→ (aet, bet)

que parte del punto dado (a, b) ∈ R2.

1.3. Grupos y Álgebras de Lie

Los grupos de Lie son muy importantes en análisis matemático, fı́sica y geometrı́a,

sirven para describir la simetrı́a de las estructuras analı́ticas. Fueron introducidos

por Sophus Lie en 1870, para estudiar simetrı́as de ecuaciones diferenciales.

En esta sección se presenta una breve introducción a los grupos de Lie. El pun-

to central de esta teorı́a es la relación entre un grupo de Lie y su álgebra de Lie
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asociada. Se estudiarán las propiedades de la aplicación exponencial, aplicación

adjunta y acciones de grupos sobre un espacio topológico.

Definición 1.3.1. Un Grupo de Lie es una variedad suave G, que tiene una estruc-

tura de grupo compatible con la estructura de variedad, en el sentido que las apli-

caciones multiplicación µ : G × G −→ G con µ(g, h) = gh, e inversión I : G −→ G

por I(g) = g−1, son suaves, para todo g, h ∈ G.

Un subgrupo cerrado H ≤ G, que es también una subvariedad, es llamado

subgrupo de Lie de G. Las aplicaciones suaves Lg : G −→ G, con Lg(h) = gh; y

Rh : G −→ G, por Rh(g) = gh, son llamadas aplicaciones translación a izquierda

y translación a derecha.

Si e ∈ G denota el elemento neutro, entonces Le = IdG = Re, además (Lg)−1 =

Lg−1 y (Rh)
−1 = Rh−1 . Ası́ Lg y Rh son difeomorfismos para cada g, h ∈ G, estas

aplicaciones conmutan, es decir, Lg ◦ Rh = Rh ◦ Lg. Las aplicaciones inducidas

(Lg)∗, y (Rh)∗ son también difeomorfismos.

Ejemplo 1.3.2. Los grupos de Lie son abundantes.

1. El espacio euclı́deo Rn es un grupo de Lie bajo la adición de vectores.

2. El producto G × H de dos grupos de Lie es un grupo de Lie con la estructura

de variedad producto y la estructura de producto de grupos.

3. El cı́rculo unitario S1 ⊂ C∗ es un grupo de Lie con las operaciones inducidas

por C∗ , donde C∗ es el conjunto de los números complejos sin el cero.
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−1 1

1

−1

θ

(cos(θ), sin(θ))

Figura 1.10: Cı́rculo unitario

4. El n-Toro Tn (n un entero positivo) es un grupo de Lie, el cual es el producto

del grupo de Lie S1 consigo mismo n-veces.

Figura 1.11: El 2-Toro

5. La variedad GLm(R) de todas las matrices reales no-singulares m × m es un

grupo de Lie, bajo multiplicación de matrices.

Algunos grupos de Lie más importantes (véase [Bak, pág 189]).

6. El Grupo Lineal General Positivo, GL+
n (R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) 6= 0}.

7. El Grupo Lineal General Proyectivo,

PGL+
n (R) = GLn(R)/{λI ∈ GLn(R) | λ ∈ R}

8. El Grupo Lineal Especial, SL+
n (R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1}
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9. El Grupo Lineal Especial Proyectivo

PSL+
n (R) = SL+

n (R)/{λI ∈ SL+
n (R) | λ ∈ R}

10. El Grupo Ortonormal, On(R) = {A ∈ GLn(R) | AAt = 1}.

Definición 1.3.3. Un álgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial real g junto

con una operación bilineal [ , ] : g× g −→ g (llamado corchete) tal que para todo

X, Y, Z, W ∈ g y a, b ∈ R,

(a) [aX + Y, bZ + W] = ab[X, Z] + a[X, W] + b[B, Z] + [Y, W] (Bilinealidad)

(b) [X, Y] = −[Y, X] (Anti-commutativo)

(c) [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (Identidad de Jacobi)

La importancia del concepto de álgebra de Lie es que existe un álgebra de Lie de

dimensión finita intimamente asociada con el grupo de Lie, y que las propieda-

des del grupo de Lie están reflejadas en las propiedades de su álgebra de Lie. Por

ejemplo, los grupos de Lie conexos o simplemente conexos están completamen-

te determinados (bajo isomorfismos) por sus álgebras de Lie. El estudio de estos

grupos de Lie se reduce en gran parte al estudio de sus álgebras de Lie.

Ejemplo 1.3.4. Ejemplos de álgebras de Lie.

(a) Dado un grupo de Lie G, el espacio vectorial de campos tangentes sobre G,

X(G), es un álgebra de Lie con la operación corchete de Lie de campos

[X, Y] = XY − YX, X, Y ∈ X(G).
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(b) El espacio vectorial de todos los campos vectoriales suaves sobre una varie-

dad M forman un álgebra de Lie bajo la operación corchete de Lie sobre campos

vectoriales.

(c) Cualquier espacio vectorial llega a ser un álgebra de Lie, si todos los corchetes

son igual a 0. Estas álgebras son llamadas abelianas.

(d) El espacio vectorial gl(n, R) de todas las matrices con entradas reales n × n

forman un álgebra de Lie, si definimos el corchete como:

[A, B] = AB − BA, para cada A, B ∈ gl(n, R).

(e) Un espacio vectorial de dimensión 2 con base {x, y} es un álgebra de Lie, si

definimos: [x, x] = [y, y] = 0, [x, y] = y, y se extiende bilinealmente.

(f) R3 con la operación producto vectorial, es un álgebra de Lie.

θ |
−−→
a × b|

~a

~b

−−→
a × b

Figura 1.12: Producto vectorial de vectores~a,~b ∈ R3

Definición 1.3.5. Un campo vectorial suave X sobre G es un campo vectorial in-

variante a izquierda si para cada g ∈ G, se satisface (Lg)∗(X) = X.

Sea XL(G) el conjunto de todos los campos invariantes a izquierda sobre G. Si

X, Y ∈ XL(G) y g ∈ G, entonces (Lg)∗([X, Y]) = [(Lg)∗(X), (Lg)∗(Y)] = [X, Y],

por tanto [X, Y] ∈ XL(G). El conjunto, XL(G) es una subálgebra de Lie de X(G).
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Definición 1.3.6. Dado un grupo de Lie G, se define el álgebra de Lie G, como el

álgebra de los campos invariantes a izquierda:

g = {X ∈ X(G) | (Lg)∗(X) = X, ∀g ∈ G} = XL(G)

Interpretaciones

Sea G un grupo de Lie, e ∈ G el elemento unidad y g el álgebra de Lie de G.

1. Hay una biyección entre los espacios vectoriales XL(G) y Te(G):

Para cada ξ ∈ Te(G), definimos el campo vectorial Xξ sobre G como:

Xξ(g) = (Lg)∗(ξ). Entonces

Xξ(gh) = (Lgh)∗(ξ) = (Lg)∗((Lh)∗(ξ)) = (Lg)∗(Xξ(h)),

lo cual muestra que Xξ es invariante a izquierda. Las aplicaciones lineales

ζ1 : XL(G) −→ Te(G) X 7−→ X(e) y

ζ2 : Te(G) −→ XL(G) ξ 7−→ Xξ

satisfacen ζ1 ◦ ζ2 = IdTe(G) y ζ2 ◦ ζ1 = IdXL(G). Se define el conchete de Lie en

Te(G) por [ξ, η] := [Xξ , Xη ](e), donde ξ, η ∈ Te(G) y [Xξ , Xη ] es el conchete de Lie

de campos vectoriales. Esto hace a Te(G) un álgebra de Lie. (Véase [MR]).

2. Hay una correspondencia entre las subálgebras de Lie de g y los subgrupos de

Lie conexos de G.

Definición 1.3.7. La aplicación exponencial exp : g −→ G está definida por

exp(ξ) = σξ(1), donde σξ : R −→ G es la única curva integral maximal de Xξ

que satisface σξ(0) = e y σ′
ξ(t) = Xξ(σξ(t)).
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La aplicación exponencial satisface las siguientes propiedades ([MR, 9 §.1]):

• exp(tξ) = σξ(t);

• exp((t + s)ξ) = exp(tξ). exp(sξ), para todo t, s ∈ R;

• exp(−ξ) = exp(ξ)−1

G

0 X

g

exp

•

•
e

σX

exp(X)

Figura 1.13: Aplicación exponencial

Ejemplo 1.3.8. Sea G = GLm(R), con álgebra de Lie glm(R) ≃ Rm2
= Mm×m(R).

Para cada A ∈ glm(R), la aplicación σA : R −→ GLm(R) dada por t 7−→
∞

∑
i=0

ti

i!
Ai

es la curva integral, tal que σA(0) = I y σ′
A(t) =

∞

∑
i=0

ti−1

(i − 1)!
Ai = σA(t)A. Por lo

tanto, la aplicación exponencial es dada por

exp : glm(R) −→ GLm(R), A 7−→ σA(1) =
∞

∑
i=0

Ai

i!
.

Definición 1.3.9. Sean G un grupo de Lie y g ∈ G, se define la aplicación conju-

gada o conjugación como: Cg : G −→ G, donde Cg(h) = ghg−1.

Esta aplicación es un difeomorfismo que fija el elemento neutro, debido a que Cg
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se puede escribir como la composición de los difeomorfismos Rg−1 y Lg, esto es,

Cg(h) = (Rg−1 ◦ Lg)(h) para todo h ∈ G.

Se define la aplicación adjunta mayúscula Adg : g −→ g, como la diferencial

de la aplicación Cg(h) con respecto a h, en h = e; esto es, Adg(η) = Cg∗(η).

•
e

•
gAdg

(Lg)∗

(R−1
g )∗

Figura 1.14: La aplicacion adjunta es una linealización de la conjugación

Diferenciando Adg(η) con respecto a g, en g = e, obtenemos la aplicación adjunta

minúscula adη : g −→ g dada por adη(ξ) = ϕ
η
∗(ξ), donde ϕη = Adg(η).

Proposición 1.3.10. Para cualquier par ξ, η ∈ g, se satisface que adη(ξ) = [ξ, η].

[Dem.] Sean ξ, η ∈ g y g ∈ G. Denotemos por ϕt(g) = g exp(tξ) = Rexp(tξ)(g) el

flujo de Xξ . Entonces

adη(ξ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Adexp(tξ)(η) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Lexp(tξ) ◦ Rexp(−tξ))∗(η)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp(−tξ))∗((Lexp(tξ))∗(η)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp(−tξ))∗(Xη(exp(tξ))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ−1
t )∗(Xη(ϕt(e)) = [Xξ , Xη ](e) = [ξ, η].

�
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Acciones de grupos

Aquı́ mostraremos algunos resultados importantes relacionados con aplicaciones

suaves entre grupos de Lie y variedades diferenciales.

Definición 1.3.11. Sea G un grupo y X un conjunto. Una acción por la izquierda

de G en X es una función µ : G × X −→ X, que satisface

µ(e, x) = x, y µ(g, µ(h, x)) = µ(gh, x) para todo g, h ∈ G, y x ∈ X.

Por comodidad escribiremos habitualmente gx en lugar de µ(g, x). Se define la

órbita de un punto x ∈ X, al subconjunto Orb(x) = {gx | g ∈ G}; y estabilizador

de x al subgrupo Gx de G, dado por Gx = {g ∈ G : gx = x}.

Definición 1.3.12. Sea G un grupo que actúa a izquierda sobre X. Diremos que la

acción es

◦ Transitiva: si para cada par p, q ∈ X existe g ∈ G tal que pg = q.

◦ Libre: si se verifica pg = q ⇐⇒ g = e, para cualesquiera p, q ∈ X. Cuando la

acción es libre, Orb(x) = G.

Ejemplo 1.3.13. • El teorema de Cayley asegura que G actúa sobre sı́ mismo por

translaciones: Lg : G −→ G por Lg(a) = ga. Si a ∈ G, entonces la órbita en a es G

y el estabilizador es {e}.

• Si G actúa sobre G/H (la familia de cocientes de un subgrupo H) por transla-

ciones Lg : G/H −→ G/H, con Lg(aH) = gaH. La órbita O(aH) = G/H. Ası́ que

G actúa transitivamente sobre G/H. El estabilizador en aH, es aHa−1.
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Proposición 1.3.14. Sea G un grupo de Lie que actúa a izquierda sobre una variedad

suave M. Entonces G/Gx ≃ O(x), con x ∈ M.

[Dem.] Si x ∈ M, G/Gx denota la familia de todas los cocientes de Gx en G. De-

finimos f : O(x) −→ G/Gx por f (ax) = aGx. Veamos que f está bien definida:

si ax = bx para algún b ∈ G, entonces b−1ax = x, b−1a ∈ Gx, y aGx = bGx. La

función f es inyectiva: si aGx = f (ax) = f (cx) = cGx para algún c ∈ G, enton-

ces c−1a ∈ Gx, c−1ax = x, y ax = cx; además es sobreyectiva: si a ∈ G, entonces

aGx = f (ax). Por tanto, f es biyectiva. Ası́ que G/Gx ≃ O(x). �



Capı́tulo 2

Fibrado principal

La estructura matemática en la cual la teorı́a clásica de campos Gauge tiene una

interpretación geométrica natural es la teorı́a de fibrados principales con conexio-

nes (véase [Soc]). Un fibrado principal suave es una estructura geométrica rica,

esencialmente consta de dos variedades suaves, P espacio total, y M espacio base,

además de un grupo de Lie G, que actúa a derecha sobre P (véase [Ste]). En apli-

caciones fı́sicas M es el espacio-tiempo del sistema fı́sico y los campos Gauge son

1-formas ω con valores en el álgebra de Lie g sobre P.

Este capı́tulo comienza con algunas definiciones y resultados acerca de fibra-

dos suaves. Dado un fibrado principal suave π : P −→ M con grupo de Lie G,

se definen los campos G-invariantes y fundamentales. Además, el grupo de Lie

de automorfismos infinitesimales Aut(P) y el grupo de transformaciones Gauge

gau(P), con sus respectivas álgebras de Lie asociadas. A partir de un fibrado prin-

cipal se define en el siguiente capı́tulo el fibrado de conexiones C(P), el cual se

puede identificar con la variedad (J1(P))/G del fibrado de los 1-jets (véase [Gar]).

28
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2.1. Fibrados topológicos

Un fibrado es un objeto con propiedades similares a las del producto cartesiano. El

ejemplo más sencillo de fibrado es un producto de espacios topólogicos M × F. En

general, un fibrado es una colección, E = (E, M, π, F); llamados E el espacio total,

M la base y F la fibra; además de la aplicación π : E −→ M. Los fibrados pueden

tener propiedades especiales más complicadas que las de un simple producto. Si la

fibra F = G es un grupo de Lie y las cartas preservan la multiplicación del grupo;

tenemos un fibrado principal (véase [Ste], [Kos]).

π

x

M

π−1(x)

E

•••
•

Figura 2.1: Representación de un fibrado

Definición 2.1.1. Sea F un espacio topológico y π : E −→ M una aplicación con-

tinua. Llamaremos la cuádrupla E = (E, M, π, F) fibrado (localmente trivial) con

fibra (abstracta) F si, para cada x ∈ M, existe un conjunto abierto U ⊂ M que con-

tiene a x tal que π−1(U) ≃ U × F, por un homeomorfismo ϕ que hace conmutativo

el siguiente diagrama:
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π−1(U) U × F

U

@
@

@@R
π

-
ϕ

�
�

��	
π1

El homeomorfismo ϕ : π−1(U) −→ U × F, tiene la forma ϕ(p) = (π(p), ϕ̃(p))

para cada p ∈ π−1(U), donde ϕ̃ : π−1(U) −→ F es una aplicación suave.

Observaciones †† 2.1.2.

• El par (U, ϕ) es llamado carta del fibrado.

• La fibra sobre x ∈ M, Fx = π−1(x), es homeomorfa a F para cada x ∈ M,

mediante la aplicación ϕ̃.

• La aplicación π1 es la proyección en la primera coordenada.

• Si E, M y F son variedades suaves, π es una aplicación suave y las cartas siempre

pueden elegirse suaves, tenemos un fibrado suave.

T(R)

R

π
•
p

π−1(p) ≃ R

Figura 2.2: Fibrado tangente de R, T(R) ≃ R × R

(Funciones de transición). Si (U1, ϕ1) y (U2, ϕ2) son dos cartas en un entorno del

punto x ∈ M. Para cada p ∈ π−1(U1)∩ π−1(U2), con π(p) = x ∈ U1 ∩U2, existen
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z, g ∈ F tales que ϕ1(p) = (x, z) y ϕ2(p) = (x, g), luego la función de transición

γ12(x) : F −→ F, inducida por la composición ϕ1 ◦ ϕ−1
2 , sólo depende de x y

satisface las siguientes propiedades (para más detalles véase [Ste, pág. 8]):

•γ11 = IdF, •γ12 = γ−1
21 , •γ12 ◦ γ23 = γ13.

Definición 2.1.3. Sea E = (E, M, π, F) un fibrado suave y G un grupo de Lie que

actúa suavemente sobre F como grupo de difeomorfismos. Un G-atlas para E es

una colección A = {(Ui, ϕi)}i∈N de cartas para E tales que

(i) La colección {Ui}i∈N es un cubrimiento de M;

(ii) Para cada par de cartas (U, ϕ) y (V, ψ) en A la aplicación

Φ = ψ ◦ ϕ−1 : (U ∩ V)× F −→ (U ∩ V)× F,

llamada cambio de coordenadas, tiene la forma Φ(x, z) = (x, γ(x)z); nótese que

la función de transición γ : U ∩ V −→ G es una aplicación suave.

Observación †† 2.1.4. • El fibrado E = (E, M, π, F) junto con el grupo de Lie G

(Definición 2.1.3), es llamado G-fibrado suave.

Algunas veces llamaremos al grupo de Lie G grupo estructural. Para una revisión

más detallada acerca de fibrados topológicos, consultar [Ste].

Definición 2.1.5. Un fibrado vectorial es un fibrado π : E −→ M, donde la fibra

tı́pica es un espacio vectorial F de dimensión finita. Sus funciones de transición

pertenecen al grupo de transformaciones lineales de F, GL(F).
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Definición 2.1.6. Sea π : E −→ M un fibrado, se llama sección local del fibrado

a cualquier aplicación s : U −→ E, con U ⊂ M, que satisface π ◦ s = IdU. En

particular, cuando U = M, diremos que es una sección global del fibrado.

Las secciones que nos interesan son las C∞, a este conjunto de secciones se

denotará por Γ(M, E) o simplemente Γ(E), cuando se sobreentiendan las demás

componentes del fibrado.

Ejemplo 2.1.7. Sea T(M) −→ M el fibrado tangente. Una sección es una aplica-

ción s : M −→ T(M), tal que a cada x ∈ M asigna un vector v ∈ Tp(M), luego

Γ(T(M)) = X(M).

Ejemplo 2.1.8. Sea π : S1 −→ S1, con S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, el fibrado de la

Figura 2.4. Con proyección π(z) = z2.

M

E

π

π−1(x)

•p

Figura 2.3: Fibrado vectorial de fi-

bra R sobre S1

•

•

M

E

π

π−1(x)

•p

Figura 2.4: Fibrado de grupos de

Lie de fibra Z2 sobre S1

El grupo cı́clico Z2 = {1,−1}, de dimensión 2, actúa libremente por la derecha en
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S1 del siguiente modo: T : S1 × Z2 −→ S1 dada por

T(z, a) =





z si a = 1

−z si a = −1

Sea {((0, 2π), eiθ), ((−π, π), eiθ))} un atlas de S
1. Un atlas fibrado es la colección

A = {(U1, φ−1
1 ), (U2, φ−1

2 )}, donde:

U1 = {eiθ | θ ∈ (0, 2π)} × Z2 con φ−1
1 (eiθ ,±1) = T(±1, ei θ

2 ) = ±ei θ
2 y

U2 = {eiθ | θ ∈ (−π, π)} × Z2 con φ−1
2 (eiθ ,±1) = ±ei θ

2 y la función de transición

(φ1 ◦ φ−1
2 )(eiθ ,±1) = φ1(±ei θ

2 ) =






φ1(ei θ
2 )

φ1(ei θ
2 +π)

=






(eiθ , 1)

(eiθ ,−1)

donde

φ1(eiθ) =






(ei2θ , 1) si 0 < θ < π

(ei2(θ−π),−1) si π < θ < 2π

El grupo Z2 actúa en R por la izquierda mediante el producto. El fibrado vectorial

asociado es la banda de Möbius de la Figura 2.3.

Ejemplo 2.1.9. Se denomina Fibración de Hopf al fibrado principal S3 −→ S2 de

grupo S1, descubierto por Heinz Hopf, (véase [Hopf]). Por comodidad, considere-

mos S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | ‖(z1, z2)‖ = 1}; ası́ definimos una aplicación

ϕ : C
2 −→ R

3 ≃ R × C dada por ϕ(z1, z2) = (|z1|
2 − |z2|

2, 2z1z2)

Si |z1|
2 + |z2|

2 = 1

‖(|z1|
2 − |z2|

2, 2z1z2)‖ = (|z1|
2 − |z2|

2)2 + |2z1z2|
2

= |z1|
4 + |z2|

4 − 2|z1|
2|z2|

2 + 4|z1|
2|z2|

2

= (|z1|
2 + |z2|

2)2 = 1
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• •

• −

Figura 2.5: Visualización de la fibración de Hopf.

Luego restringiéndonos a S3 obtenemos:

π : S
3 −→ S

2 ⊂ R × C con π(z1, z2) = (|z1|
2 − |z2|

2, 2z1z2)

Además S
1 actúa libremente en S

3 por la derecha de la siguiente manera:

S
3 × S

1 −→ S
3 ⊂ C

2 dada por ((z1, z2), eiθ) 7−→ (z1eiθ, z2eiθ)

Ası́ π : S3 −→ S2 es un fibrado principal de fibra S1. Las fibras coinciden con las

órbitas:

π(z1eiθ , z2eiθ) = (|z1eiθ |2 − |z2eiθ|2, 2z1eiθz2e−iθ) = (|z1|
2 − |z2|

2, 2z1z2)

= π(z1, z2)

Si consideramos el atlas de S
2 formado por las proyecciones estereográficas que

resultan de quitar los polos norte y sur, las funciones de transición son giros en S1.
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2.2. Fibrados principales

Los fibrados principales tienen aplicaciones importantes en topologı́a y geometrı́a

diferencial. En fı́sica, tienen su uso en la teorı́a de Gauge (véase [Nab]). Los fibra-

dos principales proporcionan un marco unificador en la teorı́a de los fibrados, en

el sentido que todos los fibrados con grupo estructural G determinan un único G-

fibrado principal desde el cuál puede ser reconstruido el fibrado original (véase

[Ste]).

El objetivo principal de esta sección es presentar las herramientas necesarias

para el estudio del fibrado de conexiones, fibrado de los 1-jets J1(P) y, por último,

el teorema de reducción Euler-Poincaré en fibrados principales para un Lagran-

giano G-invariante L : J1(P) −→ R (véase [CGR]).

Definición 2.2.1. Sea G un grupo de Lie. Un fibrado principal suave con grupo

estructural G es un par (P , T), donde:

(i) P = (P, π, M, G) es un G-fibrado suave.

(ii) T : P × G −→ P es una acción a derecha de G sobre P; esta será escrita como

T(z, a) = z · a, para cada z ∈ P y a ∈ G.

(iii) Para cada carta (U, ϕ) en el atlas A del fibrado, se tiene

ϕ(x, a · b) = ϕ(x, a) · b, x ∈ U, a, b ∈ G.

Observaciones †† 2.2.2.

• La aplicación π : P −→ M es sobreyectiva y abierta.
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• La acción T es llamada acción principal. Por la condición (iii) tenemos que

π(z · a) = π(z), z ∈ P, a ∈ G.

Por tanto, la acción T es libre y las órbitas de la G-acción son precisamente las fibras

Gx = π−1(x) del fibrado (x ∈ M). En particular, las órbitas son subvariedades de

P. Nótese que la aplicación Gx 7−→ x define una biyección entre el espacio de

órbitas P/G y la variedad suave M (véase [GHV]).

Definición 2.2.3. Un morfismo de fibrados principales π : P → M, π′ : P′ → M′

con grupos G, G′ es una aplicación diferenciable Φ : P −→ P′ y un homomorfis-

mos de grupos de Lie γ : G −→ G′ tales que:

Φ(u.g) = Φ(u).γ(g), ∀u ∈ P, g ∈ G.

Proposición 2.2.4. Dado un morfismo de fibrados principales Φ : P −→ P′ existe una

única aplicación diferenciable ϕ : M −→ M′ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

P P′

M M′

-Φ

?
π

?
π′

-
ϕ

(2.1)

[Dem.] Unicidad. Sean ϕ, ϕ′ : M −→ M′ dos aplicaciones diferenciables que

hacen conmutativo el diagrama (2.1), esto es,

ϕ ◦ π = π′ ◦ Φ, y π′ ◦ Φ = ϕ′ ◦ π.

Por ser π sobreyectiva, para cada x ∈ M existe un u ∈ P, con π(u) = x. Por tanto,

ϕ(x) = ϕ(π(u)) = π′(Φ(u)) = ϕ′(π(u)) = ϕ′(x).
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Existencia. Para probar la existencia de ϕ, bastará demostrar que si u, v ∈ P son

puntos de la fibra de x ∈ M, se tiene π′(Φ(u)) = π′(Φ(v)). En efecto, como u y

v pertenecen a la misma fibra, y las fibras coinciden con las órbitas (Observación

2.2.2), existe un g ∈ G tal que v = u · g, de donde

π′(Φ(v)) = π′(Φ(u · g)) = π′(Φ(u) · γ(g)) = π′(Φ(u)).

La conmutatividad y diferenciabilidad de ϕ se deducen de la propiedad carac-

terı́stica de las submersiones sobreyectivas; esto es, una aplicación ϕ : M −→ M′

es continua (resp. diferenciable) si y sólo si la composición ϕ ◦ π lo es. �

Definición 2.2.5. Un automorfismo de un fibrado principal π : P −→ M es un

difeomorfismo Φ : P −→ P que conmuta con la acción del grupo G, es decir,

Φ(u · g) = Φ(u) · g con u ∈ P (de otro modo Φ ◦ Rg = Rg ◦ Φ).

Observaciones †† 2.2.6.

• El conjunto de todos los automorfismos de un fibrado principal π : P −→ M

tiene estructura de grupo bajo la composición de funciones y se le denota por

Aut(P).

• Los Φ ∈ Aut(P) que proyectan sobre la identidad en M, es decir, ϕ = IdM

(véase el diagrama (2.1)), son llamados automorfismos verticales o transforma-

ciones Gauge. El conjunto de transformaciones Gauge es un subgrupo de Aut(P),

que se denota por Gau(P).

Definición 2.2.7. Se llama fibrado trivial de base M y grupo G al fibrado principal
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formado por la proyección π1 : M × G −→ M, la acción de G sobre (M × G)

está dada por (x, g) · g′ = (x, g · g′), para cada x ∈ M, y cada g, g′ ∈ G.

π

MU

P G
Fibra

Figura 2.6: Fibrado trivial, P = M × G

Un fibrado principal π : P −→ M se dice que es trivializable, si existe un iso-

morfismo de G-fibrados principales sobre M con el fibrado trivial. Es decir, existe

un difeomorfismo Φ : P −→ M × G tal que:

π1 ◦ Φ = π y Φ(u · g) = Φ(u) · g, ∀u ∈ P, ∀g ∈ G.

Proposición 2.2.8. Si un fibrado trivial π : P −→ M admite una sección global, esto

es, existe s : M −→ P diferenciable tal que π ◦ s = IdM, entonces se verifica que es

trivializable.

Para la demostración véase [Mor, pág. 237].

Corolario 2.2.9. Todo fibrado principal π : P −→ M es localmente trivial, es decir, para

cada x ∈ M existe un entorno abierto U tal que π−1(U) es trivializable.

Proposición 2.2.10. El conjunto de automorfismos de G-fibrados principales del fibrado

trivial M × G está en biyección con el conjunto Diff(M) × C∞(M, G), donde Diff(M)
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es el conjunto de todos los difeomorfismos M en sı́ mismo. Igualmente, el subgrupo de

transformaciones Gauge está en biyección con C∞(M, G).

[Dem.] Sea Φ : M×G −→ M×G un automorfismo de un fibrado π : M×G → M

con ϕ : M −→ M su proyección a la base, es decir, el difeomorfismo de M asociado

a Φ definido en la Proposición 2.2.4. Tomemos ahora un punto (x, g) ∈ M × G

cualquiera, y calculemos su imagen

Φ(x, g) = Φ((x, e) · g) = Φ(x, e) · g = (ϕ(x), φ(x)) · g = (ϕ(x), φ(x) · g). (2.2)

donde hemos definido la aplicación φ : M −→ G como φ(x) = π2(Φ(x, e)). Cada

automorfismo determina entonces un par de aplicaciones diferenciables ϕ y φ que

verifican la expresión (2.2).

Recı́procamente, si tenemos un difeomorfismo ϕ : M −→ M y una aplicación

diferenciable φ : M −→ G cualesquiera, construimos Φ : M × G −→ M × G un

automorfismo, con Φ(x, g) = (ϕ(x), φ(x) · g). �

2.3. Campos G-invariantes y fundamentales

En esta sección daremos la definición de campos que son invariantes por trasla-

ciones a derecha, a partir de aquı́ se definen dos álgebras de Lie, el álgebra de

los automorfismos infinitesimales aut(P), y el álgebra de Lie de los grupos Gauge

gau(P). Los campos fundamentales se identifican con los elementos del fibrado

vertical de manera biunı́voca.

Definición 2.3.1. Dado un difeomorfismo entre variedades ϕ : M −→ M′, para
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cada campo vectorial X ∈ X(M) se designa por ϕ · X al campo vectorial de M′

definido por:

(ϕ · X)x′ = ϕ∗(Xϕ−1(x′)), ∀x′ ∈ M′.

De este modo se tiene un isomorfismo de álgebras de Lie X(M) −→ X(M′),

dado por, X 7−→ ϕ · X. Esto es,

• ϕ · (λX, µY) = λ(ϕ · X) + µ(ϕ · Y), ∀λ, µ ∈ R, ∀X, Y ∈ X(M).

• ϕ · [X, Y] = [ϕ · X, ϕ · Y], ∀X, Y ∈ X(M).

Si ψ : M′ −→ M′′ es otro difeomorfismo, se tiene (ψ ◦ ϕ) · X = (ψ · (ϕ · X)). En

particular, Diff(M) actúa sobre X(M).

Definición 2.3.2. Dado un fibrado principal π : P −→ M de grupo estructural G,

se dice que un campo vectorial X ∈ X(P) es G-invariante si (Rg)∗(X) = X, ∀g ∈ G.

S2

Figura 2.7: Campo G-invariante sobre la esfera S2

Si Φt es el flujo de un campo X, entonces X es G-invariante si y solamente si para

cada t ∈ R y g ∈ G vale Φt ◦ Rg = Rg ◦ Φt. Esta es la razón por lo que los campos

G-invariantes son llamados también automorfismos infinitesimales del fibrado

principal.
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Definición 2.3.3. Sea π : P −→ M un fibrado principal de grupo G. Se denota por

aut(P) al álgebra de Lie de Aut(P), es decir,

aut(P) = {X ∈ X(P) | (Rg)∗(X) = X, ∀g ∈ G}

y denotamos por gau(P) al álgebra de Lie de Gau(P), es decir,

gau(P) = {X ∈ aut(P) | π∗(X) = 0}

Un campo vectorial X ∈ gau(P), es llamado campo de Gauge o transformación

Gauge infinitesimal .

Definición 2.3.4. Sea π : P −→ M un fibrado principal de grupo G. El subfibrado

V(P) = {X ∈ T(P) | π∗(X) = 0} de vectores tangentes a la fibra de P es llamado

fibrado vertical de P. Para cada u ∈ π−1(x), x ∈ M, se tiene una sucesión exacta

de espacios vectoriales,

0 −→ Tu(π−1(x)) = Vu(P) −→ Tu(P)
π∗−→ Tx(M) −→ 0 (2.3)

Definición 2.3.5. Dado un elemento B ∈ g se define el campo fundamental

B∗ ∈ X(P), como el campo que tiene el siguiente flujo:

ΦB
t (u) = Rexp(tB)(u) = u · exp(tB).

Proposición 2.3.6. Se verifican las siguientes propiedades:

(a) Los campos B∗ son π-verticales.

(b) La aplicación ∗ : g −→ X(P) es un monomorfismo de álgebras de Lie.

(c) (Rg)∗(B∗
u) = (Adg−1

B)∗u·g para cada u ∈ P y g ∈ G.
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(d) Para cada u ∈ P, la aplicación ∗ : g −→ Vu(P), B 7−→ B∗

u es un isomorfismo de

espacios vectoriales. De hecho, el fibrado V(P) es isomorfo al fibrado trivial P × g por la

aplicación (u, B) 7−→ B∗
u.

Para la demostración véase [KN, I.§5].

Definición 2.3.7. En el fibrado trivial π : P = M × G −→ M, para cada B ∈ g, se

define el campo fundamental B̃ como aquél que tiene el siguiente flujo:

ΨB
t (x, g) = Lexp(tB)(x, g) = (x, exp(tB) · g) (2.4)

Proposición 2.3.8. Si P = M × G, se tienen las siguientes propiedades:

(a) Los campos B̃ son campos Gauge.

(b) Para cada u ∈ P, la aplicación ˜
u : g −→ Vu(P), B 7−→ B̃u es un isomorfismo de

espacios vectoriales.

[Dem.]

(a) Los campos B̃ son campos verticales. Sea u = (x, g) ∈ P cualquiera. Entonces

π∗(B̃p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
π(x, exp(tB)g)

)
= 0

Además su flujo ΨB
t conmuta con Rg, para cualquier g ∈ G, ası́ B̃ ∈ gau(P).

(b) Para cada u = (x, g) ∈ P, tenemos las siguientes equivalencias:

Vu(P) ={(X, B) ∈ Tx(M) × Tg(G) | π∗(X, B) = 0}

={(X, B) ∈ Tx(M) × Tg(G) | X = 0}

={(0, B) ∈ Tx(M) × Tg(G) | B ∈ Tg(G)} ≃ Tg(G)



43
Por tanto Vu(P) ≃ Tg(G) y como Tg(G) ≃ g mediante la aplicación (Rg−1)∗, se

tiene Vu(P) ≃ g. �

2.4. Fibrados asociados Ad(P) y adjuntos ad(P)

Dado un fibrado principal π : P −→ M de grupo estructural G, podemos cons-

truir un nuevo tipo de estructuras llamados fibrados asociados. Sólo necesitamos

incluir una variedad suave F, en la cual actúe el grupo de Lie G. En esta sección,

mostraremos, como punto principal, la identificación entre las secciones del fi-

brado asociado Ad(P) y el grupo de Lie Gau(P). Además de la correspondencia

entre el álgebra de Lie de campos de Gauge gau(P) y el conjunto de secciones

Γ(M, ad(P)).

•
π(u) = x

M

•
•

u

ug
•
ǫ = {u, y}

π−1
F (x) ≃ FG ≃ π−1(x)

Figura 2.8: Interpretación gráfica del fibrado asociado πF : P ×G F −→ M

Definición 2.4.1. Sea π : P −→ M un fibrado principal de grupo estructural G.

Supongamos que se tiene una acción por la izquierda, (g, y) 7−→ g ⋆ y de G por

difeomorfismos en una variedad F. Entonces G actúa por la derecha en el espacio
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P × F de la siguiente manera: (u, y) · g = (u · g, g−1 ⋆ y), para cada u ∈ P, y ∈ F y

g ∈ G. El cociente de esta acción es un espacio fibrado sobre M

πF : P ×G F −→ M

con πF({u, y}) = π(u) en donde {, } denota la clase de equivalencia. Este fibrado

es llamado fibrado asociado a P por la acción ⋆ de G sobre F.

Ejemplo 2.4.2. Un ejemplo sencillo de fibrado asociado es la cinta de Möbius, para

la cual G = Z2 es el grupo cı́clico de orden 2 (véase Ejemplo 2.1.8).

Figura 2.9: Banda de Möbius

Proposición 2.4.3. Las secciones de un fibrado asociado πF : P ×G F −→ M están en

correspondencia biunı́voca con el conjunto de aplicaciones diferenciales s̃ : P −→ F que

son G-invariantes, es decir, s̃(u · g) = g−1 ⋆ s̃(u).

Para la demostración véase [Mic1, pág. 51].

Definición 2.4.4. La acción de G sobre sı́ mismo a través de la aplicación con-

jugación Cg : G −→ G, dada por Cg(h) = g · h · g−1, define el fibrado asociado

πG : P ×G G −→ M, se denota por Ad(P).

Las fibras del fibrado asociado πG : Ad(P) −→ M poseen estructura de grupo de

Lie isomorfo a G con la operación: {u, y} · {u, y′} = {u, y · y′}, de modo que πG
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es un fibrado en grupos de Lie. Como consecuencia, el conjunto Γ(M, Ad(P)) de

secciones de πG tiene estructura de grupo con la operación

(s · s′)(x) = s(x) · s′(x) ∀x ∈ M. (2.5)

Proposición 2.4.5. El conjunto Gau(P) de transformaciones Gauge está en biyección

natural con el conjunto Γ(M, Ad(P)) de secciones del fibrado Ad(P). Con la estructura

de grupo de Γ(M, Ad(P)) definida en (2.5) y la estructura del grupo de Gau(P) como

grupo de transformaciones, dicha biyección es un isomorfismo de grupos.

[Dem.] Sea Φ : P −→ P una transformación Gauge, esto es, π(Φ(u)) = π(u), para

u ∈ P. Entonces Φ(u) y u pertenecen a π−1(π(u)); por la Definición 2.2.1, existe

un único gu ∈ G, tal que Φ(u) = u · gu. Definimos Φ̂ : P −→ G como Φ̂(u) = gu.

Por ser Φ equivariante, tenemos Φ(u · g) = Φ(u) · g, ası́,

u · g · Φ̂(u · g) = u · Φ̂(u) · g ⇒ Φ̂(u · g) = g−1 · Φ̂(u) · g = Cg−1(Φ̂(u))

Luego, Φ̂ ∈ C∞(P, G) es equivariante.

A su vez, la expresión

(Φ ◦ Ψ)(u) =Φ(Ψ(u)) = Φ(u · Ψ̂(u)) = Φ(u) · Ψ̂(u)

=u · Φ̂(u)Ψ̂(u) = u · (Φ̂ · Ψ̂)(u)

asegura que la correspondencia Gau(P) ≃ Γ(M, Ad(P)) es un morfismo de gru-

pos.

Viceversa, por la Proposición 2.4.3, el conjunto Γ(M, Ad(P)) está en biyección

con las aplicaciones equivariantes C∞(P, G). Dada Φ̂ : P −→ G equivariante, defi-



46
nimos Φ : P −→ P como

Φ(u) = u · Φ̂(u). (2.6)

Además π(Φ(u · g)) = π(u · g · Φ̂(u · g)) = π(u) para u ∈ P, g ∈ G. Esto implica

que Φ es una transformación Gauge. �

Definición 2.4.6. La acción de G sobre su álgebra g a través de la aplicación adjunta

Adg : g −→ g, define el fibrado asociado πg : P ×G g −→ M, llamado fibrado

adjunto y se denota por ad(P).

Observación †† 2.4.7. Si (u, B) ∈ P × g, entonces su clase de equivalencia es

{u, B}ad = {(u · g, Adg−1(B)) | g ∈ G} ∈ ad(P)

El fibrado adjunto es un fibrado vectorial de fibra g. Veamos como son las coorde-

nadas de ad(P). Primero fijamos una base de g, {B1 . . . , Bm} y consideramos una

trivialización local (U ×G) del fibrado principal π : P −→ M. Podemos identificar

U × g ≃ ad(P)|U , mediante la aplicación

(x, A) 7−→ {(x, e), A}ad

Ası́ las coordenadas en ad(P)|U son (xi, Aα
i ) con A = ∑ Aα

i Bα.

Proposición 2.4.8. El conjunto gau(P) de campos Gauge está en biyección natural con

el conjunto Γ(M, ad(P)) de secciones del fibrado ad(P).

[Dem.] Por la Proposición 2.3.6-(d), tenemos que, para cada u ∈ P, la aplicación

∗
u : g −→ Vu(P) es un isomorfismo. Si X es un campo Gauge, tenemos π∗(X) = 0.
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Por tanto, Xu ∈ Vu(P). Se define χ̂ : P −→ g como la única aplicación que satisface

Xu = (χ̂(u))∗u . Además

(Adg−1(χ̂(u))∗ug) = (Rg)∗(Xu) = (χ̂(ug))∗ug .

Ası́, χ̂(ug) = Adg−1(χ̂(u)) es equivariante.

Viceversa, por la Proposición 2.4.3, el conjunto Γ(M, ad(P)) está en biyección

con el conjunto de funciones χ̂ : P −→ g tales que

χ(u · g) = Adg−1χ̂(u). (2.7)

Dada una aplicación equivariante χ̂, definimos el campo X como

Xu = (χ̂(u))∗u . (2.8)

Además, (Rg)∗(Xu) = (Rg)∗(χ̂(u))∗u = (Adg−1χ̂(u))∗ug = (χ̂(ug))∗ug = Xug. Esto

se obtiene a partir de la Proposición 2.3.6-(c) y la ecuación (2.7). Ası́ X es un campo

Gauge. �



Capı́tulo 3

Geometrı́a del fibrado de conexiones

y fibrado de los 1-jets J1(P)

Muchas de las contrucciones descritas en los capı́tulos anteriores serán usadas pa-

ra presentar las nociones básicas del fibrado de conexiones C(P) y fibrados jets

J1(P), que se requieren para el estudio del teorema de reducción Euler-Poincaré en

fibrados principales. Este capı́tulo tiene como objetivo principal mostrar la identi-

ficación que existe entre el espacio cociente (J1(P))/G y el fibrado de conexiones

C(P).

Las conexiones sobre fibrados principales juegan un papel fundamental expre-

sando las ecuaciones de movimientos para sistemas mecánicos con simetrı́a, de

una manera intrı́nseca. Los fibrados jets fueron concebidos como construcciones

matemáticas donde es posible escribir ecuaciones diferenciables sobre las seccio-

nes de un fibrado de modo invariante. El concepto de fibrado jet fue introducido

por Ehresmann (véase [Ehr]). Más recientemente, los fibrados jets han resultado

48
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ser de gran interés en el cálculo de variaciones (véase [KMS], [Sau]).

3.1. Conexiones principales

En esta sección se muestran las tres definiciones de conexión sobre un fibrado

principal más comunes, además las equivalencias entre ellas.

Definición 3.1.1. (I) Una conexión en un fibrado principal π : P −→ M es un

homomorfismo de fibrados vectoriales Γ : T(P) −→ V(P) tal que:

• Γ es un retracto de la inclusión, es decir, Γ|V(P) = IdV(P).

• Γ es compatible con la acción del grupo G, esto es,

Γ ◦ (Rg)∗ = (Rg)∗ ◦ Γ, ∀g ∈ G.

Definición 3.1.2. (II) Una conexión en un fibrado principal π : P −→ M es una

distribución H (llamada parte horizontal), suplementaria a la distribución vertical

V e invariante por la acción del grupo G en P. Es decir,

(i) Tu(P) = Hu ⊕ Vu(P), ∀u ∈ P

(ii) (Rg)∗(Hu) = Hu·g, ∀u ∈ P, ∀g ∈ G

Para cada campo vectorial X sobre P, por la condición (i), se tiene en cada punto

una descomposición

Xu = Xh
u + Xv

u ∈ Hu ⊕ Vu(P), u ∈ P.
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•p

Xu

Xh
u

Xv
u

Te(G)≃gG

Hp

Figura 3.1: Descomposición de un vector Xu ∈ Tu(P)

Definición 3.1.3. (III) Una conexión en un fibrado principal π : P −→ M es una

1-forma ω ∈ Ω1(P, g) que satisface:

• Para cada B ∈ g y u ∈ P, se tiene que ω(B∗
u) = B, donde B∗

u es el campo

fundamental de B (véase la Definición 2.3.5 ).

• (Rg)
∗ω = Adg−1 ◦ ω, para todo g ∈ G.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el fibrado trivial P = M × G, π : P −→ M la pro-

yección sobre el primer factor. Definimos ωMC ∈ Ω1(P, g) como sigue:

(ωMC)u = (Lg−1 ◦ π2)∗, con u = (x, g) ∈ M × G (3.1)

donde π2 : P −→ G es la proyección sobre el segundo factor y Lg−1 : G → G es

la translación a izquierda por g−1. Mostraremos que ωMC ∈ Ω1(P, g), esto es, que

ωMC es diferenciable. Nótese que ωMC = π∗
2ω0, donde ω0 ∈ Ω1(G, g) está defini-

do por

(ω0)g = (Lg−1)∗. (3.2)
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Es suficiente mostrar que ω0 es diferenciable. Si X ∈ g = Te(G) y X̃ ∈ Tg(G) es el

correspondiente campo invariante a izquierda entonces ω0(X̃) = X es constante y

ası́ diferenciable. Como cada campo vectorial Y sobre G es combinación lineal de

campos invariantes a izquierda con coeficiente diferenciable se sigue que ω0(Y) es

diferenciable. Además,

• Si νu : g −→ Vu(P) es la aplicación definida en la Proposición 2.3.6-(d), se tiene

que (ωMC)u ◦ νu = Idg.

• R∗
gωMC = Adg−1 ◦ ωMC, para todo g ∈ G.

La 1-forma ω0 sobre G es llamada la forma de Maurer-Cartan (véase [Sha, 3.§1]).

En particular, para G = GLn(R) la forma de Maurer-Cartan es

ω0 = g−1dg, g ∈ G.

Ejemplo 3.1.5. Sea G = S1 = {z ∈ C : |z| = 1} el grupo de Lie de la esfera

unitaria, con espacio tangente

T(S
1) = {(eiθ , ireiθ)|r, θ ∈ R} ≃ R × S

1.

Sea g = Te(S1) el álgebra de Lie asociada al gru-

po S1. Consideremos una acción a izquierda de

S
1 sobre T(S

1):

•

•

S
1

Te(S
1) = g

Tg(S1)

g g−1

e

Figura 3.2: Forma de

Maurer-Cartan en G = S1

µ : S
1 × T(S

1) −→ T(S
1)

(eiϕ, (eiθ, ireiθ))
µ

7−→ (ei(ϕ+θ), irei(ϕ+θ))
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Luego E = (T(S1), π, S1, R) es un fibrado trivial suave con π : T(S1) −→ S1 la

proyección. La forma de Maurer-Cartan (ωMC)u : Tu(S1) −→ g, con u = (r, θ) ∈

R × S1, está dada por:

(ωMC)u(eiθ , ireiθ) = (Le−iθ )∗(eiθ , ireiθ) = (1, ir)

Lema 3.1.6. Las definiciones (I), (II) y (III) son equivalentes.

[Dem.] Primero demostraremos (I) ⇔ (II).

(I) ⇒ (II) Dada una conexión como en la Definición I, defino Hu = Ker(Γu), en-

tonces la distribución H verifica las propiedades de la Definición II. En efecto:

El homomorfismo inclusión i∗ : Hu −→ Tu(P) y Γu : Tu(P) −→ Vu(P) definen la

siguiente sucesión exacta de espacios vectoriales:

0 −→ Hu
i∗−→ Tu(P)

Γu−→ Vu(P) −→ 0

Además β = IdVu(P) es una escinsión de la sucesión, esto es, Γ ◦ β = IdVu(P). Por lo

tanto, Tu(P) = Hu ⊕ Vu(P).

Por otro lado,

(Rg)∗(Hu) ={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), Γu(X) = 0}

={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), Γu((Rg)∗(X)) = (Rg)∗(Γu(X)) = 0}

={X ∈ Tug(P) | Γu(X) = 0} = Hug

(II) ⇒ (I). Sea H una conexión como en la Definición II. Para cada u ∈ P, se satis-

face Tu(P) = Hu ⊕ Vu(P). Definimos Γu : Tu(P) −→ Vu(P) como la proyección en

el subespacio vertical. Además
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• Γ|V(P) = IdV(P).

• Dado X = Xh + Xv ∈ Tu(P) tenemos

(Γu ◦ (Rg)∗)(X) =Γu((Rg)∗(Xh + Xv))

=Γu((Rg)∗(Xh)) + Γu((Rg)∗(Xv)) = (Rg)∗(Xh)

=(Rg)∗(Γu(Xh)) = (Rg)∗(Γu(Xh + Xv))

=((Rg)∗ ◦ Γu)(X)

La aplicación Γ ası́ definida cumple lo enunciado en la Definición I.

Ahora veamos que (II) ⇔ (III).

(II) ⇒ (III). Sea H una conexión como en la Definición II. Se define ω : T(P) −→ g

por ω = (π2)∗ ◦ β, donde (π2)∗ : Tu(P) −→ Vu(P) es la proyección, y β es la

inversa de la aplicación ∗ : g −→ Vu(P) (Proposición 2.3.6-(d)). Ası́ para cada

vector X = Xh + Xv en Tu(P), tenemos ω(X) = B, con B∗
u = Xv, u ∈ P.

La aplicación ω : T(P) −→ g es lineal, puesto que (π2)∗ y β son lineales. Además

es G-invariante

(Rg)
∗ω(X) =ω((Rg)∗(Xh + Xv)) = ω((Rg)∗(Xh)) + ω((Rg)∗(Xv))

=0 + ω((Rg)∗(Xv)) = ω((Adg−1(B))∗ug) = Adg−1(B)

=Adg−1(ω(X)) = (Adg−1 ◦ ω)(X)

Luego ω es una 1-forma de conexión como en la Definición III.

(III) ⇒ (II). Sea ω una 1-forma como en la Definición III. Para cada u ∈ P defini-
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mos el conjunto

H = Ker(ω) = {X ∈ T(P) | ω(X) = 0}

Es una distribución: Hu = {Xu ∈ Tu(P) | ω(Xu) = 0} es un subespacio vectorial

de Tu(P).

Complementaria a la vertical: si X ∈ Vu(P), con X = B∗
u para algún B ∈ g, entonces

ω(X) = B, por tanto

Hu ∩ Vu(P) = 0.

Además Xh = X − (ω(X))∗u .

Finalmente, es G-invariante:

(Rg)∗(Hu) ={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), ω(X) = 0}

={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), Adg−1(ω(X)) = 0}

={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), (Rg)∗(ω(X)) = 0}

={(Rg)∗(X) | X ∈ Tu(P), ω((Rg)∗(X)) = 0}

={X ∈ Tug(P) | ω(X) = 0} = Hug.

�

Proposición 3.1.7. Sea π : P −→ M un fibrado principal con conexión. Entonces cada

automorfismo de P induce una conexión.

[Dem.] Sean π : P −→ M un G-fibrado principal con una conexión H y Φ un

elemento de Aut(P). Para cada u ∈ P, Φ(H)Φ(u) := Φ∗(Hu) es una conexión en P.

En efecto:
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◦ Es complementaria a la distribución vertical:

π∗(Φ(H)Φ(u)) =(π ◦ Φ)∗(Hu) = (ϕ ◦ π)∗(Hu)

=ϕ∗(π∗(Hu)) 6= 0 en vista de que π∗(Hu) 6= 0.

◦ Es G-invariante: si g ∈ G

(Rg)∗(Φ(H)u) =(Rg ◦ Φ)∗(HΦ−1(u)) = (Φ ◦ Rg)∗(HΦ−1(u))

=Φ∗((Rg)∗(HΦ−1(u))) = Φ∗(HΦ−1(u)g)

=Φ∗(HΦ−1(ug)) = Φ(H)ug.

�

Una conexión en un fibrado principal define una noción de horizontabilidad, de

modo que se pueden “subir” horizontalmente vectores.

Proposición 3.1.8. Sea π : P −→ M un fibrado principal con conexión. Para cada

X ∈ X(M) existe un único X ∈ X(P) horizontal tal que π∗(X) = X. Además, el campo

X es G-invariante, esto es, (Rg)∗(X) = X.

[Dem.] Sea X ∈ X(M). Tomamos u ∈ P y (U × G, ϕ) una trivialización local en un

entorno de u, tal que el siguiente diagrama conmute

π−1(U) U × F

U

@
@

@@R
π

-
ϕ

�
�

��	
π1

Consideremos el campo (X, B) de U ×G. El campo ϕ−1
∗ (X, B) ∈ X(P) es horizontal

si y sólo si B = −ω(ϕ−1
∗ (X, 0)).
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En efecto,

ω(ϕ−1
∗ (X, B)) = ω(ϕ−1

∗ (X, 0)) + ω(ϕ−1
∗ (0, B)) = ω(ϕ−1

∗ (X, 0)) + B

la última igualdad viene de ϕ∗(B∗
u) = (0, B)(x,g), ∀p ∈ P con ϕ(u) = (x, g);

ϕ∗(B∗
u) = ϕ∗

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(u · exp(tB))

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(u · exp(tB)) = (0, B)(x,g)

El campo buscado es X = ϕ−1
∗ (X,−ω(ϕ−1

∗ (X, 0))).

A X ∈ X(P) se le llama levantamiento horizontal o elevación de X ∈ X(M). �

3.2. La sucesión de Atiyah

Sea π : P −→ M un G-fibrado principal. La acción de G sobre P define de manera

natural una acción por la derecha sobre T(P) como

(Xu, g) 7−→ (Rg)∗(Xu),

para cada Xu ∈ Tu(P), u ∈ P, y g ∈ G. El cociente TG(P) = T(P)/G existe como

variedad diferenciable fibrada sobre M a través de la proyección

πG({Xu}) = π∗(Xu),

donde {Xu} representa la clase de equivalencia de Xu. El subfibrado V(P)
i
→֒ T(P)

queda invariante por la acción definida en T(P) y su cociente VG(P) vuelve a ser

una variedad diferenciable.

Proposición 3.2.1. Sea π : P −→ M fibrado principal. Se tiene la siguiente sucesión

exacta corta de fibrados vectoriales sobre M

0 −→ VG(P)
iG−→ TG(P)

πG−→ T(M) −→ 0. (3.3)
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A esta sucesión se le conoce como sucesión de Atiyah.

Proposición 3.2.2. La aplicación ξ : ad(P) −→ VG(P), dada por ξ({(u, B)}ad) =

{B∗
u} es un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre M.

[Dem.] • La aplicación ξ está bien definida: sean (u, B), (u′, B′) ∈ P × g tales que

{(u, B)}ad = {(u′, B′)}ad. Ası́, existe un g ∈ G tal que u′ = u · g y B′ = Adg−1(B).

• Por la Proposición 2.3.6-(c), (B′)∗u′ = (Adg−1 B)∗u·g ası́ {B∗
u} = {B′∗

u′}. La biyectivi-

dad de ξ se obtiene del isomorfismo P × g −→ V(P) (Proposición 2.3.6). �

Proposición 3.2.3. Las secciones globales del fibrado TG(P) −→ M se corresponden de

modo natural y biunı́voco con los campos G-invariantes de P, esto es

Γ(M, TG(P)) ≃ aut(P). (3.4)

Análogamente

Γ(M, VG(P)) ≃ gau(P). (3.5)

[Dem.] Sea {Xu} ∈ TG(P) una clase de equivalencia de Xu. Una sección global

del fibrado TG(P) −→ M es una aplicación φ : M −→ TG(P), que asigna a cada

x ∈ M un campo G-invariante Xu definido en todo P, con u ∈ π−1(x). Por tanto

φ ∈ Γ(M, TG(P)) determina un elemento de aut(P).

Viceversa, sea Xu un campo G-invariante de P, restringido a una fibra π−1(x), con

x ∈ M, esto determina una clase {Xu} ∈ (TG(P))x . La aplicación definida por

φ : M −→ TG(P), dada por x 7−→ φ(x) = {Xu}, es una sección global de TG(P),

esto es, πG(φ(x)) = πG({Xu}) = π∗(Xu) = x. Si se consideran vectores verticales,

obtenemos el isomorfismo de la ecuación (3.5). �



58
3.3. Fibrado de las conexiones

En está sección se muestra la relación entre las conexiones sobre un G-fibrado prin-

cipal π : P −→ M con la sucesión de Atiyah. La colección de todas las escisiones

de la sucesión de Atiyah, viene a ser un nuevo fibrado suave sobre M, llamado fi-

brado de las conexiones C(P). Al fijar una conexión H sobre un fibrado principal,

obtendremos que C(P) ≃ T∗(M) ⊗ ad(P).

Proposición 3.3.1. Existe una correspondencia biunı́voca entre las escisiones del la suce-

sión de Atiyah:

0 −→ VG(P)
iG−→ TG(P)

πG−→ T(M) −→ 0

y el conjunto de conexiones del fibrado principal π : P −→ M.

[Dem.] Sea Γ una conexión del fibrado principal π : P −→ M y sea

h : Tx(M) −→ Tu(P), u ∈ π−1(x), x ∈ M

la elevación horizontal de vectores definida por Γ. Si X ∈ Tx(M) es un vector

tangente, el campo Xh
u, con u ∈ π−1(x), es G-invariante a lo largo de la fibra de x

y por tanto determina un elemento {Xh
u} de (TG(P))x . Se define la sección σΓ de

πG, como

σΓ : T(M) −→ TG(P) por σΓ(X) = {Xh
u}

Viceversa, sea σΓ : T(M) −→ TG(P) una escisión de la sucesión de Atiyah. Dado

un X ∈ Tx(M), se define su elevación horizontal a Tu(P), u ∈ π−1(x),

Xh
u ∈ Tu(P)

X ∈ Tx(M) (TG(P))x

p

p

p

p

p

p

p?
-

σΓ

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p*h
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como el único vector Xh

u cuya clase {Xh
u} en TG(P) coincide con σΓ(Y). La elevación

h : Tx(M) −→ Tu(P), X 7−→ Xh
u, u ∈ π−1(x), proviene de la conexión que tiene

como subespacio horizontal en u ∈ P a Hu = (Tx(M))h
u, imagen de Tx(M) por h.

Al ser {Xh
u} clases de vectores G-invariantes, Hu es G-invariante. �

Definición 3.3.2. Se define el fibrado de las conexiones del fibrado principal P

sobre M como

p : C(P) −→ M, donde C(P) =
⊔

x∈M

(C(P))x

como el subfibrado de Hom(T(M), TG(P)) determinado por todas las aplicaciones

R-lineales Γx : Tx(M) −→ (TG(P))x , x ∈ M, tales que πG ◦ Γx = IdTx(M).

Observación †† 3.3.3. Como consecuencia de la Proposición 3.3.1 las secciones

globales del fibrado de las conexiones p : C(P) −→ M se identifican de forma

natural con las conexiones de P.

Proposición 3.3.4. El fibrado p : C(P) −→ M tiene estructura de fibrado afı́n modelado

sobre el fibrado vectorial Hom(T(M), ad(P)) ≃ T∗(M) ⊗ ad(P).

[Dem.] Sean λ, µ ∈ (C(P))x y consideremos λ − µ : Tx(M) −→ (TG(P))x . Como

π∗ ◦ λ = π∗ ◦ µ, se tiene que Im(λ − µ) ⊂ (VG(P))x , por la Proposición 3.2.2,

tenemos VG(P) ≃ ad(P). Luego, λ − µ se puede ver como una forma en M con

valores en ad(P), esto es, λ − µ : Tx(M) −→ (ad(P))x es lineal. Ası́, (C(P))x es un

espacio afı́n modelado sobre el fibrado vectorial T∗
x (M) ⊗ (ad(P))x . �

Proposición 3.3.5. Sea H una conexión sobre el fibrado principal π : P −→ M. El

fibrado de conexiones C(P) es difeomorfo al fibrado vectorial T∗(M) ⊗ ad(P).
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[Dem.] Sea σΓ : M −→ C(P) la sección del fibrado de conexiones inducida por la

conexión H (Observación 3.3.3). Definimos la aplicación suave

ΥH : C(P) −→ T∗(M) ⊗ ad(P), por ΥH(Γx) = Γx − σH(x),

con Γx ∈ (C(P))x . Veamos que esta aplicación es un difeomorfismo.

(i) ΥH es inyectiva: sean Γx , Γ′
x ∈ (C(P))x ,

ΥH(Γx) = ΥH(Γ′
x) ⇒ Γx − σ(x) = Γ′

x − σ(x)

⇒ Γx = Γ′
x .

(ii) ΥH es sobreyectiva: sea Γ′
x ∈ T∗(M) ⊗ ad(P). Definimos Γx = Γ′

x + σ(x) como

la aplicación Γx : Tx(M) −→ (TG(P))x . Como Γ′
x : Tx(M) −→ ad(P), tenemos que

πG ◦ Γ′
x = 0. Luego,

πG ◦ Γx = πG ◦ Γ′
x + πG ◦ σ(x) = 0 + IdTx(M) = IdTx(M),

ası́ que Γx ∈ (C(P))x . Además, ΥH(Γx) = Γ′
x.

Por último, ΥH y su inversa Υ-H : T∗(M) ⊗ ad(P) −→ C(P), Γ′
x 7−→ Γ′

x + σ(x)

son aplicaciones suaves, por lo tanto, ΥH es un difeomorfismo. �

Observación †† 3.3.6. Dada otra sección σ : M −→ C(P), escribiremos

σH := ΥH ◦ σ : M −→ T∗(M) ⊗ ad(P).

3.4. Fibrado de los 1-jets J1(P)

La formulación moderna del Lagrangiano generalizado y la dinámica Hamiltonia-

na sobre fibrados está desarrollada en el lenguaje de espacios jets, o variedades jets
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(véase [KMS], [Sau]). En términos generales, dadas dos variedades suaves M y N,

y dos aplicaciones suaves f , g : M −→ N se dicen que determinan el mismo 1-jet

en x ∈ M, si f∗ = g∗ y f (x) = g(x). El concepto de espacio jet está basado sobre la

idea de orden de tangencia, en los puntos de una variedad (véase [Iva]).

Sea M una variedad, un vector tangente se puede ver como una clase de equi-

valencia de velocidades de curvas. Si consideramos el conjunto

S = {α ∈ C1(I, M) | 0 ∈ I}

y la relación de equivalencia dada por

α1 ∼ α2 ⇐⇒





α1(0) = α2(0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

α1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

α2

tenemos ν = [α] con
d

dt

∣∣∣∣
t=0

α = ν.

M
•
v [α]

Figura 3.3: Interpretación de un vector como una clase de curvas.

Definición 3.4.1. Sea M una variedad m-dimensional, k < m y x ∈ M; se define el

espacio de 1-jets en x de aplicaciones C1(Rk; M), denotado por J1
x(Rk

0, M), como

las clases de equivalencia de aplicaciones α ∈ C1(Rk; M) con la relación

α1 ∼ α2 ⇐⇒





α1(0) = α2(0) = x

d

dti

∣∣∣∣
ti=0

α1 =
d

dti

∣∣∣∣
ti=0

α2
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Ejemplo 3.4.2. Si k = 1, tenemos J1

x(R0, M) = Tx(M) y en el caso k = 2, J1
x(R

2
0, M)

es la colección de subespacios de dimensión 2 de Tx(M).

Definición 3.4.3. Sea π : P −→ M un fibrado principal, con dim(P) = m + n y

dim(M) = m. Sea ψ : U −→ Rm+n un sistema coordenado sobre un conjunto

abierto U ⊂ P. El sistema coordenado (U, ψ) es llamado un sistema coordena-

do adaptado si, para todo a, b ∈ U con π(a) = π(b) = p, se tiene π1(ψ(a)) =

π1(ψ(b)), donde la aplicación π1 : Rm+n −→ Rm, es la proyección sobre el primer

factor.

Observaciones †† 3.4.4.

• El significado de esta definición es que puntos en la misma fibra π−1(p) ∩U tie-

nen sus primeras m coordenadas iguales, y distintas en las últimas n coordenadas.

• Dado un sistema coordenado adaptado (U, ψ), escribiremos ψ = (xi, ψα) donde

xi : U −→ R, i = 1, . . . , m son las primeras m-funciones coordenadas, y ψα las

n-funciones coordenadas siguientes.

Definición 3.4.5. Sea π : P −→ M un fibrado. Se dice que dos secciones locales s, s′

definidas en un entorno de un punto x ∈ M tienen el mismo 1-jet (se denotará por

j1xs′ = j1xs) si s(x) = s′(x), y s∗(X) = s′∗(X), para todo X ∈ Tx(M). El espacio de

clases de esta relación de equivalencia es J1(P). Esto es,

J1(P) =
⊔

u∈P

(J1(P))u, donde (J1(P))u = {j1xs | s(x) = u}.

Proposición 3.4.6. El conjunto J1(P) tiene estructura de variedad diferenciable fibrada

sobre P, que denotaremos por π10 : J1(P) −→ P, π10(j1xs) = s(x).
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Además, la composición

π ◦ π10 : J1(P) −→ M

vuelve a ser un fibrado, llamado fibrado de los 1-jets de π.

Para la demostración véase [Gar] y [Sau].

Observaciones †† 3.4.7.

• Si (U, ψ) es un sistema coordenado adaptado sobre la variedad suave P, en-

tonces un sistema coordenado inducido (U1, ψ1) sobre la variedad suave J1(P)

está definido por

U1 ={j1xs : s(x) ∈ U}

ψ1 =(xi, ψα, ψα
i ), i = 1, . . . , m, y α = 1, . . . , n

donde

xi(j1xs) = xi(x), ψα(j1xs) = ψα(s(x)), ψα
i (j1xs) =

∂(ψα
i ◦ s)

∂xi

∣∣∣∣
x

y son conocidas como derivadas coordenadas.

• La dimensión de la variedad suave J1(P) es m + n + mn (veáse [Sau, §4. 2]).

Ejemplo 3.4.8. Sea E = (M ×R, π1, M) el fibrado trivial, entonces existe un difeo-

morfismo entre la primera variedad jet J1(P) y T∗(M) × R.

Para contruir este difeomorfismo, comenzamos por considerar una sección local

s : W −→ R con W un abierto en R, esto es, s ∈ ΓW(M × R). Escribiremos

s̃ = π2 ◦ s ∈ C∞(W), entonces para cada t ∈ W,

j1t s = {υ ∈ ΓW(M × R) | υ̃(t) = s̃(t), υ̃∗ = s̃∗}.
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Consecuentemente la aplicación

Φ : J1(P) −→ T∗(M) × R dada por Φ(j1t s) = (s̃∗, s̃(t))

está bien definida y es inyectiva. Al escribir la aplicación Φ en coordenadas lo-

cales se muestra que es un difeomorfismo, porque si (xi, u) son las coordenadas

sobre M × R donde u = IdR es la función identidad en R, entonces la coordenada

derivada ui sobre J1(M × R) corresponde a la coordenada
∂

∂ui
sobre T∗(M).

Ejemplo 3.4.9. Si E es ahora el fibrado trivial (R × F, π1, R), entonces existe un

difeomorfismo entre J1(P) y la variedad suave R × T(F).

3.5. La identificación (J1(P))/G ≃ C(P)

Dado un grupo Lie G de un fibrado principal, que actúe a derecha sobre el fibrado

de los 1-jets J1(P), se define el espacio cociente (J1(P))/G, el cual resulta ser una

variedad suave. En esta sección mostraremos la identificacion entre el (J1(P))/G

y el fibrado de las conexiones C(P).

Sea π′ : J1(P) −→ M el fibrado de 1-jets de un fibrado principal π : P −→ M,

con G grupo estructural. El grupo de Lie G actúa por la derecha en J1(P) de la

siguiente manera

j1xs · g := j1x(Rg ◦ s),

para cada sección local s de π : P −→ M.

El espacio cociente (J1(P))/G se puede identificar con C(P). Esta identificación

se puede entender de la siguiente manera: sea q : J1(P) −→ C(P) la aplicación
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definida de la siguiente manera. Un elemento j1xs ∈ J1(P) determina un retracto

Γs(x) : Ts(x)(P) −→ Vs(x)(P) de la inclusión Vs(x)(P) ⊂ Ts(x)(P), colocando

Γs(x)(X) = X − s∗(π∗(X)), ∀X ∈ Ts(x)(P).

Dado u ∈ π−1(x) arbitrario, existe un único g ∈ G tal que s(x) · g = u. Definimos

Γu : Tu(P) −→ Vu(P), como Γu = (Rg)∗ ◦ Γ ◦ (Rg−1)∗, es decir, trasladar Γs(x) por

(Rg)∗. De esta manera, se ha obtenido una “conexión en el punto” x ∈ M; por

la Proposición 3.3.1 Γu determina una única σx ∈ (C(P))x . Por tanto, escribimos

q(j1xs) = σx. No es dificil probar que q es una sunmersión sobreyectiva cuyas órbi-

tas son las fibras de G. Por lo tanto, J1(P)/G puede ser identificado con C(P) (para

más detalles véase [CM]).

Proposición 3.5.1. Sea π′ : J1(P) −→ M el fibrado de los 1-jets de secciones del G-

fibrado principal π : P −→ M. La fibración q : J1(P) −→ C(P) es un fibrado principal

de grupo estructural G. Además, la aplicación j1xs 7−→ (q(j1xs), s(x)) es un isomorfismo

de G-fibrados principales entre J1(P) y (C(P))×M P = p∗P, es decir, se tiene el siguiente

diagrama

J1(P) ≃ p∗P P

(J1(P))/G ≃ C(P) P/G ≃ M

-π10

?

q

?

π

-
p

Para la demostración veáse [Gar].

Observación †† 3.5.2. Para el caso P = M × G, tenemos la siguiente identificación

J1(P) ≃ T∗(M) ⊗ T(G).
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Más precisamente, los elementos j1xs ∈ J1(P) se pueden considerar como aplica-

ciones lineales s∗ : Tx(M) −→ Ts(x)(P), donde s es una sección de π : P −→ M.

En vista de que el fibrado es trivial, podemos escribir s(x) = (x, g(x)), para al-

guna aplicación suave g ∈ C∞(M, G), y Ts(x)(P) = Tx(M) ⊕ Tg(x)(G), entonces

podemos identificar j1xs con g∗ ∈ T∗
x (M) ⊗ Tg(x)(G).

Teorema 3.5.3. El espacio cociente (J1(P))/G de dicha acción resulta ser una variedad

diferenciable. (Veáse [Gar]).

La identificación (J1(P))/G = C(P), se puede entender geométricamente de la

siguiente manera: un elemento j1xs del fibrado de los 1-jets J1(P) se identifica con

la imagen s∗(Tx(M)) ⊂ Tu(P), u = s(x), donde s : U −→ P es una sección local

del fibrado principal π : P −→ M, este subespacio vectorial es un complemento

“horizontal” Hu(P) de Vu(P). La acción de G sobre J1(P) es trasladar este subes-

pacio vectorial al subespacio (Rg)∗(Hu(P)). Ası́, una clase de equivalencia de esta

acción es una colección de subespacios horizontales G-invariantes a lo largo de

π−1(x), es decir, un elemento de (C(P))x (véase [Cas]).

•

•

•
•

G

Mx

s

P

s(x) j1xs

Figura 3.4: Interpretación de una translación del subespacio vectorial.



Capı́tulo 4

Cálculo variacional general y el

problema de Lagrange en fibrados jets

Las ecuaciones del movimiento en mecánica lagrangiana son las ecuaciones de

Lagrange, también conocidas como las ecuaciones Euler-Lagrange.

La formulación moderna de la mecánica lagrangiana se realiza con toda gene-

ralidad sobre una variedad diferenciable, llamada espacio de fase, sobre la cual se

construye el fibrado tangente, espacio de configuración. Sobre el espacio de fase

de dimensión 2m, siendo m el número de grados de libertad, se define una función

lagrangiana, que puede expresarse en términos de una carta local de coordenadas

sobre R2m (véase [GPS]).

Este capı́tulo muestra una prueba detallada del teorema de reducción sobre fi-

brados jets, para un grupo de Lie general (véase [CGR]); se comienza estudiando

algunos conceptos de variación vertical, derivada covariante y operador diver-

gencia inducido por una conexión H, relacionados con el problema de Lagrange,

67
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especı́ficamente con las ecuaciones Euler-Poincaré.

4.1. Cálculo variacional

El cálculo de variaciones es un campo de la matemática que trata con funcionales.

Tales funcionales pueden ser formados como integrales que involucren una fun-

ción desconocida y sus derivadas. La aplicación principal de esta área consiste en

buscar máximos y mı́nimos de funcionales continuos definidos sobre algún espa-

cio. Constituyen una generalización del cálculo elemental de máximos y mı́nimos

de funciones reales de una variable.

Bajo ciertas condiciones, los máximos y mı́nimos de una función dada pueden

ser encontrados buscando los puntos en donde la derivada se anula. En analogı́a,

las soluciones de un problema variacional pueden ser obtenidas dando solución a

las ecuaciones Euler-Lagrange asociadas. Las ecuaciones Euler-Lagrange son las

condiciones bajo las cuales cierto tipo de problema variacional alcanza un extre-

mo. Aparecen sobre todo en el contexto de la mecánica clásica en relación con el

principio de mı́nima acción, aunque también aparecen en teorı́a clásica de cam-

pos (véase [GPS]).

En está sección se muestra la definición de variacional vertical, el cual en un

fibrado principal es un campo Gauge. Llamaremos Lagrangiano densidad de pri-

mer orden a un morfismo fibrado entre el fibrado de los 1-jets y
∧m(T∗(M)), el

fibrado lineal de las m-fomas sobre M. A partir de estas definiciones y los resul-

tados de los capı́tulos 2 y 3, se muestra con detalles, en la siguiente sección, la
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demostración del teorema de reducción sobre fibrados principales.

Definición 4.1.1. Sea s : U −→ P una sección local con soporte compacto del

fibrado principal π : P −→ M. Una variación vertical de s es una familia uni-

paramétrica {sǫ} de secciones locales del fibrado principal π : P −→ M, cada sǫ

está definido sobre U y s0 = s. La derivada

δs :=
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

sǫ,

es llamada variación infinitesimal de sǫ; δs es un campo vectorial que cubre la

sección s, vertical con respecto a π, esto es,

• δs : M −→ T(P) satisface δs(x) ∈ Ts(x)(P), y

• π∗ ◦ δs = 0, ası́ δs ∈ Vs(x)(P).

0t
•

st

|

δs(x)

•

P

R

s(x)

st(x)

Figura 4.1: La variación infinitesimal de st, δs(x) para x ∈ M, es un campo vectorial

sobre P.

Observación †† 4.1.2. Como la sección s : U −→ P tiene soporte compacto en un

conjunto abierto U, se considerarán variaciones sǫ tal que δs = 0 sobre la frontera
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∂U. Si M es compacto, se pueden considerar secciones globales y el requerimiento

δs = 0 sobre ∂U no es necesario.

Lema 4.1.3. El campo vectorial δs es un campo Gauge.

[Dem.] La sección local s : U −→ P induce una trivialización en el fibrado prin-

cipal. Debido a esto, podemos considerar que P = U × G y π es la proyección

sobre el primer factor, es decir, π : U × G −→ U, con U abierto en M. La sec-

ción s : U −→ P = U × G puede ser escrita como s(x) = (x, g(x)), para alguna

aplicación suave g : U −→ G.

Por la correspondencia biunı́voca entre Vs(x)(P) y g, existe un único B ∈ g, tal que

δs(x) = B̃s(x), donde

B̃(x,g) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Lexp(tB)(x, g)

Por tanto

δs(x) =
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

(x, exp(ǫB)g(x)) =
d

dǫ

∣∣∣∣
t=0

sǫ(x),

donde sǫ : U −→ U × G está dada por sǫ(x) = (x, exp(ǫB)g(x)). Las aplicaciones

sǫ forman una familia uniparamétrica de secciones locales del fibrado principal

trivial.

Como Ra conmuta con Lb, para todo a, b ∈ G, tenemos que el campo vertical

B̃s(x) = δs(x) es G-invariante. Ası́ δs ∈ gau(P). �

Definición 4.1.4. Un Lagrangiano densidad de primer orden es un morfismo fi-

brado L : J1(P) −→
∧m(T∗(M)) que cubre la aplicación identidad, IdM, en M,

∧m(T∗(M)) es el fibrado lineal de las m-formas sobre M. Si M es una variedad sua-
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ve, orientada por una forma de volumen ν, entonces podemos escribir L = L(ν),

donde L : J1(P) −→ R es llamado Lagrangiano asociado a L.

Observación †† 4.1.5. El morfismo L induce la aplicación identidad en el espacio

base M (cubre la aplicación identidad). Esto es, hace que el siguiente diagrama

conmute

J1(P) T∗(M)

M M

-L

?
π10

?
π′

10

-
IdM

Definición 4.1.6. Sea U ⊂ M un conjunto abierto, con U compacto. Denotemos por

Γc(P) al conjunto de secciones locales s : U ⊂ M −→ P del fibrado π : P −→ M.

La acción definida por el Lagrangiano densidad es la aplicación

S : Γc(P) −→ R,

que envı́a cada s ∈ Γc(P) al valor S(s) =
∫

U(L ◦ j1s) =
∫

U(L ◦ j1s)ν.

Observación †† 4.1.7. Diremos que una sección s del fibrado principal es crı́tica si

se satisface δS/δs = 0, esta expresión también es llamada condición de extrema-

lidad de S .

Proposición 4.1.8. Una sección s es crı́tica si y sólo si satisface las ecuaciones Euler-

Lagrange, esto es,

∂L

∂yα
◦ j1s −

m

∑
i=1

∂

∂xi

(
∂L

∂yα
i

◦ j1s

)
= 0, para toda α = 1, . . . , n e i = 1, . . . , m

donde (xi, yα, yα
i ) son coordenadas sobre J1(P).

Para la demostración véase [GS].
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Observación †† 4.1.9. La proposición anterior establece que, una sección local s

de un fibrado principal satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange para L si y sólo

si el principio variacional δ
∫

U
L(j1xs)ν = 0 se satisface, para variaciones verticales

δs a lo largo de s con soporte compacto.

4.2. Problema de reducción sobre fibrados jets

En mecánica, la reducción Lagrangiana es la reducción Euler-Poincaré. Este pro-

ceso puede ser resumido como sigue: se comienza con un grupo de Lie G y un

Lagrangiano

L : T(G) −→ R

invariante bajo la acción de G sobre su fibrado tangente. Esto induce una función

l : T(G)/G −→ R

llamado Lagrangiano reducido. Más aún, las ecuaciones Euler-Lagrange de L para

curvas sobre G son equivalentes a un nuevo tipo de ecuaciones de l, curvas redu-

cidas en el álgebra de Lie g. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones

Euler-Poincaré (véase [CGR]).

El primer intento en extender estas ideas para la teorı́a de campos se encuentra

en [CRS]. En este caso, la reducción Euler-Poincaré se trabaja con un Lagrangiano

definido sobre el primer fibrado jet de un fibrado principal,

L : J1(P) −→ R.
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El problema variacional reducido ahora toma lugar sobre C(P) ≃ (J1(P))/G, el

fibrado de conexiones. En este capı́tulo completamos con detalles la prueba del

teorema de reducción para un grupo de Lie general (véase [CGR]) y se añaden

varios hechos que son importantes para su demostración.

Proposición 4.2.1. Sea π : P −→ M un G-fibrado principal, con conexión fija H. Sea

s : U −→ P una sección local de π, con soporte compacto, y consideremos una variación

vertical de s (Definición 4.1.1). Se define σǫ = q(j1sǫ) y σH = ΥH ◦ σ (Observación

3.3.6). Entonces

δσ :=
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

σǫ = ∇H(η) − [σH〈·〉, η],

donde [·, ·] es el corchete de Lie sobre g, y ∇H : Γ(ad(P)) −→ Γ(T∗(M) ⊗ ad(P))

es la derivada covariante inducida por H en el fibrado asociado ad(P), definido en una

trivialización por

∇H(η) = ξ∗ + [ωH〈·〉, ξ]

donde η : U −→ ad(P) es una sección del fibrado adjunto, con η(x) = (x, ξ(x)), y ωH

es una 1-forma de conexión inducida por H.

[Dem.] Como esto es una declaración local, trabajaremos con una trivialización

local V × G del G-fibrado principal P, donde V ⊂ U es abierto en M. Una sección

local s : V −→ P puede ser escrita como s(x) = (x, g(x)), para alguna aplicación

suave g : V −→ G.

Dada δs a lo largo de s, sea X ∈ gau(P) el único campo Gauge tal que δs = X|s(M)

(veáse Lema 4.1.3); por la identificación gau(P) ≃ Γ(ad(P)) (Proposición 2.4.8), X

determina una única sección η del fibrado adjunto.
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Además se tiene que (TG(P))x ≃ Tx(V) × g, con x ∈ V, mediante la aplicación

suave ϕ̃ : (TG(P))x −→ Tx(M) × g, dada por ϕ̃({(X, B)}G) = (X, B), donde

{(X, B)}G = {(X, (Rh)∗(B)) ∈ Tx(M) × Th(G) | h ∈ G}.

La sección local s : V −→ P define una sección local en el fibrado de conexiones

C(P), σ : V −→ C(P), dada por σ(x) = q(j1xs). Por la Proposición 3.5.1, tenemos

que C(P)|V ≃ T∗(V) ⊗ g y, por la Observación 3.5.2, J1(P)|V ≃ T∗(M) ⊗ T(G);

además el siguiente diagrama conmuta

J1(P)|V ≃ T∗(V) ⊗ T(G)

q

��

π10 // P|V ≃ V × G
OO

s

C(P)|V ≃ T∗(V) ⊗ g

p
//
Vσ

oo
��

π1

Donde (C(P))x = {ŝ ∈ Hom(Tx(V), Tx(V) × g) | π∗ ◦ ŝ = IdTx(V)}.

Por tanto, la aplicación σ(x) = q(j1xs) se puede escribir como

σ(x) = (R
g(x)−1)∗ ◦ (π2)∗ ◦ s∗ = (R

g(x)−1)∗ ◦ g∗.

Por la identificación de ad(P)|V con V × g (Observación 2.4.7), tenemos que η ∈

Γ(ad(P)|V) se puede escribir de la forma η(x) = (x, ξ(x)), para alguna aplicación

suave ξ : V −→ g, y la variación δs es ası́ obtenida como la derivada de la variación

sǫ(x) = (x, exp(ǫξ(x))g(x)). En efecto, para ǫ = 0 se tiene s0 = s y la derivada de

sǫ con respecto a ǫ es el campo vectorial Gauge X a lo largo de la sección s la cual
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coincide, por construcción, a δs. Además

δσ(x) =
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

σǫ(x) =
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

(
(Rg(x)−1 exp(−ǫξ(x)))∗ ◦ (exp(ǫξ)g)∗

)

=
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

(Rg(x)−1 exp(−ǫξ(x)))∗

(
(Rg(x))∗ ◦ (exp(ǫξ))∗ + (Lexp(ǫξ(x)))∗ ◦ g∗

)

=
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

(
(Rexp(−ǫξ(x)))∗ ◦ (exp(ǫξ))∗

)

+
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

(
Adexp(ǫξ(x)) ◦ (Rg(x)−1)∗ ◦ g∗

)
(I)

Para cada x ∈ V, tenemos que ξ(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp(tξ(x))) , donde exp : g −→ G,

está definida por: B 7−→ exp(B) = σB(1), con σB(t) la curva integral del campo

invariante B ∈ g, que satisface σB(0) = e ∈ G. (Se escribe exp(tX) = σX(t), para

t ∈ R, X ∈ g, para más detalles véase la Definición 1.3.7). Como Tξ(x)(g) ≃ g, la

aplicación inducida ξ∗ : Tx(V) −→ g está dada por

ξ∗ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(Rexp(−tξ(x)))∗ ◦ (exp(tξ)∗)

)

Por lo tanto ξ∗ equivale al primer sumando de la expresión (I).

Recordemos que la aplicación adjunta minúscula se define como (Definición 1.3.9)

adX : g −→ g por adX(Y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Adexp(tX)(Y) = [X, Y].

Para X = ξ(x), e Y = (Rg(x)−1)∗ ◦ g∗ = σ(x), se tiene que el segundo sumando de

la expresión (I) es [ξ(x), σ(x)].

Ası́ obtenemos

δσ(x) =ξ∗ − [σ(x), ξ(x)] = ξ∗ − [ωH ◦ s∗, ξ(x)] − [σ(x) − ωH ◦ s∗, ξ(x)]

=∇H(ξ(x)) − [σH(x), ξ(x)],

Esto es equivalente a δσ = ∇H(η) − [σH, η]. �
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Observación †† 4.2.2. Sea π : P −→ M un G-fibrado principal suave y H una

conexión. El dual del fibrado adjunto, (ad(P))∗ = (P × g∗)/G, puede ser visto

como el fibrado asociado a P por la representación dual de G sobre g∗, esto es,

g 7−→ Ad∗
g−1 . Por la Proposición 2.4.3, existe una correspondencia biunı́voca entre

el conjunto de secciones del fibrado dual adjunto, Γ((ad(P))∗), y el conjunto

{β ∈ C∞(P, g∗) | β(p · g) = Ad∗
g−1(β(p)), p ∈ P, g ∈ G}.

Definición 4.2.3. Sea (U, ϕ) una trivialización del fibrado principal π : P → M,

una sección β ∈ ΓU((ad(P))∗) puede ser escrita como β(x) = (x, ψ(x)), donde

ψ : P −→ g es una aplicación suave; se define la derivada covariante inducida

por la conexión H por

∇̃H(β) = ψ∗ − ad∗
σH〈·〉(ψ)

o equivalentemente

(∇̃X(β))η = X(〈β, η〉) − 〈β,∇Xη〉, ∀η ∈ Γ(ad(P)), X ∈ X(M).

Definición 4.2.4. Dada σ ∈ Γ(C(P)) una sección del fibrado de conexiones, la

aplicación l : C(P) −→ R define un operador lineal

δl

δσ
: T∗(M) ⊗ ad(P) −→ R, dada por

δl

δσ
(ζx) = lı́m

ǫ→0

l(σ(x) − ǫζx)− l(σ(x))

ǫ
, ∀ζx ∈ (T∗(M) ⊗ ad(P))x , x ∈ M,

llamado la derivada vertical de l a lo largo de σ.

El operador l puede ser visto como una sección global del fibrado dual (T∗(M) ⊗

ad(P))∗ ≃ T(M) ⊗ (ad(P))∗, esto es, un campo vectorial con valores en el fibrado

dual (ad(P))∗ .
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Lema 4.2.5. Para una conexión fija H sobre el fibrado principal π : P −→ M, existe

un operador divergencia asociado, divH : Γ(T(M) ⊗ (ad(P))∗) −→ Γ(ad(P)∗), que

satisface las siguientes condiciones. Sean χ, χ′ ∈ Γ(T(M) ⊗ (ad(P))∗), η ∈ Γ(ad(P)),

f ∈ C∞(M). Entonces

i) divH(χ + χ′) = divH(χ) + divH(χ′),

ii) divH( f χ) = χd( f ) + f divH(χ),

iii) div(〈χ; η〉) = 〈divH(χ); η〉 + 〈χ;∇Hη〉. Aquı́ 〈 ; 〉 es un producto bilineal y div

se refiere al operador divergencia usual sobre M. Además, si {E1, · · · , Em} es una base

de secciones locales del fibrado (ad(P))∗ , entonces cualquier elemento χ ∈ Γ(T(M) ⊗

(ad(P))∗) puede ser escrito como χ =
m

∑
i=1

(Xi ⊗ Ei), Xi ∈ X(M), de modo que

divH(χ) =
m

∑
i=1

(
div(Xi)⊗ Ei + ∇̃H

Xi
(Ei)

)
.

Observación †† 4.2.6. Para la demostración véase [CRS]. En el caso P = M × G y

H una conexión trivial, el operador divH es el operador divergencia usual.

Teorema de reducción sobre fibrados principales

Teorema 4.2.7. Sea π : P −→ M un fibrado principal sobre una variedad M con una

forma de volumen ν y L : J1(P) → R un Lagrangiano G invariante. Sea l : C(P) → R la

aplicación definida por L en el cociente. Para un conjunto abierto U ⊂ M con U compacto

y s : U −→ P una sección local de π, se define σ : U −→ C(P) por σ(x) = q(j1xs),

donde q : J1(P) −→ C(P) = (J1(P))/G es la proyección canónica. Entonces, para cada

conexión principal H sobre P, las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. El principio variacional δ

∫
U L(j1xs)ν = 0 se satisface, para variaciones verticales δs a

lo largo de s, con soporte compacto.

2. La sección local s : U −→ P satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

3. El principio variacional δ
∫

U l(σ(x))ν = 0 se satisface, usando variaciones de la forma

δσ = ∇H(η) − [σH, η],

donde η : U −→ ad(P) es cualquier sección del fibrado adjunto con soporte compacto.

4. Las ecuaciones de Euler-Poincaré se satisfacen:

EP(l)(σ) := divH
(

δl

δσ

)
+ ad∗

σH

δl

δσ
= 0.

[Dem.]

• La equivalencia (1) ⇔ (2) se obtiene de la Proposición 4.1.8.

• Para (1) ⇔ (3), usamos que

δ
∫

M
L(j1xs)ν = δ

∫

M
l(σ(x))ν,

con el hecho de que, dada una variación vertical infinitesimal δs =
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

sǫ, la

expresión del variacional reducido δσ =
d

dǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

q(j1sǫ) está dado por

δσ = ∇H(η) − [σH , η].

Esto se obtiene de la Proposición 4.2.1.
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• Para la equivalencia (3) ⇔ (4), tenemos

δ
∫

M
l(σ(x))ν =

∫

M

〈
δl

δσ
; δσ

〉
ν =

∫

M

〈
δl

δσ
;∇H(η) − [σH; η]

〉
ν

=
∫

M

(〈
δl

δσ
;∇H(η)

〉
−

〈
δl

δσ
; [σH, η]

〉)
ν.

Por el Lema 4.2.5-(iii) tenemos que

〈
δl

δσ
;∇H(η)

〉
= div

(〈
δl

δσ
; η

〉)
−

〈
divH

(
δl

δσ

)
; η

〉

ası́

0 =
∫

M

(
div

(〈
δl

δσ
; η

〉)
−

〈
divH

(
δl

δσ

)
; η

〉
−

〈
ad∗

σH

δl

δσ
; η

〉)
ν

=
∫

M

〈
div

(
δl

δσ

)
− ad∗

σH

δl

δσ
; η

〉)
ν

Para la última igualdad se ha usado que

∫

M
div

〈
δl

δσ
; η

〉
v = 0

por el Teorema de Stokes (véase [MR, pág. 124]). Por lo tanto, para cualquier η,

δ
∫

M
l(σ(x))ν = 0 si y sólo si (3) se satisface.

�
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geläche. Math. Ann. 104 (1931), 637-665.

[Iva] Ivancevic, Vladimir and Ivancevic, Tijana. Applied Differential Geometry: A

Modern Introduction. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd (2007).
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