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Resumen

El problema inverso asociado a la constante de Davenport para grupos abelia-
nos finitos, consiste en determinar la estructura de todas las secuencias minimales
de suma cero de longitud maximal sobre este grupo. En este trabajo se estudia el

problema inverso para grupos de la forma Cy @ Cy @ Cy,,.
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Introduccion

El objeto de estudio de la teoria combinatoria de niimeros son las secuencias
finitas de elementos en un grupo abeliano finito, generalmente no es necesario que
estas secuencias sean ordenadas, sélo que permitan la repeticion multiple de elemen-
tos, por esta razon el término “multiconjunto” también es usado por algunos autores
para referirse a las secuencias. El niimero de elementos o términos que aparecen en
la secuencia es llamado longitud de la secuencia. Decimos que una secuencia es de
suma cero, si la suma de sus términos es el elemento identidad (o cero) del grupo,
en caso que la secuencia sea de suma cero, y no posea subsecuencias de suma cero,
esta es llamada secuencia minimal de suma cero.

Un célebre problema abierto, introducido y estudiado por Roger en 1962 [11]
en conexion con un problema de teoria algebraica de niimeros, y popularizado poste-
riormente por Davenport, es el siguiente: ;Cudl es la menor longitud que debe tener
una secuencia en un grupo abeliano finito GG para que ésta posea una subsecuencia de
suma cero?. Este nimero es actualmente conocido como la constante de Davenport
de G y denotado por D(G), su existencia estd garantizada por el, denominado por
Erdoés, “Lema prehistérico”, el cual asegura que toda secuencia en un grupo abeliano

finito, de longitud el orden del grupo, posee una subsecuencia de suma cero, es decir,

VII
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D(G) < |G]. En particular, para grupos ciclicos finitos se conoce que D(G) = |G|.
Sin embargo, en general, el problema de hallar D(G) no es un problema facil de
resolver, para pocos grupos se conoce su valor exacto o resultados que permitan
aproximarla a su valor exacto.

Existen diversas aplicaciones de la constante de Davenport en areas relacio-
nadas tales como la teoria de grafos, la teoria de Ramsey y geometria finita. Una
de las aplicaciones mas importantes se puede ver en la prueba de la infinitud de los
nimeros de Carmichael, por Alford, Granville y Pomerance [1]; ademds fué 1til en un
trabajo sobre teoria de niimeros por Briidern y Godinho [2], entre otras aplicaciones.

Es tradicional, en teoria combinatoria de numeros, el estudio del problema
inverso asociado a diversos problemas directos, particularmente, ha recibido consi-
derable atenciéon el problema inverso asociado a la constante de Davenport, el cual
consiste en determinar la estructura de las secuencias minimales de suma cero de
longitud D(G), equivalente al problema de determinar la estructura de las secuen-
cias libres de cero de longitud maximal. La motivaciéon de investigacion sobre este
y otros problemas inversos de suma cero, no solo se debe al tradicionalismo sino
también a las aplicaciones que tiene en la teoria de factorizacion no tnica, la cual
estudia, entre otras cosas, los diversos fenémenos que surgen cuando se consideran
factorizaciones, no necesariamente iinicas, de enteros algebraicos, o de elementos de
monoides de Krull, en factores irreducibles (ver [6] y [5]).

El problema inverso para grupos ciclicos ya ha sido estudiado sin mucha difi-
cultad. Para grupos de rango 2 el problema inverso fué resuelto recientemente en [4]

y [10]. Para grupos de rango 3 o mayor que 3 no se conocen resultados ni conjeturas
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relacionadas con el problema inverso, excepto para 2-grupos elementales, donde el
problema inverso tiene una solucién muy conocida. En este trabajo se presenta una
solucién al problema inverso para grupos de la forma C3 @ Cs,.

En el Capitulo 1 presentamos algunos resultados bésicos relacionados con gru-
pos abelianos finitos e introducimos la notaciéon y terminologia que usamos en el
trabajo. En el capitulo 2 estudiamos la constante de Davenport, calculamos su valor
para algunos grupos y la estimamos para otros, también establecemos una relacién
entre la constante de Davenport, la constante de Davenport restringida y la cons-
tante de Davenprot generalizada, finalmente en el Capitulo 3 mostramos parte de
la estrutura de las secuencias minimales de suma cero y mostramos la solucion del
problema inverso asociado a la constante de Davenprot para grupos ciclicos y grupos
de la forma Cy & Cy & Cy,,.

La mayor parte de los resultados de este trabajo estd fundamentada en [13].



Capitulo 1

Preliminares

Este Capitulo estd dedicado a definir la terminologia que usaremos a lo largo
del trabajo, también recordamos algunos resultados basicos sobre grupos abelianos
finitos y secuencias sobre grupos abelianos finitos, los cuales juegan un papel muy
importante a la hora de tratar problemas de suma cero. Algunos resultados son pre-
sentados sin su demostracion, dado que son resultados basicos y muy conocidos, sin
embargo, los detalles de las pruebas pueden ser encontrados en [8] y [12].
Denotamos los niimeros enteros no negativos y positivos por Ny y N, respectivamen-
te. Dados a,b € N denotamos por [a,b] el intervalo de enteros, es decir el conjunto

{z € N:a < z < b}. Definimos max () = 0.

1.1. Grupos Abelianos Finitos

En general, los problemas de suma cero son estudiados para grupos abelianos
finitos, aunque recientemente se han generalizado algunos problemas para grupos

no abelianos, donde el problema es atiin mas arduo. En adelante trabajaremos con



grupos abelianos finitos los cuales denotaremos por G y cuya operaciéon binaria
tendra notacién aditiva.

Un grupo abeliano G se dice p-elemental, si existe un ntimero primo p tal que
pr = 0, para todo x € G.

Sean A y B subconjuntos no vacios de G, definimos el conjunto suma de Ay

B, denotado por A + B como
A+B={a+b: a€ Abe B}

como G es abeliano tenemos que A+ B = B + A.

El orden de G es su cardinalidad, es decir, el nimero de elementos que tiene y
lo denotamos por |G].
Para un subconjunto Gy C G, el subgrupo generado por Gy es denotado por (Gy).
Si G = (Gy) decimos que G es un conjunto generador de G. Dado g € G, el orden

de g es definido por
ord(g) := [{g)| € N.

Para n € N, denotamos por C,, a cualquier grupo ciclico de orden n. En particular,
C1 = {0}. Es bien sabido que si g € G es un elemento de orden ord(g) = n € N,
entonces (g) = C,,. Denotamos por C! la suma directa de C,,, consigo mismo, r
veces.

El exponente de G se define como
exp(G) :=min{n e N:ng =0, Vg € G}

Sea GG un grupo abeliano finito y sea H subgrupo de GG, denotamos por ¢ al epimor-

fismo candnico de G en G/H.



Definicién 1.1.1 Sea G un grupo abeliano finito. Un subconjunto E C G\{0} es
llamado independiente si ). pace =0, con a. € Z, implica que a.e = 0 para cada

e € E. Un subconjunto de G generador independiente es llamado una base de G.

Observacién 1.1.1 Si Go C G\{0} y [],cq,0rd(g) = [(Go)l|, entonces Gy es
independiente.
En efecto, sea gy € Gy, fijo pero abitrario, y sea H = (go) y K = (Go \ {g0}), es

claro que (Go) = H + K, ahora

H||K
(Go)| = |H+ K| = ||H|ﬂ—|K’|U€T 1.4.2 en [8]
Ord(go)ngGo\{go} ord(g) _ ngGO ord(g) _ (Go)|
- |H N K| |H N K| |HN K|

Luego |H N K| < 1, implicando que H N K = {0}. Hemos probado que para todo
g € Gy tenemos que (g) N (Go \ {g}) = {0}. Ahora supongamos que y_ . a9 =
0 para ciertos a, € N. Si para algin gy € Go, ag90 7# 0, entonces agg0 =
— 2 geGorigot @99 € (Go \ {g0}) luego agg0 € (g0) N (Go \ {g0}) = {0}, lo cual
es una contradiccion dado que supusimos agz,go 7 0. De modo que ayg = 0 para todo

g € Gy, en consecuencia Gy es independiente.
La Observacién anterior implica la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1.1 ([12] pdag 310) Un conjunto Gy de elementos no nulos de un

grupo abeliano finito G es independiente si, y solo si (Go) = @(g)
9€Go

La proposicion 1.1.1 implica que un grupo abeliano finito G contiene una base

si, y solo si GG es suma directa de grupos ciclicos. El siguiente teorema, llamado



teorema fundamental para grupos abelianos finitamente generados, garantiza que

todo grupo abeliano finito contiene una base.

Teorema 1.1.1 [8] Si G es un grupo abeliano finitamente generado, entonces G es
(isomorfo a) suma directa finita de grupos ciclicos, en la cual los sumandos ciclicos

finitos (si hay alguno) son de ordenes ny,ny,...,n, donde ny > 1 y ny|ng|...|n,.
En particular, si G' es un grupo abeliano finito, el teorema anterior implica que
GgCnl@...@C’m

con 1 < ny|...|n,. Observemos ademas que en este caso exp(G) = n,. Al entero n,
lo llamamos rango de GG, observar que, segin el teorema 1.1.1, n, estd Unicamente

determinado por G, por lo que el rango de G esta bien definido. También definimos

D(C) = 143 (m— 1)

En particular D*(0) = 1. Si G es ciclico entonces D*(G) = |G|.

1.2. Secuencias sobre Grupos Abelianos Finitos

Al estudiar los problemas de suma cero, el objeto principal de estudio son las
secuencias finitas S = g1 95 - - - g;, cuyos términos estan en un grupo abeliano G. No se
necesita que las secuencias sean ordenadas, sélo que éstas permitan la repeticién de
elementos, por esta razon el término “multiconjunto” también es usado por algunos
autores para referirse a las secuencias. Recientemente, dadas las aplicaciones de los

problemas de suma cero en teoria de factorizacién no tnica, se ha tratado a las



secuencias como elementos del monoide abeliano libre con base GG, cuya operacion
binaria es la concatenacion de las secuencias, adoptaremos dicha terminologia y la

definimos a continuacion.

Definicién 1.2.1 Una secuencia sobre un grupo abeliano finito G es un elemento de
el monoide abeliano libre sobre G, escrito multiplicativamente, denotado por F(G),

esto es, si S € F(G), S se escribe de la forma

S = Hg”g con v, € Ny.

geG
Para cada secuencia S existen ¢y, ..., g, € G unicamente determinados, salvo el or-

den, tal que

El elemento neutro de F(G) es llamada la secuencia vacia, y denotada por 1.
Definicién 1.2.2 Sean S, T € F(G).
1. T es una subsecuencia de S y lo denotamos T|S, sivy(T) < v,(S), Vg € G.
2. SiT|SyT#S,T es llamada subsecuencia propia de S.

3. si T|S, entonces T™1S denota el codivisor de T en S, es decir, la tinica se-

cuencia que satisface T(T~1S) = S.

Para secuencias Si, S € F(G), la notacién med(Si, Sz) es usada para denotar el

maximo comun divisor de S; y Sz en F(G), definido como,

med(S, $) = S € F(G),



siS|S1,S|Sey R| S para cualquier secuencia R con R | S1y R | Ss.
Sea S =]

gec 9% € F(G). Usaremos la siguiente notacion:

e Para cada g € G, el nimero v,(S5) = v, es llamado la multiplicidad de g en S.
o [S]:=3",cqVg(S) denota la longitud de S.
o h(S) :=miax{vy(S): g € G} denota la altura de S.

e 0(S) =3 e Vg(S)g denota la suma de S, observemos que o (1) = 0 (recordar

que la secuencia 1 es la secuencia vacia).
e El conjunto Y (5) :={o(T) : 1 # T|S} denota el conjunto de subsumas de S.
e El conjunto supp(S) := {g € G : v4(S5) > 1}. es llamado soporte de 5.

e —5 es usada para denotar la secuencia [[ o(—9)", vy para go € G, go +

denota la secuencia [] (g0 + g)".

e Para T1,T; | S decimos que T; y T son subsecuencias disjuntas de S si y s6lo

st supp(T1) N supp(Tz) = 0.

Definicién 1.2.3 Una secuencia S € F(G) es llamada secuencia corta si 1 < |S| <

exp(G) y es llamada secuencia libre de cuadrados si v,(S) <1 para cada g € G.

Definicién 1.2.4 Sea S € F(G). Decimos que S es
1. Libre de suma cero si 0 ¢ > ().

2. Una secuencia de suma cero si o(S) = 0.



3. Minimal de suma cero si S # 0, 0(S) =0 y o(T) # 0 para cada subsecuencia

propia y no vacia T de S.

El conjunto de todas las secuencias de suma cero sobre G es denotado por B(G); y

el conjunto de todas las secuencias minimales de suma cero es denotado por A(G).

El siguiente resultado esencialmente muestra que toda secuencia de longitud
|G| posee una subsecuencia de suma cero, este resultado fué uno de los primeros
resultado en el area de teorfa combinatoria de niimeros y fué denominado por Erdos
como Lema Prehistorico, aunque la demostracién es muy simple, la idea central es
muy versatil y aparece con mucha frecuencia en las pruebas de otros teoremas mas

complejos.

Teorema 1.2.1 Toda secuencia sobre un grupo abeliano finito G de longitud |G|

posee una subsecuencia no vacia de suma cero.

Demostracién. Sea m := |G|y S = ¢192 . .. gm € F(G). Necesitamos mostrar que
S tiene una subsecuencia no trivial de suma cero. Para cada i € {1,...m}, definimos
Si = ¢192 - . . gi- Notemos que si o(5;) = 0(S;) con ¢ < j, entonces g;+1 ...g; €s una
subsecuencia no trivial de S de suma cero, como se deseaba. Supongamos que todos
los 0(S;) son distintos, entonces A = {0 (S51),0(S2),...,0(Sm)} es un subconjunto
de G de cardinalidad m = |G|, implicando que A = G, de modo que 0 € A, es decir,

existe ¢ € {1,...m} tal que o(S;) = 0, como querfamos demostrar. m

Observacién 1.2.1 (i) El conjunto B(G) es un submonoide de F(G).

(ii) Cada funcion f : G — G’ entre grupos abelianos G y G' puede ser extendida

en forma tunica a un funcion de monoides de F(G) en F(G'), la cual también



denotamos por f, y estd dada por f(S) = f(g192-..91) = f(91)f(g2) .- fan);

observemos que si f es un homomorfismo de grupos, entonces f(B(G)) C

B(G").

Una Relacién entre el Conjunto de Secuencias de Suma Cero

y la Factorizacién en Monoides Atomicos

Ahora recordamos algunas definiciones sobre factorizacién en monoides y lo

relacionamos con el conjunto de secuencias de suma cero sobre un grupo abeliano

finito G.
Definicién 1.2.5 Sea M un monoide abeliano

1. Un elemento u € M es llamado un atomo, o elemento irreducible, st u no es
wnvertible en M vy, para todo a,b € M, u = ab implica que a es invertible o b

es invertible. El conjunto de datomos en M es denotado por A(M).

2. M se llama monoide atémico si todo elemento no invertible de M se escribe

como producto de un nimero finito de elementos irreducibles (dtomos).
Sea M un monoide atémico.

e Sia € M no es invertible, a = uy---u, con u; € M irreducible, entonces
n es llamada la longitud de ésta factorizacién de a. Ademas, el conjunto de
longitudes de a , denotado L(a), es el conjunto de todos los n tal que a tiene una
factorizacion en irreducibles, de longitud n. Para e € M elemento invertible,

definimos L(e) = {0}.



e El conjunto L(M) := {L(a) : a € M} es llamado el sistema de conjuntos de

longitudes de M.

Ejemplo 1.2.1 Sea G un grupo abeliano finito. B(G) = {S € F(G)/ o(S) = 0}
es un monoide dtomico. El tunico elemento invertible de B(G) es la secuencia 1,
asi los elementos irreducibles de B(G) son las secuencias minimales de suma cero,
es decir, los elementos de A(G). Por conveniencia de notacion, escribiremos L(G)
en lugar de L(B(G)) y nos referimos a este conjunto como el sistema de conjuntos

de longitudes de G.

Ejemplo 1.2.2 Consideremos el grupo abeliano finito Zs y la secuencia S = 01233344 €
B(Zs). S puede factorizarse como producto de 3 y 4 secuencias minimales de suma

cero como Sigue:

S = (0)(244)(3331)
S = (0)(14)(23)(334).

Notese que no es posible factorizar a S como producto de dos secuencias minimales
de suma cero, pues una de ellas tendria que ser 0 y la otra 1233344, la cual no
es minimal. Para factorizar a S como producto de 5 o mas secuencias minimales
de suma cero, dicha factorizacion deberia tener 2 o mas secuencias de longitud 1 y

suma cero, lo cual no es posible pues vo(S) = 1. Luego L(S) = {3,4}.

Si consideramos, para algiin S € F(G), S = []._, S con secuencias S; € F(G),
ésta es llamada una descomposicién de S. En el caso de que S; € A(G) decimos que se

trata de una factorizacion de S, en tal caso se tendra necesariamente que S € B(G).



Capitulo 2

Constantes de Suma Cero

En este Capitulo estudiaremos la constante de Davenport y algunas constantes
de suma cero relacionadas con ella, ademas daremos algunos ejemplos del calculo y
estimacion de dichas constantes de suma cero para algunos grupos abelianos finitos,

en especial para los grupos de la forma C5.

2.1. La Constante de Davenport y Algunas de sus

Variantes

Definicién 2.1.1 Sea G un grupo abeliano finito. La constante de Davenport de G,
denotada por D(G), se define como la longitud mdzima de una secuencia minimal de
suma cero sobre G, es decir, el mayor entero positivo t tal que existe una secuencia
9192 --.gs con g; € G tal que 3,6 =0y > ;i # 0 para cada O # I C [1,], con
nuestra notacion,

D(G) :=max{|A| : A € A(G)}

10
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Notemos que D(G) también puede definirse como el menor entero positivo ¢
tal que toda secuencia de longitud ¢ posee una subsecuencia no trivial de suma cero.

Observemos también que el Teorema 1.2.1 implica que
D(G) <G
Esta cota garantiza la existencia de D(G).

Ejemplo 2.1.1 D(C,) = n, donde C,, es un grupo ciclico de orden n. En efecto, la
secuencia S = el¢I=1, donde e es el generador de C,,, no posee subsecuencias de suma

cero, asi D(Cn) > |Cy,|. Luego el Teorema 1.2.1 implica que D(C,,) = |C,,| = n.
Observaciéon 2.1.1 Sea G un grupo abeliano finito entonces
D*(G) < D(G) < |G|.

T
Para ver la primera desigualdad supongamos que G = @C’m donde ny|ns| ... |n,,
i=1 .
sea {e1, e, ... e, } una base de G tal que |e;| = n; y consideremos la secuencia S =

T

Hez”fl , es claro que |S| = D*(G) — 1 y como los e; son elementos independientes,

i=1
entonces S no posee subsecuencias de suma cero.

En particular cuando G es ciclico D*(G) = D(G) (ver Ejemplo 2.1.1). Inicialmente
se pensd que siempre se cumplia tal igualdad, pero en general la igualdad no se

cumple, por ejemplo, Geroldinger y Schneider [7] en 1992 mostraron que para todo

grupo de rango mayor que 3, existen infinitos casos donde D(G) > D*(G).

Ejemplo 2.1.2 D(C3) = 4. Por Observacion 2.1.1 sabemos que D(C3) > D*(C3) =
2-1)+2-1)+(2—-1)+1 = 4. Por otro lado, si A € F(C3) y |A] = 4
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entonces A = ajasazay con a; € C3 para todo i € [1,4]. Si a; = 0 para algin
i € [1,4] entonces A posee una subsecuencia no vacia que suma cero, si a; = a;
para 1,5 € [1,4],1 # j entonces la secuencia no vacia aa; | A es de suma cero.
Supongamos que a; # a; # 0 para todo i,j € [1,4],9 # j entonces el conjunto
{ay,as,a3,a4} C C3\ {0} tiene cardinalidad 4, luego éste debe ser dependiente ya
que la base de C3 tiene cardinalidad 3. Por tanto Zle n;a; = 0, para n; € Z no
todos nulos, mds aiin, debido a que el rango de C3 = Co®Co®Cy es dos, n; € {0,1},

luego existe una subsecuencia no vacia de A de suma cero, de modo que D(C3) < 4.

En general, no es facil calcular el valor exacto de la constante de Davenport
para cualquier grupo abeliano finito. Este es un problema abierto que se ha diver-
sificado mucho y ciertas variantes sobre esta constante han dado lugar a numerosas
constantes de suma cero que han sido estudiadas los ultimos anos. Una de las va-
riantes de la constante de Davenport es la constante de Davenport generalizada, la

cual definimos a continuacién.

Definicién 2.1.2 Sea G un grupo abeliano finito y k € N. La costante de Davenport
generalizada de G, denotada por Di(G), se define como el menor entero positivo t
tal que toda secuencia de longitud t posee k subsecuencias disjuntas de suma cero.

O, equivalentemente
Di(G) := max{|B| : B € B(G),méxL(B) < k}

Nétese que D(G) < kD(G), de manera que Dy (G) esta bien definida. La cons-
tante Dg(G) fue considerada por primera vez por Halter-Koch [9] al resolver algunos

problemas de factorizacién no unica, ademaés se le encontré utilidad, como veremos
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mas adelante, como parte de un método inductivo para determinar la constante de
Davenport de ciertos grupos [3].
Otra variante conocida de la constante de Davenport, es la constante de Da-

venport restringida.

Definicién 2.1.3 Sea G un grupo abeliano finito y k € N, k > exp(G). La k-
constante de Davenport restringida , denotada por D*(G), se define como el menor
entero positivo t tal que toda secuencia de longitud t, posee una subsecuencia de
suma cero y longitud menor o igual a k. Particularmente la constante D™P(E)(G) es

denotada por n(QG).

Nétese que D¥(G) < k|G|, de manera que D¥(G) esta bien definida, en efecto, Sea
S una secuencia de elementos de G con |S| = k|G|. Si Vg € supp(S), vy(S) < k

entonces |S| =Y () V() < k[supp(S)| < k|G|, en contradiccién con el hecho

geEsupp

de que |S] = k|G|, luego existe g € supp(S) tal que v,(S) > k. Sea T = [[72 @ g | S
(v4(S) > k > exp(G)) entonces (1) = 0. De modo que, toda secuencia de longitud

k|G| posee una subsecuencia de suma cero y longitud menor o igual a k. Por tanto,

D*(G) < k|G|

A continuacion presentamos algunos resultados que relacionan las constantes

de suma cero que hemos definido.

Lema 2.1.1 Sea G un grupo abeliano finito. Si D¥(G) < Di(G) + k, entonces
Di1(G) < Di(G) + k.
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Demostracién. Sea S una secuencia de elementos de G con |S| = D;(G) + k.
Veamos que existen i+ 1 subsecuencias disjuntas de S de suma cero. Como D*(G) <
D;(G) + k, existe S1|S con |S!| < k tal que o(S?) = 0. Asi [S(S1) 7Y > Dy(G), luego
S(S1)~! contiene i subsecuencias disjuntas, cada una de suma cero. En consecuencia

Dini(G) < Di(G) + k. m

Corolario 2.1.1 Sea G un grupo abeliano finito. Si D*(G) < Dy(G) + k, entonces

Disn(G) < Di(G) + nk.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n, el caso n = 1 es el Lema
2.1.1. Supongamos que es cierto para n y lo probaremos para n + 1. Sea S € F(G)
con |S| = Dy(G) + (n + 1)k. Por hipétesis, existe S|S con |St| < k y o(S') = 0.
Luego |S(S;)7Y > D;(G) + nk, y por hipétesis inductiva, es posible construir n + i

subsecuencias disjuntas, cada una con suma cero. ®

Proposicién 2.1.1 Sea G un grupo finito (no necesariamente abeliano). Sea H

un subgrupo de G. Entonces Dy(G) < Dp,(m)(G/H).

Demostracién. Sea M = Dy(H) y t = Dy (G/H). Sea S = g192...9: € F(G),
probaremos que existen k subsecuencias disjuntas de S de suma cero. Consideremos
el homomorfismo natural ¢ : G — G/H, y la secuencia inducida ¢(5) € F(G/H)
dada por ¢(S) = [[._,(g: + H). Por definicién de Dy (G/H), existen I; C [1,1],
con 1 < j < M, tales que Zi.g[]. (9; + H) = Og/p, esto significa que Zie[j (9:;) € H,
para todo 1 < j < M. Nétese que (D c; (9:))(Dicr,(9i) - (Xies,, (9i)) es una

secuencia de elementos de H de longitud M = Dy(H). Luego, por definicién de
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Dy(H), existen T, C [1, M], con 1 <7 < k, tales que } . .. Zielj(gi) =0, lo cual

prueba la proposicién. m

Observacion 2.1.2 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Entonces

D(G) < Do (G/H)

Observacién 2.1.3 D*(C3) < 8, en efecto, como |C3| = 8 y los elementos de C3
son de orden 2, entonces toda secuencia de longitud 8 sobre C3, contiene al cero o
tiene un elemento de multiplictdad mayor o igual que 2, en cualquier caso es posible

encontrar una subsecuencia de suma cero de longitud a lo mas 2.
Lema 2.1.2 Dy(C3) = 2k + 3 para k > 2.

Demostracién. Veamos que Dy(Cy) <2243 =17.Sea S € F(C3) con |S| =17, si
0]S o para algin g|S v,(S) > 2, es posible obtener Sy|S tal que o(Sy) =0y |So| < 2,
ast |S(Sp)~! > 5 > 4 = D(C3), en consecuencia S(Sp)~! posee una subsecuencia
de suma cero, luego S posee dos subsecuencias disjuntas de suma cero. Si 01 Sy
v,(S) = 1 para todo g¢|S, entonces S = ngcg\{o}(g)a y es facil ver que S posee dos
subsecuencias de suma cero, en efecto, S = ejesez(e1+ez)(e1+e3)(ea+e3)(e1+ea+es),
con {ey, ey, €3} base de C3 entonces ejeqez(er + 9+ e3), (€1 +€2)(e1 +e3)(ea+e3) | S
suman cero.

En la Observacién 2.1.3 verificamos que D?(C3) < 8. Sea {ey, €2, e3} base de C3, la

secuencia S = ejeges(eg + ez)(e1 + e3)(e2 + e3) no posee dos subsecuencias disjuntas
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de suma cero, entonces Dy(C3) > 7. Por lo tanto
D?(C3) <8 < 2+7 <2+ Dy(Ch).

Luego aplicando el Corolario 2.1.1 con n =k — 2,1 =2 y s = 2 tenemos Dy(C3) <
2k + 3 para k > 2.
Por otra parte, consideremos gy € G\ {0} y sea S = g2*~* [secniog € F(C3), S

no contiene k subsecuencias disjuntas de suma cero, luego Dy (C3) > 2k + 3. =

2.2. Cotas para la Constante de Davenport Ge-

neralizada

Observacion 2.2.1 Si|S| > n(G)+kexp(G) con k € Ny entonces S tiene al menos

k+1 subsecuencias cortas de suma cero, en particular, Dy1(G) < n(G)+ kexp(G).

En efecto, procederemos por induccién sobre k. Para k = 0, |S| > n(G), por defi-
nicién de n(G), S posee una subsecuencia de suma cero de longitud menor o igual
que exp(G). Supongamos que para S € F(G) con |S| > n(G) + (k — 1)exp(G), S
posee al menos k subsecuencias de suma cero de longitud menor o igual que exp(G).
Sea S € F(G) con |S| > n(G) + kexp(G). Dado que |S| > n(G) + kexp(G) >

n(G) + (k — 1) exp(G) por hipétesis inductiva, existen S1Sy...S; | S tales que
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O'(Sl) =0 y ’SZ’ S eXp(G) Sea T = (5152 Ce Sk)_IS ’ S,

IT| = [S]—[5152... Skl
k
> n(G) + kexp(G) = > [Si]
=1
k
> n(G)+kexp(G) = > exp(G)

= n(GQ)

asi, existe Sgr1 | T tal que 0(Sk+1) = 0y |Sk+1| < exp(G) por tanto S posee al

menos k + 1 subsecuencias de suma cero de longitud menor o igual que exp(G).l
Definicién 2.2.1 Sea G un grupo abeliano finito definimos
D5(G) = méx{D(G) — exp(G),n(G) — 2exp(G)}.

Observaciéon 2.2.2 Si es G un grupo abeliano finito y Gy es un subgrupo de G tal
que G = Gy @ Ceap(), lo cual siempre es posible por el Teorema Fundamental para

Grupos Abelianos Finitos (1.1.1), entonces
kexp(G) + (D(G1) — 1) < Di(G) < kexp(G) + Dy(G).

Sea M = kexp(G)+max{D(G)—exp(G),n(G)—2exp(G)}. Veamos que D (G) < M,
en efecto,

para k =1,
Di(G) = Di(G) =D(G) = exp(G) + [D(G) — exp(G)]

< exp(G) + max{D(G) — exp(G),n(G) — 2exp(G)}

= M.
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Supongamos k > 2. Sea B € B(G) con |B| > M y sea N = {%-‘ entonces

N [|B| —n(G) + 1—‘ - [l{: exp(G) + méx{D(G) — exp(G),n(G) — 2exp(G)} — n(G) + 1

exp(G) exp(G)
S [k‘ exp(G) + 1(G) — 2exp(G) — n(G) + 1-‘
- exp(G)

1
= Rk - 2) + GXp(G)]

= k-1

luego N > k.

Ademas |B| > {%-‘ exp(G) — exp(G) + n(G) = (N — 1) exp(G) + n(G) por
la observacién 2.2.1, B posee al menos N subsecuencias de suma cero de longitud
menor o igual al exp(G), en consecuencia, existen Uy, Us,...,Uy € A(G) tal que
UUy..Uy | B, asi L(B) > N > k, luego maxL(B) > k para todo B € B(G) con
|B| > M, por tanto D(G) = max{|B| : méaxL(B) < k} < M.A

Es conocido que, existe algin Dy(G) tal que para todo k suficientemente grande,

dependiendo de G,

Observacién 2.2.3 Dy(C3) = 3, en efecto, dado que exp(C3) = 2 y por el Lema
2.1.2, se tiene que
Do(Cg) = Dk(cé)))_?k
= 2k+3—2k

= 3.

Observaciéon 2.2.4 Sea G un grupo abeliano finito, B € B(G), y k € N. Si

|B|=Dg(G)

|B| > Di(G), entonces maxL(B) > k. En particular, si ()

> k, entonces

|
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max L(B) > k; y para 2 grupos elementales, podemos remplazar Di(G) por Do(G)

en esta desiqualdad.
En efecto, si |B| > Di(G) y maxL(B) < k con B € B(G) entonces

1Bl < méx{|B'|: B' € B(G),maxL(B') < k}

= Di(G)

generando una contradicecion, asi max L(B) > k.

Bl = Do(G))

B D¢
o(C) >k=|B| > kexp(G)+ Dy(G)

> kexp(G) +n(G) — 2exp(G)

= (k—=2)exp(G) +n(G)

luego, por la observacion 2.2.1, B tiene al menos k£ — 1 subsecuencias de suma cero
por tanto, |B| > Dy (G) y asi méxL(B) > k.

Si D (G) < kexp(G)+Dy(G) podemos reemplazar Dy por Do(G) en esta desigualdad.

|B| = Do(G))

B D
p—rel > k= |B| > kexp(G)+ Do(G)

> Di(G)

asi maxL(B) > k.1



Capitulo 3

El Problema Inverso Asociado a la

Constante de Davenport

En este Capitulo estudiamos la estructura de las secuencias minimales suma
cero, es decir, la estructura de los elementos de A(G), como consecuencia resolvemos
el problema inverso asociado a la constante de Davenport para los grupos ciclicos y

para los grupos de la forma Cy @& Cy & Cs,,.

3.1. El Problema Inverso para Grupos Ciclicos y

para el Grupo Cj

El siguiente resultado resuelve el problema inverso asociado a la constante de

Davenport para grupos ciclicos finitos.

Teorema 3.1.1 Si S € A(C,) y |S| = n entonces S = a", para algin a € C,.
Demostracion. Sea S = ajas...a,, supongamos sin perdida de generalidad que

ay # ag. Sean

20
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Sl = a1
SQ = Qa2
Sz = a1+ ay

54 = CL1+CL2+CL3

Sn = a1 +a+ ...+ 0,1

SiS; =95 para3 < j<nyiec{l, 2} entonces

lo cual es una contradiccion pues S no posee subsecuencias de suma cero.

Si.S; =S5 para 3 <1 < j <n entonces

i—1 j—1 j—1

D= w=) an=0,

=1 k=1 k=i
lo cual es una contradiccion pues S no posee subsecuencias de suma cero. De modo
que S; # S;j para todo 1,7 € [1,n], luego S1,S5,...,.S, son n elementos distintos del
grupo C,, por tanto uno de ellos es el neutro, digamos S; = 0 para algun i, lo cual

es nuevamente una contradiccion al hecho de que S no posee subsecuencias de suma

cero. Asi S = a", para algun a € C,,. &

Proposicién 3.1.1 Sea G = C2® Cy = Cy ® Cy ® Cy, A € F(G) es minimal

de suma cero de longitud D(G) si solo si existe {e1,es,e3} C G independiente con
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ord(e;) = ord(eq) = ord(es) = 2, tal que
A= 616263(61 + e + 63)

Demostracién.

(=) Sea A € F(CodCy®(Cy), |A| = D(G) = 4 minimal, entonces existe {ey, €2, €3} C
supp(A) C C3 independiente con |e;| = |es| = |e3| = 2, de lo contrario existirfa una
subsecuencia de longitud 3 y suma cero lo cual no es posible pues A es minimal de

suma cero. Luego, A = ejeqezay ¥
61+62+63+&4=0
= a4 =¢€1+e2+e3
Asi,
A= 616263(61 + es + 63).
(<) Evidentemente la secuencia dadas suma cero y no posee subsecuencias de suma

cero. n

Observacién 3.1.1 Sea S € F(C3) tal que o(S) =0 y |S| =5 6 |S| =6

entonces h(S)>2 6 0|S8S.

Para ver esto supongamos que 01 .S € F(C3) tal que ¢(S) =0y |S| =5, es claro
que S no es minimal de suma cero, pues D(C3) = 4, de modo que existe R | S
minimal de suma cero con 2 < |R| < 5.

Si |R| = 2 entonces R = ajas y

U(R):a1+a2=O = a1 = —Qy = Qy

= h(S)>h(R) =2
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Si |R| = 3 entonces |[R7'S| = 2, con o(R™'S) = 0, por el argumento anterior
h(S) > h(R™S) = 2.

Si |R| = 4 entonces |[R7!S| =1, con o(R™'S) = 0, luego R7'S = 0| S en contra-
diccién con el hecho de que 01 S.

Supongamos que 01 S € F(C3) tal que o(S) = 0y |S| = 6, es claro que S no es
minimal de suma cero, pues D(C3) = 4, de modo que existe R | S minimal de suma
cero con 2 < |R| < 6.

Si |R| = 2 entonces R = ajay y

U(R):a1+a2:O = a1 = —Qy = Ay

= h(S)>h(R)=2

Si |R| = 4 entonces |R7'S| = 2, con o(R™*S) = 0, por el argumento anterior
h(S) > h(R™1S) = 2.

Si |R| = 5 entonces |[R™'S| =1, con o(R™'S) = 0, luego R7'S = 0| S en contra-
diccién con el hecho de que 01 S.

Si |R| = 3 entonces |[R™1S| = 3, con o(R™S) = 0 ademés h(R) = h(R™'S) =1 ya
que 01 Syo(R)=0(R™'S) =0,sie;+es+es | Rentonces R = ex(e;+e;)(e1+eates)
con i # j # kyeej(e; +e)(e; + e;) es minimal de suma cero, luego no es posible
que R71S tenga longitud 3 y sume cero, el mismo razonamiento es valido si su-
ponemos que e; + e3 + ez | R71S. Por tanto e; + ex + e3 1 S, R = e;ej(e; + ¢)
6 R = (e1 + ea)(er + e3)(ea + e3) en cuyo caso R™1S = ex(e; + er)(e; + ex)
6 R71S = ejeges respectivamente, pero en ambos casos o(R71S) # 0 lo que es

una contradiccion.
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3.2. Estructura de las Secuencias Minimales de

Suma Cero

Comenzamos presentando una propiedad del soporte de las secuencias mini-

males de suma cero de longitud D(G).

Teorema 3.2.1 Sea G un grupo abeliano finito, S € A(G) con |S| = D(G), enton-
ces (supp(S)) = G.

Demostracién. Sea G; = (supp(.S)), supongamos que G; & G entonces D(G;) <
D(G). Observemos que S € F(Gy), sea T = Sa™' | S donde a | S entonces |T| =
D(G)—1 > D(G1), luego T posee una subsecuencia de suma cero, en consecuencia, S
posee una subsecuencia de suma cero, contradiciendo el hecho de que S es minimal
de suma cero. Luego G; = G. =

Sea GG un grupo abeliano finito y sea H subgrupo de G, denotamos por ¢ al
epimorfismo canénico de G en G/H. Una técnica comun al abordar el problema
inverso, consiste en estudiar la secuencia inducida por ¢ en G/H y luego levantar
esta estructura a la secuencia en G. Notemos que si A € A(G), la secuencia ¢(A) €
F(G/H) pertenece a B(G/H), pero no necesariamente pertenece a A(G/H), asi
¢(A) tiene una factorizacién en F(G/H), digamos ¢(A) = ¢(F1)...¢(Fg), donde
A = F\F; ... Fy. El siguiente resultado muestra como tiene que ser o(F;) para cada

i € [1,k] cuando H es un subgrupo ciclico de G.

Corolario 3.2.1 Sea G un grupo abeliano finito, H C G subgrupo ciclico de G de
orden n, A € A(G), ¢ : G — G/H el epimorfismo canonico y A = F1F,...F, tal
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que p(o(F;)) = 0 para cada i € [1,n], entonces existe g € H con H = (g) tal que
para todo i € [1,n], o(F;) =g.
Demostracion. Sabemos que
o(lo(F)=0=0(F,)€e H= 5= ﬁa(ﬂ) € F(H)
i=1
observemos que S es minimal de suma cero, de lo contrario para algin J & [1,n],

Y ics 0(F;) = 0 entonces o(] [, Fi) = 0 pero [[,c, F5 | A en contradiccién con el

hecho de que A € A(G), asi S € A(H), |S| =n = D(H), luego por el teorema 3.1.1

y por el teorema 3.2.1, o(F;) =g, con H = (g). m
El siguiente resultado muestra una cota para el nimero de secuencias cortas

presentes en la factorizacion de p(A) € G/H.

Lema 3.2.1 Sea G un grupo abeliano finito y H C G un subgrupo. Sea A € A(G)
y A= F...Fy tal que o(Fy)...¢(Fy) es una factorizacion de ¢(A). Sean I, 1.,
y I— denotando los subconjuntos de [1,k| tal que para i en el respectivo subconjun-

to tenemos que |F;| es el mayor que, menor que, e igual que, respectivamente, al

exponente de G/H.

(i) Entonces max L([[;c; o »(F3)) + |I<| < D(H). En particular, tenemos que
[I<| < (D(H) exp(G/H) + Dy(G/H)) — |A].

(i) Si k = maxL(p(A)), entonces |[[;c;. ¢(Fi)| < Dy |(G/H); en particular,

tenemos que |I.| < Dy(G/H).
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En este lema, podemos remplazar Dy(G/H) por Do(G/H) para los 2-grupos elemen-

tales.

Demostracién. Recordemos que [[f_, o(F,) € A(H) (o(p(F,)) = 0 asi o(F)) € H
k

y encontrar una secuencia de [[;_; o(F;) que sume cero es equivalente a encontrar

una secuencia de A que sume cero).

(i) Sea | € [0,k] tal que I. = [l + 1,k| (posiblemente reordenando los Fj). Sea
B = HLIFZ» y sea B = F|...F, tal que ¢(FY)...¢(F}) es una factorizacién
de p(B) y I = méxL(p(B)). Notemos que HLIJ(F{) H§:l+10'(ﬂ) es una

secuencia minimal de suma cero sobre H. Asi, existe una secuencia en H de

longitud I + (k — 1) < D(H) libre de suma cero luego,

max L[] e(F) + || = mixL(e(B)) + 1|
o = '+ (k-1
< D(H)

Como max L(p(B)) < D(H) — |I-|, se sigue por la observacién 2.2.4 que
[p(B)| — Doy(G/H)

<D(H)—-|I]|.
Notemos que
k
e(B)| =|B] = [Al-|]] A
i=l+1
= A=) _|F
i€l
> |Al= ) (exp(G/H) — 1)
i€l

= |A] = (exp(G/H) = 1)| 1|
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combinando las desigualdades anteriores tenemos
Al = (exp(G/H) = 1)|I<| = Do(G/H)  _ |p(B)| = Dy(G/H)
exp(G/H) - exp(G/H)
< D(H)— ||

luego,

Al = (exp(G/H) — 1)| 1| = Do(G/H) < D(H) exp(G/H) — |I<| exp(G/H)
= exp(G/H)|I<| = (exp(G/H) = 1)|I<[ < D(H) exp(G/H) + Dy(G/H) — |A|

= |I<| < D(H) exp(G/H) + Do(G/H) — |A].

(i) Sik = maxL(p(A)), entonces méx L([[;c; ¢ (F})) = |I]. Sea T = [[;;. »(F),
como [p(F;)| > |G/H| > 1paratodoi € I,y [[;c;. »(F;) es una factorizacién

1

de T, entonces 01 T'. Sea ¢(g)|T" y consideremos la secuencia T'¢(g) ", es claro

que o(Tp(9)™") # 0y que [Tp(g)~!| = |I.| — 1. Supongamos que T'p(g)~"
posee |I | subsecuencias disjuntas de suma cero, digamos 71,75, ..., T|s |, en-
tonces existe R|T, no trivial, tal que Tp(g) ™' = T1T5 ... T} | R, implicando que
T =TNT,... T Re(g), como o(T) =0y o(T;) = 0 para todo 7 € [1, |I5]], se
sigue que o(Rp(g)) = 0, esto implica que T tiene una factorizacién en al me-
nos |1 |+1 factores, contradiciendo que méx L([ [,c;. »(F3)) = |I-|, por tanto
T no posee || subsecuencias disjuntas de suma cero, en consecuencia,

| ] (F)I =171 < Dy (G/H)

icls
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ademas,

D |(G/H) > | [ e(F)l = D le(F)

i€ls i€ls

= (exp(G/H) + 1[I
asi Dr.|(G/H) — exp(G/H)|I-| > || y por la observacién 2.2.2

DH(G/H) > Di1.(G/H) — exp(G/H)|L| > | L. |.

Lema 3.2.2 Sean r,n € N,G = C5 ' @ Cyy,, y sea H C G un subgrupo ciclico de
orden n tal que G/H = C3. Sea T' € F(G) tal que existe e € H con 2g = e para

cada g | T. St F'| T tal que o(F) € H, entonces,
(i) En caso de que n sea par, |F| es par y o(F) € {@e, ‘F‘%e}.

1) En caso de que n sea impar, o(F) = Ele g |F| es par, y o(F) =
2

|F|4+n
2

e, Si

|F'| es impar.
Demostracién. Sea F' | T tal que o(F') € H. Consideremos

20(F) = 2) g

g|F

— Zgg

g|F

= > e

g|F

= |Fle
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Supongamos que |H| = n es par, digamos n = 2k para algun entero positivo k

entonces

k|Fle = 2ko(F)

k|Fle = no(F)
k|Fle=0 (o(F)€ H)
ord(e) | k| F|

k|F| = ord(e)!

k|F| = nl

k|F| = 2ki

I T O A

IF| =21

Por lo tanto |F| es par.

= 2le
de donde

2(c(F)—1le)=0
= ord(o(F) —le) |2

= ord(o(F)—le) =1Vord(c(F) —le) =2
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ord(o(F) —le) =1

= o(F)=le
= U(F):@e

Como o(F') € H entonces o(F') = re para algin r € [0,n — 1] de modo que,

o(F)—le = re—le

= (r—=le, r—l<n
por tanto,

ord(o(F) —le) =2 2(r—0e=0
ord(e) =n | 2(r —1)
2(r—1)=mns <2n

2(r—10)=n

ﬁ
|
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Supongamos que |H| = n es impar, digamos n = 2k + 1 para algin entero positivo
k.

Si |F'| = 2l entonces

20(F) = |Fle= (2l)e
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luego,
20(F)—1le) =0 = ord(o(F)—le) |2
= ord(o(F) —le) = 1V ord(o(F) — le) =
si ord(o(F) — le) = 2 entonces
2Ao(F)—1le) =0 = 2re—1le) =0
= 2r—De=0

= 2(r—10)]ord(e) =n

= 2|n
lo cual es una contradiccién, luego ord(o(F) —le) =1 = o(F) =le = @e.
Si |F| =20+ 1 entonces
20(F) = [Fle = 2550 o o(o() — 'ﬂ%e) —0
~ ord(a(F) — m%e) 2
& ord(o(F) = Lm0y Z oy ard(o(F) — ‘F|2+ n
si ord(o(F') — |F'%e) = 2 entonces
2(c(F) — ’F’%e) =0 = 2(re— m%e) =0
= 2(r— ’F|2+ n)e =0
2(r — |F|J) | ord(e) = n
= 2|n
— [Flin

lo cual es una contradiccion, luego ord(o(F') — |F'%e) = 1y por tanto o(F') e.

2
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3.3. El Problema Inverso para el Grupo Cy& Cy &
CQn

Lema 3.3.1 Sean € N, G = C2 ® Cs,, H C G subgrupo isomorfo a C,, tal que
G/H = C3 y A € F(G) minimal de suma cero de longitud 2n + 2 con una des-
composicion A = Fy..F,_1R tal que para cada i € [1,n — 1] |F}| = 2, |R| = 4,
F = F..F,1, ¢ : G~ G/H la funcion candnica, para cada i o(p(F;)) = 0,
o(e(R)) = 0y p(R) € F(G/H) libre de cuadrados es minimal de suma cero y
(supp(¢(R))) = G/H entonces:

(i) Sip(h) = p(h') para hh' | A entonces h = h'.

(i1) Los elementos en supp(R) ocurren con multiplicidad uno en A y la multiplici-
dad de los demds elementos es dos. Asi la descomposicion A = FR es unica.

Mas ain, la descomposicion F' = F...F,,_1 también es unica (salvo el orden).

(i1i) Para cada h € supp(F') tenemos que ord(2h) = n y, como p(h) # 0, el orden
de h es par. Asi ord(h) = 2n. Mds ain, existe un elemento generador g € H

tal que, para cada i € [1,n —1], o(F;) =g yo(R) = g.
() Si o(hy) = @(h1) + @(he) con hy | F' y hihe | R, entonces hg = hy + hs.

(v) supp(p(F)) es libre de suma, es decir, la ecuacion x +vy = z no tiene solucion

en supp((F)).

(vi) Para cada h € supp(F) N supp(R) tenemos h = o(h™'R) y mds ain para cada
R'| R con |R'| =3y h| R tenemos que (supp(A)) C (supp(R')).
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Demostracion. Cuando convenga, asumiremos F,, = R

(i) Primero supongamos que h y h' ocurren en subsecuencias distintas, es decir,
h | Fiy W' | Fj para i # j. Consideremos Fj = h™'W'F; y Fj = (h)"'hF;
entonces o(F)) = g—h+h"y o(F}) = g—h'+h, observemos que F;F; = F/F},

asi

A= ﬁFk = [[ BF/F]
k=1

ki,

Como ¢(h) = ¢(h') entonces

o(p(F)) = o(p(F)) =0y o(p(F})) = o(e(F})) =0

luego por el Corolario 3.2.1 g — h+ h' = o(F) = o(F}) = g, asi b = h.
Ahora, supongamos hh' | F; para algin i. Si ¢ = n entonces p(h)p(h') =
[o(R)]? | ¢(Fy), contradiciendo el hecho de que ¢(F,) es libre de cuadrados.
Asi i # n, sin perder generalidad, supongamos que ¢ = n — 1, es decir, F,, 1 =
hh'. —p(h) € G/H = (supp(e(Fy))), asi —p(h) = a(e(U)) con U | F,, pues
exp(G/H) = 2.

Sea U’ = U™'F, entonces o(¢o(U’)) = o(p(U)); consideremos F!,_; = hU y

n
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F! = h'U’ entonces

o(o(F) = elo(hU)
= ol +o(U)

= @(I) + ¢(a(U))

Analogamente,
p(o(Fy_1)) = 0.
Ademés observemos que F! | F) = F, | F,, por tanto A= Fy...F]_|F!

de modo que por el Corolario 3.2.1 existe ¢ € H con H = (g) tal que
o(F,_)=o(F},) =g

Consideremos F' | = W'U y F! = hU’. Usando el mismo argumento o(F" ;) =

o(F) = g. Asi,

o(F,) = o(F))
o(W'U') = o(hU")
a(h')+o(U') =0a(h)+o(U")

a(h') = o(h)

G

h'=h



(i)

(i)
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Dado que |F;| =2 Vi € [1,n — 1], supongamos F; = a;1a,2 € F(Co @ Cy @ Csyy,)

entonces
0 = o(p(F))
= plan) + p(an)
= o(a;1) = —p(an) = ©(an), por (i) a; = ap, luego F; = a? para algin
a; € G.

Como ¢(R) es minimal de suma cero y de longitud cuatro, por la proposicién
3.1.1 ¢(R) = ejezes(e; + eg + e3) para {eg, ez, ez} base de C3 de modo que
ve(p(R)) = 1,Vz | ¢(R) en consecuencia R = ¢1¢2939123 donde ¢(g;) = e;,

¢(g123) = o1y e y por (1) va(R) = 1, Va | R, luego
n—1

A= H %2919293912&
i=1

Sea h € supp(F') entonces por (ii) existe i € [1,n—1] tal que F; = h? pero por el
corolario 3.2.1 o(F;) = g con H = (g), luego 2h = g = ord(2h) = ord(g) = n.

Supongamos que ord(h) = 2k + 1 entonces

(2k+1)h =0
= 2kh+h=0
= 2kh=—h
= k(2h) = —h
= —h € (2h)
= helg)=H
= ¢(h) =0 contradiccién, pues @(h) #0
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luego, ord(h) es par, ademas (2n)h = n(2h) = 0 = ord(h) < 2n.

Supongamos que ord(h) = 2m entonces
(2m)h =0
m(2h) =0
n|m

n<<m

L

2n < 2m = ord(h).
Por tanto ord(h) = 2n.

(iv) Supongamos que ¢(hg) = @(h1) + @(h2) con hy | F'y hihy | R, sin perder
generalidad supongamos que hg | F,,_1, es decir, hg = F,_1. Sea R = hihyhshy.

Notemos que,

p(o(R)) = o(p(R)) =0
@(a(hyhahshy)) = 0

o(hy +he +hg+hy) =0

p(h1) + @(ha) + ¢(hs) + o(ha) = 0

@(h1) + o(ha) = p(hs) + o(hs)  (@(h;) € C3)

T

Sea F! | = hoh1hy y F), = hohshy4, notemos que ¢(o(F;)) = 0 parai € [1,n—2]
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y ademas

(o(F,_y)) = @(ho+ hi+ hy)
= w(ho) + ¢(h1) + ¢(h2)
= @(h1) + @(h2) + o(h1) + @(hs)

= 0.

o(o(F,)) = @(ho+ hs + hy)
= p(ho) + ¢(hs) + ¢(ha)

= p(h1) + o(ha) + @©(hs) + (ha)

= 0.

Entonces por el Corolario 3.2.1 existe g € H con H = (g) tal que
o(Fy)...o(F_)o(F!

n—1

Yo (F)) = g". En particular,

o(F,) =g=o0(R)
= ho+hs+hs="h;+ho+ hg+ hy

= h0:h1+h2.

Procedamos por reduccién al absurdo, supongamos que existen fi, fo, f3 €
supp(F) tales que o(f1) + ©(f2) = ©(f3).
Si f1 = fo entonces 2¢(f1) = ¢(f3) = 0 = ¢(f3) contradicciéon, pues 01 p(A).

Si fi = fs entonces p(f1)+¢(f3) = (f2) = ©(f2) = 2¢(f1) = 0 contradiccion.
Si fo = f3, por un procedimiento anélogo, tenemos ¢(f;) = 0 contradiccién.

Asi, fi1, f2, f3 son distintos dos a dos, como F tiene longitud par entonces
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|F| > 4, mas ain n — 1 > 2 implicando que n > 3.

Ahora,

o(f1) +¢(f2) = ¢(f3)
= »(fi) +e(f2) +e(fs) =0
= fitfatfz€H=g)
= fi+tfot+tfz=kg con 0<k<n-—1
= 2fi+2fa+2f3 = 2kg
Por otro lado sabemos que 2f; +2f; +2f3 = 3g asi 2kg = 3g = (2k—3)g =0
luego 2k — 3 =qn, q € Z.
Sik=006k=3,3g=0asiord(g) =n=3y |F|=2n—-2=4y supp(F) =
fifaf3fa, por tanto 0 = p(a(F)) = o(f1) +¢(f2) +(f3) +@(f1) = ¢(f1) luego
0| ¢(A) contradiccion.
Sik=16k=2, g=0 contradiccion.
Luego k > 4 = 2k—3 > 5, en consecuencia ¢ > 0 ademéas k <n—1= 2k—3 <
2n—>5,asign <2n—5=q < 2 luego ¢ = 1 por tanto 2k —3 =n =k = ”T*?’,

de modo que fi + fo + f3 = (%£2)g. Sea T = fifof; por el Lema 3.2.2, y

T .
= | ‘;"g = 3+T"g. Supongamos, sin perder

dado que n es impar, entonces o(T")

generalidad, que T'| F1 F5F3 y sea
To = FyFs...Fy, | T'F

como o(F;) = g entonces o(Ty) = (k — 3)g = (%52)g, luego o(TyT) =ng =0

contradiccion, pués F' no posee subsecuencias de suma cero.
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(vi) Sea h € supp(F) N supp(R), supongamos que R = hhihohs entonces h™ 'R =
hihohs y o(h™*R) = hy + hy + hs. Como h € supp(F) entonces h* | F y
asi 2h = g = 0(R) = h+hy+hy+hs implicando que h = hy+hy+hs = a(h™'R).
Ahora sea h | R' | R donde |R'| = 3, entonces podemos escribir R’ como
R' = hh;h; con i,5 € {1,2,3}, i # j y R = hh;h;hi, con k € {1,2,3}\ {4, j},
luego R = R'hy, = hy = 0(R) — o(R') = 2h — o(R') € (supp(R')), por tanto

supp(R) C (supp(R')). (3.1)
Por otro lado ¢(R) es minimal de suma cero de longitud 4 en G/H = Cf,
asi por la Proposicién 3.1.1 supp(o(R)) = {e1, €2, €3, e1+ea+e3} con {eq, eq, €3}
base de G/H, de modo que
G/H\supp(p(R)) = {e1 + ez, e1 + €3, 2 + €3,0}.
Nétese entonces que todo elemento no nulo de G/H fuera del soporte de ¢(R)
es suma de dos elementos distintos de supp(¢(R)).
Sea [ € supp(F),
si f € supp(R) entonces f € (supp(R')),
si f ¢ supp(R) entonces ¢(f) ¢ (supp(@(R))) (¢/supp(A) es inyectiva por(i)),
luego ¢(f) = @(f1) +©(f2), f1, f2 | R por (iv)
[ = h+th
€ supp(R) + supp(R)
C (supp(R'))
por tanto

supp(F') C (supp(R')) (3.2)
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de 3.1y 3.2

supp(A) C (supp(R'))

= (supp(A)) C (supp(R)).

Teorema 3.3.1 Sean € N y G = C3 @ Cy,. Entonces A € F(G)es una secuencia
minimal de suma cero de longitud D(G) si y sélo si existe una base {ey1, ez, e3} de
G, donde ord(e;) = ord(ez2) = 2 y ord(es) = 2n, tal que A es igual a una de las

siguientes SECUencias:

(1) e5?(es + e2)"(es + €1)" (—es + €2 + €1) con v; € N impar, v > vy > vy y

03—1—02—1—1}1:271—1—1.

(2) e5*(es + ea)"(aes + e1)(—aes + e + e1) con vy,v3 € N impar, vs > vy y

vet+uv3=2nyac[2,n—1].

(3) 3" *(aes +ey)(bes +e1)(ces+ea+ey) cona+b+c=2n+1 dondea <b<c

ya,be2,n—1], ce[2,2n— 3]\ {n,n+ 1}.
(4) €317 (e3tea)?ea(aes+er ) ((1—a)es+eater) conv € [0,n—1], ya € [2,n—1].

(5) e3"*(aes + e)((1 — a)es + ez)(bes + e1)((1 — bles +e1) cona,b e [2,n—1], y

a>b.

(6) T2, (es + di)eser donde S = T[22, di € F({er,eq)) con a(S) = e; + e.
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Demostracioén.

<) El caso n = 1 sale por 3.1.1.

Supongamos n > 2. Es claro que todas las secuencias listadas tienen longitud 2n + 2
y suman cero. Veamos que son minimales de suma cero.

Sea A = ez*(eg + e3)"(e3 + €1)" (—e3 + e2 + €1) con v; € N impar, vz > vy > vy y
v3 + vy +v; =2n+ 1 (como en (1)).

Sea 1 # U|A una subsecuencia de suma cero.

Supongamos que (—e3 + ez +e1) 1 U, U = €5 (e3 + e2)"?(e3 + €1)™

O’(U):O = m3€3+m2(63+€2)+m1(€3+€1):O
= (m3+m2—|—m1)63:0 AN moes =0 A miep =0
= 2n|(mz+mg+my) A 2lmg A 2|my

= |U|>2n A my,mgy, ms son pares

asi m; < v; para cada i (v; es impar) luego,
2n < |U| =mg+ma+my < (v3— 1)+ (vg — 1) + (v1 — 1) = 2n — 2 contradiccidn.

Supongamos que (—e3 + e +e1) | U, U = €5 (e5 + e3)"2(e3 + €1)™ (—e3 + 2 + 1)

a(U) =0 mses + ma(es + e2) + my(es +e1) + (—es+ex+e3) =0
(m3+ma+mq —1)e3 =0

2n|(m3 +mo +my — 1)

mg + mo +mq — 1 = 2nk para algin entero positivo k

N

m3+m2+m1+1:2n/€+2



asi |[A| =2n+2 <2nk+2 = |U| < |A] luego, A ="U.
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Sea A = ey(es + e3)(aes + e1)(—aez + ex + €1) con ve,v3 € N impar vy > wvy;

Ve +v3=2nyaé€ [2,n—1] (como en (2)).

Sea U|A tal que o(U) = 0.

Supongamos que (aes + e1)(—aes + e3 + e1) 1 U entonces

U =e5?(e3 + ez)™?

oU)=0 =

=

G u

con m3 < v3 'y Mg < Vg

mses + ma(es + e3) =0

(m3 4+ ma)es =0 A moes =0

2n|(ms +ms), 2|ma, 2|ms

2n|(ms +ma) A mg <ve A mg < us

me+m3>2n A mog+mz < (vg—1)+ (v3—1)=2n—2

U >2n A |U| <2n—2 contradiccion.

Supongamos que (aes + e1)(—aes + ex + e1)|U entonces

U = e5(e3 + e2)™(aes + e1)(—aes + e + €1) con mz < vz 'y mg < Uy

oU)=0

mges + ma(es + e3) + aez + e —aez +ex+ e =0
(m3 + m2)€3 + (m2 + 1)62 =0

2n|mg + my

Pl

ms +mg > 2n

luego, 2n < mg +mo < vz + V3 = 2n

por tanto, ms + mo = 2n

asi, |U| = m3 +ma + 2 =2n+ 2 = |A| en consecuencia A = U.
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Sea A = [[",(es + di)eze; donde S = [, d; € F((e1,e2)) v 0(S) = €1 + ey (como

en (6)).
Sea U|A con o(U) = 0.
Supongamos que ese; { U,

si e 1 U, e1 1 U, podemos suponer sin perdida de generalidad que

U= H(eg—l—di) con m <2n

i=1

oU)=0 = me;;—kidizo
= mes+ (7;1161 + agey =0
= 2n|m
= m>2n
Asi,
n

2n
o(U)=0 = 2nes+» di=0
=1

= e¢e;+ e =0 contradiccién.

Si e,|U, j € {1,2)

m

U= H(eg + di)ej m < 2n

=1
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oU)=0 = m€3+§:di+6j:()
= me3+ (;:1161 + agey +€; =0
= 2n|m
= m>2n
Asi,
2n
U= H(eg +d;)e;
luego, -
n
o(U)=0 = Y di+e;=0
= ;?14— es +e; = 0 contradiccion.
Si ejeq|U,
m
U= H(eg +d;)erea, m < 2n
i=1
U)=0 = m€3+idi+€1+62 =0
= m63+;é:1161+a262+€1+62 =0
= 2n|m
= m>2n
luego,
2n

U= H(@g + di)eleg = A.

i=1
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Andlogamente se prueba que las secuencias (3)-(5) son minimales.

=) Sea H un subgrupo de G isomorfo a C, tal que G/H = C3 @ Cy,/C,, = C3
y sea ¢ : G — G/H la funcién canénica. Sea A € A(G) con |A| = D(G). Por la
Observacién 2.1.1 tenemos |A| > 2n + 2. Reciprocamente por la Observacién 2.1.2
y el Lema 2.1.2, tenemos |A| < 2n + 3.

Comenzemos por investigar la estructura de B = p(A).

Sea B; = ¢(4A;), A;J]A , B = By...B, y supongamos r > n + 1

o(B;)) =0«< A; € F(C,), luego obviamente la secuencia
A - Al-'-Ar - Al...AnAn+1...A7.

posee una subsecuencia que suma cero, en franca contradiccion con el hecho de que
A es minimal de suma cero, por tanto max L(B) < n, por otro lado y debido a las

Observaciones 2.2.4 y 2.2.3

Mm+2<D(G)<2m+3 = D(G)>2n+1

D(G) —

= M >n—1
2

= maxL(B) >n—1

= maxL(B) >n

Luego, maxL(B) =n

Sea B = 57...5,T;...T; una factorizacion, donde S; denota una secuencia corta de
suma cero minimal para cada ¢ € {1,...k} y la, posiblemente vacia, secuencia de
suma cero 1" = T}...T; no divisible por una secuencia corta de suma cero. 1" es libre

de cuadrado y 04 T, pues para i # j, T, NT; =0y T C C3 con |C3| = 8. Notar
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que como |T'| < 7, obtenemos k + [ = n. Por otra parte, sea A = F|...FyR;...R; tal
que p(F;) = 5; vy ¢(R;) =1;; ademés sea F' = F...F, y R = Ry...R;. Ya que

k ! l
|B|—|T| = Z|SA+Z!E|—Z|TJ
7,:1 =1 =1
= > ISi
=1

< exp(C3)k

= 2k

Entonces, n > k > (|B|—1|T|)/2, de donde, |T| # 0, de lo contrarion > k > |B|/2 >
(2n+2)/2 = n+ 1, lo cual es imposible, por lo tanto n — 1 > k > (|B| — |T)/2,

pues n = k + [. Esto implica que

on—2>|B|—|T|=|T| > |B|l—2n+2
> 2n+2—-2n+2

= 4

Asi, 4 < |T'| < 7 por la Observacién 3.1.1 tenemos que |T'| € {4,7}. Adicionalmente,

observemos que si |A| = 2n + 3, entonces
2n—2> |B|—-|T|=1|T| > |Al—2n+2
= 2n+3—-2n+2

= 5

por tanto, |T'| = 7.

Afirmamos que 0 1 B, es decir, |S;| = 2 para cada i, y que |[A| = 2n + 2, es
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decir, D(G) = 2n + 2. Supongamos que 0 | B. Por Lema 3.2.1 y dado que D(H) =
D(C,) =n, exp(G/H) = exp(C3) = 2, Dy(G/H) = 3 (Lema 2.2.3) y |I < | = vo(B)

obtenemos

2n+2<|Al < (D(H)exp(G/H)) + Dy(G/H) — |1<]

= 2n+3—vy(B)

= vo(B) < 1, luego vo(B) = 1, de alli que |A| < 2n+3 —1 = 2n + 2, por tanto
|A| = 2n+2. Por otra parte, tenemos que T~! B tiene una sola secuencia de longitud

1 y las restantes (k — 1) secuencias tienen longitud 2 de modo que

B|—|T|=2(k—1)+1=2k—-1 = |[T|=2n+2-2k+1
= [T|=2(n—Fk)+3
= |T|=20+3

= [T {57}

Por la Observacién 3.1.1 concluimos que |T'| = 7.

Asi, si 0 | B 6 |A| = 2n + 3, entonces |T'| = 7. Suponemos que |T'| = 7, es decir,
supp(T) = G/H \ {0}, por ser T libre de cuadrado.

De la desigualdad n — 1 > k > (|B| — |T|)/2, tenemos

n—1>k> (B -|T])/2 > @n+2-7)/2

= n—25

luego,n —25<k<n-—1,demodoquen—2<k<n-—1.

Si k=n—1entonces B = 57...5,_1T, donde S; son secuencias minimales de suma



48

cero y dado que o(T) = 0 y |T| = 7, entonces existen 17, T3, secuencias de suma

cero tal que T' =TT}, luego
B= Sl...Sn_lTllTQ/, con Sl,T{,TQ, S B(G/H),

esto implica, n + 1 < maxL(B) = n, lo cual es imposible, de modo que k = n — 2
y por tanto [ =n — k =n —n + 2 = 2, luego dado que p(o(F;)) =0, ¢(c(R;)) =0

para i € [1,n —2|,j € [1,2] por el Corolario 3.2.1 tenemos,

B = Sl...Sn_2T1T2
= A - Fl...Fn,QRlRQ

= o(F)..0(F,—2)0(Ry)o(Ry) = g" para algin g € H con H = (g)

Recordemos que estamos suponiendo supp(T) = G/H \ {0}, es decir,

T = ejeges(er + ex)(eg + e3)(ea + €3)(er + ea + €3), donde {ey, €2, €3} es base de Cf.
Para I C [1,3] sea gr | R tal que ¢(g1) = > ,c;€;, de modo que R = [];(; 491,
A=F..F, 2R. Como o(¢(R)) =0(T)=0,si R} | R, con o(¢p(R})) = 0 entonces
R=R\R,yo(p(R))) =0c(p(R))) =0, luego A = Fy...F,,_sR| R}, y por el Corolario
3.2.10(R])=gcon (g) = H.

Asi, como o(¢(g{1,2,31919293)) = 0 entonces
923+ +92+393=g
y como para k # 1, j, a(go(g{i,j}gkg{m,:%})) = (0 entonces

9t T 9k T 901233 = 9
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asi,
91,23 T 91+ 92+ 93 = g{ijy + gk + 9{1,2,3}

= 0i Tt 9j + 9k = 9{ij} T Gk

= 9it+9; = 9{ij}

ademads, o((9:i9;9¢:,51)) = 0 entonces
9i+9;+ 96 =9y asti 29 =9

y también o((g(1,2y91,31912,33)) = 0 entonces

912y T 90113y + 923y =9

= 29012y + 290130 + 29423 = 29
= g+gtg=g

= 39=9g

=

g =0 contradiccién.

En consecuencia, tenemos |A| = 2n +2 y 0 t B. Ademaés, |[T| = 4 y T es una

secuencia de suma cero minimal; en particular,

|B| = |T| = 2k
= 2n+2—4=2k

= k=n—-1A[l=1.

Obsevemos que por la Proposicién 3.1.1 para cada 7" | T' de longitud 3 el conjunto
supp(T") es una base de G/H.

De nuevo, por el Corolario 3.2.1 tenemos o(Fy)...0(F,—1)o(R) = ¢", para algin
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elemento generador g de H. Por conveniencia de notaciéon asumimos F,, = R.
Como ¢(R) = T es minimal de suma cero y de longitud cuatro, por la Proposicién
3.1.1 p(R) = ejesez(e1+ea+e3) para {e1, e, €3} base de Cy de modo que v, (p(R)) =
L,Vz | ¢(R) en consecuencia R = ¢192939{1,2,3 donde ¢(g;) = e, p(9q1,23) =
> e

Dado que |A| = 2n + 2 = D(G), por el Teorema 3.2.1 el resultado (vi) del Lema
3.3.1 es atn més fuerte pues en ese caso (supp(A)) = G. De aqui en adelante al
hacer referencia al resultado (vi) del Lema 3.3.1 tendremos en cuenta éste hecho.
Comenzemos la investigacion detallada de la secuencia A. Distinguimos varios casos
de acuerdo con el nimero de elementos en supp(F') N supp(R). Sea N = |supp(F) N
supp(R)|. Notemos que en el caso n = 2 se tiene |supp(F)| = 1 (F tiene n — 1
subsecuencias de longitud 2) y asi N < 1.

Supongamos N > 1y que g3 € supp(F)Nsupp(R). Si supp(F)\supp(F)Nsupp(R) #
(), consideremos ¢' € supp(F)\supp(F) N supp(R) por el Lema 3.3.1 (vi)

By = {91, 92,93} es base de G (919293 | Ry g5 € supp(F)), asi
g = a1g1 + aags + azgs con q; € {0,1}
= w(9) = a1p(g1) + aap(g2) + aze(gs)

Sip(g') = w(g1) + o(g2) + ©(g3) = ©(g9r1,2.31) (@(gr) = D ;cr€i) por el Lema 3.3.1

(i) ¢ = g{1,23) € supp(R) contradiccién, de modo que

v(9) = ¢(9:) + p(g;) con i,j € {1,2,3},i # j. (3:3)
Si p(g") = w(g1) + v(g2) entonces por el Lema 3.3.1 (iv)

9 =g+ 9 (3.4)
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Ademds, B = {g2, 93, 9{1,2,3} } es también una base de G (g3 € supp(F) N supp(R))

luego,

g = a1gs + @293 + a39{1,2,3 con «; € {0,1}

= ¢(¢) = a1p(g2) + a2p(gs) + as(gp1,2,3})

Sip(g) = ©(g92) + ¢(g3) + ©(9q1231) = w(g1)  (p(g1) = D ;¢  €:) por el Lema 3.3.1
(i) ¢ = g1 € supp(R) contradiccion.

Si p(g") = p(g2) + ©(g3) por el lema 3.3.1 (iv) ¢ = g2 + g3 = g1 + g2 (por 3.4) por

tanto, g3 = g1 contradiccién (los elementos de R tienen multiplicidad 1).

Si p(g') = ¢(92) + ¢(9q1,2,3) por el Lema 3.3.1 (iv) ¢’ = g2 + g{1.2,3) = g1 + g2 (por

3.4) por tanto, gq123) = g1 contradiccion (los elementos de R tienen multiplicidad

1).

De modo que,
v(g) = ¢(g3) + ¢(971,2,3)) (3.5)
De 3.3 y 3.5 concluimos que
p(9') = ¢(gs) + ¢(g:) con i€ {1,2,{1,23}}
y por el lema 3.3.1 (iv)
g, :g3+gl con 1% € {1727{17273}} (36)

Supongamos N = 4. F = Fy..F,_; por el Lema 3.3.1 (ii), F; = f?. Como 4 =

|supp(F') N supp(R)|, |R| = 4 con R libre de cuadrado y por el Lema 3.3.1 (iii)
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entonces

R = 91929394 con g; | Fy,
= R’=4163030{ = Fi,..Fy, | F
o(R?) = o(Fy) + . + o)
= o(R*) =4y
pero o(R?) = 20(R) = 2g, luego 4g = 2g contradiccion.
Supongamos N = 3. Sea R = ¢102939(1,2,3 tal que g;|F, gri23) 1 F'y v3 = vg,(A4) >
Vg = Vg, (A) > v1 = vy, (A). Sea g’ € supp(F)\{91, 92, g3} entonces por el Lema 3.3.1
(vi)
g = g1 + azgs + 393

= ¢(g) = a1p(g1) + a2p(g2) + aze(gs) con a; € {0,1}
Si a; = 1Vi € {1,2,3} entonces
o(d) = o)+ ¢(g2) + (gs)

= —80(9{1,2,3}) (o(p(R)) = 0)

= o(gp.23})

luego por el Lema 3.3.1 (i) ¢’ = g1,2,3) contradiccion (g2 1 F).

Supongamos que existe j € {1,2,3} tal que o; = 0 entonces

@(g/) = (p(gk) + @(gl)v {k’ l} - {1’ 2, 3}

lo cual no es posible pues de acuerdo al Lema 3.3.1 (v) la ecuacién anterior no tiene

solucién en supp(¢(F)).
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De modo que,

supp(F) = {91, 92, 93}
Sean f3 = g3, fo = g2 — g3, f1 = g1 — g3. Por el Lema 3.3.1 (iii) 2¢g; = ¢ para
cada j € {1,2,3}, por tanto ord(f1) = ord(f,) = 2, ademas, ord(f;) = 2n y por
el mismo Lema (vi) se sigue que {g1, g2, g3} es un conjunto generador de G y dado

que gs = f3,92 = fo + f3,91 = f1 + f3 entonces {f1, f2, f3} es también un conjunto

generador de GGy, debido al orden de cada elemento, una base. Recordando que por

el Lema 3.3.1 (vi), g{1,23) = 93 — 92 — g1, obtenemos

A= f*(fs+ f2)(fs + [1)" (= fs + fa+ f1),

donde v > vy > vy, cada v; es impar por el Lema 3.3.1 (ii). Asi, A es de la forma
dada en 1.

Supongamos N = 2. Sea R = ¢192939{1,2,3 con g1gq123 1 F, g293 | F. Si existe
algin ¢ € supp(F)\supp(F') N supp(R) = supp(F)\{g2, g3} entonces, por el Lema

3.3.1 (vi), se tiene que

g = 191 + 292 + azgs con «; € {0,1}
= ¢(g) = a1p(g1) + a2p(g2) + azp(gs)
Si oy = 1,Vi € {1,2,3} entonces
o(g) = @(g1)+o(g2) +©(gs)

= —p(9p.2s) (0(p(R)) = 0)

= o(91,23})
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luego, por el Lema 3.3.1 (i) ¢’ = g1,23) ¢ supp(F) —+<—, ademés por el mismo Lema

(v) ¢(¢') # ¢(g2) + ©(g3). Luego, debe cumplirse que
w(9') = #(gj) + ¢(g1) para j € {2,3}

y por el Lema 3.3.1 (iv) ¢’ = g; + g1 con j € {2,3}, de modo que |supp(F)| < 4.
En el caso supp(F)\{g2, g3} # 0, acordamos que este conjunto contiene un elemento
gq1,3) con ¢(gr1,33) = ©(g1) + ¢(g3). Por el Lema 3.3.1 (iv) tenemos g3y = g1 + g3.
Similar a la anterior, sea f3 = g3y fo = g2 — g3. Como 2g3 = 2¢g, = g tenemos que
ord(f2) =2, y de nuevo g{123 = g3 — g2 — g1. Supongamos que 2g; 7# 0 (en el caso

de que 2f;; = 0 tenemos que g; — Ogs tiene orden 2) entonces

2¢(g91) =0

2g1 € H = (g)

2g1 =ag con a € [0,n — 1]
291 = a2g5 (g5 € supp(F))

2(g1 —ags) =0

A

ord(g; — ags) <2

Note que ord(g; — ags) = 1 no ocurre, de modo que para algin a € [0,n — 1], fi =
g1 — ags tiene orden 2. De nuevo, el conjunto {fi, fo, f3} es un conjunto generador
de G y en consecuencia una base.

Si [supp(F')| = 2, entonces

A= [3(fs+ f2)?(afs + f1)(—afs + f2+ f1)
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donde de nuevo v; > 3 es impar. Posiblemete cambiando la base, obtenemos v3 > vs.
Notemos que en el caso a = 0 6 a = 1 la secuencia es de la forma dada en 6. y 1.,
respectivamente, y en caso contrario es de la forma dada en 2.

Ahora, supongamos |supp(F')| = 3. Como acordamos, el tercer elemento en supp(F)
es gq1,3y = g1 + g3. Por otra parte ya que 2¢g(13y = g = 2g3, se sigue que 2g; = 0y

asi a = 0. Por lo tanto,

A= f*(fs+ f2)(fs + fi)" f1(fa + f1)

donde vy, v3 > 3 impar, y v; > 2 par. Asi la secuencia es, después de un cambio de
base, de la forma dada en 6.
Finalmente, si |supp(F')| = 4, entonces de nuevo por lo acordado gg 31 € supp(F),

y el cuarto elemento en supp(F) es igual a g + go, es decir

A= (fs+ )72 (fs+ ) (s + fat f1) filfa+ 1)

vy, v3 > 3 impar, y vy, v4 > 2 par. Asi de nuevo la secuencia es, después de un cambio
de base, de la forma dada en 6.

Supongamos N = 1. Sean R = ¢19293911,2,3}, supp(F) N supp(R) = {g3}. Por 3.6
sabemos que cada elemento de supp(F)\{gs} es la suma de g3 y otro elemento de
supp(R). Si [supp(F)| > 2, entonces sea gga3} = ga+9g3 € supp(F) y si|supp(F)| =

3, entonces sea adicionalmente gg1 33 = g1+g3 € supp(F). Si [supp(F')| = 4 entonces
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supp(F) = {gs, 93 + 91, 93 + G2, 93 + g{1,2,3} }, pero

o(p(R)) =0
©(g1 + g2+ 95 +9p1.23) =0
©(91) + ¢(92) = ¢(g3 + 9{1.2.3})

(plg1) + ¢(g3) + (p(g2) + ¢(g3)) = (93 + 9{1.2.3})

Lol

(g1 + g3) + ©(g2 + g3) = v(g3 + 9{1.2,3})

por el Lema 3.3.1 (v) la igualdad anterior es una contradiccién, de modo que
|supp(F)| <3

Sea f3 = g3. como antes existen a,b € [0,n — 1] tal que el orden de g —afs = foy
de g1 — bfs = f1 es dos. El conjunto {fi, f2, f3} es una base de G. También por el

Lema 3.3.1 (vi) tenemos g3 = g1 + g2 + gq1,2,3). Asi, si |[supp(F)| = 1, entonces

A= [ Nafs+ f2)(bfs + fi)(cfs + fa+ f1)

donde ¢ € [0,2n — 1]y (a+ b+ c)fs = f3 (a+ b+ ¢ = 1(mod2n)). Posiblemente
cambiando la base, obtenemos a < b < ¢. Si a = b = 0, entonces la secuencia es de
la forma dadaen 6. Sia =0y b > 2, es de la forma dada en 4. Si a = b = 1 entonces
es de la forma dadaen 1. Sia =1y b > 2, entonces es de la forma dada en 2. Queda
por considerar el caso a > 2; notemos que esto implicaa+b+c=2n+1. Sic=n

6 ¢ =n+ 1, consideramos la base {f] = fo, f5 = nfs + fo + f1, f§ = f3} entonces

A = () Nafs + [)Of+ fo —nfs = fOefs + i+ f5 = nfs = fi)
= (f)" Hafs+ )0 —n)fs+ 5+ f)((c—n)fs+ f2)
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sic=nentoncesa+b+c=2n+1=b—n=1—a y

A= (f)" Nafs+ A —a)fs+ fo+ f) f3

luego la secuencia es de la forma dada en 4.

Sic=n-+1lentoncesa+b+c=2n+1=b—n=—-a y

A= (f)" Nafs+ [ (=afs + 5+ s+ f2)

luego la secuencia es de la forma dada en 2., si ¢ ¢ {n,n+ 1} A es de la forma dada
en 3.

Supongamos |supp(F)| > 2. Como g3, gra,33 € supp(F) = 2923y = g = 293 = 292 +
293 = 293 = 292 = 0, tenemos ord(gs) = 2, estoes a =0 (go—afs = fo,ord(fs) =2
yord(f3) =2nya€[0,n—1]).

Si |supp(F)| = 2, tenemos

A = 95°(9p231) " 9192901.2,3)
= 95°(92 + 93)”9192(95 — 91 — 92)
= [+ f3)2 (1 +bf3) f2(fs = [1 = 0fs — f2)
= [+ )2 (i +0f) (1 =b)fs + fi + fo)

= [(fa+ f3)2(fr +bfs) falcfs + fi + f2), con b+ c = 1(mod2n)

con vz impar y vy par, por lo que vs + 2v + 3 = 2n + 2, donde vy = 2v, asi v3 =

2n — 1 — 2v, luego

A= I (fo + f3)*(fr + 0fs) falefs + f1 + fa)
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con (b+c)fs = f3. Si b = 0, la secuencias es de la forma dada en 6., sib =1y

consideramos la base {f] = f1 + fo, f5 = fa, f5 = f3} entonces

A= (S + )™ (R + f+ BA

es de la forma dada en 6., de lo contrario es de la forma dada en 4.

Ahora, si |supp(F')| = 3. Entonces, adicionalmente, g¢1 31 = g1+ g3 € supp(F), luego
291 + 293 = g = 293 = 291 = 0 = ord(g1) = 2 por tanto, 0 = 2f; = 2¢g; — 2bf; =
2bf3 =0=b=0pues b€ [0,n—1] y ord(fs) = 2n. Asi

A = 95 (9023) " (911.8)) " 9192901,2,3)
= 95°(92 1+ 93)” (91 + 93)" 9192(93 — 91 — 92)
= [+ f3)2 (o + f3)" ufa(fs = 1 = 1)
= [+ )2+ L) Akl + it f2)

con v, Impar y vq, v; par, por tanto vy +ve+vs+3 =2n+2 = v3 = 2n—1-2v—-2w

con vy = 2v,v; = 2w. Asi

A= f7172720 (f+ [)2(fi+ )2 fifo(fa+ fi + f)

y la secuencia es de la forma dada en 6.

Supongamos N = 0. Sea R = g192939{1,2,33- ©(R) es minimal de suma cero de
longitud 4 en G/H = Cf, asi por la Proposicién 3.1.1 supp(p(R)) = {e1, ez, 3,1 +
ea+e3} con {ey, ez, e3} base de G/H, de modo que G/H\supp(p(R)) = {e1+ea, €1+
es, €2+ e3,0}. Si f ¢ supp(R) entonces p(f) ¢ supp(p(R)) (¢ es inyectiva en @(A)).

De modo que si f € supp(F) entonces ¢(f) = e; +e; con i,57 € {1,2,3},7 # j,
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es decir ¢(f) = ¢(g;) + ¢(g;) v por el Lema 3.3.1 (iv) se tiene f = ¢; + g; con
i,7 €{1,2,3},i# j. Si |supp(F')| = 3 entonces
w1 +92) = (91) +(g2)

= ¢(g1) +#(g3) + (g2) + (93)

= wlg+93) + @92 + 9s)
con g1 + g2, 91 + 93,92 + g3 € supp(F) lo cual contradice el Lema 3.3.1 (v). Por
tanto |supp(F)| < 2. Sea gqa31 = g2 + g3 € supp(F') y, en el caso |supp(F)| = 2 sea
9{13} = 91 + g3 € supp(F).
Sea f3 = gra3y ¥ f1, f2 € G tal que {fi, fo, f3} es una base de G. Como gy + g5 €
supp(F) entonces por el Lema 3.3.1 (iii) ord(f3) = ord(gs + g3) = 2n, por tanto
ord(f;) = ord(f2) = 2. Para I € {1,2,3,{1,2,3}}, sea g = arfs + brfo + crf1 con
a; € [0,2n — 1] y by, c; € {0, 1}. Nétemos que

o(p(R)) =0

= (914 92+ g3+ g1233) =0

= ¢(g92+93) = ¢(91 + 91,23}
por el Lema 3.3.1 (i) se tiene
92+ 93 = g1 + 91,23} (3.7)
ademas,
fs =92+ 95 = (a2 +as)fs + (b2 + bs) fo + (c2 + 3) fu
= fs=(a2+as)fs N (ba+0b3) =0(mod2) N (c2+ c3) = 0(mod2)

= as+az = 1(mod2n) A by =0bs N\ cg =c3,
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por 3.7 se tiene,

(az +a3)fs = (a1 +agp23)/f3
(ba+03)fa = (b1 +buasy)fo

(cat+e3)fi = (a1 +cuesy)h
de donde,

l=ay+as = a1+ apzs(mod2n)
0= bQ -+ b3 = b1 + b{172’3} (m0d2)

0=ca+c3 = ¢+ cppz(mod2)

asi, a1 + aq 23y = 1(mod2n), by = bpagy, ¥ €1 = cqi23. Ademds, {g1, 92,93} es
un conjunto generador de G. (G = {g1, g2, 3, 91,23} = 9= + g3 — g1, i + g;, ag} con
i,7€{1,2,3},i#jyacl0,n—1], como o(R)= g entonces 2g; + 29> + 293 = g =
ag = 2a(g1 + g2 + g3)).

Si go, 93 € H entonces ¢(g2) = 0 = (g3) por el Lema 3.3.1 (i) go = g3 contradiccidn,
luego 0 g2 6 g3 es un elemento de H, se sigue que (b3, c3) # (0,0). Por cambio de
base, asumimos b3 = 1y ¢3 = 0. Como {g1, g2, g3} es un conjunto generador de Gy
co = c3 = 0, se sigue que ¢; # 0, y por cambio de base, podemos asumir que b; = 0.

Si supp(F') = {9423}, entonces

)2n_29192939{1,2,3}

A = (9{2,3}
= (g2+ 93)"" " 019293(92 + 93 — 1)
= (f3)*" (a1 fs + f1)(azfs + fo)(asfs + f2)((az + a3 — a1) fs + 2fo — f1)

= (f3)" (arfs + [1) (1 —a3) fs + fo)(asfs + fo) (1 — a1) f5 + f1)
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posiblemente cambiando la base, obtenemos ay,a3 € [0,n — 1] y ag > a1. Si a3 €
{0,1} la secuencia es de la forma dada en 6., si a3 > 2y a; € {0,1} la secuencia es
de la forma dada en 4., y de lo contrario es de la forma dada en 5.

Ahora, supongamos |supp(F')| = 2. Por acuerdo gpi3y = g1 + g5 € supp(F). Sea
g3y = aqayfs + bpsyfo + cpusyfi con aggy € [0,2n — 1] y byigy, ey € {0, 1}
Como gqa3y, 971,33 € supp(F) entonces 2gp23y = g = 29q13 v 0(@(R)) = 0 =
p(9113)) = 91+ 93) = (92 + g1.231) = (92) + P(9{1.2,3}), luego por el Lema 3.3.1
(iv) se tiene g3y = g1 + g3 = g2 + g{1,2,3)- En consecuencia a3y € {1,1 +n} y
bpizy = cpzy = 1.

Observemos que 0(9{1,3}9192) =0(3 T 9+ g2 = (a{l,g} +a1+a2)fs +2fi+2f, =
(agi3y + a1 + az)fs € (fs). Sea k € N tal que 2k = v, (A). Observemos que si
IT = [0, 2k] x [0, 2]] entonces

g F) = {Z(0ps9is) : (7)€ I\{(0,0)}}
= {igpsy +igns : (4,7) € IN{(0,0)}}
= {ila@syfs + bpgyfo + co i) +i(apsy fs + bpsy fo + csy fi) = (6,7) € TN{(0,0
= A{ilfs+2/+0/) +i(apayfs + f2+ f1) - (1,5) € IN{(0,0)}}

= {ifs +ilapsyfs + fat+ 1) 2 (6,5) € IN{(0,0)}}

Si j es par entonces E(g{_fg}F) C (fs) y ademas si ay 33 = n+1 entonces j(n+1) f3 =

7 f3 de modo que

D iy F)n(fs) = {ifs+5(2fs): (i,) € [0,2k] x [0,0\{(0,0)}}
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con 2l +2k+4=2n=1=n— 2 — k por tanto

S F)O ) = {G+2)fs ¢ (i) € [0,2K] x [0,n — 2 — K\{(0,0)}}

= {ifs:jell,2n—4]}.

Como —o(gq1,319192) ¢ E(g{f?)}F) U {0}, se sigue que o(g1,319192) € {f3.2f3,3f3}.
Usando gq13y = g1 + g3 ¥ aafs = (1 — azf3), resulta que o(g(1,319192) = (1 + 2a1) fs.
Por consiguiente, a; € {0,1,n,1+ n}. Ademas, si a; € {J,0 + n} para § € {0,1},
entonces, como ag 33 € {1,1+n}, tenemos az € {1 —9,1 =6 +n}. Seaa; =0 +en
yaz=1—3d4+¢n con e, ¢ € {0,1}. Cambiando la base a {f] = f1 + enfs, f5 =

fo+€nfs, fs} y recordando que g(1,33 = g1 + g3, tenemos

A= fE(fs+ fo+ )22 (fs+ ) (s + S

y la secuencia es de la forma dada en 6. m



Capitulo 4

Conclusiones

En el estudio de las secuencias de suma cero minimal sobre un grupo abeliano
finito estudiamos la Constante de Davenport y algunas constantes de suma cero
relacionadas con ésta, dimos algunos ejemplos del calculo y estimacion de dichas
constantes de suma cero para algunos grupos abelianos finitos, en especial para el
grupo C3. Estudiamos la estructura de las secuencias minimales de suma cero, como
consecuencia resolvimos el problema inverso asociado a la constante de Davenport
para los grupos ciclicos, para el grupo C3 y para los grupos de la forma Co @ Co @ Cy,.
Pese a que éste trabajo no es original se ha presentado de forma detallada y didactica
de modo que todo investigador que desee ahondar en éste tema lo pueda usar como

consulta.
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