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CAPITULO 1

Introduccion

La evolucién en el tiempo de diversos fenémenos naturales es descrito por trans-
formaciones f : M — M sobre una variedad M, la cual modela los posibles estados del
fenémeno y a la cual denominamos espacio de fase. Fisicamente se estudian observaciones
numéricas relativas a los estados, las cuales corresponden a funciones ¢ reales o complejas
definidas sobre el espacio fase M. De este modo, los datos experimentales sobre el siste-
ma vienen dados, usualmente, en la forma de sucesiones de “mediciones” o(f7(z)), donde
x € My j > 0. De tales datos se intenta extraer las principales propiedades intrinsecas
del proceso dindmico fundamental.

Muy frecuentemente, estas observaciones temporales p(f7(x)) tienen un comporta-
miento bastante complicado y “erratico” cuando el tiempo j varia, e incluso para leyes de
evolucién simples (representada por f).

Tal comportamiento es interpretado como “cadtico”, de manera que la dindmica
puede ser dificil de entender en términos deterministicos, y un analisis estocastico de
las observaciones temporales puede ser un enfoque alternativo para el estudio de tales
dindmicas. Esto es, uno considera las observaciones temporales esencialmente como una
sucesion aleatdria, y se centra en determinar sus propiedades estadisticas. Son de particular
interés aquellas propiedades las cuales son intrinsecas de la dinamica del sistema, esto es,
independientes de la eleccién de un estado inicial x, e incluso la persistencia (robustez)
de estas propiedades intrinsecas bajo pequenas modificaciones aleatorias en el sistema
original.

El presente trabajo esta dedicado al estudio de las propiedades estadisticas de una
clase particular de sistemas deterministicos con fuertes propiedades dindmicas, conocidas
como transformaciones uniformemente expansoras. El estudio de estos sistemas y los méto-
dos aplicados en ellos son el punto de partida para el abordaje de sistemas méas generales
y complejos.
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1.1. Medidas Fisicas

El primer objetivo del estudio de propiedades estadisticas es la existencia de los
promedios temporales asintoticos

E.(p) = lim —ng I (x

n—00 M

para “muchos” puntos z € M. Claramente, E,(¢) existe siempre que x es un punto
periédico de f, esto es, cuando f¥(z) =  para algiin k > 1. Mds generalmente, el Teorema
Ergédico de Birkhoff afirma que los promedios temporales asintéticos existen para casi todo
punto, con respecto de cualquier medida de probabilidad invariante por f, esto es, que el
limite de los promedios temporales asintéticos existe para todo punto x en un conjunto
S C M con pu(S) =1 si la medida de probabilidad p sobre M satisface la propiedad de
invarianza: u(f~'B) = u(B) para todo boreliano B C M. Pero las medidas invariantes
arbitrarias pueden carecer de significado fisico. En general, tomamos “muchos” arriba en
sentido de un “conjunto con medida de Lebesgue positiva” debido a que la medida de
Lebesgue m es la que generaliza las nociones fisicas de longitud, area, volumen, etc.

También es de interés conocer si los promedios temporales son independientes del
punto inicial. Suponga que para toda funcién continua ¢ : M — R, el promedio asintético
E,(p) existe y es independiente del punto x tomado en algtin conjunto B C M con medida
de Lebesgue positiva. Entonces ¢ — E(p) = E;(¢) (cualquier x € B) define un operador
lineal no-negativo sobre el espacio C°(M,R) de funciones reales continuas el cual, por el
Teorema de representacién de Riesz-Fischer, puede ser considerado como una medida de
Borel 1 en M:

_ _ .]
/sodu—E( JE{}O”Z%"f

(cualquier x € B). Observe que tal medida p puede ser “observada fisicamente” calculando
promedios temporales de funciones continuas para puntos x € M escogidos aleatoriamente
(teniendo probabilidad positiva de tomar = € B).

Esto motiva a la siguiente definicién. Una medida de probabilidad g invariante por
f es una medida fisica o SRB (Sinai-Ruelle-Bower) para f si existe un conjunto de puntos
x € M con medida de Lebesgue positiva tal que

/god,u = FE(p) = lim — Z o(f(x para toda ¢ € C°(M,R).

n—oo N



Ange] E. Teran Gonzéalez 3

El conjunto de puntos x € M satisfaciendo esta propiedad es llamado cuenca ergddica de
wy es denotado B(u). Una situacién particular, se presenta cuando se tiene una trans-
formacién f : M — M (M variedad diferenciable) con una medida invariante py que es
ergodica y absolutamente continua con respecto de la medida de Lebesgue m en M.

1.2. Propiedades Estadisticas

1.2.1 Funciones de Correlacién

De ahora en adelante, sea U C M algin conjunto abierto con f(U) C U. Supongamos
que p es la inica medida SRB para f con soporte contenido en U, y analicemos el sistema

(flo »m).

El préximo paso es entender la pérdida de memoria en el pasado por el sistema como
evolucion del tiempo. En terminos més precisos, uno desea conocer cémo el limite de las
observaciones temporales ¢(f"(x)) en un instante n > 1 es afectado por valores iniciales
¥ (x) de alguna observacién 1 (posiblemente ¢ = ¢). Esto es, expresado por medio de las
funciones de correlacion

Cn(p, ) = / (po f")du — /sodu/Wu para toda ¢, € L'(p).

Note que Cp(p,%) = 0 corresponde, en términos probabilisticos, que ¢ o f™ y 1 son
variables aleatérias independientes. Decimos que (f, ) es mizing si Cp(¢,%) — 0 para
todo par de funciones ¢ y ¥: los valores de @o f™ llegan a ser menos y menos dependientes de
los valores de 1) cuando el tiempo tiende a infinito. Diremos que (f, i) es exponencialmente
mixing o tiene decaimiento exponencial de correlaciones sisu “pérdida de memoria” ocurre
con rapidez exponencial: existe 7 < 1 y para cada ¢ y 9 existe ¢ > 0 tal que

|Ch (o, )| < et™  para todon > 1.

1.2.2 Aleatoriedad

Otra caracterizacién importante de casi independencia (més precisamente, correla-
cién débil) de observaciones sucesivas se puede dar a través del teorema central de limite
y el teorema de las grandes desviaciones. Ambos resultados describen el comportamiento

de los promedio temporales
1 n—1

=S e @)

J=0
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alrededor de su valor esperado [ ¢du . Empezamos mencionando los siguientes teoremas
(las demostraciones pueden ser vistas en [V1]), los cuales son resultados cldsicos para
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas.

TEOREMA 1 (Teorema Central de Limite para v.a.i.i.d.) Sean Xo, X1, -+, X,
variable aleatorias independientes idénticamente distribuidas que toman valores en R, con
promedio X = FE(X,,) < +o0 y varianza 0> = E((X,, — X)?) € (0,00"). Entonces, dado
cualquier intervalo abierto A C R, la probabilidad de

1

1 — — 1 —t?
e — X, —X)e A converge a / ex <>dt
\/ﬁ ;( ] ) g o 27T 4 p 20_2

cuando n — 0o.

TEOREMA 2 (Teorema de las Grandes Desviaciones para v.a.i.i.d.) Sean X, X

yooyXn,, X,y 0 como en el teorema 1. Suponer, ademas, que E(exp (tX,)) < oo para
todo t € R. Entonces, dado cualquier € > 0, la probabilidad P(n, ) de

1n71
EZ (X; - X)| >«
j=0

converge a cero exponencialmente rapido cuando n — oo, en el sentido de que

1
lim sup — log P(n, ) < 0.
n

Cada unos de los antes mencionados son parte de una familia completa de teoremas re-
lacionados que incluyen resultados mucho mas sofisticados. En los procesos estocasticos
se tiene una version de Teorema Central de Limite para Martingalas que mencionaremos
sin demostrar (ver la demostracién en [W]). Antes de establecer el teorema recordemos
algunas nociones de la teoria de probabilidad que vamos a utilizar. Dada una sucesiéon
(X )n>0 de variables aleatorias reales en un espacio de probabilidad (M, B, ), considere
la funcién shift

RN RN
(Wn)nz0 = (Wnt1)n>0

y la medida de probabilidad v sobre RY dada por:

V({(Wn) D wg € Ag, - » Wk+m € Am}) = N(Xk_l(AO)v e 7X—-&m(Am))
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para cada k > 0, m > 0y Ag,---,Ap intervalos en R. Entonces, la sucesiéon (X,,)n>0 es
llamada estacionaria si la medida v es T-invariante, y ergddica si v es T-ergddica. Un caso
particular de relevante interés es cuando se tiene X,, = Xy o f" para todo n > 0, donde
X es una funcién medible: la sucesién es estacionaria si p es f-invariante, y es ergddica
si p es f-ergddica.

Ahora, sea (B,)n>0 una sucesiéon de o-algebras no creciente sobre M. Entonces (X,,)n>0

es un Martingala de diferencia inversa para (B, )n>0 si cumple las siguientes condiciones:

(a) X, es By-medible para todo n > 0
(b+) E(Xn|Bnt1) =0 para todo n > 0.

La condicién (b+) solo significa que [, X,du = 0 para todo A € Byy1. La Martinga-
la de diferencia directa son definida similarmente, reemplazando “no creciente” por “no
decreciente” y (b+) por

(b—) E(X,|Bni1) =0 paratodo n>1, E(Xp) =0.

Una situacion especial corresponde cuando X, es independiente e idénticamente distri-
buida con esperanza igual a cero: Entonces la sucesion (X,,),>0 es una martingala de
diferencia directa para B, = o-algebra generada por {X; : j < n}, y una martingala de
diferencia inversa para B,, = o-dlgebra generada por {X; : j > n} (la o-dlgebra generada
por un conjunto de funciones es la o-algebra mas pequena con respecto a la que todas las
funciones son medibles).

TEOREMA 3 (Teorema Central de Limite para Martingala) Sea (X,,),>0 una su-
cesién estacionaria, ergédica, martingala de diferencia inversa o directa, tal que 0 =

E(X}3) es estrictamente positiva y finita. Entonces, para todo z € R

1
W xeM : —
n

1 —2
Xi(x) < 2 — ——— [ exp | =—= |dt,
) a\/%/A p<202>
cuando n — 0o.

Volviendo a nuestro contexto dindmico, decimos que un observable ¢ satisface el teorema
central de limite para (f, 1) si existe o > 0 tal que, para todo intervalo A C R

{@(fj(w)) —/sodu] €Ay | — m}%/AeXp <;z>dt,

1
W reM : —
n
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cuando n — oo. Por otro lado, se dice que ¢ satisface el teorema de las grandes desviaciones
para (f,u) si dado cualquier € > 0 existe h(e) > 0 tal que

n—1

ulJoear: |23 (et - [oiu]|> 2 ) <e(-nne)

=0

n > 1 suficientemente grande. Como veremos, las propiedades de este tipo cuando esta ¢
tiene decaimiento de correlacién suficientemente rapido. En cierto sentido, esto significa
que los promedios temporales se comporta de una manera esencialmente aleatoria en
grandes rangos de tiempo.

1.2.3 Estabilidad Estocastica

Muy a menudo, los modelos mateméaticos f : M — M de un proceso fisico dado
involucran simplificaciones, donde una parte principal del proceso es aislado e influencias
externas son descartadas ya que son demasiado complejas para ser tomadas en consi-
deracion y, con esperanza, demasiado pequenas para ser pertinentes. Claramente estos
procedimientos requieren una justificacién, especialmente si estas ocurren con frecuencia,
el sistema simplificado f puede ser estructuralmente inestable (las transformaciones g
préximas de f pueden tener un comportamiento dindmico muy diferente).

En muchos ejemplos donde tales influencias externas no son completamente enten-
didas, o son demasiado complejas para ser expresadas efectivamente en términos deter-
ministicos, podemos pensar de ellas como una especie de perturbaciones aleatorias. Uno
entonces habla de estabilidad estocdstica si la presencia de pequenas perturbaciones con
caracter aleatorio tienen sélo un pequeno efecto sobre el comportamiento asintético de f.
En términos maés precisos, para cada € > 0 pequenio uno considera iterados

a5 = fjofj—10---0fi(x) parazeUyj=0,

donde las f; son escogidas aleatoriamente e independientes cada una de la otra en la e-
vecindad de f, para alguna ley de distribuciéon dada. Es conveniente la suposicion que

f(U) € U para asegurar que f;(U) C U para cada i siempre que ¢ sea suficientemente
pequeno. Entonces, bajo condiciones generales, existen medidas de probabilidad u. con

supp(pe) C U y
lim S e d
nggonZ;sO(xj) = | wdue
]:

para toda ¢ : M — R continua y muchas (probabilidad positiva) trayectorias aleatorias
(25)j=0 con zo € U. Diremos que (f|u , u) es estable estocdsticamente si pi. converge a
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en el sentido débil-x, esto es,

/godps — /god,u para toda ¢ € C°(M,R)

cuando € — 0 (si pe no es tnica entonces requeriremos convergencia a p para todas estas
medidas estacionarias con soporte contenido en U).

Observamos que mientras la estabilidad estructural requiere restricciones muy rigi-
das sobre la dinamica del sistema, la estabilidad estocédstica parece ser mucho mas factible
para clases amplias de sistemas dinamicos deterministicos.



CAPITULO 2

Meétricas Proyectivas y el Operador de
Perron-Frobenius

En este capitulo establecemos las definiciones y algunas propiedades de las transfor-
maciones expasoras, el operador de Perron-Frobenius (o transfer), conos convexos y sus
métricas proyectivas. Ademas, en este capitulo se mostrara la construcciéon de una medida
invariante absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

2.1. Transformaciones Expansoras y Operador de Perron-
Frobenius

Comenzamos esta seccion introduciendo la definicién de transformacion expansora
v el operador de Perron-Frobenius. Estableceremos algunas propiedades elementales de
estas transformaciones.

Sean M una variedad compacta conexa y f : M — M una transformacion de clase
C'tvo. Diremos que f es expansora, si existe o > 1 tal que

|IDf(z)-v|| = o|v| paratodoz e My todowve T,M. (2.1)

para alguna métrica Riemanniana || - || (la eleccién en particular de tal métrica no es
pertinente en este trabajo).

Una clase de ejemplos estandar proviene de la siguiente construccion. Sea F': R” —
R™ una transformacién lineal tal que F'(Z™) C Z". Entonces existe una unica transfor-
macién f sobre el toro n-dimensional 7" = R"/Z" tal que fom = mo F, donde 7 es la
proyeccién canonica sobre el toro. Ademads, si todos los autovalores de F' tienen norma
mayor que 1 entonces f es una transformacién expansora. Claramente, la existencia de
una constante ¢ > 1 como en (2.1) es una condicién abierta sobre las transformaciones de
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clase C'. De este modo, cualquier transformacién suave de M bastante préxima de f, en el
sentido C', también es una transformacién expansora. Supondremos en lo sucesivo que el
didmetro de M no es mayor que 1. También sea m el volumen Riemanniano normalizado
en M.

La condicién de expansién de vectores (2.1) implica, que la derivada Df es un
isomorfismo en todo punto, en particular, f es un difeomorfismo local. Como una conse-
cuencia, todo punto y € M tiene el mismo nimero k > 1 de preimagenes. Demostremos
esto, procediendo por reduccién al absurdo. Suponga que existen y1,y2 € M, y; # yo tal
que

#F7Hn) # #F(y2)-

Consideremos los siguientes conjuntos

A={yeM:#f ) =#"w)} v B={yeM:#f () ##f ()}

Tenemos entonces que A # & (porque, y1 € A) y B # & (porque, yo € B). Ademds,
Ay B son conjuntos abiertos, disjuntos y M = A U B. Esto establece que M tiene una
separacion no trivial, lo cual contradice el hecho de que M es conexa. Por tanto,

#F7 ) = #F(y2)-

Asi, todo punto y € M tiene el mismo ntimero de preimagenes. Ademéds, # f~!(y) < +oo
porque de lo contrario existe una sucesién (), en M con z, # xp (n # k), tal que
Tn € fHy) y (25)n converge a un punto xg € M. Entonces f(zg) = limy, 100 f(2n) = ¥
Como consecuencia se tendria que f no es localmente inyectiva lo cual es contradictorio.
Luego, #f 1(y) = k < +o0.

Maés ain, dada cualquier preimagen x de y, existen una vecindad V de y y una transfor-
macién g : V. — M tales que fog=1dy g(y) = z. Esta g es una inversa local de f y, por
ser f expansora, la funcién g es contractiva:

d(g9(y),9(2)) < aild(y,z) para todo y,z € V

donde o > 1 es la tasa de expansion de f. Probemos esta afirmacion. Como f es localmente
inyectiva, existe r > 0 tal que si x1 # x2 y d(x1,x2) < r entonces f(x1) # f(z2). Por otro
lado, sea r; > 0 tal que para y,z € M con d(y, z) < 1 existe una geodésica vy : [0,1] — M
con y(0) = y,v(1) = z y d(y,2) = £(v), donde £(7) es la longitud de 7 segin la métrica
Riemanniana. Tomemos p = min{r,r;}. Entonces para todo y € M existe un conjunto
abierto V' = B(y; py), donde B(y; py) es la bola abierta centrada en y y radio p,, tal que
la funcién g = (f|y )" satisface
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e (fog)(z) =2z paratodozeV,

o g(y)=fy) ==
Con lo cual obtenemos fog=1dy g(y) = z. Ademés,

1
dg(y), 9(2)) < g o) = /0 1D(g o 7)(8)]|dt

1 1
- / I D) (0]l dt < o~ / I () ldt
0 0
=0 YU(y) =0y, 2),

y asi queda demostrada la afirmacién.

Usando la compacidad de M, dado UyE v B(y; py) un cubrimiento abierto de M podemos
extraer un subcubrimiento abierto finito B(y1;p1),- .., B(Yn; pn). Luego, tomando py =
min{p1, ..., pn} tenemos una constante uniforme. Resumiendo:

(i) Existe k > 1 tal que todo punto y € M tiene exactamente k preimagenes bajo f.

(ii) Existe pg > 0 tal que, dados y1,y2 € M con d(y1,y2) < po podemos escribir
f_l(yj) ={z],... ,:L‘?C}, j=1,2con

d(z},2?) < o 'd(y1,y2) paracadai=1,... k.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar algunas de las propiedades estadisti-
cas, el teorema central de limite y la estabilidad estocdstica para transformaciones expan-
soras de clase C'*%0, Primero demostremos la existencia y unicidad de medidas fisicas
para esta clase particular de transformaciones, esto se obtiene basandose en dos propieda-
des fuertes: ergodicidad y continuidad absoluta con relacién de la medida de Lebesgue. A
continuacién el Teorema principal del trabajo.

TEOREMA 4 Sea f una transformacién expansora de clase C1*"° | para algiin vg € (0, 1].

Entonces

1) f admite una tinica medida invariante pg la cual es absolutamente continua con res-
pecto a m. Ademads, g es exacta (asi ergédica) y dug/dm es estrictamente positiva, en
particular, ug es la tinica medida SRB de f.

2) (f, o) es exponencialmente mixing y satisface el teorema central de limite en el espacio
de Banach de funciones v-Hélder continuas, para cualquier v € (0, vp)].

3) (f, o) es estocdsticamente estable bajo pequenas perturbaciones aleatorias.
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La demostracién de existencia de medidas invariantes absolutamente continuas con-
siste en encontrar una funcién de densidad ¢q tal que la medida pg(A) := [ 4 Podm sea
invariante por f y desde luego, pg < m. Esto nos conduce naturalmente a considerar los
operadores £ (operador de Perron-Frobenius) y U definidos sobre E = C°(M,R), por

k

(Lo)(y) =D ¢(@)|det Df(z:)| ™"y (Up)(z) = o(f(x)),

=1

donde f~'(y) = {x1,..., 2} (ver arriba (ii)). De hecho U es el adjunto de £ y asf, tenemos
la siguiente propiedad

[ werpin = [ oweyim. (2.2)

Esta implica, en particular, que los puntos fijos de £ estan directamente relacionados con
las medidas invariantes absolutamente continuas, esto es, ug = @gm es una medida de
probabilidad de Borel invariante por f si y sélo si ¢y es una funcién no negativa con
L(po) =0y [podm = 1.

Se demostrara en la seccion 2.4 la existencia de un punto fijo para el operador £
usando métrica proyectiva asociada a un cono convexo invariante del espacio de funcio-
nes continuas con logaritmo localmente Holder continuo. La siguiente seccién contiene la
notacién y algunas propiedades de las métricas proyectivas y conos que usaremos en este
trabajo.

2.2. Conos y Métricas Proyectivas

El propodsito de estd seccion es introducir las definiciones béasicas de conos y las métri-
cas proyectivas. Ademds estudiaremos algunas de sus propiedades las cuales utilizaremos
en las proximas secciones.

Sea E un espacio vectorial. Un cono en E es cualquier subconjunto C' C E'\ {0} tal
que tv € C para todo v € C' y todo t > 0. Diremos que C' es un cono convero si ademas
tiv1 + tove € C para todo vi,v9 € C y todo t1,ts > 0. Definimos la clausura C' del cono
C como el conjunto de vectores w € C para los cuales existen v € C'y (t,)n>1 \ O tales
que (w +tyv) € C para todo n > 1.

En lo que sigue supondremos que los conos son no degenerados en el sentido que

cn(-C)={0}. (2.3)
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Dados v1,v9 € C definimos

a(vy,vg) =sup{t >0:vs —tv; € C} y
B(vi,v2) = nf{s > 0:sv; —vg € C},

con los usuales convenios sup @ = 0 e inf @ = +o0. Note que a(vy,v2) < [(v1,v2) para
todo v1, v € C. En efecto, sean ty = a(v1,v2) v so = B(v1,v2). Entonces vy — tgv; € C'y
spv; — vy € C. Sumando y usando la convexidad de C' obtenemos (sg — tg)v1 € C. Como
—v; ¢ C (por (2.3)) tenemos so > tg y por tanto a(vy,v2) < B(v1,v2).

Ademids, a(v1,v2) < +o00 y B(v1,v2) > 0 para todo vi,ve € C. En efecto, proce-
diendo por reduccién al absurdo, suponga que «a(vi,ve) = +oo. Entonces existe (¢,)n>1
con t, S +ooy vy —tyvy € C para cada n > 1. Haciendo r, = i tenemos que 7, \, 0
y rpug —v1 € C para cada n > 1 y, por definicién de la clausura de conos, resulta que
—v1 € C contradiciendo (2.3). Por tanto, a(vy,vs) < +00.

Por otro lado, si S(v1,v2) = 0 entonces existe (sy,)n>1 tal que s, — 0y spv1—v9 € C
para todo m > 1. Usando la definicién de clausura de conos se tiene —vy € C lo que
contradice (2.3). Por tanto, S(vi,v2) > 0.

B(v1,v2)

a(vi,v2)
vista de la observacién anterior (vy, v2) esta bien definida y toma valores en [0, +-00] para

v1,v9 € C.

Ahora, sea 0(vi,v2) = log[ ] (con = 400, si a =06 = 400). En

PROPOSICION 5 6(-,-) es una métrica en el cociente proyectivo de C, esto es,
(a) O(vi,v2) = 6(ve,v1) para todo vi,vs € C.
(b) 6(v1,v2) + O(v2,v3) = O(v1,v3) para todo vy, vy, v3 € C.
(¢) B(vy,v2) =0 si y solo si existe t > 0 tal que vy = tvy.
Demostracién. Afirmamos que a(vq,v1) = [8(v1, v2)]~!. Supongamos primero que
a(vg,v1) > 0. Por la definicién de « se tiene
a(vy,v1) =sup{t >0:v; —tvg € C}

=inf{s>0:sv; —vp € C}!

= B(vr,v2). 7"
Por otra parte, si a(ve,v1) = 0 entonces vy — tvg ¢ C para todo t > 0. Usando la

convexidad de C' tenemos que sv; — ve ¢ C para todo s > 0 y por tanto, 5(v1,v2) = +00.
Luego, la afirmacién se cumple también en este caso. En forma andloga se muestra que
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B(v2,v1) = [a(v1,v2)] L. Con esto la parte (a) de la Proposicién se obtiene inmediatamente
de la siguiente manera. Para todo vy,ve € C

oo =1 ] = gt
=G| =

Para demostrar la parte (b), afirmamos que a(vy,vs)a(ve, v3) < a(vy,v3) para todo
v1,v2,v3 € C. Esto es obvio si a(vi,v2) = 0 o a(ve,v3) = 0. Considere a(vy,v2) > 0y
a(vg,v3) > 0. Entonces existen sucesiones (7Vn)n y (Sn)n convergiendo crecientemente a
a(vy,v2) v a(ve, v3) respectivamente, con vy — y,v1 € C'y v3 — s,v2 € C. Por convexidad
y la definicién de « se tiene que s,7v, < a(vy,v3) para todo n > 1. Ahora, tomando limite
obtenemos la afirmacién.

Por otro lado, probaremos que 3(v1,v2)3(ve,v3) = B(v1, v3) para todo vy, ve,vs € C.
Esto se cumple si (v1,v2) = +00 0 (v, v3) = +00. Asi que supongamos 3(v1,v2) < +00
y B(ve,v3) < +oo. Entonces, existen sucesiones (t)n ¥ (Sn)n convergiendo decreciente-
mente a [(vi,ve) y B(ve,vs) respectivamente tales que t,v; — vy € C'y s,v9 — vz € C.
Ahora usamos el hecho que el cono C es convexo y la definicién de [ para obtener
Sptn = B(v1,v3). Luego tomamos limite cuando n — +oo para completar la prueba de

B(v1,v2)B(v2,v3) = B(v1,v3).
De las afirmaciones anteriores se obtiene

B(v1,v2)B(va,v3) < B(v1,v3)

a(vy, va)a(ve,v3) ~ alvy,v3)’

La parte (b) es ahora una consecuencia de propiedades del logaritmo y la definicién de 6.

Pasemos a la demostracién de la parte (c). Para la suficiencia notemos que la con-
B(v1,v2)

a(vy,v2)
t € (0,400). De modo que existen sucesiones (), convergiendo crecientemente a t y

dicién log [ ] = O(v1,v2) = 0 implica que a(vy,v2) = [(vi,v2) = t para algin
(sn)n convergiendo decrecientemente a t, tales que vy — t,v; € C para todon > 1y

spv; — vy € C para todo n > 1. Usando la definicién de clausura y (2.3) se obtiene
v — tvy = 0. Por tanto, existe t > 0 tal que vg = tvy.

Para la necesidad supongamos ve = tv; para algin ¢ € (0, 4+00). Entonces por (2.3),
se tiene vo—tv; € CN(—C). Aplicando la definicién de clausura de conos, existen sucesiones
convergentes (), crecientemente a t y (s;), decrecientemente a t tales que vo —t,v; € C
para todon > 1y s,v; — vy € C para todo n > 1. Asi, a(vi,v2) =ty B(vi,v2) =ty por
B(v1, va)

tanto 6(v1,v2) = lo
(v1,v2) = log I:a('Ul7'U2)

} = 0, lo cual demuestra la parte (c) de la Proposicién.
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Llamaremos a 6(-,-) la métrica proyectiva asociada al cono convexo C. Note que la
métrica proyectiva depende de una manera monétona con respecto al cono. En efecto, sean
Cy C Cy dos conos convexos en E y a;(+,-), Bi(+,+), 0:(+,-) los objetos correspondientes,
i = 1,2 como fueron definidos arriba. Claramente aj(v1,v2) < ao(vi,v2) y B1(vi,v2) =
B2(v1,v2) porque

a1 (vi,v2) =sup{t > 0: vy —tv; € C1} < sup{t > 0: vy —tv; € Co} = az(v1,v2);
y también,

B1(vi,v9) = nf{s > 0:sv; —ve € C1} > Inf{s > 0: sv; —ve € Co} = Ba(v1,v2).
Con esto se tiene

B1(v1,v2) S Ba(v1,v2)

a1(vi,v2) ~ as(vr,va)’

y por tanto,
01(v1,v2) = 02(v1,v2)  para todo vy, vy € C1 C Cy.

Mids generalmente, sean E7, Fs dos espacios vectoriales y C; C E;, ¢ = 1,2 conos
convexos. Sea L : E1 — F5 un operador lineal y suponga que L(Cy) C Cs. Entonces,

ap(v1,v2) =sup{t > 0:ve—tv; € C1} <sup{t > 0: L(va—tvy) € Co} = aa(L(v1), L(v2)).
Andlogamente, (31 (v1,v2) = PB2(L(v1), L(vz)). Por tanto,
01(v1,v2) > 02(L(v1), L(ve)) para todo vy, vy € Cf.

Denotemos diamy al didmetro de un conjunto con respecto a la métrica proyectiva 6. En
general, L no es necesariamente una contraccién (en el sentido estricto) con respecto a 6;
y 02, pero el resultado siguiente afirma que éste es el caso si L(C1) tiene diamy, finito.

PROPOSICION 6 Sea D = sup{62(L(v1),L(v3)) : vi,ve € Ci} el didmetro del cono
convexo Cy. Si D < oo entonces
02(L(v1), L(v2)) < (1 — e )01 (v1,19)  para todo vi,vs € C.

Demostracion. Podemos suponer que «aj(vy,v2) > 0y B1(v1,v2) < 400, pues de lo con-
trario no tenemos nada que demostrar porque 6, (v1,v2) = +o0o. Entonces existen sucesio-
nes (t,)n convergiendo crecientemente a (v, v2) y (Sp)n convergiendo decrecientemente
a 1(v1,v2), tales que vy — t,v1 € Cy para todon > 1y s,v; — vy € Cp para todo n > 1.
Usando la definiciéon de D se obtiene

0o (L(vy — tyvy), L(spvr —v2)) < D para todon > 1.
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Esto implica, por definicién de 62, que existen sucesiones (7},)n v (Sp)n (de manera que
T, = ag(L(va — tyv1), L(spvr — v2)) ¥y S = B2(L(va — tyv1), L(spvr — v2))) tales que

lim,, o0 |log 7" <Dy
n

L(spvy —va) — T L(ve — tphvy) € Oy & (sp, + Thtn)L(v1) — (1 4+ Ty,)L(v2) € Cy

Sp + Thty
L L < ——
= (L), Den)) < 20

SpL(v2 — thv1) — L(spv1 — va) € Co & (1 + Sp)L(v2) — (sn + 0Sn) L(v1) € Co

Sn +tnS’rL
L L Z <o
= ag(L(v1), L(v2)) 145,
Entonces,
$n + Ttn 1+ Sn
- .
02(L(v1), L(vz)) < log K 1+T, > <Sn +tn5n>}

S s
=bgL"+ﬂJ—bgﬂ+ﬂﬁ+bgu+&J—bgL”+&4
n n

log(sn/tn) v P
= / - dx
0 et +T1T, e+5,

su e* (S, —Ty)
2o (€% + Tn)(e® + Sn)

o (32) s | (=) (=23

=log | — ) -su R

& ty $>18 er + 1T, %n+1
Sn T,

=1 — - [1=—=].

() -5

Ahora, tomando limite cuando n — +oc se obtiene

05(L(v1), L(vg)) < lim [log (i") . {1 — T"”

n—-+4o0o n

/N
=}
o’
VR
~| ®
:‘:
N———
[9)]

= (1 — e*D)Ql(vl,vg).
Esto completa la demostracion. [

En los siguientes ejemplos se muestra cémo se calcula la métrica proyectiva asociada
a un cono para diferentes espacios.

Ejemplo 2.1. Sean E = R? y C = {(z,y) : y > |z|}. El cociente proyectivo de C puede
ser identificado naturalmente con el segmento (—1,1) x {1}, luego con el intervalo (—1,1).
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Dados —1 < 1 < z2 < 1 y por las respectivas definiciones, se tiene

1
a(r1,z2) =sup{t >0: 29 —tx; <1—1t} = T2
1 — T
Anélogamente, B(z1,z2) = +
r1,T ro+1 1—x
0(z1, 1 :
(xl xz [ -TU1,£B2 :| °8 |:<$1+1> <1—x2>:|

-1 , L1, T2, 1)
Por tanto, 6(z1,z2) = log R(—1,1,22,1) donde R denota la razén transversal de cuatro
c—a d—>b
b—a d—c
En este sentido, las métricas proyectivas generalizan la métrica hiperbdlica usual o

puntos a < b < ¢ < d en la recta real, R(a,b,c,d) =

métrica de Poincaré en el intervalo o el disco (ver [DB], pdg 136).

Ejemplo 2.2. Sean X un espacio métrico compacto y E = CY(X,R) el espacio de las
funciones continuas a valores reales definidas en X. Denotemos

C=Cy={p€eFE:p(x)>0 paratodoze X}.
Entonces, para cualesquiera 1, @2 € C' tenemos

a(p1,p2) =sup{t > 0: ps —tp; € C}
=sup{t > 0: (2 — ty1)(x) > 0 para todo z € X}

:inf{ijgg ::UEX}.

De igual forma se obtiene

x
5(@1,@2):sup{w2( ) ::cEX}.
Por tanto,

o= ] - 2 v}

Ejemplo 2.3. Sean X y E como antes y tomemos C' = C(a,v) el conjunto de funciones
¢ € E tales que p(x) > 0 para todo z € X y log(y) es (a,v)-Holder continuo. Esta
condicion significa lo siguiente

exp(—ad(z,y)”) < gp(x; exp(ad(z,y)”) para todo x,y € X.

LAY
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Observemos que esto equivale a la definicién usual de condicién de Holder, porque la
condicién de (a,v)-Holder para log(y), |log(e(z)) — log(¢(y))| < ad(x,y)” implica
p(x)

—ad(z,y)" < log <W> < ad(z,y)",

de lo cual se obtiene

()

exp(—ad(z,y)”) < LA} < exp(ad(z,y)”) para todo z,y € X.
P

(y)

Dados ¢1,p2 € C' y t1,t2 > 0 se tiene

ot () + tapa(x)
exp(—ad(z,y)") < t1p1(y) + tapa(y)

< exp(ad(z,y)”) para todo z,y € X.
Usemos esta para mostrar que C' es un cono convexo. En efecto, primero veamos que C

es un cono. Sean ¢ € C'y t > 0. De la definicién de C se tiene ¢(x) > 0 para todo =z € X.
Entonces to(x) > 0 para todo z € X y

[ log(tp(z)) — log(te(y))| =

log <g0(a:)>' < ad(z,y)” paratodo z,y € X,
v(y)

con lo cual C' es un cono. Resta ver que C' es convexo. Esto se verifica facilmente mediante

argumentos algebraicos. Por definicién, a(p1, p2) = sup{t > 0 : po—ty1 € C}. Estudiemos

las condiciones que debe cumplir la funcién @9 — tp; para pertenecer al cono C. Ella debe

de ser positiva sobre X, es decir, (p2 —tp1)(z) > 0 para todo x € X. Lo que es equivalente

at< ﬂ(Jr:) para todo z € X. Ademés log(y2 — ty1) tiene que ser (a,v)-Holder continuo
1

lo cual significa que

(02 — to1)(x)

exp(—ad(z,y)") < (p2 — to1)(y)

< exp(ad(z,y)”) paratodo x,y € X. (2.4)

La desigualdad de la derecha en (2.4) implica

t(exp(ad(z,y)")¢e1(y) — ¢1(z)) < explad(z,y)”)p2(y) — p2().

Luego,
< explad(z,y)")p2(y) — p2()
= explad(z, y)" )1 (y) — 1 (x)

Procedemos de igual manera con la desigualdad de la izquierda en (2.4) para obtener

para todo z,y € X.

exp(ad(z,y)”)p2(x) — pa(y)

'S xplad(z, v)")o1(x) — @1(y)

para todo z,y € X.
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Con lo anterior se deduce que

_ g P2, eP(ad(2,9)")pa(2) — p2(y) .
o) = it o) = oy rv e X )

y B(¢1,p2) es dada por una expresién similar, precisamente con supremo en lugar de
infimo.

El siguiente ejemplo sencillo muestra que, para conos convexos en general, la pro-
yeccion del conjunto {¢ : 6(¢, 1) < oo} no necesariamente es un espacio metrico completo.

Ejemplo 2.4. Sean X una variedad diferenciable compacta y E = C*(X,R) el espacio de
Banach de funciones reales de clase C' sobre X dotado con la topologia C'. Considere el
cono convexo C = {¢ € E: p(z) > 0 para todo x € X }. Sea ¢ una funcién estrictamente
positiva sobre X la cual es continua pero no diferenciable y sea (), una sucesién de
funciones estrictamente positivas de C' convergiendo uniformemente a ¢. Claramente la
métrica proyectiva 6 del cono C estd dada por la siguiente expresiéon como en el ejemplo
2.2
ﬁup(wz/wl)] _ logsup{wz(w)wl(y) o X}_

inf(p2/e1) p1(z)p2(y)

Usando esta observacion, veamos que (¢p,)n es una sucesiéon #-Cauchy en el cono C. En

0(@17 @2) = lOg |:

efecto, la convergencia uniforme de (¢y), implica que (¢,), es una sucesién de Cauchy
en E. Dado ¢ > 0 existe un nimero natural Ny tal que si k,I > Ny entonces ¢;(x)
estd préximo de pi(x) y pr(y) estd proximo de ¢;(y). De esto se tiene

er(@)eiy) < .

< oi1()er(y)

Luego, por la definicién de la métrica 6 obtenemos que 0(px, ¢;) < €. Con esto hemos
mostrado que (¢y,), es una sucesién #-Cauchy. Por otro parte, esta sucesién no puede ser
f-convergente en C, ya que el f-limite es un limite uniforme y éste tendria que coincidir
con ¢, lo que es absurdo por que ¢ no pertenece a C.

Con lo anterior se tiene un ejemplo de un cono que no es completo con respecto de
la métrica proyectiva.
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2.3. Conos Invariantes

Retornando al contexto de la seccién 2.1. Comenzamos esta seccién considerando el
cono convexo C'(a,v) estudiado en el ejemplo 2.3 de la seccién anterior, pero para funciones
continuas definidas sobre la variedad M. Llamaremos una p-vecindad a la clausura de un
conjunto abierto con didmetro p. Si W es una p-vecindad entonces d(x,y) < p para todo
x,y € W. Fijemos py > 0 como la condicién (ii) en la pagina 10 y para constantes positivas
a, v < vp. Definimos C(a, V) el cono convexo de funciones ¢ € E = C°(M,R) satisfaciendo

1) ¢(x) > 0 para todo = € M.

2) log(y) es (a,v)-Hoélder continuo sobre p-vecindades, esto es,

exp(—ad(y1,y2)") < < exp(ad(y1,y2)”)  para todo y1,y2 con d(y1,y2) < po.

El objetivo principal en estd seccion es mostrar que el operador de Perron-Frobenius
(o transfer) £ es una contraccién con respecto de la métrica proyectiva 6 = 6, del cono
convexo C(a,v). El siguiente resultado muestra que el cono C(a,v) es invariante por el
operador L.

PROPOSICION 7 (Invarianza) Existe una constante positiva A\; < 1 tal que
L(C(a,v)) C C(Ma,v) para todo a > 0 suficientemente grande.

Demostracion. Sip > 0, entonces £(¢) > 0y asi s6lo tenemos que tratar con la condicién
(2) de la definicién del cono C(a,v). Sean yi,y2 € M con d(y1,y2) < po y escribamos
fy;) = {le, . .,xi}, j = 1,2, como la condicién (ii) en la pagina 10. Afirmamos que
log | det D f]| es (ao, vp)-Holder continua para algin ag > 0. Demostremos esta afirmacién.
Como f es C* se tiene que Df es (by,vp)-Holder continua para algin by > 0 y las
funciones determinante y logaritmo son Lipschitzianas, con constantes de Lipschitz [y y lo
respectivamente. Haciendo la compuesta de las funciones D f, det y log se obtiene

[log | det D f(z)| —log|det Df(y)|| < lo| det D f(x) — det D f(y)|

<l
< bU||Df(z) = Df(y)ll
< lzllbld(ac,y)yo.

Tomando ag = l1leb; > 0 queda demostrada la afirmacién. Por otro lado, fijemos ar-

bitrariamente A; con 7% < A} < 1 y escojemos a > 0 suficientemente grande de mo-
do que o7 + & < Aq, lo que implica que ac™ + ap < Aia. Por (ii) tenemos que
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d(x}, 22)"0 < d(y1,y2)" < d(y1,y2)”. Usando lo anterior se obtiene, para toda ¢ € C(a,v),

17

(L) (w1) Zso )| det Df ()|~
k
< D¢l explad(ai,af)")| det Df ()| ™" explaod(ai, z)")

=1
k
<Y ¢(af) explac™d(y1, y2)")| det D f ()|~ exp(aod(y1, y2)")
i=1

k
= exp([ac™" + aold(y1,52)") Y _ ¢(af)| det D f(23)| ™
=1

< exp(Arad(yy, y2)") (L) (y2).

Asi, L(p) > 0y log(Lp) es (Aa,v)-Holder continuo. De modo que Ly € C(Aa,v).
|

Denotemos 6 = 6,, a la métrica proyectiva asociada al cono convexo C(a,v) y

recordemos algunos hechos que fueron establecidos previamente. Entonces por el ejemplo
Blp1, p2)
a(p1, ¢2)

mf{wz . exp(ad(z,y)”)p2(x) — pa2(y)
w1 explad(z,y)")p1(z) — ¢1(y)

2.3 tenemos 0(p1, p2) = log [ } , donde a(¢1, p2) estd dado por

: $7y€X7 x#yﬂ d(x,y) <PO}> (25)

mientras que 3(¢1, @2) s

Y2 exp(ad(z,y)")p2(z) — pa(y) ) N i
Sup{w( P explad(@,y) o) —aly) Y T F Y A Y)S po}'

También consideremos el cono
Ci={pe€E:p(x)>0paratodox € M}.

La métrica proyectiva 6, asociada a Cy fue calculada en el ejemplo 2.2 y estda dada por
/B+(§01,902):| donde
oy (1, 02)

pa(z) |
e1(z)

01 (p1,p2) = log [

ZIJGM} y ﬁ+(<ﬁ17¢2)25up{zjg; ZJ?EM}-

PROPOSICION 8 (Didmetro Finito) El didmetro D1 = sup{f(¢1,p2) : ¢1,p2 €
C(Aa,v)} del cono C(Aa,v) es finito, dadas las constantes positivas a, v y A\ < 1.

ay(p1,p2) = fnf{
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Demostraciéon. Denotemos diamy, diamg, a los didmetros segin las métricas 0 y 0
respectivamente. La demostracién tiene dos pasos: primero demostremos que

diamg(C'(A1a,v)) < diamg, (C(Aia,v)) + K' (A1),

entonces se obtiene diamg, (C(a,v)) < K"(a), donde K'(-), K"(-) < 400. Dadas cuales-
quiera @1, p2 € C(A1a,v), por la definicién del cono C(A1a,v), se tiene

e pi(x) > 0 para todo = € M.
e log(¢1) es (Aa,v)-Holder continuo sobre pp-vecindades, esto es,

¢1(y1)
©1(y2)

exp(—aA1d(y1,y2)") < < exp(adid(y1, y2)”), (2.6)

para todo y1,y2 con d(y1,¥2) < po-

Sean z, y en una pop-vecindad, es decir, d(x,y) < po. De la desigualdad de la izquierda
en (2.6) se obtiene —exp(—aAd(x,y)")p1(x) = —p1(y). Entonces

lexp(ad(z,y)"”) — exp(—alid(z,y)")|p1(x) = exp(ad(z,y)”)p1(z) — v1(y).

Por otro lado, en (2.6) para la funcién log(yp2) tomamos la desigualdad de la derecha, para
obtener —p(y) > —exp(arid(z,y)”)p2(x). Luego,

exp(ad(z,y)”)p2(x) — pa(y) = [exp(ad(z,y)"”) — exp(arid(z,y)")]p2(x).

Con todo esto, estimamos

exp(ad(z, y))pa(x) — ¢2(y)  [exp(ad(z, y)") — exp(atid(z, y)”)lp2(z)
exp(ad(z, y)")p1(x) — ¢1(y) ~ [exp(ad(z,y)”) — exp(—aid(z,y)")|p1(x)
pa()
p1(z)

o [ pa(x)
2K11nf{¢1(x) T EM}
= Kia4 (1, 92),

> K,

donde

z —

, M
Klzlnf{m:z>1}.

Note que K; € (0,1), porque

/\1 )\1

B Z—z i Z—z 1-AX
lim ————=1 y lim == L1
z—to0 z — z7AM 21t 2z — 27N 1+ X
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Luego usando (2.5) se sigue que, a(p1, ¢2) = Kia4(p1,p2). Para § aplicamos un proce-
dimiento andlogo al desarrollado para « y obtenemos

exp(ad(z,y)”)pa(z) — p2(y) pa(x)
exp(ad(z, 9))e1(2) — o1 (y) P (a)
pa(w)
< K2sup{<p1(:v) 1T € M}

= K2B4 (01, 92),

donde
z—z M

Ky = sup{

- :z>1} € (1, +00).

De lo anterior y (2.5) tenemos Kaf4(p1,¢2) = B(p1, ¢2). Con lo ya demostrado

KB, (o1, 92) S B(p1, 02)
Kiai(p1,02) ~ alpr, e2)

K
Entonces (1, p2) < 04 (p1,p2) + log [Kﬂ , esto concluye el primer paso de la demostra-
1
cién.

Para el segundo paso de la demostracion, observe que

04 (p1,¢92) =log [m] = log sup {W R TRS X} . (2.7)

Afirmamos que si ¢ € C(a,v) entonces log(y) es (b, v)-Holder continuo sobre toda la va-
riedad M (no precisamente sobre pp-vecindades), para algin b > 0. Demostremos esta afir-
macioén. Por conexidad de M cualquier par de puntos x y y pueden ser unidos por medio
de una curva. Empleando la compacidad de M, existe N > 1 tal que dados =,y € M po-
demos hallar puntos z; con d(z;—1,2;) < po paracadai=1,..., Ny x = 29,21,...,2N =Y
se tiene que

N
Zd(zi,l, zi) < 2d(x,y).
i=1

Para demostrar estd desigualdad se procede por induccién. Para k = 1, tomamos z = z,
z1 = y usando la conexidad de M existe una geodésica v : [0,1] — M tal que v(0) = 2
y ¥(1) = z1. Asi d(z0,21) < 2d(z0,21) = 2d(x,y). Para k = 2, tenemos 2y = z, 23 = y
con d(zp,22) < po. Por ser M conexa podemos unir estos dos puntos por medio de una
geodésicay : [0,1] — M con y(0) = 29 y 7(1) = z2. Consideremos la bola By centrada en z
y radio %0 para encontrar un punto 2] que pertenece a la interseccién de 9By con . Ahora
tomemos la bola B; centrada en 2| y radio £ conteniendo a zp (porque d(zo,22) < po).
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Ademds denotemos z{, = zo y 25 = z2. Sea z; cualquier punto en ByN By (21 # 21) tal que
cumpla con la siguientes desigualdades d(2],z1) < d(z0, 2]) y d(z1, 21) < d(2}, z2) (porque
de lo contrario estaremos en el caso anterior). Ahora,

2

Zd(zi_l, 2) < d(z0,21) +d(2],21) + d(z1, 2]) + d(2], 22)
i=1

< d(zﬁv Zi) + d(ZO’ Zi) + d(ziv 22) + d(zi> Z?)

2
=2 [Z d(z}_, z;)] = 2d(z,y).

i=1

Se concluye que,
2

Z d(zi—1,2;) < 2d(z,y).

=1

Hipotesis inductiva:
N-1
Z d(Zi_l, Z’i) < 2d(£7y)
i=1

donde = = zp,...,2ny—1 = y con d(z—1,2;) < po. Demostremos para k = N tomamos
x = 20, 2y = y. Nuevamente por la conexidad de M existe una geodésica « : [0,1] — M
tal que v(0) = 2o, 7(1) = zn. Esto implica que existen 2] € 0By y 2, € yN(0B;—B;_1)
donde B; = B(z, ”2—0) paratodoi=0,..., N —2 ademés By_; contiene a zy y denotemos
20 = 2}, 2N = #j. Con esto tenemos N — 1 bolas cubriendo a 7. Sean z; € B;—1 N B; tal
que d(z;, z;) < d(z;, zj,,) para todo i = 1,..., N — 1 (de lo contrario estaremos en el caso

k= N —1). Notamos que:

<Y (21, 2)) + 2d(2h_y, 2y)

.

=1
N
=2 d(z]_y,2) = 2d(x,y)
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Con este hecho demostramos la afirmacién. Aplicamos el resultado anterior en la siguiente
estimacion

e(y) H go(Zi)) < exp (i ad(zi—l,zi)y>
-1

p@) o P
N 12
< exp (Na (Z d(zi—1, Zz)> ) < exp(Na2Vd(z,y)"))
=1

y podemos tomar b = Na2”. Luego, logy es (b,v)-Holder continuo. Se obtiene, dados
1,92 € C(a,v) vale lo siguiente

e[ cuteor <o v e8]

para todo x,y € M. De lo cual obtenemos

Sup{%(fc)wl(y) ey M} < o
p1(2)p2(y)

y con esto concluimos, 81 (¢1,p2) < 2b. Asi, diamg, (C(a,v)) < K”(a) donde K"(a) =
214 Na, esto termina la demostracién de la Proposicién. ]

Por la Proposicién 7 en la pagina 19 sabemos que £(C(a,v)) C C(Aia,v). Luego,
los didmetros de estos conos con respecto de la métrica proyectiva 6 = 0,, cumplen
diamg(£L(C(a,v))) < diamy(C(A1a,v)). En la Proposicién 8 de la pagina 20 demostramos
que D1 es finito, a lo cual aplicamos la Propocion 6 de la pagina 14 para obtener

0(L(p1), £(p2)) < (1= e P)0(01, 02) = Mib(p1, 2)

donde A; = 1 —e~P1. Por tanto, el operador £ : C(a,v) — C(a,v) es una Aj-contraccién
con respecto de la métrica proyectiva 6 = 0.

2.4. Medidas Invariantes Absolutamente Continuas

Para demostrar que £ tiene un tnico punto fijo nos apoyaremos en el hecho que
el cono C4 es completo para la correspondiente métrica proyectiva. Mds precisamente,

tenemos la siguiente Proposicion.

PROPOSICION 9 (Completitud) Cualquier sucesién 0,-Cauchy (pn), en Cy es 01~
convergente en C'y.. Ademds si la sucesion estd normalizada, en el sentido que [ pp,dm =1
para todo n > 1, entonces (), también es convergente uniformemente.
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Demostracion. Sea (), una sucesion 6-Cauchy, normalizada por [ ¢,dm = 1 para
todo n > 1. En particular, (¢p), es 04-acotada y, recordando la definicién de 6 de (2.7),
existe Ry > 0 tal que

1
en(@)e1(y) < Ry paratodo z,y € My todon > 1.

R1 = on(y)pi(z)

N

En particular,

©1(s)
e1(t)

la normalizacién [ ¢,dm = 1 implica que inf ¢, <1 < sup g, y con esto tenemos que

para todo x,y € M y todon > 1 donde R = R; sup{ 18, t € M} Por otro lado,

1
R—g%(:c)gRg paratodox € M yn > 1.
2
Ahora, la condicién de Cauchy establece que dado cualquier ¢ > 0 existe N > 1 tal
s,up(SOk/SOZ) < €f para todo k,I > N. Como la sucesién (¢p), estd normalizada
inf(or/p1)

[ prdm = [@dm = 1 implica inf ¢ <1 < suppg y infp; < 1 < supyy con lo cual se
obtiene inf (pr/¢1) < 1 < sup (¢r/¢1). Luego, por la condicién de Cauchy tenemos

e ¢ < inf <('0k> <1< sup (W) <e€f
2 2l

lo que nos dice que e~ ¢ < Pk < €f con lo cual se obtiene
2

k
sup |¢r — @1 < sup |¢y] - sup ‘il — 1’ < Ro(e® —1).

Por tanto, (¢p), es una sucesién de Cauchy con respecto de la métrica uniforme y como
consecuencia, (@), es convergente uniformemente. Sea g el limite uniforme de (¢p)n.
Observe que @9 > R 1 de modo que ¢y € C4. Pasando el limite cuando | — 400 se

e ¢ < inf <(pk> <1< sup <¢k> < €8,
®0 ®o

para todo k > N. Esto demuestra que tanto sup (¢x /o) como inf (¢r/pp) ambos con-

obtiene

vergen a 1y, por definicién de la métrica 64, se tiene 04 (¢, o) converge a cero cuando
sup(x/ o)

nf(¢r/e0)
cando logaritmo a ambos lados de la desigualdad se tiene 04 (g, o) < 2¢ para todo

k> N. ]

n — +o00. En efecto, de lo anteriormente demostrado tenemos < e* y apli-
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Observacion 2.1. La forma de la condicién de normalizacién en la proposicién anterior
es algo arbitraria que puede ser reemplazada por sup(¢,) = 1. Esto se puede hacer en el
sentido mas general del contexto de los ejemplos 2.2 y 2.3.

Aplicando el resultado previo a la sucesion ¢, = £™1. Como £ es una 6-contraccion,
(¢n)n es una sucesiéon 6-Cauchy y es también 6, -Cauchy: recordemos que 04 < 6 porque
C(a,v) C C4. Por otro lado,

/(pndm = / (L"1)dm =1 para todon > 1.

Luego la sucesién ¢,, converge uniformemente a alguna ¢g € C. De hecho ¢g € C'(A1a,v)
porque la condicién de Holder en la definicién de este cono es cerrada bajo limite uniforme.
Demostremos esto. Claramente ¢, € C'(Aja, ) para todo n > 1. De la condicién de Hélder
para esta sucesién se tiene

exp (—aMd(z,y)") < < exp (a\d(z,y)”) con d(z,y) < poy todon > 1.

Ahora tomando limite cuando n — 400 tenemos

v 900(55)
exp (—aiid(z,y)") < 200)

< exp (a\d(z,y)”), con d(x,y) < po

y asi @9 € C(aA1,v). Puesto que £ es un operador acotado con respecto de la norma
| - |lo de convergencia uniforme (observe que |[Lyp — L]0 < ksup|det Df| e — ¥l
donde k = #f~1(y) para cualquier y € M) se tiene que ¢q es punto fijo de £. Como una
consecuencia, ug = @om es una medida de probabilidad invariante por f:

/soduo z/sowodmz/@(Lwo)dmz/(@Of)wodmz/(swf)duo

para toda ¢ € C°(M,R). Ademés, dug/dm = pg > Ry > 0y, por tanto, pg es equivalente
a la medida de Lebesgue m.



CAPITULO 3

Propiedades Estadisticas

En el presente capitulo nos concentraremos en estudiar algunas de las propieda-
des estadisticas como son ergodicidad, exactitud y exponencialmente mixing. Ademas la
relacién entre estas propiedades.

3.1. Mixing Exponencial

Iniciaremos esta seccién estableciendo la definicién de mixing, ergodicidad y recorde-
mos la definiciéon de exponencialmente mixing. Considere una transformacién que preserva
medida T de un espacio de probabilidad (X, B, ). Recuerde que un conjunto A € B es
T-invariante si T™1A = A

DEFINICION 1 Diremos que T es ergddica si cada conjunto T-invariante tiene medida
igual 0 o 1.

DEFINICION 2 T se denomina mizing si para cualquier par de conjuntos A, B € B
lim pu(T7"ANB) = u(A)u(B).
n—oo

Observacion 3.2. Note que toda transformacién mixing es ergddica, pero el reciproco no
se cumple (ver [RM], pag 181).

Recordemos la definicién de exponencialmente mixing. Considere las funciones de
correlacion

Calot) = [ (oot~ [ gdu v para toda p.v € L' ().

Decimos que (T, p) es exponencialmente mizing o tiene decaimiento exponencial de corre-
lacidnsi existe 7 < 1y para cada ¢,v € L!(u) existe una constante ¢ > 0 tal que

|Ch(p, )| < et™  para todo n > 1.

27
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Observe que exponencialmente mixing implica mixing.

Sea ¢ € C(aA1,v). El argumento de la seccién anterior nos da

01(L"p, 00) < O(L"p,p0) < O(p, po)AT < DAY

donde la primera desigualdad se obtiene de 6, < 6, la segunda se obtiene por induccién
usando que £ es una Aj-contraccién, ¢q es punto fijo; y la 1ltima resulta de la definicién
de D;1. Procediendo como en la demostracion de la Proposicion 9, y como A; < 1, se tiene
DA} < DyA;. Aplicando el hecho que exp(t) — 1 < 2t para todo 0 < ¢t < D1A; tenemos
que

sup|L£7¢ — po| < Ra(e” ™M —1) < R3AT

para R3 = 2RoD; > 0 y todo n > 1. Esta puede ser vista como una afirmacién de
pérdida de memoria con velocidad exponencial en el sistema: los iterados (£"¢)m de una
distribuciéon de masa inicial ¢m convergen exponencialmente rapido a la distribucién de
equilibrio pgm. El siguiente resultado nos proporciona una estimacién la cual usaremos
luego para demostrar que (f, o) es exponencialmente mixing.

PROPOSICION 10 Dadas una funcién v-Hélder ¢ y una funcién m-integrable 1) sobre
M, existe Ko = Ko(p,1) > 0 tal que

‘/(on f")pdm — /wduo/cpdm’ < KoAl  para todon > 0.

Demostracion. Suponga primero que ¢ € C(aAi,v). Podemos suponer ademds que
J ¢dm = 1. Entonces, denotando ||¢||1 = [ [1|dpo, con las estimaciones hechas al principio
de esta seccion se tiene

‘ [weo rryedm — [ vduo [ sodm' —|[ o rryodm — [ vo
= | @ oppn — [ vano| = ' [ (L;f - 1) o

Nl < (PN = 1)l
0

N

Ln
.
®0

N

R3[| 1AT,

donde la igualdad [p(¢po f")dm = [ (L"p)pdm es obtenida de aplicar induccién en
la ecuacién (2.2). Ahora sean ¢ una funcién v-Hélder cualquiera y A > 0 tal que ¢ es
(A,v)-Holder. Para B > 0, se escribe

B 1
¢ =¢h—v¢p donde g =;(pl£¢)+B.
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De esta suposicién veamos que goﬁ es (A, v)-Holder continua. Demostremos primero para
¢k, sid(z,y) < po entonces

|¢§<x>—@§<y>|:'( (16l + o) ) (5 rso|+so><>+B)]

<§Hs0!( z) + lel(y)| + 5 \ () — oyl

1
< Ad(z,y)” + §Ad(w, y)" = Ad(z,y)".

Se demuestra una de&gualdad similar para ¢ 5. Facilmente se ve que cp 5 = B. Tomando
B = (Ma/A) obtenemos ¢35 € C(Ma,v) y asi la Proposicién se cumple para ¢35 con

[ep =1
o [[ (o fMyphdm — [duo [ ohdm| < Ko(gf, v)AT y
o |[(Wo fMppdm — [dug [ ozdm| < Ko(pp, ¥)AT,

donde Kg((p%,’lb) = R3||¢|l1. Aplicando linealidad demostremos que la Proposicién tam-
bién se cumple para ¢,

\ [ weo rryedm — [ vduo [ sodm' - \ [ wo et~ wpyim — [ vduo [ (o5 - @Bmm‘
< ‘ [ we myotam =~ [ vau [ @Edm‘

#| [ wo rmogdm— [ wd [ oan
< Ko(p, ¥)AT.
donde Ko(p,v) = Ko(ph,¥) + Ko(¢g,1). Esto completa la demostracién de la Proposi-

cion. []

Observacién 3.3. La constante Ky = Ky(gp,1) que aparece en la demostracién de la
Proposicién 7 tiene la forma

Ko(p,¥) < RlYlh(llell + Ho(p)) (3.1)

donde H,(y¢) denota algiin niimero que depende de A tal que ¢ es (A, v)-Holder, y R > 0
es independiente de ¢ y . En efecto, la primera parte de la demostracién nos da

a\
Kol ) = Rl [ am < Rallolh ([ lelam+ B) < Ralloll (Rallol + )
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con esto y la parte final de la demostracion obtenemos

Ko(p,v) = Ko(h, %) + Ko(pp: ¥)

a/\1 a)q
< Ryl (Ballelly + “51) + Bl (Rallelh + 25
a)\l
<2BsBolll (llelh + )

tomando R = 2RyR3 > 0y H,(p) = (a\1/AR2) se concluye nuestra afirmacién.

COROLARIO 1 (Decaimiento Exponencial de Correlaciones) Dadas 1 y 2 fun-
ciones v-Holder continuas, existe Ko = Ko(g1, p2) tal que

‘/(cmof”)sofzduo—/wlduo/wgduo

Demostracion. Tomando ¢ = @1 y ¢ = papp en la proposicién anterior se obtiene

‘/(@1 o f")paduo —/solduo/sozduo

< KoAY para todon > 0.

= ‘/(wlof")wwodm—/@1duo/¢2¢odm‘

_ ‘/(wof”)cpdm—/zbd,uo/tpdm‘

< KoAT para todo n > 0.

Usando la definicién de mixing exponencial obtenemos que (f, 1) tiene decaimiento ex-
ponencial de correlaciones. [

Sea B,, = f~"(B), paran > 0, donde B es la o-algebra de Borel de M. Una funcién
£ : M — R es By-medible si y sblo si & = &, o f™ para alguna funcién medible &,.
En efecto, supongamos primero que £ es una funcién B,-medible. Como B,, = f~"(B)
tenemos que para y € R el conjunto £71(y) tiene la forma f~"(A4,) para algin conjunto
A, € B. Tomando &, una funcién B-medible con §n’ 4, = y. Por otro lado, para todo
x € fT"(Ay) existe w, € Ay tal que f(x) = wy. Asi (&, 0 f7)(x) = &n(we) =y = &(2),
ya que x € £ !(y). Para el reciproco, suponga que & = &, o f* para alguna funcién
¢, medible. Del hecho que &, es una funcién medible, para y € R se tiene &, '(y) es
un conjunto B-medible. Entonces £~ 1(y) = f~™(£,1(y)) es un conjunto B,-medible. Por
tanto £ es una funcién B,,-medible, con esto se completa la demostracion de la afirmacién.
Ademsds, Bop D By D --- D B, D ---. Una medida f-invariante p es llamada exacta si la
o-algebra B, = ﬂn>0 B, es u-trivial, en el sentido que todas las funciones B,.-medibles
son constante en u-casi todas partes. Note que medidas exactas son ergddicas: si A C M
es f-invariante entonces x4 € Boo.
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COROLARIO 2 (Unicidad y Exactitud) La medida pg es exacta y es la inica medida
f-invariante que es absolutamente continua con respecto a m

Demostracion. Ya hemos demostrado que las medidas pg y m son equivalentes. Sea
¥ € L' (up) una funcién B-medible. Entonces para cada n > 0 existe una funcién medible
¥y, tal que ¥ = 1, o f. Note que ||,]1 = ||¥|l1 < +00. Por la Proposicién 10 y (3.1),
dada cualquier funcién v-Holder continua ¢, existe Ko(p) = R(||¢l1 + Hu(p)) > 0 tal que

‘ / ( wm) wdm‘ ‘ [ Gno prpdm ~ [ v sodm‘

< Ko(@)llnll1AT = Ko(p) 19l AT

y esta ultima expresién tiende a cero cuando n — oco. Con todo esto obtenemos

/ (w - /WMO) pdm = 0.

Luego, ¥ = [tdug en casi todas partes con respecto a m y g, y como ¢ € LY (o) es
arbitraria esto demuestra que p es una medida exacta. Finalmente, si p es otra medida
f-invariante con p < m entonces pu < g (porque my pg son equivalentes) y luego p = pg
ya que pg es ergddica (ver [RM], pag 133). [ ]

3.2. Teorema Central de Limite

En esta seccién procederemos a mostrar que el sistema (f, po) satisface el Teorema
Central de Limite, para eso primero haremos un estudio sobre las funciones en el espa-
cio L?(ug), luego introducimos la definicién del operador proyeccién como la esperanza
condicional de una funcién dada una o-algebra de Borel de M.

Comencemos estd seccién recordando B, = f~"(B), para n > 0, donde B es la
o-dlgebra de Borel de M, y escribamos L?(B,,) = {& € L*(ug) : & es Bp-medible}, para
cada valor de n > 0. Observe que: L?(ug) = L*(Bg) D L*(Ba) D -~ D L*(Bp) D -+ y

pio es exacta si y s6lo si (,59 L*(B,) = { constante }

Ahora definamos el operador proyeccién ortogonal de L?(pg) sobre L?(B,) y lo
denotaremos como E(y | B,) con ¢ € L?(ug) y n > 0. Esta definicién en la Teoria de
Probabilidad es conocida como la esperanza condicional.(ver [A], padg 215)

COROLARIO 3 Para cualquier funcién v-Hélder continua ¢ con [ @dug = 0, existe
Ry = Ro(yp) tal que
|E(¢ | Bn)ll2 < RoAT  para todo n > 0.
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Demostracion. Procedamos a realizar la acotacién:

1E(o | Bz = sup{ [ oo+ €€ 128 5 Hﬁllz}
= sup{/ (o fMYpduo = P € L (o) y ||¢||2}

= sup{ [ o reandm v e L)y ol )

< Kolppo)[[9 ]l AT

por el corolario 2 debido a que pg es una medida exacta y tenemos como hipdtesis

Jewodm = [ @dug = 0; ademds, ||[¢]l1 < [l = 1 porque L*(po) C L'(uo). Por ul-
timo tomando Ry(p) = Ko(pwo) se completa la demostracion. ]

Observacién 3.4. La siguiente descripcién de la accién del operador £ en L? estd conte-
nida en lo que hemos hecho hasta el momento. Sea g como antes y definimos el siguiente
conjunto H = {¢ € L*(m) : [@dm = 0}. Claramente podemos ver que £(po) = o
(punto fijo) y L(H) C H (2.2). En efecto, sea ¢ € H, veamos que ocurre con L£(y),

/L(gp)dm: /L(gp)ldm = /@(10f)dm = /godm = 0.
Consideremos la isometria h : L?(m) — L?(uo) dada por:

@
h(p) = =,
(¢) 0

y ademds introducimos el operador P : L?(ug) — L?(uo) definido como
P=(hoLoh ().

Veamos la imagen de conjunto H a traves de la isometria h y obtenemos el siguiente
conjunto:

N =) = {v e 22m) + [ v =0},

Resulta que P(1) = 1y P(N) C N, y por (2.2) se puede afirmar que P es el opera-
dor adjunto del operador de Koopman en L?(ug), es decir, U : L?(ug) — L%(po) dado
por U(y) = 1 o f. Denotemos por L3(B,) a la interseccién del conjunto N con el es-
pacio L*(B,), entonces U y P son operadores unitario con U(L3(B,)) = L(Bni1) vy
T(L%(Bn—&-l)) = L%(Bn)-

La propiedad de exactitud de la medida pg significa que el espacio L? (1) lo podemos
escribir como la suma directa de dos conjuntos ortogonales

L*(uo) = { constante } @ N.
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Més aun, usemos la siguiente notaciéon L3(B,) L L3(B,+1) para representar el comple-
mento ortogonal de L2(B,,+1) con respecto al subespacio L3(B,,), de esta manera podemos
escribir

L2(19) = { constante } & (B720[L3(Br) L L3(Busn))).

Con estéd division y el corolario anterior implica que las componentes de cualquier fun-
cién ¢ € L?(up), disminuyen exponencialmente rapido conforme n crece. Este hecho lo
usaremos para la demostracion del Teorema Central de Limite.

Basandomos en el analisis anterior, ahora podemos mostrar que las oscilaciones de
las sumas de Birkhoff de una funcién observable, v-Holder continua, alrededor de su valor
esperado convergen, en distribucién, a un proceso gausianno (distribucién normal). En
primer lugar, enunciaremos y probaremos una versién abstracta del Teorema Central de
Limite para funciones medibles (no invertible)

TEOREMA 11 Sea (M, B,u) un espacio de probabilidad, f : M — M una funcién
medible tal que pi es f-invariante y f-ergédica, y ¢ € L*(u) tal que [ ¢dp = 0. Sea
(Br)n>0 la sucesion no creciente de o-algebras B,, = f~"(B), n > 0. Supongamos que

D IE@IBn)]2 < 400

n=0

Entonces o > 0 dado por
o = [ G2y [ (3.2)
n=1

es finito; y o = 0 si y s6lo si ¢ = uo f —u para alguna u € L?(u). Por otra parte, si ¢ > 0,
entonces dado cualquier intervalo A C R,

cuando n — oo.

Antes de realizar la demostracién este teorema, mostraremos que como consecuencia de él
y el corolario 3 se obtiene el siguiente resultado que es la versiéon del Teorema Central de
Limite para transformaciones expansoras.
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PROPOSICION 12 (Teorema Central de Limite) Sea ¢ una funcién v-Holder conti-
nua y

o’ = [ ¢*dp +2Oo ¢(¢po f/)du,  donde ¢ =@ — [ pdpuo.
[ #ao+23 | [

Entonces o esta bien definida; y 0 = 0 si y sélo si ¢ = wo f —u para alguna u € L?(ug).
Si o > 0, entonces para todo intervalo A C R se cumple

o xeM:V%E%@u%m—/pwgeA g [ )

cuando n — oo.

En lo que resta de secciéon nos encargamos de hacer la demostracion del Teorema 11.

Demostracion. La idea general para la demostracion es tratar de escribir ¢ = n—+{of—(
para funciones 1, ¢ € L?(u) tal que

i) —(C o f™ — () converge a cero en medida, cuando n — oo (también probamos un
ND g

hecho més fuerte: que converge a cero en L2(p)).

ii) Las variables aleatorias no f™ (identicamente distribuidas) satisfacen una condicién
n

de independencia, que se establece en (3.3)

El primer item significa que, dado cualquier € > 0,

u({zen s oo - o> }) —o

lo cual implica que,

1 4 1
— (o)== [+ Cof ()
nJZO \/ﬁj:[) !
1 n—1 . .
== (f) +(Co ) = <)
FEr
1 n—1 - .
= SN (o i)+ (Cof7H) = (Co f7)]
Vi é%

como el ultimo termino es una suma telescopica al desarrollarla se obtiene

|
—

S J in o fJ L o f —
f%w 1) = 72 (e )+ e =0

I\
o
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1
De esta manera podemos afirmar que T ST 0 (qb o f7) tiene la misma distribucién limite
n
\f E (77 o f7). No parece posible escoger las variables aleatorias (o f™) para que
sean independientes, en cuyo caso (la mayoria de) el teorema seguiria directamente del
teorema 1 de la pagina 4. En lugar de ello, construimos n de tal forma que

Emno f*"|Bpt1) =0 paratodon >0 (3.3)

sea suficiente para tener de la conclusién del teorema 1. En el lenguaje de la teoria de
Probabilidad, (3.3) significa que la sucesién (n o f™),>¢ es una martingala de diferencia
inversa, y este resultado se conoce con el nombre de Teorema Central de Limite para
Martingalas (ver Teorema 3, pagina 5).

Procedamos a desarrollar los detalles de la demostracién. Introducimos el operador
U: L*(u) — L?(p) dado por Up = ¢ o f, y sea P el operador adjunto con la siguiente

[ @orpau= [ v

Note que U es una isometria sobre L2(By) C L?(Bg) = L*(u), y asi, P : L?(B1) — L*(By)
también lo es (demostrar esto no es parte del trabajo, pero el interesado puede usar [A],

propiedad

pag 127). Por otra parte,
U(LQ(BR)) = L2(Bn+1) y T(L2(3n+l)) = LQ(Bn)a

para cada n > 1. Veamos esto ultimo, para U(L?*(B,)) = L*(Bn+1). Sea ¢ € L?(B,,), por
definicién del espacio L?(B,,) se tiene que ¢ € L?(u) tal que ¢ es B,-medible, por este
hecho podemos escribir ¢ = £ o f™ para alguna £ una funcién B-medible. Por otro lado,

Ug)(x) = (¢ o f)z) = o(f(x)) = (o f*)(f(z))
= €l (f@)] = " (@)] = (€0 f")(@)

de lo cual se concluye que (U¢) € L?(u) y es una funcién B,,1-medible. Con un pro-
cedimiento anslogo se puede probar que P(L?*(B,41)) = L?(B,). Ahora definamos las
siguientes funciones

(= Z:PJ (6B;) v n= Z:Pf (6]B5) — E(¢|Bj+1))-
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Dado que P es una isometria, se tiene | P/(E(¢|B;))|l2 = | E(¢|B;)|2, esto unido a
la hipétesis del teorema se asegura que la serie en la definicién de ¢ converge en L?(u).
Este hecho lo usaremos para probar la primera propiedad de como deberian de ser las
funciones al comienzo de la demostracion

| Stco =0 < t1co P+ et = Zlcta — o,

vn

1
< —
s Vn
1

n

cuando n — oo. Como consecuencia de lo anterior, (o f™ — () converge a cero en
medida.

Para el segundo item del comienzo de la demostracion, que tiene que ver con la
funcién 7. Como E(¢|B;) es una funcién en L?*(B;) y este espacio lo podemos escribir
como la suma directa de L2(Bj1) y (L?(Bj11))* de la siguiente manera:

E($|Bj) =v+w con veE L*Bj1), we (L*(Bj))t

por propiedades de la esperanza condicional ([A], pdgina 220; o [W], pagina 83), v =
E(E(¢|B;)|Bj+1) = E(¢|Bj+1) (por que Bj1 C Bj). Luego,

E(¢|B;) = E(¢|Bj1) +w

lo que implica que la proyeccién ortogonal de E(¢|B;) sobre (L?(B;41))*, la podemos
escribir como (E(¢|B;) — E(¢|Bj+1)). Nuevamente, como P es una isometria, se obtiene

197 (E(¢]B;) — E(@|Bj1)ll2 = | E(¢IB;) — E(¢]Bj11)ll2 < [E(9]B;)ll2

y con esto podemos asegurar que la serie en la definicién 7 es también convergente en L2 ().
Ahora desarrollemos la serie en la definicién de la funcién 7 para hacer un reordenamiento
de los terminos

[E(8]Bo) — E(¢|B1)] + [P(E(¢]B1)) — P(E(¢|B2))]
+ [P2(E(¢]B2)) — P*(E(¢|B3))] + - --

=E(¢|Bo) + P(E(¢|B1)) + P*(E(¢|Bs)) + - -

— E(¢]B1) — P(E(¢|B2)) — P*(E(4|B3)) — - -

Ui

[e.o]

=E(¢|Bo) + Y _ P (E(]B))) — Y P~ (E(¢]B)))

J=1 J=1

Es evidente que E(¢|Bg) = ¢, el segundo término es la funcién ¢, y procedamos a estudiar
el tercer término para poder tener una expresion mas clara de la funcién 7.
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Por otra parte, sabemos que E(¢|B;) € L*(B;) lo cual implica que P?~1(E(¢|B;)) €
L*(By), y UP :id‘L2(’B1) por el hecho que el operador U y su operador adjunto P son
isometrias sobre sus imagenes (son operadores unitarios). Con esto tenemos la siguiente
propiedad, para cada j > 1

PIHE(¢]B;)) = UPIP~H(E(¢]B;))] = UP(E(9|B;)) = P (E(¢|B;)) o f

Con lo antes mostrado, reescribimos la funcién 7 de tal forma que nos quede
n¢+ZW (¢IB5)) ZW (¢IB;))

g4l Cof

Ya hemos visto que F(¢|B;) € L*(B;) y su proyeccién ortogonal sobre (L?(B;41))* la
escribimos como (E(¢|B;) — E(¢|B;11)), entonces PI(E(d|B;) — E(¢|Bj+1)) € (L*(B1))*+
para todo j = 0. Luego,

ne (L3(B1))t, esdecir, E(n|Bi)=
Esto implica que la condicién en (3.3) es verificada:
E((no fMBp+1) = E|By)o f* =0, paratodo n > 0.

En particular, las variables (n o f™) son ortogonales dos a dos:
/(77 o f¥Y(mo fYdp =0 para todok >n >0,

porque (no f¥) es una funcién de L?(B,,11). Lo cual nos ayuda a tener el siguiente resultado,

el ‘ - 2 = ‘ 2
=3 Imo fl= §j o )| = |-z S o)
j=0 =0 9 Jj=0 9
anteriormente vimos que
Ei o) -3 tno i) —H Lcor—q)f —o
=0 nei30 K Vvn 2 7

podemos concluir
2

) 1 n—1
In]l3 = lim Z ¢o )
7=0

n

-1

= lfm % Z/¢ o fVdu+2 Y /¢0f’“ (¢ o f1)du

k=0 0<k<i<n—1
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veamos como podemos escribir el ultimo término, primero fijamos el indice [ para poder
ver la suma respecto del otro indice (k), luego desarrollar las sumas del indice k para
contar los elementos comunes,

n—2

> [wo oo -

0<k<i<n—1 k=0
n

n—3

[@or@e i+ Y [ (6o )00 "
k=0

+3 [0o oo st

+ / (60 FF) (o A)du + / (6o fdu

o
o

—(n—1) / b6 0 fdu + (n—2) / (60 2)du
+(n=3) 660 Pt -+
1 / o(60 ") dp + / 6(60 [ V)du

n—1

=3~ (n=3) [ (60 )i

j=1

sustituyendo en la expresion de arriba,
9 n—1 )
ol =tim | [ aus 23" =) [0 )
j=1

n—1 .
. J i
= lim (/ $>dp + 2; <1 - n) /¢(¢o f])du>
— [aus2y” [ oo i
j=1
para la ultima igualdad note que ¢ o f7 € L*(B;), entonces E(¢|B;) = ¢, y tenemos

/¢(¢ o f1)dp = /E(<Z>\Bj)(¢ o f)dp < E(¢IB))2llé 0 12 = [1E@IB))]12] ]2



Ange] E. Teran Gonzéalez 39

y asi
n—1 . 0
237 [ o0 yin+ 2 [o(60 P)an
j=1 j=n 2
n—1 . 00
<2lllz | Y- ZIEGIB)I2+ D 1E(IB,)]l2
j=1 j=n

<200ll2 | e D IEGIB))ll2+ D IE(SIB))]l2

j=1 j=ne

donde la ultima expresién puede hacerse arbitrariamente pequena cuando se fija ¢ > 0
préximo de cero y tomando n > e~ !. De esta manera, hemos demostrado que

In]3 = o
recordar que o fue definido en (3.2). En particular, se obtuvo que o es finita. Por otra parte,
o =0implican =0y ¢ = (o f — (. Reciprocamente, si ¢ tiene la forma ¢ = uo f —u
entonces podemos tomar ( = u, lo cual nos lleva a tener n = 0 y por los argumentos
anteriores, 0 = ||n|l2 = 0. Con esto hemos realizado la primera parte de la demostracién
del teorema.

Para la parte que falta de la prueba vamos a suponer o > 0. Sea a < b fijos. Definamos la
funcién ® : R — R por la siguiente expresién

I —t?
D(r,s) = 0\/%/ exp <w)dt.

Dado § > 0 tomamos ¢ > 0 tal que

1 b+e —t2
O(a—e,b+e) = exp ()dt
—€

oV2m Ja 202

1 a —t2 1 b —t2
= exp | —= |dt + / ex () dt
oV 2w /a—g P <202> o2 Jq P 202

1 b+e —t2
+ exp | —= |dt
oV2m /b P (202>

P(a—e,b+e) < P(a,b)+06

lo que implica

Luego, tomando n; > 1 tal que

M({xekf:];n@of"—cxm

> 5}) <6 paratodon > ng
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Por el Teorema Central de Limite para Martingalas, ver en la introduccién, existe un
no = ny tal que

n—1
1 .
plexeM : —>» n(f/(z) €(a—e,b+e) <Pla—e,b+e)+0.
Vn =
Del siguiente hecho
n—1

1 .

— J
o< =Y o) <b

]:
podemos tener

1

\/H(Cofn—o@?) > €

1 n—1 4
a—e<—=>» (nofly<b+e o ‘
i

con esto concluimos que

—_

" xeM:jﬁ_wﬂwmmm

]:
1 n—1 4
SplqrxeM : — ) n(f/(z) €(a—e,b+e)
o

>c})

(a—eb+e)+d+0=P(a—e,b+e)+2§
(a,b) + 30

+M({xeM : ‘;H(COJC"—C)(@
<P
<P

lo anterior es valido para cualquier § > 0,

n
lim sup p ({a} eM :
J

de manera andloga, podemos obtener

n—1
lim inf p ({x eM : Z(j)(f](x)) € (a, b)}) > ®(a,b).

|
—

Si-

Il
o

¢(f(x)) € (a, b)}) < ®(a,0),

ke

Por tanto,

oV 2

el teorema queda demostrado. |

1 n—1 A 1 b —¢2
It M — j DY) = dap) = e
mp [ e NMEMHWGW) (a.b) am(g>t
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3.3. Estabilidad Estocastica

A continuacién mostraremos que las transformaciones expansoras son estables bajo
perturbaciones aleatorias. Sea 7' un espacio métrico con su o-algebra de Borel B(T"). Sea
p: T — C™ (M) es una funcién continua en un punto 7 con p(7) = f. Denotamos p(t) =
ft para simplificar. De esta manera si ¢ estd proximo de 7 entonces f; es uniformemente
proxima de f y D f; es préoxima de Df con respecto de la norma vp-Holder:

|G(z) — G|l
d(z,y)»o

(recordemos que pg proviene de la condicién de Hélder en la definicién del cono C(a,v)).

11G1lly = sup{IG@)] < 2 € M}+sup{ ey € M0 <d(z,y) < Po}-

Asi tenemos una familia parametrizada f; : M — M de transformaciones C''**° donde
t € T. Un caso particular importante es seguido cuando T es alguna vecindad de f en
CHvoy p(t) =t.

Ahora consideremos una familia (6. ).~ de medidas de probabilidad de Borel regulares en T’
tal que supp(f:) — {7}, cuando € — 0 en la métrica de Hausdorff para subconjuntos cerra-
dos de T'y denotamos supp(f.) como el soporte de la 6.. Fijando un € > 0 pequenio conside-
re una familia cualquiera (t;) = (t5);>1 de variables aleatorias t; : (2, A, P) — (T, B(T), 6.)
independientes y todas con distribucién 6. esto es (¢;)«P = 0. para todo i > 1.

Nuestro intéres es comparar el comportamiento asintético de las trayectorias aleatorias
X5 =p(tj(w)) o op(ti(w)) con w € Q del proceso X5 : Qe — C1+0 (M) con el compor-
tamiento asintético de las trayectorias deterministicas f7(z) en M con € > 0 pequeno vy,
las comparaciones se efectiian desde el punto de vista probabilistico.

Para tales efectos se introducen las versiones perturbadas de los operadores £ y U
usados antes con relacién a la transformacion f,

(Uip) () = o(fe(x)),  (Lep)y) = D ¢(x)|det Dfi(x)| ™"
fe(z)=y

y también

~ ~

(Uep) () —/(Um)(fﬂ)d%(t% (Leg)(y) —/(Ltw)(y)d&(t)

para toda ¢ € E = C°(M,R).

De acuerdo con [K2] diremos que una medida de probabilidad p en M es estacionaria
para el proceso de Markov (X,,) si

/P(x,B)d,u(:c) = u(B), paratodo B C M medible .
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Denotamos P(z, B) = P{X,+1 € B|X,, =z} a las probabilidades de transicién de (X,,).

Con esto podemos dar condiciones que caracterizan las medidas estacionarias para
el proceso (X5 )n>1-

LEMA 1 Sea . una funcién no negativa en L' (m) con ngos = ¢ v [ edm = 1. Entonces
pe = pem es una medida de probabilidad estacionaria para (X£).

Demostracién. Afirmamos que la medida p. cumple con la siguiente igualdad

/(ﬁgw)dua = /1/Jd,u\E para toda 1 continua. (3.4)

En efecto, por el Teorema de Fubini y la versién de (2.2) para f;, tenemos

/ (L) (0) () dm(y) = / / (£190) ()6 () (y)dm(y)

- [ [worwswin@as.o
/ / ) (U) () dim()db. (1)
/¢<>(/<Utw><> () dmfa)

_ / o) (Tep(a))dm(z).

Ahora tomando pe = p.m v ¢ = . en lo anterior se obtiene

[ vt = [ @orpeim = [ @epoyvdm = [ povim = [ vap.

Por tanto
/ (O.t)dpe = / e,

para toda 1) continua y también para ¢» € L'(m). Esto completa la demostracién de nuestra
afirmacién. Por otro lado, consideremos Y (w) = ev; o X5 las trayectorias aleatorias en
M, denotemos ev,, : C1T°0 (M) — M a la funcién evaluacién dada por ev,(g) = g(z) y B
un subconjunto de M medible.
P*(z,B) = P{Yy € B|Y5 =z}

= P{w € Q. : (evy 0o X7)(w) € B|Yy =z}

= P{w e Q. : (evyopoty)(w) € B}

= [(evx) o px o (t1)s ] (B)

= [(eva)x o ps] (0:(B))

=0.{teT: fi(x) € B}
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Llamemos A, = {t € T : fi(x) € B} y es facil ver que Xf;l(B)(ﬂU) = x4, (t) para todo
x € M ytodot €T. Luego,

P2, B) = 0.4t €T+ fiw) € BY = 0.(42) = [ xa, (000:(0) = [ x01gy ()00

integrando P¢(x, B) con respecto de ., tenemos

[P Bine) = [ ([ @a0.0) ducte
- [ ([ om0} ducte)

_ / (Oexs) (@)dus ()

Ahora, tomando 1) = Xp en (3.4) se tiene

/(ﬁEXB)dﬂe = /XBd,Ua = p1e(B)

con lo cual obtenemos
/Pa(:v, B)du.(x) = pe(B).

Por tanto y. es una medida estacionaria para el proceso (X7). ]

Procedamos a demostrar la existencia de la funcion (.. Veremos ademas que esta es
Unica y préoxima de g si € > 0 es pequeno.

Nuestra suposicion implica que si € > 0 suficientemente pequeno entonces toda f;
con t € supp(f:) es una transformacién expansora C1**°  con cotas uniformes o7 > 1
y a; > 0 iguales a la taza de expansién de f; y la constante de Holder de log|det D fy
respectivamente. De esta manera la estimacion en la demostracién de la Proposicion 4 se
aplica uniformemente para obtener

L(C(a,v)) C C(ari,v) para todo t € supp(6.),

cono;” <A <1lyaZ>=ag/(M —o;"). Por tanto, por convexidad del cono C(aAi,v),
resulta £.(C(a,v)) C C(A1a,v) para todo £ > 0 pequeiio.

Argumentado como antes para ¢, = £"1, concluimos que la sucesién de funciones (¢ )
definida por ¢, , = Z?l para n > 1, converge uniformemente a alguna ¢. € C(Aia,v)
cuando n — 400, la cual es punto fijo de 25- Tomemos p. = p-.m. Note que estd medida

de probabilidad es equivalente a m.

Primero establecemos una consecuencia del argumento previo, el cual tiene impor-
tancia por si mismo.



Ange] E. Teran Gonzéalez 44

COROLARIO 4 (Mixing Exponencial para Perturbaciones Aleatorias) Sean ¢ una
funcién v-Hélder y 1) una funcién L'(m). Entonces existe Ko = Ko(p,1) > 0 tal que

‘/((Af!‘w)sodm— /wdue @dm’ < KoAY

para todo n > 0 y todo € > 0 suficientemente pequenio.

Demostracion. Se demuestra de manera analoga a la Proposicién 10 en la pédgina 28,

~

reemplazando U, £, ug, pg por (75, L, e, @e respectivamente. [ |

A continuacién, mostraremos que p. determina el comportamiento asintético de casi
. . -~ .
todas las trayectorias aleatorias (X 3 )j>0, en el sentido que

—1
1 n
S o) - [ e,
§=0
para m-casi toda eleccién del punto inicial g y f.-casi toda eleccién de suceciones (¢,)n>1-

Ahora considere la medida de probabilidad producto v, = u. X 0§ caracterizada en
la o-dlgebra producto de M x TN por

Ve(A X By % -+ % By) = pie(A) - 0-(B1) -+ 0-(By)

para conjuntos de Borel A C M, By,...,Br C T y k > 1 (ver [RD], pag 255). Se introduce
la transformacion shift o : M x TN — M x TV dada por o(x,t1,t2,...) = (fi, (), t2,...).

Nuestro siguiente paso es aplicar el Teorema Ergddico de Birkhoff, pero antes necesi-
tamos mostrar que la medida producto v, es o-invariante. Esto lo haremos en el siguiente

k)

Lema empleando el hecho de que la medida p. es estacionaria. Denotaremos Hé a la

medida producto ;. 0

LEMA 2 Si . es estacionaria, entonces v, es o-invariante.

Demostracién. Para cualquier funcién g en C°(M x TN, R) definimos
() = / g, w)deD) ()

donde x € M y w € TN con w = (t1,1a,...). Estudiemos la parte derecha de (3.4) para g

/golu6 // z, w)dls (w)dpe ()

— [ gt w)d(ue x 00w
:/g(x,w)dyg(x,w).
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Por otro lado, veamos la parte izquierda de la igualdad (3.4) para la funcién g y tomemos
w = (t27t3,. . ) eTN

[ @@ = [ ([ @a@as) dte)
~ [ [ Ge s @astryinc(a)
— [ [ [ ottate). )6 )bt
= [ [othuta) )bt to, . (o)
— [ [ stotew)as w)de(e

= /(goa)(az w)dve(z, w).
Como la medida estacionaria p. cumple con (3.4) obtenemos
/(g o0)dve = /gdl/E para toda g € CO(M x TN,R).
Por tanto, la medida producto v, es o-invariante. [

Con el resultado previo aplicamos el Teorema Ergédico de Birkhoff, para obtener
que el limite

_ B ,
Pz, t1,ta,...) = nllglooﬁ Z (pomo)(o?(z,t1,t2,...))
=0

existe para v.-casi todo (z,t1,ts,...) € M x TN, donde 7y es la proyeccién canonica
7o : M x TN — M dada por mo(z,t1,t2,...) = . Note que mo(o?(x,t1,t2,...)) es pre-
cisamente lo que hemos denotado X7. También por el Teorema de Birkhoff tenemos
J @dv. = [ (¢ o m)dve. Nos resta demostrar

&(matlvt?v"') :/((POWO)dVE :/(Pd,ua (35)

para completar la demostracion de la afirmacién enunciada antes del Lema 2. La segunda
igualdad es fécil de ver haciendo uso de las definiciones de la medida producto v y la
proyeccién g. Para la igualdad de la izquierda. Definimos para cada k > 0

Ok, t1,to, ... tk) = /QZ(ZU, t1, stk thy1, - - .)d9£k+1)(tk+1, ta2y---)-
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Por el Teorema de Birkhoff ¢ es o-invariante, es decir, © o 0 = { de lo cual obtenemos
Folz) = /gE(ac,tl,tg,...)d@gl)(tl,tg,...)
_ /(@oo)(x,tl,tz, IO (1t )
—/&(ftl(x),tg,...)d0§2)(t2,t3,...)deg(tl)
— [ Gl @)ds(t2) = (T0)a)
para p.-casi todo x € M. Entonces

/<¢0_/§50dﬂa) Sﬁdm:/(ﬁg@())godm—/@odug/gpdm

y por el Corolario 3 la tltima expresién tiende a cero cuando n — oo para toda ¢ v-Hélder.

950 :/&Odﬂs :/@d}/s:/(gpowo)dus :/SOd'u8

en m-casi todas partes, y asi también en p.-casi todas partes. La segunda igualdad proviene

Por tanto

de la definicién de @y, la tercera del Teorema de Birkhoff y la 1ltima es precisamente la
igualdad de la derecha en (3.5).

Maiés generalmente, para k > 1
&k(a:, t1,... ,tk) = /&(az, [/ /7 7 AT .)d9§k+l)(tk+1, tht2, .- )
— [Gontu bt )0 Dt s,
= /@(ftl (SU), t25 o 7tka tk-‘rlu .. )deék—l—l) (tk—i-l) tk+27 .. )
7 —1(ft1(x)a to,... 7t/€)'
Se sigue, por induccién, que para todo k > 0
O = /godus en (pe x 8%) — casi todas partes.

Esto nos da, ¢ = [ ¢pdpu. en (ue x 6%)-casi todas partes (ver [RD]). Resumiendo tenemos

n—1

1 1 «—
— — a1, te,...)) = @ = d
n290 n;{) SOOTFO g ‘T 1,02, )) @ /()0 He,

Jj=0

y asi se completa la demostracion de nuestra afirmacion.
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A continuacién mostraremos el Teorema principal de esta seccién. En este Teorema
se demostrara que la funcién ¢, converge uniformemente a la funcién ¢g cuando € — 0.
Para eso mostraremos que la sucesiéon de funciones L1 es préxima de la sucesién de
funciones £"1 si € > 0 es suficientemente pequeno.

TEOREMA 13 . converge uniformemente a yqg, cuando € — 0. En particular, pe. — po
debilx cuando € — 0.

Demostracion. Por la Proposicién 10 y la ecuacion (3.1), existe Ko = Ko(p) tal que

‘ [ otervyim = [ vau

y un resultado similar para L. se deduce usando el Corolario 4 y (3.1),

] [ o@zvin — [ v,

Dado y € M y t € supp(f:) con £ > 0 suficientemente pequenio, porque f; es expansora

< Koll9l1 AT

< Kollh[[1 AT

ver la pagina 43, podemos escribimos

f_l(y)Z{xl,...,:ck} y ft_l(y):{xtlw"ﬂxZL (3'6)

con sup{d(zt,z;): 1<i <k, t €supp(f:), y € M} convergiendo a cero cuando € — 0.
Asi tenemos
k k

(Lo)(y) =D (@)l det Df(x)| ™"y (Lep)(y) =Y olah)|det Dfy(z})| "

i=1 i=1
Como Df esta proxima de Df; se obtiene que |det Df| esta préximo de |det Df;| y el
cociente de estds expresiones es proximo de 1. Ademds dado ¢ € C(a,v) se tiene

p(})
o(wi)

donde x; y x! como en (3.6) con d(z!, z;) < e. Aplicando esto al cociente de los operadores

(Lep)(y) _ Soi plal)| det Dfy(at)| ™"
(Lo)y)  SF | o(x;)| det Df ()|~
{ o(x)| det D fy(a})| ™! }
o(z;)| det D f (z;)|~1
[ t o\ | det D fi(2f)| ™!
< méx {exp (ad(z}, x;)") [det D f(z:)] ! }

1<i<k
{\det th(ff)\_l}

< exp (ad(a, z,)")

< max
1<i<k

< v A
< exp (ag”) mix

|det D f(x;)|~!
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y como la utima expresién es proximo de 1 cuando € > 0 es suficientemente pequeno. Esto
lo podemos escribir

(Lep)(y)
(L) (y)

donde £(e) es independiente de y,t, ¢; ademds converge a 0 cuando ¢ — 0. Como una

1-¢&(e) < <1+4&(e) paratodoy € M,t € supp(6:),p € C(a,v)

consecuencia, dado cualquier ¢ € C(a,v),

~

(Lep)(y)
(Lo)(y)

Luego, Hzgga — Lollo < £(2)||L¢]lo- Empleando lo anterior para cada ¢ = £'1,0 < i <n

— 1] <&(e), paratodoy e M.

obtenemos

‘/ (Zr1 - L”l)wdm‘ -

n—1 R R
Z/Lg_i_l(ﬁs — £)(£') - wdm|
=0

n—1 N ‘ N ‘
3 / (& - L><511><U211w>dm|
7=0

n—1

<Y e = L)L) ollTZ "4l sup fioe|

3 -
- o

<D E(e) -sup [L7L - [y - sup e~
1=0

< Kng(e)[[¢l)s,

donde K depende sélo de f, |[Utb|1 = ||[¢|1 por (3.4) y en la tltima desigualdad usamos
el hecho que £'1 € C(aA,v) y [ £'1dm = 1. De modo que sup |£7| admite una cota
superior independiente de ¢ (vea la prueba de la Proposicién 9). De todas las estimaciones
previas se obtiene

‘ / (SOa—SOOde‘ - ‘ [ v~ [ vano
< ] [~ [ w<2?1>dm‘+] [ otervyim =~ [ vau

/(Zg1)¢dm—/(m1)¢dm‘
< (2RAY + Kn&(e))l[¥ [l

+

para todo n > 0, > 0 pequeiio y ¢ € L'(m). Por tanto

lee = ollo < (2RAY + Kné(e))
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para todo n > 0. Finalmente fijamos n > 0 con A’f“ < &(e) < A} para obtener la
estimacion
llpe = wollo < K'¢(e) log(&(e))

donde K’ > 0 sélo depende de f y £(¢)log(£(¢)) converge a cero cuando € — 0. El Teorema
estd demostrado. ]
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