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DINÁMICA DE FLUIDO COMPUTACIONAL PARA UN FLUJO
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RESUMEN
En este trabajo se presentan los aspectos de la dinámica de fluido computacional

(DFC) para la simulación de un flujo bifásico agua-petróleo en un trozo de tu-

beŕıa horizontal. Gracias a la diferencia de viscosidad y densidad similar entre el

agua y el petróleo, el flujo bifásico se consideró incompresible para ambos fluidos

no miscibles, viajando de forma adyacente bajo un patrón centro-anular que los

separa por una interfaz. La evolución de este flujo bifásico se estudió solo en dos

dimensiones de espacio, de manera tal que, geométricamente, fue abstráıdo como

un dominio de R2 y el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes fue utilizado sobre

este dominio para modelar el flujo bifásico. Como estratégia DFC se propuso una

semidiscretización temporal, basada en la combinación del método de las carac-

teŕısticas y el método ALE (Arbitrary Eulerian-Lagrangian), que condujo a un

sistema generalizado de Stokes con condiciones no estándar de frontera en cada

paso de tiempo. Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales fue escrito en

términos de una formulación variacional equivalente y se demostró que es un prob-

lema bien planteado en el sentido de distribuciones. A partir de esta formulación

variacional, se realizó una discretización de elementos finitos basada en el elemento

de Taylor-Hood/P2-P1 como segunnda estratégia DFC. De esta discretización se

obtuvo un sistema de ecuaciones algebraicas lineales bien planteado y cuya solu-

ción es estable ya que satisface una condición inf-sup discreta. Estos aspectos de

la DFC permitieron establecer un método confiable para simular el flujo bifásico

agua-petróleo en una tubeŕıa horizontal, el cual se verificó en un paso de tiempo

para un problema de prueba espećıfico.

Palabras claves: dinámica de fluido computacional, flujo bifásico, sistema gener-

alizado de Stokes, elemento finito.
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Introducción

En muchas aplicaciones dentro de la ciencia y la tecnoloǵıa, el flujo de dos fluidos

no miscibles e incompresibles en tubeŕıas, o flujo bifásico, juega un rol importante

[29], [30]. En particular, las técnicas de transporte lubricado se usan frecuente-

mente para facilitar el movimiento de aceites viscosos a través de una tubeŕıa

lubricada con un ĺıquido de baja viscosidad tal como lo es el agua. Para que este

proceso sea exitoso el fluido de baja viscosidad debe introducirse y mantenerse en-

tre el aceite viscoso y la pared de la tubeŕıa, formando una cápsula entre la pared

y el fluido de alta viscosidad [10]. Este patrón de flujo es llamado centro-anular,

y el modelo f́ısico propuesto para estudiarlo considera que en tal configuración

ambos fluidos viajan en el espacio y el tiempo de manera adyacente, siendo la

interfaz una superficie natural de separación entre los dos fluidos.

En este trabajo se presenta el estudio de algunos aspectos relacionados con la

dinámica de fluido computacional (DFC) de un flujo bifásico agua-petróleo, en un

trozo de tubeŕıa horizontal. Para esto, se realiza un análisis teórico y numérico de

las ecuaciones obtenidas en cada paso de tiempo cuando se discretiza el término

de convección no lineal del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que modela el

transporte de petróleo y agua. En el trozo de tubeŕıa completo, el flujo centro-

anular agua-petróleo se consideró suficientemente suave (laminar) de manera tal

que este patrón se mantiene hasta cierto tiempo T , la interfaz entre ambos fluidos

nunca es adyacente a la pared de la tubeŕıa y se puede paramétrizar de manera

adecuada mediante una función bien regular. Con esto, la evolución de la interfaz,

como superficie libre, se modela mediante la ecuación de transporte y las condi-

ciones de transmisión sobre esta se establecen mediante la continuidad del campo

de velocidad y el balance del esfuerzo normal con la tensión superficial.

Bajo las consideraciones señaladas arriba, en este trabajo se tomó como caso de

estudio el flujo bifásico bidimensional en una configuración no axisimétrica. De

esta manera, geométricamente, el flujo bifásico agua-petróleo fue abstráıdo como
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un dominio de R2 válido para el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes. Como

estratégia DFC, en una primera etapa se propuso una semidiscretización temporal,

basada en la combinación del método de las caracteŕısticas y el método ALE

(Arbitrary Eulerian-Lagrangian), que condujo a un sistema generalizado de Stokes

con condiciones no estándar de frontera en cada paso de tiempo. Este sistema

de ecuaciones en derivadas parciales fue escrito en términos de una formulación

variacional equivalente y se demostró que es un problema bien planteado en el

sentido de distribuciones. A partir de esta formulación variacional, se realizó una

discretización de elementos finitos basada en el elemento de Taylor-Hood/P2-P1

como segunnda estratégia DFC. De esta discretización se obtuvo un sistema de

ecuaciones algebraicas lineales bien planteado y cuya solución es estable ya que

satisface una condición inf-sup discreta. Estos aspectos de la DFC permitieron

establecer un método confiable para simular el flujo bifásico agua-petróleo en una

tubeŕıa horizontal, el cual se verificó en un paso de tiempo para un problema de

prueba espećıfico.

El trabajo está organizado como sigue. En el Caṕıtulo I se presentan las ecua-

ciones no lineales que modelan el flujo bifásico no axisimétrico y el problema

generalizado de Stokes que debe ser resuelto en cada paso de tiempo. El Caṕıtulo

II está dedicado a la formulación variacional del problema generalizado de Stokes

y a su buen planteamiento en el sentido de distribuciones. En el Caṕıtulo III se

realiza el estudio numérico de la estratégia DFC propuesta. Una implemetación

detallada de la estratégia DFC se presenta en el Caṕıtulo IV. Posteriormente en

el Caṕıtulo V se presenta una simulación para el problema de prueba elegido y se

da una interpretación desde el punto de vista f́ısico. Finalmente las conclusiones

y algunas perspectivas para trabajos futuros son dadas en el Caṕıtulo VI.
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CAPÍTULO I

Modelo no lineal del flujo bifásico y problema

generalizado de Stokes

En este estudio se considera que los dos componentes del fluido, el agua y el

petróleo, son no miscibles e incompresibles de manera que las ecuaciones de

Navier-Stokes modelan el comportamiento del flujo en la tubeŕıa tal como lo

establece Maury et al. en [33].

En una sección longitudinal de un trozo de tubeŕıa, el fluido de baja viscosidad

(agua) es adyacente a la pared de la misma y está envolviendo al fluido de alta

viscosidad (petróleo); en patrón tipo centro-anular [29]. Se supone que el flujo es

suficientemente suave, Reynolds bajos, de tal manera que esta situación se tiene

hasta cierto tiempo T . Es decir, si µ es la viscosidad del fluido (propiedad de los

fluidos que mide la resistencia al flujo), ρ la densidad, v̄ la velocidad promedio

del fluido en una tubeŕıa de diámetro D y por definición el número adimensional

de Reynolds viene dado por la expresión

Re =
ρv̄D

µ
,

entonces la suposición de que el régimen de flujo sea suave o laminar es equivalente

a decir que Re < 2000 [41]. Por lo tanto, en el tiempo inicial puede considerarse que

las interfaces entre los dos fluidos son ĺıneas rectas, que nunca son adyacentes a las

paredes de la tubeŕıa y que siempre hay una distancia suficientemente considerable

entre ellas que minimiza la posibilidad de choques entre si [18].

Las ecuaciones de las superficies libres están dadas por la ecuación de transporte

y las condiciones de transmisión sobre cada interfaz son:

1) la continuidad de la velocidad y
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2) el balance de esfuerzos normal con la tensión superficial.

1. Modelo no lineal de flujo bifásico agua-petróleo

Considere el flujo bifásico 2−D ilustrado en la figura I.1 que muestra el dominio

f́ısico, Ω, formado por un trozo de sección transversal de la tubeŕıa.

Figura I.1: Dominio Ω y frontera ∂Ω

Para cada tiempo t ∈ [0, T ], el dominio Ω se descompone en dos subdominios

Ω1(t) y Ω2(t). Aqúı, el subdominio Ω1 es la región ocupada por el fluido pesa-

do (el petróleo) y Ω2 es la región ocupada por el agua. Esta última región, Ω2,

está dividida en dos subregiones: una superior y otra inferior que se denotará por

Ω2
a y Ω2

b , respectivamente, y tales que

Ω2(t) = Ω2
a(t) ∪ Ω2

b(t).

Por otro lado la frontera de Ωi, respectivamente para cada i = 1, 2, viene dada

por:

∂Ω1(t) = Γ1
in ∪ Γ1

out ∪ Γa(t) ∪ Γb(t),

∂Ω2(t) = Γ2
in ∪ Γ2

out ∪ Γa(t) ∪ Γb(t) ∪ Γ0a ∪ Γ0b
,

(1.1)

donde Γ1
in y Γ2

in = Γ2
ina
∪ Γ2

inb
representan las fronteras de entrada para cada Ωi,

Γ1
out y Γ2

out = Γ2
outa∪Γ2

outb
representan las fronteras de salida para cada subdominio

Ωi. Se denotaran, entonces, por Γin = Γ1
in ∪ Γ2

in y Γout = Γ1
out ∪ Γ2

out las fronteras

de entrada y de salida, respectivamente, para todo el dominio Ω. Por otro lado

Γ0a y Γ0b
representan las fronteras correspondientes a las paredes ŕıgidas de la
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tubeŕıa, y finalmente las interfaces de separación entre ambos componentes dadas

por: Γa(t) = Ω̄1(t) ∩ Ω̄2
a y Γb(t) = Ω̄1(t) ∩ Ω̄2

b en la parte superior y en la parte

inferior respectivamente.

En vista de que en el tiempo inicial las interfaces de separación entre ambos

componentes son ĺıneas rectas y el flujo es suave durante un cierto tiempo, la

parametrización conveniente de estas interfaces viene dada por:

Γa : (x, t) 7−→ Φa(x, t),

Γb : (x, t) 7−→ Φb(x, t),

de manera tal que la condición de que ambas interfaces no se tocan puede ser

expresada matemáticamente de la siguiente manera: existen números δ1 , δ2 , δ3 >

0, tales que:

0 ≤ x ≤ L , Φa(x, t)−Φb(x, t) > δ1 > 0, Φb(x, t) > −D + δ2, Φa(x, t) < D− δ3;

(1.2)

y los subdominios están definidos por:

Ω1(t) = {(x, y) ∈ Ω; 0 ≤ x ≤ L, Φb(x, t) < y < Φa(x, t)} , (1.3)

Ω2
a(t) = {(x, y) ∈ Ω; 0 ≤ x ≤ L, Φa(x, t) < y ≤ D} , (1.4)

Ω2
b(t) = {(x, y) ∈ Ω; 0 ≤ x ≤ L, −D ≤ y < Φb(x, t)} , (1.5)

donde D > 0 es el radio de la tubeŕıa y L es la longitud.

Para describir la densidad y la viscosidad en todo Ω, se introducen las cantidades

ρ y µ dadas por:

ρ =
2∑

i=1

χiρi y µ =
2∑

i=1

χiµi, (1.6)

donde χi es la función caracteŕıstica del subdominio Ωi, i = 1, 2, con χ2 definida

por i = 2

χ2 = χΩ2
a∪Ω2

b
= χΩ2

a
+ χΩ2

b
.

Aqúı ρi y µi son las densidades y las viscosidades dadas constantes para cada

i = 1, 2.

Los campos de velocidad y de presión se denotan de la forma siguiente:

u = ui(x, t) =
(
ui

x(x, t), ui
y(x, t)

)
, p = pi(x, t) para todo (x, t) ∈ Ωi×[0, T ], i = 1, 2.
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Entonces, para cada tiempo t ∈ [0, T ] ⊂ R el problema de Navier-Stokes en este

caso se escribe como




ρi

(
∂ui

∂t
+ ui · ∇ui

)
− µi∆ui +∇pi = ρig en cada Ωi, i = 1, 2,

∇ · ui = 0 en Ω,

(1.7)

donde g es la gravedad y

ui · ∇ui = ui
x

∂ui

∂x
+ ui

y

∂ui

∂y
, i = 1, 2.

Este sistema de EDP’s se complementa con una condición inicial adecuada

ui(x, 0) = U i
0(x), ∀x ∈ Ωi, i = 1, 2, (1.8)

en donde U i
0 es una función suave tal que ∇ · U i

0 = 0 en Ωi, i = 1, 2, y tal que

U i
0(Γ0j

∩ Γ2
in) = 0, j = a, b. Por otro lado, las condiciones de frontera que se

imponen son las siguientes:





u = U sobre Γin

u2 = 0 sobre Γ0j
para j = a, b,

σ · n = −poutn sobre Γout,

(1.9)

y las condiciones en las interfaces (continuidad de la velocidad y el balance de

esfuerzos con la tensión superficial, en las interfaces):

[
ui

]
Γj

= 0, [σ]Γj
· n1

j = − κj

Rj

n1
j para i = 1, 2 y j = a, b, (1.10)

donde U = Ui sobre Γi
in para i = 1, 2 denota el vector de velocidad de entrada,

dado e independiente del tiempo, pout es la presión exterior dada en el borde de

salida, n es el vector normal exterior principal a Ωi, n1
j denota el vector normal

a Γj, j = a, b, exterior a Ω1, [·]Γj
denota el salto sobre Γj en la dirección de n1

j ,

j = a, b:

[f ]Γj
= f |Ω1 − f |Ω2

j
.

F́ısicamente, la primera condición en (1.9) representa el campo de velocidad con

el cual los fluidos entran a Ωi, i = 1, 2, a través de Γin, la segunda se refiere a la

condición de no deslizamiento que se impone al campo de velocidad del fluido 2
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por estar en contacto con las paredes de la tubeŕıa, Γ0j
, j = a, b, como elemento

sólido del subdominio Ω2(t), y por último la tercera condición representa el balance

de fuerzas de tensión superficial normal respecto a la presión exterior necesario

para establecer el equilibrio con los esfuerzos que ambos fluidos ejercen sobre la

frontera de salida Γout. Para detalles sobre este tipo de condiciones de fronteras

ver [7], [16] y [17]. Por otro lado, κj > 0, j = a, b, son constantes geométricas,

dadas, relacionadas con la curvatura media de las interfaces; Rj, j = a, b, denota

el radio de la curvatura con el signo apropiado, es decir, con la convención de que

Rj > 0 si el centro de la curvatura de Γj está localizado en Ω1, j = a, b, y σ es

el tensor de esfuerzos dado, para cada i = 1, 2, por la ecuación constitutiva de

Navier-Stokes para fluidos Newtonianos no compresibles:

σ = σ
(
ui, pi

)
= µiA1

(
ui

)− piI,

en donde A1(u
i) =

(
∇ui + (∇ui)

t
)

es el tensor de tasa de deformación (ver [10],

[41], [7] y [31]).

Se considera que la velocidad entrante Ui, i = 1, 2, tiene la forma:

Ui = −U i(y)n =
(
U i(y), 0

)t
, U i(y) > 0 ∀y ∈ (−D,D), (1.11)

es decir, la velocidad entrante es paralela al vector normal n y está dirigida hacia

dentro de cada Ωi. Aún más, se considera que U i(D) = U i(−D) = 0; aśı que Ui

satisface la condición de compatibilidad:

U2
(
Γ0j

∩ Γ2
in

)
= 0 por cada j = a, b. (1.12)

Finalmente, la ecuación para el movimiento de las superficies libres Γj, j = a, b,

viene dada por
∂Φj

∂t
+ ux

∂Φj

∂x
= uy para cada j = a, b, (1.13)

con las condiciones, inicial y de borde, siguientes:

Φj(x, 0) = ±y0 ∀x ∈ [0, L] j = a, b,

Φj(0, t) = ±y0 ∀t ∈ [0, T ] j = a, b,

donde y0 ∈ (−D, D) es una constante dada que toma el signo + si j = a y el signo

− si j = b.
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2. Semidiscretización en tiempo

Para resolver numéricamente el problema, se utilizará como estratégia DFC una

combinación del método de las caracteŕıstica con el método impĺıcito ALE (Ar-

bitrary Eulerian-Lagrangian) y el método de los elementos finitos (MEF) [34].

Con esta técnica, las magnitudes escalares, vectoriales y/o tensoriales asociadas

al problema de flujo se expresan en un tipo de coordenadas espećıficas que rela-

cionan las coordenadas espaciales y materiales del dominio Ωi, i = 1, 2. Esto se

justifica por el hecho de que sobre la frontera de Ωi se han impuesto condiciones

de fronteras sobre puntos espaciales fijos y sobre puntos materiales; es decir sobre

las interfaces Γj, para j = a, b, que se mueven y se deforman. Bajo estas premisas

se tiene que la trayectoria de las part́ıculas está basada en la velocidad relativa

del fluido con respecto a la del dominio en movimiento, y no basada en el campo

de velocidad ui para cada i = 1, 2. Entonces, cuando el término de convección

no-lineal en las ecuaciones de Navier-Stokes (1.7) es discretizado por el método

de las caracteŕısticas (ver [9], [3] y [1]), la posición x de la part́ıcula del fluido en

el tiempo t es una función de t, y la expresión

(
∂ui

∂t
+ ui · ∇ui

)

es de hecho la derivada total (o en su efecto la material)
dui

dt
, i = 1, 2. Para

detalles, se refiere al lector a Maury y Pironneau en [34] y [36] respectivamente.

Ahora, si el dominio se está moviendo con velocidad ci, la velocidad relativa de

la part́ıcula es ui − ci. Por lo tanto, se reemplaza

∂ui

∂t
+ ui · ∇ui por

∂ui

∂t
+ (ui − ci) · ∇ui

y se usa la aproximación

∂ui

∂t
+ (ui − ci) · ∇ui ' 1

δt

(
ui(x, t + δt)− ui(X, t)

)
,

donde X es la posición inicial de la caracteŕıstica al tiempo t, conveccionada por

ui − ci. Aśı cada ecuación de (1.7) está discretizada, en el tiempo, por:

ρiu
i,m+1
m − ui

m (Xm)

δt
− µi∆ui,m+1

m +∇pi,m+1
m = ρig, (1.14)
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donde ui,m+1
m es una aproximación de la velocidad del fluido en el tiempo tm+1,

definida sobre el dominio aproximante en el tiempo tm, y Xm es una aproximación

de la posición ocupada por la part́ıcula-fluido en tm. Lo anterior no es más que el

resultado de una discretización en diferencias finitas, hacia adelante con respecto

al tiempo, del operador diferencial total ; es decir:

dui

dt
≈ ui,m+1

m − ui
m (Xm)

δt
.

En cada tiempo tm las ecuaciones (1.14), conocidas como ecuaciones de momen-

tum, son de la forma (para simplificar, suprimimos la dependencia sobre m):

{
αρiui − µi∆ui +∇pi = ρig + ρiαwi en cada Ωi, i = 1, 2,

∇ · ui = 0 en cada Ωi, i = 1, 2,
(1.15)

donde α se usa para representar a 1/δt y wi para representar a ui
m (Xm) (conocida

en un paso anterior tm−1). Las condiciones de borde están dadas por (1.9) y al

problema planteado en estos términos se le conoce con el nombre de problema

generalizado de Stokes (ver [24] y [26]), el cual debe ser resuelto en cada paso del

tiempo dada la superficie que describe a cada interfaz. La primera condición para

las interfaces (1.10) queda igual, y ya que la posición de cada interfaz es ahora

conocida, la segunda condición se simplifica y (1.10) se transforma en:

[
ui

]
Γj

= 0, [σ]Γj
· n1

j = −Kjn
1
j para i = 1, 2 y j = a, b, (1.16)

donde Kj, que se usa para representar a κj/Rj, j = a, b, es ahora una función

conocida. Finalmente (1.15), (1.9) y (1.16) son las expresiones que definen al

problema generalizado de Stokes con condiciones de frontera no estándar.

En este trabajo la ecuación (1.13) junto con sus condiciones inicial y de frontera

no se utilizan expĺıcitamente en el problema linealizado, pues se ha considerado

que la posición de cada interfaz es conocida; en un trabajo posterior se usará para

resolver el problema no lineal completo.
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CAPÍTULO II

Formulación variacional y buen planteamiento

La técnica de discretización espacial del problema de flujo bifássico en cada paso

del tiempo estará basada, tal como se mencionó en el Caṕıtulo I, en el MEF.

Esta técnica es una de las más usadas y desarrolladas matemáticamente para es-

tudiar problemas relacionados con el flujo de fluidos viscosos e imcompresibles

[27], pues existe una gran cantidad de resultados teóricos, fundamentados en el

análisis funcional, que se usan para establecer el buen planteamiento de los mis-

mos en pro de obtener también buenas simulaciones computacionales del proceso

o fenómeno asociado con tales problemas [5]. Básicamente, el MEF requiere de

una formulación variacional adecuada del problema y de la elección de espacios

funcionales admisibles para el análisis teórico continuo, discreto y posterior imple-

mentación computacional [22]. En problemas generalizados de Stokes como el que

se está tratando en este trabajo, en donde las incógnitas son campos vectoriales

y escalares mezclados, es necesario plantear una formulación variacional mixta

equivalente (ver [20]) para estudiar su buen planteamiento o, lo que es igual, la

existencia, unicidad y estabilidad de la solución (ui, pi) del problema en el dominio

Ωi, i = 1, 2, por cada pasao de tiempo; este es el objetivo principal del caṕıtulo

presente.

1. Preliminares.

En esta sección se introducen los espacios de Sobolev, las normas y desigualdades

que principalmente se emplearon en este trabajo. Para detalles se sugieren las

referencias [32] y [2].

Dado un dominio Ω ⊂ R2 de frontera ∂Ω, el espacio de Sobolev de funciones
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Hm(Ω) se define como:

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω); ∂kv ∈ L2(Ω)∀ |k| ≤ m

}
,

donde |k| = k1 +k2 con (k1, k2) un par de enteros no negativos (en dimensión dos)

y

∂kv =
∂|k|v

∂xk1
1 ∂xk2

2

.

Este espacio está dotado con la seminorma

|v|Hm(Ω) =


 ∑

|k|=m

∫

Ω

∣∣∂kv
∣∣2 dΩ




1/2

y es un espacio de Hilbert para la norma

‖v‖Hm(Ω) =

[ ∑

0≤k≤m

|v|2Hk(Ω)

]1/2

.

El producto escalar en L2(Ω) es denotado por (·, ·). Las definiciones de este espacio

se extienden sin problemas a vectores, con la misma notación.

Por otro lado D(Ω) denota el espacio de las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto en Ω, D′(Ω) denota el espacio dual de D(Ω) y D(Ω̄) coincide

con C∞(Ω̄). En la referencia [32] se encuentra muy bien expuesta la definición

de espacios de orden fraccional tal como Hs(Ω) donde s es un número real. En

particular, se denotará por H1/2(∂Ω) el espacio de las funciones trazas de H1(Ω)

sobre el borde ∂Ω y por H−1/2(∂Ω) su espacio dual. La traza γ es una aplicación

continua de H1(Ω) en H1/2(∂Ω) y existe una constante C tal que

∀v ∈ H1(Ω), ‖γv‖H1/2(∂Ω) ≤ C ‖v‖H1(Ω) .

Finalmente, se considera que la desigualdad de Poincaré es valida en el siguiente

subespacio de H1(Ω): sea Γ una parte de ∂Ω con medida positiva, |Γ| > 0, y sea

H1
0,Γ(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω); v|Γ = 0

}
.

Entonces existe una constante P , dependiente solo de Ω y Γ tal que

‖v‖L2(Ω) ≤ P ‖∇v‖L2(Ω) .

Además, se dota a H1
0,Γ(Ω) con la seminorma ‖∇v‖L2(Ω) = |v|H1(Ω) .
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2. Formulación variacional

A continuación se replanteará el problema (1.15), (1.9), (1.16) en una formulación

variacional equivalente. No se toma en cuenta la interpretación de Kj para cada

j = a, b, por lo tanto es suficiente considerar que las interfaces Γj son continuas

Lipschitz al igual que cada subdominio Ωi. Por otro lado, la función dada U

pertenece al espacio H1(−D,D), la presión de salida pout al espacio L2 (Γout) y

las funciones conocidas Kj al espacio L2 (Γj) para cada j = a, b.

En primer lugar, se considera el problema donde la primera ecuación dada en las

condiciones de frontera (1.9) es reemplazada por Ui = 0, i = 1, 2, clásicamente

conocida como condición de Dirichlet homogénea:

ui = 0 sobre Γi
int.

Posteriormente, una extensión adecuada de Ui será considerada para resolver el

problema (1.15), (1.9), (1.16). En vista de las condiciones de frontera se puede,

entonces, elegir el siguiente espacio para la velocidad:

X =
{
v ∈ [

H1(Ω)
]2

; v|Γint
= 0, v|Γ0j

= 0 para j = a, b
}

. (2.1)

Por otro lado, como las condiciones de transmisión sobre las interfaces y la condi-

ción de flujo a la salida involucran al tensor de esfuerzos σ, entonces la presión no

tiene ninguna constante indeterminada y por lo tanto el espacio para la presión

es:

M =
{
q : Ω → R; q ∈ L2(Ω)

}
. (2.2)

Como es usual, se define el espacio de las velocidades con divergencia cero:

V = {v ∈ X; ∇ · v = 0} . (2.3)

Ahora, dado que ∇ · v = 0, para la formulación variacional se tiene en cada Ωi la

siguiente identidad

∆ui = ∇·A1(u
i).

A continuación se toma el producto escalar de la primera ecuación de (1.15) en
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[L2(Ωi)]
2

con una función de prueba v ∈ X para obtener:

∑
i=1,2

(
α

∫

Ωi

ρiui · v dx−
∫

Ωi

µi∆ui · v dx +

∫

Ωi

∇pi·v dx

)
=

∑
i=1,2

∫

Ωi

ρi
(
g + αwi

) ·v dx.

(2.4)

En vista de la identidad señalada anteriormente, otras identidades del cálculo

tensorial, el Teorema de la Divergencia y el hecho de que el tensor A1 es simétrico,

entonces el segundo término del lado izquierdo de (2.4) se transforma en:
∫

Ωi

µi∆ui · v dx = −
∫

Ωi

µiA1(u
i) : ∇v dx +

∫

∂Ωi

µi
(
A1(u

i)n
) ·v ds, i = 1, 2,

donde

A1(u
i) : ∇v =

1

2
A1(u

i) : A1(v), i = 1, 2

y la operación ”:”se define para dos tensores cualesquiera A = (aij) y B = (bij)

como

A : B =
2∑

i,j=1

aijbij.

Análogamente, si se trabaja el tercer término del lado izquierdo en (2.4) se tiene

que: ∫

Ωi

∇pi · v dx = −
∫

Ωi

pi∇ · v dx +

∫

∂Ωi

piv · n ds, i = 1, 2.

Sustituyendo en (2.4) las expresiones encontradas anteriormente, se obtiene la

siguiente expresión para la formulación variacional:

∑
i=1,2

(
α

∫

Ωi

ρiui · v dx +
1

2

∫

Ωi

µiA1(u
i) : A1(v) dx−

∫

Ωi

pi∇ · v dx

)
=

∑
i=1,2

(∫

Ωi

ρi
(
g + αwi

) ·v dx−
∫

∂Ωi

[−µiA1(u
i) + piI

]
n · v ds

)
.

(2.5)

Por la definición del tensor σ, de cada ∂Ωi con sus respectivas condiciones, y por

las condiciones (1.16) impuestas en las interfaces, entonces el término integral en

la frontera del dominio se transforma, para cada i = 1, 2, en:
∫

∂Ωi

[−µiA1(u
i) + piI

]
n · v ds =

∫

Γout

pi
outn · v ds +

∫

Γa

Kan
1
a·v ds +

∫

Γb

Kbn
1
b ·v ds.
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Sustituyendo en (2.5), se tiene:

∑
i=1,2

(
α

∫

Ωi

ρiui · v dx +
1

2

∫

Ωi

µiA1(u
i) : A1(v) dx−

∫

Ωi

pi∇ · v dx

)

=
∑
i=1,2

(∫

Ω

ρi
(
g + αwi

) ·v dx−
∫

Γi
out

pi
outn · v ds

)

−
∫

Γa

Kan
1
a·v ds−

∫

Γb

Kbn
1
b ·v ds,

(2.6)

con la condición de divergencia cero, que se puede escribir

∀q ∈ L2(Ωi),
∑
i=1,2

−
∫

Ωi

q∇ · ui dx = 0. (2.7)

En otras palabras, se tiene la siguiente formulación variacional para el problema

homogéneo:




Encontrar ui ∈ X y pi ∈ M tales que

∀v ∈ X,
∑
i=1,2

a
(
ui,v

)
+ b

(
v, pi

)
=

∑
i=1,2

` (v)

∀q ∈ M,
∑
i=1,2

b
(
ui, q

)
= 0,

(2.8)

en donde:

a : X ×X → R

es una forma bilineal definida sobre X ×X como:

a(ui,v) = α

∫

Ωi

ρiui · vi dx +
1

2

∫

Ωi

µiA1(u
i) : A1(v) dx, i = 1, 2,

por otro lado

b : X ×M → R

es una forma bilineal definida sobre X ×M mediante la siguiente expresión:

b(v, pi) = −
∫

Ωi

pi∇ · v dx,

y finalmente

` : X → R

es una forma lineal definida sobre X mediante:

`(v) =
∑
i=1,2

∫

Ωi

ρi
(
g + αwi

) ·v dx−
∫

Γout

poutn · v ds−
∫

Γa

Kan
1
a·v ds−

∫

Γb

Kbn
1
b ·v ds, i = 1, 2.
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2.1. Equivalencia.

La prueba de equivalencia entre el problema de frontera (1.15), (1.9), (1.16) y su

formulación variacional (3.10) se basa esencialmente en la densidad de funciones

regulares en el espacio al cual pertenecen, lo cual es apropiado para el operador de

Stokes sobre un dominio Ω en una dimensión arbitraria n. Es necesario entonces

establecer antes un resultado de equivalencia, para lo cual se ha seguido muy de

cerca la referencia [25] y para simplificar la notación se ha suprimido el supeŕındice

i.

Sea entonces, en particular para n = 2, el siguiente espacio:

W =
{
(L, p) ∈ L2(Ω)2×2 × L2(Ω); Θ ∈ L2(Ω)2, ∇(trL) ∈ L2(Ω)2

}
,

donde Θ = ∇· (−µL + pI) y trL denota la traza del tensor L. Este es un espacio

de Hilbert para la norma graph dada por

‖(L, p)‖W =
(
‖L‖2

L2(Ω)2×2 + ‖p‖2
L2(Ω) + ‖Θ‖2

L2(Ω)2 + ‖∇(trL)‖2
L2(Ω)2

) 1
2
.

Por otro lado, el operador de Stokes está relacionado con el espacio W a través

de la siguiente identidad:

∀u ∈ D′(Ω)2, ∀p ∈ D′(Ω), ∇· (−µA1(u) + pI) = −µ∆u− µ∇ (∇ · u) +∇p.

De alĺı, y dado a que ∇ · u =
1

2
trA1(u), si u ∈ H1(Ω)2 y p ∈ L2(Ω) se satisface

−µ∆u +∇p = f en Ω

∇ · u = 0 en Ω,
(2.9)

con f en L2(Ω)2, entonces el par (A1(u), p) pertenece al siguiente subespacio de

W :

Ws = {(L, p) ∈ W ; L es simétrico } . (2.10)

A continuación se enuncia el teorema de densidad y un corolario que son funda-

mentales para concluir con la prueba de equivalencia. La prueba tanto del teorema

como del corolario se basa en argumentos clásicos, y un esquema puede ser en-

contrado en el art́ıculo [25].
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Teorema 1. Sea Ω un dominio acotado Lipschitz de R2. Entonces D(Ω̄)2×2×D(Ω̄)

es denso en W .

Observación 1. La prueba del Teorema 1 trae como consecuencia que si Ds(Ω̄)2×2

es el subespacio de los tensores simétricos de D(Ω̄)2×2, entonces Ds(Ω̄)2×2 ×
D(Ω̄)2×2 es denso en Ws.

De manera indirecta, la fórmula de Green fue aplicada para plantear la formulación

variacional. Retomando de nuevo este punto, para cada (L, p) ∈ Ds(Ω̄)2×2 y toda

v ∈ D(Ω̄)2 se tiene que:
∫

Ω

Θ·v dx =

∫

Ω

∇· [(−µL + pI)t v
]

dx−
∫

Ω

(−µL + pI) : ∇v dx.

Por el teorema de la divergencia y por la simetŕıa del tensor (−µL + pI), la ex-

presión anterior se transforma en:
∫

Ω

Θ·v dx =

∫

∂Ω

[(−µL + pI)v]n ds +

∫

Ω

(µL : ∇v − pI : ∇v) dx,

en donde pI : ∇v = p∇ · v, luego
∫

∂Ω

[(−µL + pI)n] ·v ds =

∫

Ω

Θ·v dx−
∫

Ω

(µL : ∇v − p∇ · v) dx. (2.11)

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 1 y su prueba se tiene de manera

inmediata por argumentos conocidos del análisis funcional (ver [12] por ejemplo).

Corolario 1. Para todo (L, p) ∈ W , la traza

(−µL + pI)n ∈ H− 1
2 (∂Ω)2

satisface, con una constante C que depende solamente de Ω, la cota siguiente

‖(−µL + pI)n‖
H− 1

2 (∂Ω)2
≤ C ‖(L, p)‖W ,

y se tiene la siguiente fórmula de Green

∀v ∈ H1(Ω)2, 〈(−µL + pI)n,v〉∂Ω =

∫

Ω

∇· (−µL + pI) ·v dx

−
∫

Ω

(µL : ∇v − p∇ · v) dx,

(2.12)

donde 〈·, ·〉∂Ω denota el producto dual entre H− 1
2 (∂Ω)2 y H

1
2 (∂Ω)2.
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En este punto, retomando la notación con el supeŕındice i, ya se está en capaci-

dad de probar la equivalencia entre el problema con condiciones de frontera y su

formulación variacional. En este orden de ideas ya se ha probado que cualquier

solución (ui, pi) ∈ X × M de (1.15), (1.9), (1.16) es solución de la formulación

variacional (3.10). Inversamemte, si (ui, pi) es una solución de la formulación varia-

cional (3.10), entonces la segunda ecuación de (3.10) da inmediatamente:

∇ · ui = 0 en Ωi, i = 1, 2. (2.13)

Después, tomando vi en D(Ωi)2 para la primera ecuación de (3.10) y aplicando

(2.13) con la identidad ∇· (A1(u
i)) = ∆ui, se obtienen las ecuaciones interiores

en Ω1 y Ω2 respectivamente, en el sentido de distribuciones:

αρiui − µi∆ui +∇pi = ρig + ρiαw en cada Ωi, i = 1, 2,

es decir, se recupera el sistema (1.15). Este sistema se escribe también:

αρiui −∇ · σ (
ui, pi

)
= ρig + ρiαw , i = 1, 2.

A continuación se recuperan las ecuaciones de frontera. En tal sentido, como

ui ∈ X entonces el salto de ui se anula sobre cada interfaz, es decir:
[
ui

]
Γj

= 0, i = 1, 2, j = a, b.

Para recuperar las otras condiciones en la frontera, se multiplica cada ecuación de

(1.15) en Ωi por una función v del espacio X, se aplica la fórmula de Green (2.12)

y se compara con la formulación variacional (3.10). En vista del Corolario 1, vale

la fórmula de Green pues ∇ · σ(ui, pi) ∈ L2(Ωi)2 y ∇(trA1(u
i)) = 0, i = 1, 2. De

esta manera se obtiene para todo v ∈ X

2∑
i=1

〈
σ

(
ui, pi

)
ni,v

〉
∂Ωi = −

∫

Γout

poutn · v ds−
∫

Γa

Kan
1
a · v ds

−
∫

Γb

Kbn
1
b · v ds.

(2.14)

Dado a la hipótesis (1.2) que se ha impuesto sobre cada interfaz, en (2.14) se

puede elegir v ∈ H1
0 (Ω)2, arbitraria en un entorno de Γa y cero en un entorno de

Γb. Para esta clase de funciones v se tiene:

〈
σ

(
u1, p1

)
n1

a,v
〉

Γa
− 〈

σ
(
u2, p2

)
n1

a,v
〉

Γa
= −

∫

Γa

Kan
1
a · v ds.
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Equivalentemente, con la definición del salto, esto se escribe:

〈
[σ

(
ui, pi

)
]n1

a,v
〉
Γa

= −
∫

Γa

Kan
1
a · v ds, i = 1, 2,

lo cual implica que

[
σ

(
ui, pi

)]
Γa

n1
a = −Ka · n1

a, i = 1, 2.

De la misma manera se obtiene

[
σ

(
ui, pi

)]
Γb

n1
b = −Kb · n1

b , i = 1, 2.

Finalmente tomando v ∈ X tal que v|Γint
= 0 y v|Γ2

0
= 0, entonces en (2.14) solo

queda el término correspondiente a Γout. Es decir que

〈
σ

(
ui, pi

)
n,v

〉
Γout

= −
∫

Γout

poutn · v ds.

Por lo tanto

σ · n = −poutn sobre Γout.

Con todo el estudio anterior se ha demostrado la siguiente proposición:

Proposición 1. Los problemas (3.10) y (1.15), (1.9), (1.16) son equivalentes.

Con el propósito de retomar el problema original con la condición de borde tipo

Dirichlet no homogénea sobre Γint, se construirá una extensión; que se deno-

tará por Ūi, de la velocidad de entrada Ui para cada i = 1, 2.

Por ahora no es necesario que Ūi sea regular, pero se propone una muy simple.

Para esto, se recuerda que debido a la geometŕıa de Ω la velocidad tiene la forma

(1.11)

Ui =
(
U i(y), 0

)t
, i = 1, 2,

donde U i ∈ H1 (−D, D) es una función de y conocida que satisface

U i (±D) = 0.
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Entonces Ūi se obtiene repitiendo estos valores para todo (x, y) en Ω, es decir

∀(x, y) ∈ Ω, Ūi(x, y) =
(
U i(y), 0

)t
, (2.15)

la cual, claramente tiene divergencia cero, depende continuamente de la función

U i, pertenece a H1(Ω)2 y satisface la condición de compatibilidad

Ū2
(
Γ0j

∩ Γ2
int

)
= 0 por cada j = a, b.

Con esto, se propone la siguiente formulación variacional para el problema (1.15),

(1.9), (1.16):




Encontrar ui ∈ X+Ūi y pi ∈ M tales que

∀v ∈ X,
∑
i=1,2

a
(
ui,v

)
+ b

(
v, pi

)
=

∑
i=1,2

` (v)

∀q ∈ M,
∑
i=1,2

b
(
ui, q

)
= 0,

(2.16)

con las formas bilineales a y b, y el funcional linela ` definidos anteriormente.

3. Buen planteamiento

El problema (2.16) es un problema variacional no homogéneo del tipo mixto. La

extensión de Ui a todo Ω que se ha propuesto pertenece al espacio V definido

por (2.3), por lo que el problema de partida (1.15), (1.9), (1.16) tiene asociada tal

formulación variacional.

Entonces, en vista de que la extensión Ūi tiene divergencia cero, resolver el prob-

lema (1.15) con las condiciones de frontera (1.9) y (1.16) es equivalente a resolver

el problema siguiente:




Encontrar u0 =
(
u1

0,u
2
0

) ∈ V y pi ∈ M tales que

αρiu0 − µi∆u0 +∇pi = ρi
(
g + ραwi

)− (
ρiαŪi − µi∆Ūi

)
en cada Ωi, i = 1, 2,

∇ · u0 = 0 en Ω,

(2.17)

donde u0 = ui − Ūi. Por lo tanto, en términos de la formulación variacional

abstracta el problema es



Encontrar u0 =
(
ui − Ūi

) ∈ V y pi ∈ M tales que

∀v ∈ X,
∑
i=1,2

a (u0,v) + b
(
v, pi

)
=

∑
i=1,2

` (v)−
∑
i=1,2

a
(
Ūi,v

)
. (2.18)
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Se dice, entonces, que el buen planteamiento del problema (2.16) (es decir: existen-

cia, unicidad y estabilidad de sus soluciones) es consecuencia de dos propiedades

[4]: la eĺıpticidad sobre V (V−eĺıpticidad) de la forma bilineal a(·, ·), la condición

inf-sup sobre X×M de la forma bilineal b(·, ·) y de la continuidad del lado derecho

de la expresión (2.18).

La eĺıpticidad se tiene sobre X (no solamente sobre V) y es independiente del

parámetro α. En efecto, para toda u ∈ X

a(u,u) ≥ 1

2

∫

Ω

µA1(u) : A1(u) dx,

donde ∫

Ω

µA1(u) : A1(u) dx ≥ mı́n
1≤i≤2

(µi)

∫

Ω

A1(u) : A1(u) dx,

con lo cual

a(u,u) ≥ mı́n
1≤i≤2

(µi)
1

2
‖A1(u)‖2

L2(Ω) . (2.19)

Como el dominio Ω es Lipchitz y su frontera ∂Ω está formada por partes que

tienen medida no nulas y donde las funciones de X se anulan, entonces por la

primera desigualdad de Korn (ver P. Ciarlet [15]): existe una constante λ, que

depende solo de Ω, tal que:

∀u ∈ X,
1

2
‖A1(u)‖2

L2(Ω) ≥ λ ‖∇u‖2
L2(Ω) ,

luego al sustituir esta desigualdad en (2.19) se obtiene:

a(u,u) ≥ λ mı́n
1≤i≤2

(µi) ‖∇u‖2
L2(Ω) , (2.20)

con lo cual se concluye que la forma bilineal a es X−eĺıptica.

Ahora se demuestra que la forma bilineal b(·, ·) cumple con la condición inf-sup

establecida por la proposición siguiente:

Proposición 2. Existe una constante β > 0 tal que

∀q ∈ M, sup
v∈X

1

‖∇v‖L2(Ω)

∫

Ω

q∇ · v dx ≥ β ‖q‖L2(Ω) . (2.21)
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Demostración. La condición inf-sup es un resultado que se conoce cuando q tiene

valor promedio nulo en el dominio Ω. En el caso del flujo bifásico que se está estu-

diando q no tiene esta restricción debido a que las condiciones sobre la velocidad

en toda la frontera, ∂Ω, no son todas del tipo Dirichlet. Hay varias formas de

probar este resultado. La más fácil, según Girault et al. en [25], es considerando

la extensión

q = q̃ + q̄

en donde

q̄ =
1

|Ω|
∫

Ω

q dx

y tal que q̃ = (q − q̄) tiene valor promedio nulo en el dominio Ω. Es decir, se

garantiza que q̃ ∈ L2
0(Ω). Con esto y con el hecho de que Ω es Lipschitziano y

conexo, entonces el operador gradiente es un isomorfismo del espacio L2
0(Ω) sobre

el espacio polar V 0 de V . Por lo tanto para una constante β̃ > 0 dependiendo sólo

de Ω, se tiene que:

∀q̃ ∈ L2
0(Ω); ‖∇q‖H−1(Ω) ≥ β̃ ‖q̃‖L2(Ω) .

De igual forma el operador divergencia es un isomorfismo del espacio ortogonal

V ⊥ de V , sobre L2
0(Ω), y por lo anterior con la misma constante β̃ se tiene:

∀v ∈ V ⊥; ‖∇ · v‖L2(Ω) ≥ β̃ |v|[H1(Ω)]2 .

Ahora, con las premisas anteriores y un resultado encontrado en [24], para toda

q̃ ∈ L2
0(Ω) existe una única ṽ en [H1

0 (Ω)]
2

tal que:

∇ · ṽ = q̃ y ‖∇ṽ‖L2(Ω) ≤
1

β̃
‖q̃‖L2(Ω) , (2.22)

con la misma β̃ > 0. Se escoge entonces v̄ = |Ω| q̄%n, donde n es la normal exterior

unitaria a Γout (es decir que: n = (1, 0)t) y % es una función suave no negativa

que se anula identicamente en un entorno de ∂Ω excepto en el entorno de Γout; su

traza sobre Γout tiene soporte compacto y satisface que

∫

Γout

% ds = 1. (2.23)
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La elección de v̄ se justifica por el hecho de que

∫

Ω

q̄∇ · v̄ dx = ‖q̄‖2
L2(Ω) .

Entonces, finalmente (2.21) se establece por la técnica de Boland y Nicolaides [11],

la cual consiste en asociar a q una combinación lineal adecuada de ṽ y v̄:

v = γṽ + v̄,

en donde γ es una constante a elegir. Aśı, se tiene que:

∫

Ω

q∇ · v dx = γ

∫

Ω

q̃2 dx + γ

∫

Ω

q̄q̃ dx +

∫

Ω

q̃∇ · v̄ dx +

∫

Ω

q̄∇ · v̄ dx,

en donde se ha usado, por (2.22), el hecho de que ∇ · ṽ = q̃. Por otro lado como

q̄ es constante y q̃ ∈ L2
0(Ω), entonces:

∫

Ω

q∇ · v dx = γ ‖q̃‖2
L2(Ω) + ‖q̄‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

q̃∇ · v̄ dx. (2.24)

Usando la definición de v̄, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y eligiendo γ =

|Ω| ‖∇%‖2
L2(Ω), entonces en definita se obtiene:

∫

Ω

q∇ · v dx ≥ |Ω| ‖∇%‖2
L2(Ω) ‖q̃‖2

L2(Ω) − |Ω|1/2 ‖∇%‖L2(Ω) ‖q̃‖L2(Ω) ‖q̄‖L2(Ω)

+ ‖q̄‖2
L2(Ω) .

(2.25)

Ahora, como se está trabajando en el espacio funcional Lp(Ω) con p = 2, por la

desigualdad de Young (ver [12]) aplicada al segundo término del lado derecho en

(2.25) se establece que

∫

Ω

q∇ · v dx ≥ C1

(
‖q̃‖2

L2(Ω) + ‖q̄‖2
L2(Ω)

)
, (2.26)

en donde C1 =
1

2
mı́n (γ, 1). Por otro lado, tomando en consideración (2.22), la

definición de la velocidad v̄ y la elección de γ se obtiene que

‖∇v‖L2(Ω) ≤ C2 ‖q‖L2(Ω) , (2.27)
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con

C2 = |Ω| ‖∇%‖L2(Ω)

(
1

β̃2
‖∇%‖2

L2(Ω) +
1

|Ω|
)1/2

.

Como q = q̃ + q̄ es una descomposición ortogonal, entonces

‖q‖L2(Ω) =
√
‖q̃‖2

L2(Ω) + ‖q̄‖2
L2(Ω)

y por lo tanto (2.27) se transforman en

1

‖∇v‖L2(Ω)

≥ 1

C2

√
‖q̃‖2

L2(Ω) + ‖q̄‖2
L2(Ω)

. (2.28)

LA prueba finaliza combinando (2.26) con (2.28) para obtener la condición inf-sup

1

‖∇v‖L2(Ω)

∫

Ω

q∇ · v dx ≥ β ‖q‖L2(Ω)

con β =
C1

C2

. ¨

Finalmente, debido a la regularidad que se ha impuesto sobre la data, el funcional

lineal `(v) es un elemento del espacio dual; H−1(Ω)2, de H1(Ω)2 y los resultados de

trazas, se tiene la continuidad del lado derecho de la expresión (2.18). Entonces por

la teoŕıa de Babuŝca-Brezzi (ver [6] y [13]) se ha probado la siguiente proposición

con la cual finalizamos este caṕıtulo

Proposición 3. El problema (2.16) está bien planteado.
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CAPÍTULO III

Estudio numérico de la estratégia DFC

A partir de la formulación variacional se establecen los espacios funcionales infinito-

dimensionales [23], sobre los que una única solución débil del problema de frontera

fuerte existe y es estable. Lo que debe hacerse a continuación, como estratégia

DFC, es formular el problema discreto análogo para aproximar tal solución.

Una vez que se ha establecido la caracteŕıstica del espacio finito-dimensional (de

dimensión finita), lo que se hace es elegir adecuadamente una base que lo genere, y

a partir de ésta se construye por combinación lineal una sucesión de elementos que

se aproximará a la solución del problema variacional toda vez que la sucesión de

espacios finito-dimensionales se aproxime al espacio funcional infinito-dimensional

sobre el cual el problema variacional continuo está bien planteado. La elección de

los espacios juega un rol importante debido a que un cambio en estos puede modi-

ficar considerablemente el conjunto de soluciones, y por lo tanto la aproximación

no será la deseada ([27] y [5]).

En este caṕıtulo se presenta una discretización del problema variacional basada

en el MEF para aproximar la solución y un estudio numérico de la estabilidad de

la solución como parte de la estratégia DFC.

1. Discretización del dominio y formulación varia-

cional discreta

Teniendo en cuenta que Kj, para cada j = a, b, está relacionada con la tensión

superficial y las hipótesis de regularidad especificadas en el Caṕıtulo anterior, a

partir de ésta sección se considera que cada Γj es una curva de clase C1 ∩H2(Ω)

con una tangente horizontal en el punto de entrada (0, y0) para Φa y en (0,−y0)
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para Φb, es decir

Φ′
a(0) = 0 y Φ′

b(0) = 0.

Entonces se triangulariza por separado cada subdominio Ωi usando una trian-

gulación T i
h , de manera que la triangulación global sea conforme y viene dada

por

Th = T 1
h ∪ T 2

h ,

con T 2
h = T 2

ha
∪ T 2

hb
, h = máx

T∈Th

(hT ), y es regular en el sentido de que no hay

solapamiento entre los elementos de la triangulación y existe una constante ζ

independiente de h tal que

∀ T ∈ Th,
hT

ρT

≤ ζ,

donde hT denota el diámetro de cada T y ρT es el diámetro del circulo inscrito en

T . También se considera que Th contiene dos ĺıneas poligonales Γha y Γhb
cuyos

nodos están sobre las interfaces Γa y Γb respectivamente, entonces se denota por

Ωi
h al dominio aproximante de cada Ωi; es decir: la región acotada por Γha , Γhb

,

Γi
0, Γi

in y Γi
out tal como se ilustra en la Figura III.1.

Figura III.1: Dominio Ωh y frontera ∂Ωh

Siguiendo Girault y Raviart [24], se aproxima cada componente de la velocidad

en cada triángulo T por un un polinomio de grado dos, y la presión se aproxima

en cada triángulo por un polinomio de grado uno; aproximación basa en el ele-

mento finito mixto y conforme de Taylor-Hood/P2-P1. Ambas aproximaciones son

continuas excepto posiblemente para la presión sobre cada interfaz Γj, j = a, b,
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ya que no existe alguna razón f́ısica para que la solución exacata de la presión sea

continua sobre Γj como en el caso de la velocidad. Aśı, se discretzan X y M por:

Xh =
{
vh ∈ C0(Ω̄h)

2; ∀T ∈ Th, vh

∣∣
T
∈ P 2

2

} ∩X,

Mh =
{
qh = (q1

h, q
2
h) ∈ C0(Ω̄1

h)× C0(Ω̄2
h); ∀T ∈ Th, qh

∣∣
T
∈ P1

}
, (3.1)

Vh = {vh ∈ Xh; ∀qh ∈ Mh, b(vh, qh) = 0} .

Otro aspecto que se debe considerar, antes de proponer la formulación variacional

discreta, se refiere a la aproximación del término integral que toma en cuenta la

tensión superficial:

Kj(v) =

∫

Γj

Kjn
1
j · v ds, j = a, b.

La aproximación que se propone viene motivada por el hecho de que con la con-

vención de signos para cada Rj, se tiene:

n1
j

Rj

= −nj

R̄j

=
dtj

ds
, j = a, b,

donde tj es la tángente a Γj en la dirección donde se incrementa s, que es la

misma dirección en la que se incrementa x, nj es el vector normal principal a Γj,

es decir, paralelo a n1
j y dirigido hacia el centro de curvatura de Γj y R̄j es el radio

de curvatura positico, es decir, R̄j = Rj si el centro de curvatura está localizado

dentro de Ω1 y R̄j = −Rj si el centro de curvatura está hacia el otro lado fuera

de Ω1. Por lo tanto, en el caso de las funciones de prueba vh ∈ Xh se tiene

Kj(vh) =

∫

Γj

κjvh · dtj

ds
ds = κj

∫

Γj

vh · dtj

ds
ds, j = a, b. (3.2)

Ahora, sean

xj
r =

(
xj

r, y
j
r = Φj(x

j
r)

)
, 0 ≤ r ≤ N, j = a, b

los puntos definidos sobre cada Γj, con:

0 = xj
0 < xj

1 < · · · < xj
(N−1) < xj

N = L, j = a, b.

Sea S̃j
r el arco de Γj con puntos extremos xj

r y xj
r+1. La poligonal Γh,j se construye

en base a las ĺıneas rectas formadas mediante la unión de los nodos xj
r a xj

r+1 para
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cualquier 0 ≤ r ≤ N − 1, y se denota por Sj
r al segmento [xj

r,x
j
r+1]. Entonces, se

define la tangente unitaria tj a lo largo del segmento Sj
r como:

tj
r =

xj
r+1 − xj

r∣∣xj
r+1 − xj

r

∣∣ , 0 ≤ r ≤ N, j = a, b,

y se aproxima cada Kj(vh) por medio de la siguiente fórmula:

∀vh ∈ Xh, Khj
(vh) = κj

N−1∑
r=1

vh(x
j
r) · (tj

r − tj
r−1), j = a, b. (3.3)

También, se definen la densidad ρh y viscosidad µh aproximadas por

ρh

∣∣
Ωi

h

= ρi, µh

∣∣
Ωi

h

= µi, para i = 1, 2. (3.4)

En base a todo lo anterior, la formulación variacional discreta viene dada como

sigue: Encontrar uh ∈ Xh + Ūh y ph ∈ Mh solución de

∀vh ∈ Xh, ah (uh,vh) + b (vh, ph) = `h (vh) ,
(3.5)

∀qh ∈ Mh, b (uh, qh) = 0,

en donde se han introducido las formas ah and `h:

ah(uh,vh) = α

∫

Ω

ρhuh · vh dx +
1

2

∫

Ω

µhA1(uh) : A1(vh) dx, (3.6)

`h(vh) =

∫

Ω

ρh (g + αw) · vh dx (3.7)

−
∫

Γout

poutvh · n ds−Kh,a(vh)−Kh,b(vh).

2. Análisis de estabilidad uniforme

El primer paso para el análisis numérico del problema (3.5) consiste en probar

una condición inf-sup discreta uniforme para el par de espacios (Xh, Mh). Esta

condición es bien conocida para discretizaciones usando el elemento finito Taylor-

Hood/P2-P1 cuando la presión es globalmente continua, y su prueba se basa sobre

la condición inf-sup exacta (y [24]). Pero, en este trabajo la presión discreta es
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discontinua a travéz de cada interfaz Γh,j, j = a, b, y por lo tanto la prueba debe

ser hecha basada sobre la condición inf-sup exacta en cada Ωi
h. Sin embargo esto

es delicado porque Ωi
h depende de h. Es muy probable que la condición inf-sup

exacta dependa continuamente del dominio, y ya que Ωi
h tiende a Ωi cuando h

tiende a cero, la constante para Ωi
h está acotada independientemente de h.

En este trabajo, se demostrará la condición inf-sup discreta para el caso cuando

Γh,j, para cada j = a, b, se ajusta exactamente a la interfaz Γj del problema. Este

es el objetivo de la siguiente proposición.

Proposición 4. Sea Th la triangulación previamente definida. Existe una con-

stante β∗ > 0, independiente de h, tal que la siguiente condición inf-sup discreta

se tiene:

∀ qh ∈ Mh, sup
vh∈Xh

b(vh, qh)

‖∇vh‖L2(Ω)

≥ β∗‖qh‖L2(Ω). (3.8)

Demostración. La idea subyacente para la prueba es similar a la técnica propuesta

por Boland y Nicolaides [11]. Primero, se definen los siguientes espacios:

Xh(Ω
i
h) =

{
vi

h = vh

∣∣
Ωi

h

; vh ∈ Xh

}
,

Wh(Ω
i
h) = Xh(Ω

i
h) ∩H1

0 (Ωi
h),

Mh(Ω
i
h) =

{
qi
h = qh

∣∣
Ωi

h

; qh ∈ Mh

}
,

Qh(Ω
i
h) = Mh(Ω

i
h) ∩ L2

0(Ω
i
h). (3.9)

Ahora, como la función qh no es a promedio nulo en Ω entonces se toma la siguiente

descomposición ortogonal

qi
h = q̃i

h + q̄i
h

con q̃i
h ∈ Qh(Ω

i
h) and q̄i

h una función constante dada por:

q̄i
h =

1

|Ωi
h|

∫

Ωi
h

qi
h dx,

donde |Ωi
h| es la medida del subdominio Ωi

h para i = 1, 2, tal que

‖q̄i
h‖2

L2(Ωi
h) = |Ωi

h|(q̄i
h)

2.

Asociadas a estas funciones, se construyen dos funciones ṽi
h and v̄i

h tales que

vi
h = γiṽi

h + v̄i
h
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con γi un parámetro a determinar para cada i = 1, 2. Con esto, vh ∈ Xh se puede

expresar como una combinación de vi
h, para i = 1, 2, y la función requerida por

la teoŕıa de Boland y Nicolaides se obtiene, es decir, tal que para una función

qh ∈ Mh:

∫

Ω

qhdiv vh dx ≥ Ĉ‖qh‖2
L2(Ω), (3.10)

‖∇vh‖L2(Ω) ≤ C̃‖qh‖L2(Ω), (3.11)

donde Ĉ 6= 0 y C̃ 6= 0 son constantes a determinar. Finalmente, la condición

inf-sup se satisface con β∗ = Ĉ
C̃
.

En este orden de ideas, si se considera que la condición inf-sup se satisface por la

forma bilineal b(·, ·) y el par de espacios (Wh(Ω
i
h), Qh(Ω

i
h)), entonces existe una

función ṽi
h ∈ Wh(Ω

i
h) tal que

ṽi
h

∣∣
∂Ωi

h

= 0,

∫

Ωi
h

q̃i
h div vi

h dx = ‖q̃i
h‖2

L2(Ωi
h), ‖∇ṽi

h‖L2(Ωi
h) ≤

1

β̃
‖q̃h‖L2(Ωi

h)

con β̃ dependiendo solo de Ωh.

Ahora, se construye v̄i
h ∈ Xh(Ω

i
h) con v̄i

h

∣∣
Γj

= 0 para cada i = 1, 2 y j = a, b. En

efecto, v̄i
h se tiene usando la función no negativa %, mencionada en el Caṕıtulo

anterior, ya que se anula identicamente en un entorno de ∂Ω excepto entorno de

Γout y, aún más, su traza Γout tiene soporte compacto y satisface

∫

Γout

% ds = 1.

Las propiedades de la función % son conservadas por sus restricciones %i en cada

∂Ωi
h y entonces se tiene:

v̄i
h = |Ωi

h|q̃i
hΠh(%

inout),

donde nout es el vector normal a Γi
out exterior a Ωi

h y Πh es el estándar P2 operador

de interpolación de Lagrange. Con esto se tiene

∫

Ωi
h

qi
h div vi

h dx = γi‖q̃i
h‖2

L2(Ωi
h) + γi

∫

Ωi
h

q̄i
h div ṽi

h dx

+

∫

Ωi
h

q̃i
h div v̄i

h dx +

∫

Ωi
h

q̄i
h div v̄i

h dx.
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Por el Teorema de la Divergencia y la definición de las funciones q̄i
h, ṽi

h y v̄i
h se

verifica que

∫

Ωi
h

q̄i
h div ṽi

h dx = 0,

∫

Ωi
h

q̄i
h div v̄i

h dx = |Ωi
h|(q̄i

h)
2

(
1 +

∫

Γi
out

(Πh(%
i)− %i) ds

)
.

Usando los resultados básicos de teoŕıa de interpolación sobre espacios de Sobolev

en dimensión uno (ver [20]) se encuentra que

∣∣∣∣
∫

Γi
out

(Πh(%
i)− %i) ds

∣∣∣∣ ≤ Ch2
Γi

out
|%i|H1(Γi

out)
,

donde hΓi
out

= máx
T∈Th

|Ei
T |, con |Ei

T | la medida del lado Ei
T para todo triángulo

T ∈ Th tal que Ei
T = ∂T ∩ Γi

out. Luego, para el término integral restante, con la

definición de la función v̄i
h y la desigualdad de Cauchy-Schawartz, se encuentra

∣∣∣∣
∫

Ωi
h

q̃i
h div v̄i

h dx

∣∣∣∣ ≤ |Ωi
h|1/2‖q̄i

h‖L2(Ωi
h)‖q̃i

h‖L2(Ωi
h)‖div Πh(%

inout)‖L2(Ωi
h),

≤ C|Ωi
h|‖q̄i

h‖L2(Ωi
h)‖q̃i

h‖L2(Ωi
h)|%i|H1(Ωi

h).

Con todas estas estimaciones se tiene
∫

Ωi
h

qi
h div vi

h dx ≥ γi‖q̃i
h‖2

L2(Ωi
h) − C|Ωi

h|‖q̄i
h‖L2(Ωi

h)‖q̃i
h‖L2(Ωi

h)|%i|H1(Ωi
h)

+‖q̄i
h‖2

L2(Ωi
h)

(
1− Ch2

Γi
out
|%i|1H(Γi

out)

)
.

Sea Ci
1 = C|%i|H1(Γi

out)
, Ci

2 = C|Ωi
h||%|H1(Ωi

h), ε = γi/Ci
2 > 0, y considere h2

Γi
out
≤

1/(4Ci
1) para obtener

∫

Ωi
h

qi
h div vi

h dx ≥ γi

2
‖q̃i

h‖2
L2(Ωi

h) +

(
1− 1

4
− (Ci

2)
2

2γi

)
‖q̄i

h‖2
L2(Ωi

h).

Ahora, para γi = 2(Ci
2)

2 la relación anterior se transforma en

∫

Ωi
h

qi
h div vi

h dx ≥ Ĉ‖qi
h‖2

L2(Ωi
h) (3.12)

con Ĉ = mı́n{(C i
2)

2, 1/2}.
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Finalmente con γi como se tomó arriba y la definición de la función vi
h se obtiene

|vi
h|H1(Ωi

h) ≤
2(Ci

2)
2

β
‖q̃i

h‖L2(Ωi
h) + |Ωi

h|1/2‖q̄i
h‖L2(Ωi

h)|Πh(%
i)|H1(Ωi

h),

de donde

|vi
h|H1(Ωi

h) ≤ C̃‖qi
h‖L2(Ωi

h)

con

C̃ =

[
4(Ci

2)
4

β2
+ C2|Ωi

h||%i|2H1(Ωi
h)

]1/2

y la condición inf-sup se verifica tomando β∗ = Ĉ/C̃. ¨

3. Resultados de existencia y unicidad de la solu-

ción discreta (uh, ph)

En lo sucesivo se considera que uh se escribe de la manera siguiente

uh = u0,h + Ūh,

donde Ūh es una aproximación adecuada de Ū sobre los nodos que están en la

frontera Γin. Entonces, el problema (3.5) viene dado por el siguiente sistema lineal

de ecuaciones : encontrar (u0,h, ph) ∈ Xh ×Mh solución de

∀vh ∈ Xh, ah (u0,h,vh) + b (vh, ph) = `h (vh)− ah

(
Ūh,vh

)
,

(3.13)
∀qh ∈ Mh, b (u0,h, qh) = 0,

Para probar la existencia y unicidad de la solución u0,h ∈ Xh, debe probarse lo

siguiente [14]:

La bicontinuidad de la forma ah(·, ·) sobre Xh × Xh: existe una constante

γ > 0 tal que

∀uh,vh ∈ Xh, |ah(uh,vh)| ≤ γ‖uh‖H1(Ω) ‖vh‖H1(Ωh). (3.14)

La coercividad de la forma bilineal ah(·, ·) sobre Xh × Xh: existe una con-

stante α∗ > 0 tal que

∀vh ∈ Xh, ah(vh,vh) ≥ α∗‖vh‖2
H1(Ω). (3.15)
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Por otro lado, la existencia y unicidad de ph se tiene de manera automática de

la Proposición 4 cuando se tenga el resultado para uh. Tal resultado se establece

con la siguiente proposición.

Proposición 5. El sistema lineal de ecuaciones dado por (3.13) tiene una unica

solución (u0,h, ph) ∈ Xh ×Mh.

Demostración. La bicontinuidad (3.14) se obtiene inmediatamente considerando

la definición de ah, la norma ‖ · ‖H1(Ω) asociada al espacio Xh y la desigualdad de

Cauchy-Schwartz. De hecho, se tiene

γ = máx{α máx
1≤i≤2

(ρi),
1

2
máx
1≤i≤2

(µi)}.

Finalmente, la coercividad (3.15) se verifica con

α∗ =
C̃

C1λ
, C̃ = mı́n{α mı́n

1≤i≤2
(ρi),

1

2
mı́n
1≤i≤2

(µi)},

como una consecuencia inmediata de la desigualdad de Korn utilizada en el

Caṕıtulo II con λ la constante respectiva. ¨
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CAPÍTULO IV

Implementación de la estratégia DFC

Básicamente, resolver el problema variacional implica el cálculo de las integrales

donde intervienen funciones definidas sobre el dominio Ω y caracterizadas dentro

de los espacios funcionales X y M como estratégia DFC. El problema aproxi-

mante, transforma éste cálculo de integrales sobre Ω̄ con funciones escritas como

combinaciones lineales de las que forman una base para los espacios aproximantes

Xh y Mh; ésto sugiere entonces la aproximación de las integrales por medio de

una partición del dominio Ω̄. Por lo tanto, no solo se requiere de un procedi-

miento para elegir adecuadamente las bases de los espacios aproximante, sino que

también se requiere que dicho procedimiento proporcione una manera fácil de

realizar el cálculo de las integrales sobre Ω̄ basado en una partición adecuada de

éste dominio.

En este orden de ideas se ha propuesto el MEF, el cual consiste en particionar

el dominio Ω̄ en un gran número de pequeños trozos de forma simple, llamados

elementos ; a la partición en general se le conoce con el nombre de triangular-

ización [20] como ya se mencionó en el Caṕıtulo anterior. El ensamblaje de éstos

elementos es llamado un mallaje [22]. Por pequeño se entiende que su tamaño,

que está vinculado con el parámetro h, no se encuentra acotado superiormente. La

restricción de las funciones de Xh y de Mh a cada elemento es un polinomio o una

transformada de un polinomio de grado acotado pero generalmente bien pequeño.

El grado de los polinomios se engloba en las constantes y todo el análisis numérico

se hace en relación al parámetro h que tiende a cero [22], [35], [37] y [19].

El principio del MEF, establece entonces el procedimiento sistemático para elegir

las funciones de base que propone el método de Galerkin debe hecerse adecuada-

mente a fin de generar los espacios aproximantes, y además propone una forma

40



para cálcular las integrales asociadas al problema variacional; en efecto, el cálculo

se realiza mediante interpolación polinomial en cada elemento de las funciones

que definen los integrandos [37] como ya se estableció en el Caṕıtulo III con la

definición de los espacios Xh y Mh. En base a esto, los espacios aproximantes

Xh y Mh quedan definidos de manera expĺıcita y se les denominan espacios de

elementos finitos.

En este caṕıtulo se implementa la estrtégia DFC propuesta anteriormente, mostran-

do aśı la estructura expĺıcita del sistema lineal de ecuaciones a resolver y una es-

tratégia de cálculo computacional basa en el elemento finito de Taylor-Hood/P2-

P1.

1. Sistema de ecuaciones tipo Galerkin

El próximo paso consiste en aplicar la metodoloǵıa propuesta por Galerkin para la

búsqueda sistemática de las funciones de aproximación a la solución del problema

discreto. Entonces, sea Nu la dimensión del espacio Xh y Np la dimensión del

espacio Mh. Se define una base para cada espacio como:
{
φj = (φx,j, φy,j)

}Nv

j=1
y

{ψk}Np

k=1, respectivamente de tal manera que:

Xh = span
{
φ1,φ2, . . . , φNu

}
,

Mh = span
{
ψ1, ψ2, . . . , ψNp

}
.

Aśı que, cualquier elemento u0,h ∈ Xh y cualquier elemento ph ∈ Mh admiten un

desarrollo de la forma

u0,h =
Nu∑
j=1

ujφj,

ph =

Np∑

k=1

pkψk,

(4.1)

en donde uj son los coeficientes reales a determinar, que se asocián a la combi-

nación lineal para la velocidad, y pk son los correspondientes coeficientes reales

a determinar y asociados con la combinación lineal para la presión. Con ésto, la

velocidad uh en (3.1) se puede escribir de la manera siguiente

uh = u0,h + Ūh
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con u0,h dada por la combinación lineal anterior. La función Ūh es una interpo-

lación de Ū sobre los nodos que se encuentran en la frontera Γin dada por:

Ūh =
Nu+V∑

j=Nu+1

ujφj,

en donde las funciones φNu+1,φNu+2, . . . , φNu+V y los valores uNu+1, uNv+2, . . . , uNu+V ,

se eligen de manera tal que

Nu+V∑
j=Nu+1

ujφj(x) = Ū(x), ∀x ∈ Γin.

La interpolación se toma de manera tal que sea a divergencia cero tal como la

extensión Ū que se ha propuesto.

Ahora bien, siguiendo a Galerkin [21], se escogen como funciones de prueba aque-

llas identicamente iguales a las funciones que definen las bases correspondientes

de los espacios Xh y Mh. Es decir, vh = φi y qh = ψk de manera tal que las formas

bilineales y lineal de (3.13) para cada i = 1,. . .,Nu y k = 1, . . . , Np se transforman

en:

ah(u0,h,φi) = ah(
Nu∑
j=1

ujφj,φi) =
Nv∑
j=1

uj a(φj,φi),

b(φi, ph) = b(φi,

Np∑

k=1

pkψk) =

Np∑

k=1

pk b(φi, ψk),

f(φi) = `h(φi)− ah(Ūh,φi) = `h(φi)−
Nu+V∑

j=Nu+1

uj ah(φj,φi),

b(u0,h, ψk) = b(
Nu∑
j=1

ujφj ,φi) =
Nu∑
j=1

uj b(φj, ψk),

g(ψk) = −b(Ūh, ψk)) = −
Nu+V∑

j=Nu+1

uj b(φj, ψk)).

Aśı, se genera el siguiente sistema global de ecuaciones :




Nu∑
j=1

uj ah(φj, φi) +

Np∑

k=1

pk b(φi, ψk) = f(φi), i = 1, . . . , Nu,

Nu∑
j=1

uj b(φj, ψk) = g(ψk), k = 1, . . . , Np,

(4.2)

42



el cual escrito de manera matricial tiene la siguiente forma de sistema tipo punto

de ensilladura:
(

A BT

B 0

)(
U

p

)
=

(
f

g

)
, (4.3)

en donde A es una matriz de tamaño Nu × Nu asociada con la discretización

de la forma bilineal a(·, ·), B una matriz de tamaño Np × Nu asociada con la

discretización de la forma bilineal b(·, ·) y traspuesta BT , f y g son vectores de

tamaños Nu × 1 y Np × 1 respectivamente que contienen la data asociada a las

fuerzas y solicitudes de volumen y superficie, conocidas e impuestas sobre el do-

minio del problema. Los elementos de estas matrices y vectores están definidos

por:

Aij = ah(φj,φi) = α

∫

Ωh

ρh φj · φi dx +
1

2

∫

Ωh

µh A1(φj) : A1(φi) dx,

Bkj = b(φj, ψk) = −
∫

Ωh

ψk∇ · φj dx,

fi = f(φi) =

∫

Ωh

ρh (g + αw) ·φi dx−
∫

Γout

poutn · φi ds

−
∫

Γa

Kan
1
a·φi ds−

∫

Γb

Kbn
1
b ·φi ds−

Nu+V∑
j=Nu+1

uj a(φj,φi),

gk = g(ψk).

Finalmente U = (u1, . . . , uNu)
t y p = (p1, . . . , pNp)

t son los vectores de incógni-

tas asociados con los valores nodales de la velocidad y la presión que definen

las aproximaciones de Galerkin; el sistema (4.3) heredará propiedades de las for-

mas bilineales que harán posible su resolución numérica-computacional mediante

métodos desacoplados y algoritmos iterativos.

En la práctica, el sistema (4.3) puede rescribirse realizando una partición en blo-

ques de las matrices A, B y BT por contribución de las componentes en x y y de

la velocidad. Siguiendo la idea propuesta por Silvester et alt. [39], dado un con-

junto de funciones escalares de base para un espacio escalar de elementos finitos

{φj}n
j=1, se toma Nu = 2n y se define el conjunto de funciones de base para la
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velocidad como:

{φ1, . . . , φ2n} =
{
(φ1, 0)t, . . . , (φn, 0)t, (0, φ1)

t, . . . , (0, φn)t
}

.

Con esto se tiene que:

a) para i = 1, . . . , n y j = 1, . . . , n

Aij = α

∫

Ωh

ρh φjφidxdy + 2

∫

Ωh

µh ∂φi

∂x

∂φj

∂x
dxdy +

∫

Ωh

µh
∂φi

∂y

∂φj

∂y
dxdy = Axx,ij;

b) para i = 1, . . . , n y j = n + 1, . . . , 2n

Aij =

∫

Ωh

µh
∂φi

∂y

∂φj

∂x
dxdy = Axy,ij;

c) para i = n + 1, . . . , 2n y j = 1, . . . , n

Aij =

∫

Ωh

µh
∂φi

∂x

∂φj

∂y
dxdy = Ayx,ij;

d) para i = n + 1, . . . , 2n y j = n + 1, . . . , 2n

Aij = α

∫

Ωh

ρh φjφidxdy + 2

∫

Ωh

µh
∂φi

∂y

∂φj

∂x
dxdy +

∫

Ωh

µh
∂φi

∂x

∂φj

∂x
dxdy = Ayy,ij.

De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) para k = 1, . . . , Np y j = 1, . . . , n

Bkj = −
∫

Ωh

ψk
∂φj

∂x
dxdy = Bx,kj;

b) para k = 1, . . . , Np y j = n + 1, . . . , 2n

Bkj = −
∫

Ωh

ψk
∂φj

∂y
dxdy = By,kj.
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Finalmente para el vector f se tiene

a) para i = 1, . . . , n

fi =

∫

Ωh

ρh (gx + wx) φidxdy −
∫

Γout

poutnxφids

−
∫

Γa

Kan
1
a,xφids−

∫

Γb

Kbn
1
b,xφids

−
Nu+V∑

j=Nu+1

uj ah(φj,φi) = fx,i;

b) para i = n + 1, . . . , 2n

fi =

∫

Ωh

ρh (gy + wy) φidxdy −
∫

Γout

poutnyφids

−
∫

Γa

Kan
1
a,yφids−

∫

Γb

Kbn
1
b,yφids

−
Nu+V∑

j=Nu+1

uj ah(φj, φi) = fy,i.

Con esto el sistema (4.3) escrito en la partición por bloques es:




Axx Axy BT
x

Ayx Ayy BT
y

Bx By 0







Ux

Uy

p


 =




fx

fy

g


 , (4.4)

en donde Axx, Axy, Ayx y Ayy son matrices de tamaño n×n y, respectivamente, coe-

ficientes Axx,ij, Axy,ij, Ayx,ij, Ayy,ij. Similarmente, Bx y By son matrices de tamaño

Np × n y coeficientes Bx,j, By,j respectivamente. Finalmente, Ux, Uy, fx y fy son

vectores de tamaño n× 1 de componentes dadas por ux,i, uy,i, fx,i y fy,i.
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2. El elemento mixto conforme de Taylor-Hood

El elemento propuesto por Taylor y Hood [40] es un elemento finito mixto utiliza-

do usualmente en problemas de flujo de fluidos [14]. Para todo T ∈ Th, el elemento

de Taylor-Hood/P2-P1, como se definió en el Caṕıtulo anterior, aproxima la ve-

locidad localmente por un polinomio de grado dos determinado por sus valores en

los vértices del triángulo y los puntos medios asociados a cada lado del triángulo;

en general estos puntos son llamados nodos de velocidad. La presión es aproxima-

da por un polinomio de grado uno determinado por sus valores solamente en los

vértices del triángulo y se denominan nodos de presión. Globalmente, la aproxi-

mación por medio de este elemento finito en cada T ∈ Th se usa para definir las

funciones de base que generan los espacios discretos Xh y Mh, y tal aproximación

es conforme ya que estos espacios finito-dimensionales son subconjuntos de los

espacios X y M respectivamente.

Con el propósito de especificar este elemento y posteriormente las funciones de

aproximación, se introduce en primer lugar la notación usual [39]: para cualquier

triángulo Te ⊂ R2 de Th se denotaran sus vértices por ae
1 = (xe

1, y
e
1) , ae

2 = (xe
2, y

e
2) y

ae
3 = (xe

3, y
e
3) numerados en el sentido antihorario y por ae

4 = (xe
4, y

e
4), ae

5 = (xe
5, y

e
5)

y ae
6 = (xe

6, y
e
6) sus puntos medios tal como se muestra en la figura IV.1.

Figura IV.1: Definición del Elemento de Taylor-Hood
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Para cada componente de la velocidad ux y uy se define sobre Te la aproximación

polinomial de grado dos dada por:





∀x ∈ Te, ue
x(x) ≈ ue

x,h(x) =
6∑

j=1

ue
x,j φe

j(x),

∀x ∈ Te, ue
y(x) ≈ ue

x,h(x) =
6∑

j=1

ue
y,j φe

j(x)

(4.5)

donde ue
x,j = ue

x(a
e
j) y ue

y,j = ue
y(a

e
j) , con j = 1, . . . , 6, son los valores exactos de las

componentes de la velocidad en los nodos ae
1, ae

2, ae
3, ae

4, ae
5 y ae

6 respectivamente,

y φe
j es la correspondiente j-ésima función de base local, o función de forma,

asociada al espacio de elemento finito para cada Te ∈ Th.

La presión pe sobre cada Te se aproxima por el polinomio de grado uno:

∀x ∈ Te, pe(x) ≈ pe
h(x) =

3∑

k=1

pe
k ψe

k(x), (4.6)

en donde los pe
k = pe(ae

k), k = 1, 2, 3, son los correspondientes valores de la presión

en los nodos ae
1 , ae

2 y ae
3, y ψe

k la k-ésima función de base local o de forma de la

presión en cada Te ∈ Th.

2.1. Definición de las funciones de forma φj y ψk para la

velocidad y la presión

La definición de las funciones de forma para elementos triangulares, sobre cualquier

elemento finito, se facilita si éstas se escriben en función de las coordenadas bar-

icéntricas o de área [5]. De manera más precisa, para un punto x = (x, y) ∈ Te,

las coordenadas baricéntricas vienen dadas por

λ1(x) = 1− x− y,

λ2(x) = x,

λ3(x) = y.
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Con esto, las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asociado a

los nodos de velocidad se definen de la manera siguiente

Para todo x ∈ Te

φe
1(x) = (2λ1(x)− 1)λ1(x),

φe
2(x) = (2λ2(x)− 1)λ2(x),

φe
3(x) = (2λ3(x)− 1)λ3(x),

φe
4(x) = 4λ1(x)λ2(x),

φe
5(x) = 4λ2(x)λ3(x),

φe
6(x) = 4λ1(x)λ3(x),

y cumplen con la siguiente propiedad

φe
j(ai) = δij =

{
1 si y solo si i = j

0 si y solo si i 6= j
, i, j = 1, . . . , 6. (4.7)

De manera similar las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asoci-

ado a los nodos de presión se definen en términos de las coordenadas baricéntricas.

En tal caso, las funciones de forma coinciden con las funciones baricéntricas dado

a que son polinomios de grado uno relativos a los vértices del elemento Te. Por lo

tanto

∀x ∈ Te, ψe
k(x) = λk(x).

Estas funciones también cumplen con la propiedad

ψe
k(a

e
i ) = δik, i, k = 1, 2, 3.

2.2. Contribución de elemento finito para el ensamblaje

del sistema global

Para generar el sistema global por bloques (4.4) del problema de flujo bifásico, la

tecnoloǵıa de los elementos finito propone elementalizar la formulación variacional

[39]. Esto es, localizar o restringir la formulación variacional sobre cada elemento

T ∈ Th al mismo tiempo y finalmente realizar una suma sobre cada elemento

para obtener toda la contribución sobre el dominio completo; a ésto se le conoce

con el nombre de contribución elemental [19]. Durante éste proceso se realiza la
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aproximación de los campos de velocidad y presión sobre cada elemento basada

en la propiedad local de las funciones de forma para los espacios de elementos

finitos.

A continuación, en la siguiente subsección se construye el sistema por bloques

para cada elemento Te ∈ Th que posteriormente se usará como contribución de

cada elemento para ensamblar el sistema global (4.4).

2.2.1. Sistema tipo Galerkin elemental

Para un elemento Te ∈ Th el sistema por bloques se escribe como




Ae
xx Ae

xy (BT
x )e

Ae
yx Ae

yy (BT
y )e

Be
x Be

y 0







Ue
x

Ue
y

pe


 =




f e
x

f e
y

ge


 , (4.8)

en donde Ae
xx, Ae

xy, Ae
yx y Ae

yy son matrices de tamaño 6 × 6 y, respectivamente,

con coeficientes Ae
xx,ij, A

e
xy,ij, A

e
yx,ij, A

e
yy,ij. Similarmente, Be

x y Be
y son matrices de

tamaño 3 × 6 con coeficientes Be
x,j y Be

y,j respectivamente. Finalmente, Ue
x, Ue

y,

f e
x y f e

y son vectores de tamaño 6 × 1 de componentes dadas por ue
x,i, ue

y,i, f e
x,i y

f e
y,i. Los coeficientes de las matrices y vectores elementales que se han mencionado

vienen dados por:

a) para i = 1, . . . , 6 y j = 1, . . . , 6

Ae
xx,ij = α

∫

Te

ρh φe
jφ

e
idxdy + 2

∫

Te

µh
∂φe

i

∂x

∂φe
j

∂x
dxdy +

∫

Te

µh
∂φe

i

∂y

∂φe
j

∂y
dxdy;

b) para i = 1, . . . , 6 y j = 1, . . . , 6

Ae
xy,ij =

∫

Te

µh
∂φe

i

∂y

∂φe
j

∂x
dxdy;

c) para i = 1, . . . , 6 y j = 1, . . . , 6

Ae
yx,ij =

∫

Te

µh
∂φe

i

∂x

∂φe
j

∂y
dxdy;
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d) para i = 1, . . . , 6 y j = 1, . . . , 6

Ae
yy,ij = α

∫

Te

ρh φe
jφ

e
idxdy + 2

∫

Te

µh
∂φe

i

∂y

∂φe
j

∂x
dxdy +

∫

Te

µh
∂φe

i

∂x

∂φe
j

∂x
dxdy.

De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) para k = 1, . . . , 3 y j = 1, . . . , 6

Be
x,kj = −

∫

Te

ψe
k

∂φe
j

∂x
dxdy;

b) para k = 1, . . . , 3 y j = 1, . . . , 6

Be
y,kj = −

∫

Te

ψe
k

∂φe
j

∂y
dxdy.

Finalmente para el vector f se tiene

a) para i = 1, . . . , 6

f e
x,i =

∫

Te

ρh (gx + wx) φe
idxdy −

∫

Γout∩∂Te

poutnxφ
e
ids

−
∫

Γha∩∂Te

Kan
1
a,xφ

e
ids−

∫

Γhb
∩∂Te

Kbn
1
b,xφ

e
ids;

b) para i = 1, . . . , 6

f e
y,i =

∫

Te

ρh (gy + wy) φe
idxdy −

∫

Γout∩∂Te

poutnyφids

−
∫

Γha∩∂Te

Kan
1
a,yφ

e
ids−

∫

Γhb
∩∂Te

Kbn
1
b,yφ

e
ids.

50



Note que en la expresión para las componenentes del vector f restringido al elemen-

to Te no se considera la interpolación para la condición de frontera tipo Dirichlet

en Γin. Este es un procedimiento estándar para llevar a cabo la implementación

computacional, sin embargo después de realizar el ensamblaje por contribución de

las matrices elementales tal condición en esa frontera se incorpora al lado derecho

del sistema de Galerkin.

3. El ensamblaje del sistema global

Un aspecto importante en la contribución de las matrices elementales es el hecho

de que cada nodo en el elemento posee una numeración local que depende del tipo

de elemento, y una numeración global con respecto a todos los demás nodos. Este

hecho es el que permite conectar las matrices elementales para contabilizar sus

contribuiciones en el sistema global. Para el elemento de Taylor-Hood, como ya

se ha mencionado, se tiene la siguiente numeración local: j = 1, . . . , 6 para cada

componente de la velocidad y k = 1, . . . , 3 para la presión.

La numeración global se construye siguiendo la metodoloǵıa aplicada para los

elementos finitos mixtos [14], donde se enumeran todos los nodos de la malla

Th, para la primera componente de la velocidad, se continúa la numeración para

la segunda componente utilizando nuevamente todos los nodos de la malla Th

y finalmente se sigue enumerando para la presión considerando solo los nodos

vértices. De esta manera, se construye una numeración global de tres variables a

determinar utilizando un solo mallado. Este sistema de numeración (local y global)

se almacena en un arreglo denominado matŕız de conectividad M , la cual se define

para cada variable a determinar, de tal forma que el ı́ndice i = Mje representa la

numeración global en el j-ésimo nodo local del e-ésimo elemento (cualquiera que

sea la componente de la velocidad) y i = Mke es el ı́ndice apropiado en el caso de

la presión.

Para proponer algoritmos de ensamblaje se considera la siguiente notación: sea

Mp la matŕız de conectividad para la presión, sean Mu y Mw las matrices de

conectividad para la componentes de la velocidad en las direcciones de x y y

respectivamente. Sean kp = Mp(k, e), iu = Mu(i, e) y iw = Mw(i, e) los ı́ndices

correspondientes a la numeración global. Si además se tienen n nodos para cada
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componente de la veocidad, Np nodos para la presión y Ne elementos, entonces

el ensamblaje del sistema global se puede llevar por partes usando los algoritmos

siguientes.

Algoritmo 1: construcción de los bloques de A y el vector f del sistema (4.3).

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

para e = 1 hasta Ne

para i = 1 hasta 6

para j = 1 hasta 6

Kiuju = Kiuju + Ae
xx,ij

Kiujw = Kiujw + Ae
xy,ij

Kiwjw = Kiwjw + Ae
yy,ij

Kiwju = Kiwju + Ae
yx,ij

fin lazo j

Fiu = Fiu + f e
x,i

Fiw = Fiw + f e
y,i

fin lazo i

fin lazo e

Algoritmo 2: construcción del bloque para la matriz BT .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

para e = 1 hasta Ne

para i = 1 hasta 6

para k = 1 hasta 3

Kiukp = Kiukp + (Be
x,ki)

T

Kiwkp = Kiwkp + (Be
y,ki)

T

fin lazo k

fin lazo i

fin lazo e
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Algoritmo 3: construcción del bloque conformado por la matriz B

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

para e = 1 hasta Ne

parak = 1 hasta 3

paraj = 1 hasta 6

Kkpju = Kkpju + Be
x,kj

Kkpjw = Kkpjw + Be
y,kj

fin lazo j

Fkp = Fkp + ge
k

fin lazo k

fin lazo e

Aśı el sistema global tipo Galerkin se transforma en un sistema de la forma general

KU = F,

en donde

K =

(
A BT

B 0

)
, U =

( −→
U

p

)
, y F =

(
f

g

)
.

Para finalizar el ensamblaje, al sistema anterior se le incorporan las condiciones de

borde tipo Dirichlet mediante una subrutina que forma parte de la implementación

computacional.

4. Transformaciones de coordenadas y expresiones

integrales

En la técnica de elementos finitos, las evaluaciones de las expresiones integrales so-

bre un elemento cualquiera Te ∈ Th se obtienen utilizando transformaciones afines

FTe : T̂ → Te y realizando todos los cálculos sobre un elemento de referencia T̂ . En

esta sección se obtendrán expresiones que puedan ser evaluadas de forma numérica

para todos los términos integrales obtenidos en la formulación, y aśı, utilizando las

contribuciones elementales, se pueda obtener el sistema de ecuaciones lineales del
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problema. Para el elemento finito triangular de Taylor-Hood/P2-P1, el elemento

de referencia es un triángulo de vértices â1 = (0, 0), â2 = (1, 0) y â3 = (0, 1) (ver

figura IV.2).

Figura IV.2: Ilustración de la trnasformación FTe : T̂ → Te y la inversa F−1

T̂
: Te → T̂ ,

Para plantear las expresiones de las contribuciones elementales, y su evalución

numérica, es necesario primero conseguirlas en el elemento de referencia a través

de una transformación de coordenadas de la variable independiente en un triángulo

Te cualquiera de Th [39, 22]. Sea el elemento de referencia T̂ con vértices relativos

a las coordenadas baricéntricas m̂1 = (1, 0, 0), m̂2 = (0, 1, 0) y m̂3 = (0, 0, 1).

Se define entonces la transformación de coordenadas FTe : T̂ → Te que aplica

el elemento T̂ a cualquier elemento Te de la malla Th de vértices mj, j = 1, 2, 3

como:

xe(x̂, ŷ) =
3∑

j=1

xe(mj)φ̂j,

ye(x̂, ŷ) =
3∑

j=1

ye(mj)φ̂j,

en donde mj, j = 1, 2, 3, es el j-ésimo vértice del elemento Te ∈ Th relativo

a las coordenadas baricéntricas. Tal transformación, asocia a todo punto (x̂, ŷ)

en coordenadas naturales o locales dentro del elemento T̂ , un punto (xe, ye) en
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coordenadas globales, dentro del elemento Te. Además, xe(m) y ye(m) son las

coordenadas de un punto m en Te relativo a las coordenadas baricéntricas , y las

funciones φ̂j, j = 1, 2, 3, son las funciones de base elementales que dependen de

las coordenadas baricéntricas con respecto al elemento de referencia, definidas por

λ̂1 = 1− x̂− ŷ, λ̂2 = x̂ y λ̂3 = ŷ.

La transformación tiene la propiedad de que es invertible, por lo tanto las coor-

denadas de todo punto x̂ ∈ T̂ pueden ser determinadas mediante la aplicación

inversa

F−1

T̂
: Te → T̂ ,

en tal sentido vienen dadas por

x̂ = (a2 + b2x
e + c2y

e)
1

|Je| y ŷ = (a3 + b3x
e + c3y

e)
1

|Je| ,

en donde

a2 = xe
3y

e
1 − xe

1y
e
3,

a3 = xe
1y

e
2 − xe

2y
e
1,

b2 = ye
3 − ye

1,

b3 = ye
1 − ye

2,

c2 = xe
1 − xe

3,

c3 = xe
2 − xe

1

y |Je| es el Jacobiano de esta transformación dado por

|Je| =

∣∣∣∣∣∣∣

xe
1 ye

1 1

xe
2 ye

2 1

xe
3 ye

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
.

Con lo anterior, se tiene que
∫

Te

ρh φe
jφ

e
idxdy = |Je|

∫

T̂

ρh φ̂jφ̂idx̂dŷ,

donde φ̂j = φ̂j(x̂, ŷ) y φ̂i = φ̂i(x̂, ŷ) son funciones polinomiales respecto de las

coordenadas baricéntricas relativas al el elemento T̂ , adicionalmente la densidad
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ρh es una función constante a trozos por cada Ωi
h y en particular sobre cada

Te ∈ Th es constante, por lo tanto la integral anterior se cálcula de manera exacta.

Análogamente, las integrales

∫

Te

µh
∂φe

i

∂x

∂φe
j

∂x
dxdy y

∫

Te

µh
∂φe

i

∂y

∂φe
j

∂y
dxdy

se calculan de manera exacta al considerar que la viscosidad µh es una función

constante en cada elemento Te de Th y empleando la misma transformación de

coordenadas.

Sin pérdida de generalidad, el argumento anterior también se aplica para calcular

las integrales asociadas con los coeficientes de las matrices Be
x y Be

y.

Finalmente, para los términos integrales correspondientes a las componentes del

vector f e elemental, se tienen las siguientes hipótesis:

i) las funciones wx = wx(x) y wy = wy(x) se aproximan mediante una iter-

polación usando las funciones de forma elemental para la velocidad, por lo

tanto cualquier valor dentro de un elemento Te viene dado por

wx(x) =
6∑

j=1

wx(a
e
j)φ

e
j(x) y wy(x) =

6∑
j=1

wy(a
e
j)φ

e
j(x),

con ae
j es el j-ésimo vértice del elemento Te;

ii) las funciones gx y gy se corresponden con las componentes del vector gravedad

g = (0, 9.806); Por lo tanto son constantes dadas sobre cada elemento Te;

iii) las componentes nx y ny del vector normal saliente en la frontera Γout son

constantes. En efecto nx = 1 y ny = 0. Aún más, la presión pout sobre esa

frontera es la presión manométrica y por lo tanto dada constante;

iv) adicional a la hipótesis de parametrización hecha sobre las interfaces, en

esta etapa del trabajo se considera que las ĺıneas rectas se deben a el ra-

dio de curvatura es infinito y por lo tanto las funciones Kj, j = a, b, son

identicamente igual a la función nula.
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Bajo las hipótesis anteriores las componentes f e
x,i y f e

y,i se transforman en

a) para i = 1, . . . , 6

f e
x,i = ρh

6∑
j=1

wx(a
e
j)

∫

Te

φe
iφ

e
jdxdy − pout

∫

Γout∩∂Te

φe
ids;

b) para i = 1, . . . , 6

f e
y,i = ρhgy

∫

Te

φe
idxdy + ρ

6∑
j=1

wy(a
e
j)

∫

Te

φe
iφ

e
jdxdy,

y en ambos casos las integrales que aparecen relacionadas con las funciones de

formas sobre el elemento se calculan como antes.
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CAPÍTULO V

Resulatdos de la DFC para un flujo bifásico

agua-petróleo

En este caṕıtulo se presenta una simulación numérica para el problema general-

izado de Stokes asociado a un flujo bifásico agua-petróleo, como resultado de la

estratégia DFC propuesta.

La simulación se realiza para el tiempo inicial t0, considerando cada interfaz como

dos ĺıneas rectas dentro del dominio computacional. Por lo tanto, como ya se

dijo en el Caṕıtulo IV, los terminos Kh,j(vh), j = a, b para cualquier v ∈ Xh se

anulan. La condición a la salida del trozo de tubeŕıa se establece para una presión

manoétrica dada por pout = 0, y la gravedad toma el valor g = 9.806e2.

Los propiedades f́ısicas son las siguientes: ρ1 = 998 kg/m3, ρ2 = 910 kg/m3,

µ1 = 0.02912 Pa s and µ2 = 0.000993 Pa s. Las propiedades f́ısicas para el petróleo

(fluido 1) se corresponden con las de un crudo mediano promedio (tomado de

[38]). Finalme, se consideraron los siguientes parámetros geométricos que definen

al dominio computacional: longitud de la tubeŕıa L = 12m , diámetro de la tubeŕıa

D = 0.15m y el radio formado por ambas interfaces es |Γ1
in| = 0.13m. Estos valores

son t́ıpicos para condiciones de operación de transporte de petróleo en oleoductos

(ver [8], [28] y [38]).

El dominio computacional se construyo mediante un mallado de triángulos re-

gulares sobre cada fluido y se tomaron tres tamaños para el parámetro de dis-

cretización: h = 1.0986, h = 0.5231 y h = 0.2038. En la Figura V.1 se observa el

mallado para el primer y segundo refinamiento de la malla de elementos finitos

donde se aprecia el carácter regular de los elementos para cada subdominio.
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Figura V.1: Malla de elementos finitos Th con 88 y 506 elementos, h = 1.0986 y

h = 0.5231 respectivamente.

La velocidad de entrada U = (U(y))e1 se define mediante la siguiente función U

∀y ∈ Γ2
in, U(y) =

(
− ξ

2Lµ2

)
y2 +

(
− ξ

2Lµ2

)
D2

y

∀y ∈ Γ1
in, U(y) =

(
− ξ

2Lµ1

)
y2 +

(
− ξ

2Lµ2

)[ |Γ1
in|2
4

(
µ2 − µ1

µ1

)
+ D2

]
,

donde ξ > 0 es un parámetro hidrodinámico tomado de [10] para este problema

test.

A continuación se presentan los resultados numéricos para los tres refinamienos

de la malla de elementos finitos; correspondeintes a 88, 506 y 3894 elementos y

un paso de tiempo consistente con α = 35.

En estos resultados computacionales se visualiza el perfil de velocidad y de presión.

La presión se muestra con más intensidad a la entrada de la tubeŕıa (color rojo)

y menos con menos intensidad a la salida (color azul). Estas diferencias en la

intensidad de la presión son consistente con el tipo de esfuerzos cortantes que

deben mantenerse para obtener el perfil de velocidad parábolico que se muestra en

cada caso (ver [29] y [30]). Estas simulaciones son consistentes con los resultados
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Figura V.2: Campo de velocidad y presión con 88 elementos finitos (el parámetro

de discretización es h = 1.0986)
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Figura V.3: Campo de velocidad y presión con 506 elementos finitos (el parámetro

de discretización es h = 0.5231)
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teóricos de la DFC, por lo tanto para un paso de tiempo la estrtégia DFC es

confiable.
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CAPÍTULO VI

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha propuesto una estratégia fluido dinámica computacional

(DFC) para un flujo bifásico compuesto por agua y petróleo en un trozo de tu-

beŕıa horizontal. La estratégia DFC fue una combinación entre el método de las

caracteŕıstica y el método ALE en el contexto de los elementos finitos. Para un

paso de tiempo, el problema generalizado de Stokes subyacente, con condiciones

de frontera no estándar, fue planteado en una formulación variacional equivalente

para la cual se demostró matemáticamente que existe una unica solución en el

sentido de distribuciones que es estable respecto a la data según la condición inf-

sup de Babuŝca-Brezzi. Una discretización de elemento finito mixto basada en el

elemento de Taylor-Hood/P2-P1 fue considerada para obtener un sistema lineal de

ecuaciones a partir de la formulación variacional en su versión discreta. La solu-

ción de este sistema existe, es única y verifica una condición inf-sup discreta para

el espacio de elementos finitos; la solución es estable numéricamente. Los resulta-

dos computacionales que se obtienen mediante la implementación de la estratégia

DFC son consistentes con el comportamiento f́ısico esperado; la estratégia DFC

es confiable para la simulación del flujo bifásico.

En un trabajo posterior se realizará un análisis riguroso de convergencia y es-

timación de cotas para el error de aproximación. De igual forma se harán im-

plementaciones sobre mallados irregulares y el cálculo de la solución para varios

pasos de tiempos con el propósito de aproximar la interfaz entre ambos fluidos.

Una extensión de la estratégia DFC al caso tridimensional también será consider-

ada replanteando el modelo matemático y numérico en coordenadas ciĺındricas.
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