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RESUMEN

En este trabajo se presentan los aspectos de la dindmica de fluido computacional
(DFC) para la simulacién de un flujo bifdsico agua-petréleo en un trozo de tu-
beria horizontal. Gracias a la diferencia de viscosidad y densidad similar entre el
agua y el petrdleo, el flujo bifasico se considerd incompresible para ambos fluidos
no miscibles, viajando de forma adyacente bajo un patrén centro-anular que los
separa por una interfaz. La evolucién de este flujo bifasico se estudié solo en dos
dimensiones de espacio, de manera tal que, geométricamente, fue abstraido como
un dominio de R? y el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes fue utilizado sobre
este dominio para modelar el flujo bifasico. Como estratégia DFC se propuso una
semidiscretizacién temporal, basada en la combinacién del método de las carac-
teristicas y el método ALE (Arbitrary Eulerian-Lagrangian), que condujo a un
sistema generalizado de Stokes con condiciones no estandar de frontera en cada
paso de tiempo. Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales fue escrito en
términos de una formulacion variacional equivalente y se demostré que es un prob-
lema bien planteado en el sentido de distribuciones. A partir de esta formulacion
variacional, se realizé una discretizacién de elementos finitos basada en el elemento
de Taylor-Hood /P5-IP; como segunnda estratégia DFC. De esta discretizacion se
obtuvo un sistema de ecuaciones algebraicas lineales bien planteado y cuya solu-
cién es estable ya que satisface una condicién inf-sup discreta. Estos aspectos de
la DFC permitieron establecer un método confiable para simular el flujo bifasico
agua-petroleo en una tuberia horizontal, el cual se verificd en un paso de tiempo

para un problema de prueba especifico.

Palabras claves: dindamica de fluido computacional, flujo bifésico, sistema gener-

alizado de Stokes, elemento finito.
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Introducciéon

En muchas aplicaciones dentro de la ciencia y la tecnologia, el flujo de dos fluidos
no miscibles e incompresibles en tuberias, o flujo bifdsico, juega un rol importante
[29], [30]. En particular, las técnicas de transporte lubricado se usan frecuente-
mente para facilitar el movimiento de aceites viscosos a través de una tuberia
lubricada con un liquido de baja viscosidad tal como lo es el agua. Para que este
proceso sea exitoso el fluido de baja viscosidad debe introducirse y mantenerse en-
tre el aceite viscoso y la pared de la tuberia, formando una cdpsula entre la pared
y el fluido de alta viscosidad [10]. Este patron de flujo es llamado centro-anular,
y el modelo fisico propuesto para estudiarlo considera que en tal configuracién
ambos fluidos viajan en el espacio y el tiempo de manera adyacente, siendo la

interfaz una superficie natural de separacion entre los dos fluidos.

En este trabajo se presenta el estudio de algunos aspectos relacionados con la
dindmica de fluido computacional (DFC) de un flujo bifasico agua-petréleo, en un
trozo de tuberia horizontal. Para esto, se realiza un analisis tedrico y numérico de
las ecuaciones obtenidas en cada paso de tiempo cuando se discretiza el término
de conveccion no lineal del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que modela el
transporte de petréleo y agua. En el trozo de tuberia completo, el flujo centro-
anular agua-petréleo se consideré suficientemente suave (laminar) de manera tal
que este patron se mantiene hasta cierto tiempo 7', la interfaz entre ambos fluidos
nunca es adyacente a la pared de la tuberia y se puede paramétrizar de manera
adecuada mediante una funcion bien regular. Con esto, la evolucion de la interfaz,
como superficie libre, se modela mediante la ecuacién de transporte y las condi-
ciones de transmision sobre esta se establecen mediante la continuidad del campo

de velocidad y el balance del esfuerzo normal con la tensién superficial.

Bajo las consideraciones senaladas arriba, en este trabajo se tomé como caso de
estudio el flujo bifdasico bidimensional en una configuracién no axisimétrica. De

esta manera, geométricamente, el flujo bifasico agua-petréleo fue abstraido como



un dominio de R? valido para el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes. Como
estratégia DF'C, en una primera etapa se propuso una semidiscretizacion temporal,
basada en la combinacién del método de las caracteristicas y el método ALE
(Arbitrary Eulerian-Lagrangian), que condujo a un sistema generalizado de Stokes
con condiciones no estandar de frontera en cada paso de tiempo. Este sistema
de ecuaciones en derivadas parciales fue escrito en términos de una formulacién
variacional equivalente y se demostré que es un problema bien planteado en el
sentido de distribuciones. A partir de esta formulacion variacional, se realizé una
discretizacién de elementos finitos basada en el elemento de Taylor-Hood /Ps-IPy
como segunnda estratégia DFC. De esta discretizacion se obtuvo un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales bien planteado y cuya solucién es estable ya que
satisface una condicién inf-sup discreta. Estos aspectos de la DFC permitieron
establecer un método confiable para simular el flujo bifasico agua-petréleo en una
tuberia horizontal, el cual se verific6 en un paso de tiempo para un problema de

prueba especifico.

El trabajo estd organizado como sigue. En el Capitulo I se presentan las ecua-
ciones no lineales que modelan el flujo bifasico no axisimétrico y el problema
generalizado de Stokes que debe ser resuelto en cada paso de tiempo. El Capitulo
IT esté dedicado a la formulacion variacional del problema generalizado de Stokes
y a su buen planteamiento en el sentido de distribuciones. En el Capitulo III se
realiza el estudio numérico de la estratégia DFC propuesta. Una implemetacion
detallada de la estratégia DFC se presenta en el Capitulo IV. Posteriormente en
el Capitulo V se presenta una simulacion para el problema de prueba elegido y se
da una interpretacién desde el punto de vista fisico. Finalmente las conclusiones

y algunas perspectivas para trabajos futuros son dadas en el Capitulo VI.



CAPITULO 1

Modelo no lineal del flujo bifasico y problema

generalizado de Stokes

En este estudio se considera que los dos componentes del fluido, el agua y el
petroleo, son no miscibles e incompresibles de manera que las ecuaciones de
Navier-Stokes modelan el comportamiento del flujo en la tuberia tal como lo

establece Maury et al. en [33].

En una seccion longitudinal de un trozo de tuberia, el fluido de baja viscosidad
(agua) es adyacente a la pared de la misma y estd envolviendo al fluido de alta
viscosidad (petréleo); en patrén tipo centro-anular [29]. Se supone que el flujo es
suficientemente suave, Reynolds bajos, de tal manera que esta situacion se tiene
hasta cierto tiempo 7. Es decir, si p es la viscosidad del fluido (propiedad de los
fluidos que mide la resistencia al flujo), p la densidad, v la velocidad promedio
del fluido en una tuberia de didmetro D y por definicién el numero adimensional

de Reynolds viene dado por la expresion

vD
Re - &7
L

entonces la suposicién de que el régimen de flujo sea suave o laminar es equivalente
a decir que R, < 2000 [41]. Por lo tanto, en el tiempo inicial puede considerarse que
las interfaces entre los dos fluidos son lineas rectas, que nunca son adyacentes a las
paredes de la tuberia y que siempre hay una distancia suficientemente considerable

entre ellas que minimiza la posibilidad de choques entre si [18].

Las ecuaciones de las superficies libres estan dadas por la ecuacion de transporte

y las condiciones de transmisién sobre cada interfaz son:

1) la continuidad de la velocidad y
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2) el balance de esfuerzos normal con la tension superficial.

1. Modelo no lineal de flujo bifasico agua-petréleo

Considere el flujo bifasico 2 — D ilustrado en la figura I.1 que muestra el dominio

fisico, €2, formado por un trozo de secciéon transversal de la tuberia.

Y
I‘Oa
=)
AL AC) Q; () rie i
Fh
L Q' (1) e,
x
[\/\F\b—’_\/
2
12, [[2;(0) O 2
r

0

Figura I.1: Dominio €2 y frontera 02

Para cada tiempo t € [0,7], el dominio 2 se descompone en dos subdominios
QLt) y Q2(t). Aqui, el subdominio Q' es la regién ocupada por el fluido pesa-
do (el petréleo) y 92 es la regién ocupada por el agua. Esta dltima regién, Q2
esta dividida en dos subregiones: una superior y otra inferior que se denotara por

02 y Q2 respectivamente, y tales que
Q(t) = Q2(t) U (2).

Por otro lado la frontera de €, respectivamente para cada i = 1,2, viene dada
por:
o0 (t) =T} UTL,, UT.(t) UTy(t),

out

(1.1)
O (t) =T2 UT2, UT,(t)UTy(t) UTy, UTy,,

donde I'j, y I';, =T7, UT}, representan las fronteras de entrada para cada ',

Ly T2, =12, Ul?%, representan las fronteras de salida para cada subdominio
Q. Se denotaran, entonces, por 'y, = '} UT? y [, =T, UT?, las fronteras

de entrada y de salida, respectivamente, para todo el dominio 2. Por otro lado

Iy, y T'o, representan las fronteras correspondientes a las paredes rigidas de la
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tuberia, y finalmente las interfaces de separacion entre ambos componentes dadas
por: Ty(t) = Q) N Q2 y Ty(t) = Q) N Q2 en la parte superior y en la parte

inferior respectivamente.

En vista de que en el tiempo inicial las interfaces de separaciéon entre ambos
componentes son lineas rectas y el flujo es suave durante un cierto tiempo, la
parametrizacion conveniente de estas interfaces viene dada por:

Lo (z,t) — Dy(z, 1),

Ty: (x,t) — §p(x,t),
de manera tal que la condicién de que ambas interfaces no se tocan puede ser

expresada matematicamente de la siguiente manera: existen niimeros d; , ds , 03 >

0, tales que:

0<z<L, Oy(x,t) — Dp(z,t) > 61 >0, Pp(x,t) > =D+ g, Pu(x,t) <D —d3;

1.2

y los subdominios estan definidos por: )
Q't)={(z,y) € 0<x <L, By(z,t) <y< Py, 1)}, (1.3)

Q2(t) ={(z,y) €Q; 0<az<L, ®yx,t) <y<D}, (1.4)

Q) ={(z,y) € 0<ax<L, —D<y<®z,1)}, (1.5)

donde D > 0 es el radio de la tuberia y L es la longitud.

Para describir la densidad y la viscosidad en todo €2, se introducen las cantidades

py p dadas por:
2 2
p=> X'y p=> X (1.6)
=1 =1

donde ' es la funcién caracteristica del subdominio Qf, i = 1,2, con x? definida
por ¢ =2

X° = Xozu0z = Xaz T Xa2-
Aqui p' y p* son las densidades y las viscosidades dadas constantes para cada
i =1,2.
Los campos de velocidad y de presion se denotan de la forma siguiente:

u=u'(xt) = (u;(x, t),u;(x, t)) , p=p'(x,t) paratodo (x,t)€ Q'x[0,T], i=1,2.
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Entonces, para cada tiempo t € [0,7] C R el problema de Navier-Stokes en este

caso se escribe como

pz( 4 —|—u’-Vu’) —pAu'+Vp' =p'g encada (), i =1,2,

ot (1.7)
V-u=0 en {2,
donde g es la gravedad y
, 4 - ou’ - ou’
LeVu =g : =1,2.
u u Uy, o7 +uy 8y’ ? ,
Este sistema de EDP’s se complementa con una condicion inicial adecuada
u'(x,0) =Uj(x), ¥xeQ i=1,2, (1.8)

en donde U}, es una funcién suave tal que V -Uf = 0 en ', i = 1,2, y tal que
Ué(FOj NT%) =0, j = a,b. Por otro lado, las condiciones de frontera que se

imponen son las siguientes:

u=0U sobre I';,
u’ =0 sobre 'y, para j = a,b, (1.9)
0N = —pPyun sobre I'yy:,

y las condiciones en las interfaces (continuidad de la velocidad y el balance de

esfuerzos con la tensién superficial, en las interfaces):

4 K . .

[uz]rj =0, [U]Fj ~n} = —Ejj jl parai=1,2y j=a,b, (1.10)
donde U = U’ sobre '} para i = 1,2 denota el vector de velocidad de entrada,
dado e independiente del tiempo, p,.: es la presion exterior dada en el borde de
salida, n es el vector normal exterior principal a €, njl- denota el vector normal
a T, j = a,b, exterior a 0, [-]Fj denota el salto sobre I'; en la direccién de n]l,
Jj=a,b:

e, = Flar = flaz.

Fisicamente, la primera condicién en (1.9) representa el campo de velocidad con
el cual los fluidos entran a Qf, i = 1,2, a través de I';,, la segunda se refiere a la

condicién de no deslizamiento que se impone al campo de velocidad del fluido 2
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por estar en contacto con las paredes de la tuberia, I'g,, j = a,b, como elemento
sélido del subdominio Q%(¢), y por dltimo la tercera condicién representa el balance
de fuerzas de tension superficial normal respecto a la presion exterior necesario
para establecer el equilibrio con los esfuerzos que ambos fluidos ejercen sobre la
frontera de salida I',,;. Para detalles sobre este tipo de condiciones de fronteras
ver 7], [16] y [17]. Por otro lado, x; > 0, j = a,b, son constantes geométricas,
dadas, relacionadas con la curvatura media de las interfaces; R;, j = a, b, denota
el radio de la curvatura con el signo apropiado, es decir, con la convencién de que
R; > 0 si el centro de la curvatura de I'; estd localizado en Q', j = a,b, y o es
el tensor de esfuerzos dado, para cada ¢ = 1,2, por la ecuacién constitutiva de

Navier-Stokes para fluidos Newtonianos no compresibles:
oc=o(u,p') =p'4 () —pI,

en donde A;(u’) = (Vui + (Vui)t> es el tensor de tasa de deformacién (ver [10],
[41], [7] y [31]).

Se considera que la velocidad entrante U?, i = 1,2, tiene la forma:
U' = -U'lyn = (U'(y),0)", U'(y)>0Vye (-D,D), (1.11)

es decir, la velocidad entrante es paralela al vector normal n y esta dirigida hacia
dentro de cada Q. Ain mds, se considera que U'(D) = U’(—D) = 0; as{ que U’

satisface la condiciéon de compatibilidad:

U? ([, NT%,) =0 por cada j = a,b. (1.12)

Finalmente, la ecuacién para el movimiento de las superficies libres I';, j = a, b,
viene dada por
0P; 0P;

e + Up—p - = Uy para cada j = a,b, (1.13)
x

con las condiciones, inicial y de borde, siguientes:

Q;(x,0) ==ty Vzel0,L] j=a,b,
(I)]<0,t) = :l:yo vVt € [O,T] ] = a, b,

donde yy € (=D, D) es una constante dada que toma el signo + si j = a y el signo

—sij=b
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2. Semidiscretizacion en tiempo

Para resolver numéricamente el problema, se utilizara como estratégia DFC una
combinacién del método de las caracteristica con el método implicito ALE (Ar-
bitrary Eulerian-Lagrangian) y el método de los elementos finitos (MEF) [34].
Con esta técnica, las magnitudes escalares, vectoriales y/o tensoriales asociadas
al problema de flujo se expresan en un tipo de coordenadas especificas que rela-
cionan las coordenadas espaciales y materiales del dominio Qf, i = 1,2. Esto se
justifica por el hecho de que sobre la frontera de ' se han impuesto condiciones
de fronteras sobre puntos espaciales fijos y sobre puntos materiales; es decir sobre
las interfaces I';, para j = a,b, que se mueven y se deforman. Bajo estas premisas
se tiene que la trayectoria de las particulas estd basada en la velocidad relativa
del fluido con respecto a la del dominio en movimiento, y no basada en el campo
de velocidad u® para cada i = 1,2. Entonces, cuando el término de conveccién
no-lineal en las ecuaciones de Navier-Stokes (1.7) es discretizado por el método
de las caracteristicas (ver [9], [3] ¥ [1]), la posicién x de la particula del fluido en

el tiempo ¢ es una funcion de ¢, y la expresién

ou’ i i
<8t +u -Vu)

es de hecho la derivada total (o en su efecto la material) l7 i = 1,2. Para

detalles, se refiere al lector a Maury y Pironneau en [34] y [36] respectivamente.
Ahora, si el dominio se estd moviendo con velocidad cf, la velocidad relativa de
la particula es u’ — c'. Por lo tanto, se reemplaza

o' +u’ - Vu' Our
ot por ot

y se usa la aproximacién

ou’
ot

+(u' —c')-Vu' ~ 5 (u'(x,t+dt) —u'(X, 1)),

donde X es la posicién inicial de la caracteristica al tiempo ¢, conveccionada por

u’ — c'. Asf cada ecuacién de (1.7) estd discretizada, en el tiempo, por:

juptt —ul (X7)

p 5t . ,LLiAu:;Lm—FI 4 vpi,m-l-l — ng7 (114)

m

15



i,m-+1

donde u};

es una aproximacién de la velocidad del fluido en el tiempo t™*1,
definida sobre el dominio aproximante en el tiempo ™, y X" es una aproximacién
de la posiciéon ocupada por la particula-fluido en ¢™. Lo anterior no es mas que el
resultado de una discretizacion en diferencias finitas, hacia adelante con respecto

al tiempo, del operador diferencial total; es decir:

du’ N usmt — gl (Xm)

dt ot

En cada tiempo ¢™ las ecuaciones (1.14), conocidas como ecuaciones de momen-

tum, son de la forma (para simplificar, suprimimos la dependencia sobre m):

(1.15)

ap'u’ — ptAu’ + Vp' = p'g + p‘aw’  en cada ', i = 1,2,
V-u=0 en cada ', i = 1,2,

donde « se usa para representar a 1/6t y w' para representar a u’, (X™) (conocida
en un paso anterior t™'). Las condiciones de borde estdn dadas por (1.9) y al
problema planteado en estos términos se le conoce con el nombre de problema
generalizado de Stokes (ver [24] y [26]), el cual debe ser resuelto en cada paso del
tiempo dada la superficie que describe a cada interfaz. La primera condicién para
las interfaces (1.10) queda igual, y ya que la posicién de cada interfaz es ahora
conocida, la segunda condicién se simplifica y (1.10) se transforma en:

[ui]rj =0, [O‘]Fj -njl. = —an} parai=1,2y j=a,b, (1.16)
donde K, que se usa para representar a k;/R;, j = a,b, es ahora una funcién
conocida. Finalmente (1.15), (1.9) y (1.16) son las expresiones que definen al

problema generalizado de Stokes con condiciones de frontera no estandar.

En este trabajo la ecuacién (1.13) junto con sus condiciones inicial y de frontera
no se utilizan explicitamente en el problema linealizado, pues se ha considerado
que la posicion de cada interfaz es conocida; en un trabajo posterior se usara para

resolver el problema no lineal completo.
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CAPITULO II

Formulacién variacional y buen planteamiento

La técnica de discretizacién espacial del problema de flujo bifassico en cada paso
del tiempo estara basada, tal como se mencioné en el Capitulo I, en el MEF.
Esta técnica es una de las mas usadas y desarrolladas matematicamente para es-
tudiar problemas relacionados con el flujo de fluidos viscosos e imcompresibles
[27], pues existe una gran cantidad de resultados tedricos, fundamentados en el
andlisis funcional, que se usan para establecer el buen planteamiento de los mis-
mos en pro de obtener también buenas simulaciones computacionales del proceso
o fenémeno asociado con tales problemas [5]. Basicamente, el MEF requiere de
una formulacion variacional adecuada del problema y de la eleccion de espacios
funcionales admisibles para el andlisis tedrico continuo, discreto y posterior imple-
mentacion computacional [22]. En problemas generalizados de Stokes como el que
se esta tratando en este trabajo, en donde las incognitas son campos vectoriales
y escalares mezclados, es necesario plantear una formulacion variacional mixta
equivalente (ver [20]) para estudiar su buen planteamiento o, lo que es igual, la
existencia, unicidad y estabilidad de la solucién (u’, p') del problema en el dominio
0, i = 1,2, por cada pasao de tiempo; este es el objetivo principal del capitulo

presente.

1. Preliminares.

En esta seccién se introducen los espacios de Sobolev, las normas y desigualdades
que principalmente se emplearon en este trabajo. Para detalles se sugieren las

referencias [32] y [2].

Dado un dominio  C R? de frontera 012, el espacio de Sobolev de funciones
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H™() se define como:
H™(Q) = {v e L*(Q); o e LX(Q)V k| <m},

donde |k| = k1 + k2 con (kq, k2) un par de enteros no negativos (en dimension dos)

y
olkly

k1o ks
0z Oz,

Este espacio esta dotado con la seminorma

v =

1/2

[0l gm ) = Z /|8k”}2dQ

|k|=m "q

y es un espacio de Hilbert para la norma

1/2
2
||U||Hm(n) = [ Z |U\Hk(9)] :

0<k<m

El producto escalar en L?(2) es denotado por (-, ). Las definiciones de este espacio

se extienden sin problemas a vectores, con la misma notacion.

Por otro lado D(£2) denota el espacio de las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto en £, D'(Q2) denota el espacio dual de D(€2) y D(2) coincide
con C®(Q). En la referencia [32] se encuentra muy bien expuesta la definicién
de espacios de orden fraccional tal como H*(2) donde s es un ntimero real. En
particular, se denotara por H'/2(99) el espacio de las funciones trazas de H'(Q)
sobre el borde 99 y por H~'/2(9€) su espacio dual. La traza v es una aplicacién

continua de H'(Q2) en H'/2(0Q) y existe una constante C' tal que
Yo € HY(Q), 17vllgipa) < Cllvlmig, -

Finalmente, se considera que la desigualdad de Poincaré es valida en el siguiente

subespacio de H'(2): sea T' una parte de 9 con medida positiva, || > 0, y sea
Hyp(Q) = {ve H'(Q); v|r=0}.
Entonces existe una constante P, dependiente solo de  y I" tal que
0]l L2 < P IVOll L2y -
Ademads, se dota a Hj () con la seminorma VUl 1200) = Vi) -
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2. Formulacion variacional

A continuacién se replanteara el problema (1.15), (1.9), (1.16) en una formulacién
variacional equivalente. No se toma en cuenta la interpretaciéon de K, para cada
J = a,b, por lo tanto es suficiente considerar que las interfaces I'; son continuas
Lipschitz al igual que cada subdominio €°. Por otro lado, la funcién dada U
pertenece al espacio H'(—D, D), la presién de salida p,y: al espacio L? (Toy) y

las funciones conocidas K; al espacio L? (T';) para cada j = a, b.

En primer lugar, se considera el problema donde la primera ecuacion dada en las
condiciones de frontera (1.9) es reemplazada por U’ = 0, i = 1,2, clasicamente

conocida como condicion de Dirichlet homogénea:

i _ i
u’ =0 sobre I', ,.

Posteriormente, una extensiéon adecuada de U’ seré considerada para resolver el
problema (1.15), (1.9), (1.16). En vista de las condiciones de frontera se puede,

entonces, elegir el siguiente espacio para la velocidad:

X = {V € [Hl(Q)]2; V|r,,, =0, v|r, =0 para j = a,b}. (2.1)

Por otro lado, como las condiciones de transmisién sobre las interfaces y la condi-
cién de flujo a la salida involucran al tensor de esfuerzos o, entonces la presién no
tiene ninguna constante indeterminada y por lo tanto el espacio para la presién
es:

M:{q:Q—>R; qELQ(Q)}. (2.2)

Como es usual, se define el espacio de las velocidades con divergencia cero:
V={veX; V.-v=0}. (2.3)

Ahora, dado que V - v = 0, para la formulacién variacional se tiene en cada € la

siguiente identidad

Au' = V-4, (u).

A continuacién se toma el producto escalar de la primera ecuacién de (1.15) en
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[L2(Q)))° con una funcién de prueba v € X para obtener:

Z(a/piui-vdx—/uiAui-de+/Vpi-vdx> =

i=1,2 Qi Qi Qi
Z /pi (g8 + aw') -vdx.
Q

(2.4)

i=1,2

En vista de la identidad senalada anteriormente, otras identidades del calculo

tensorial, el Teorema de la Divergencia y el hecho de que el tensor A; es simétrico,

entonces el segundo término del lado izquierdo de (2.4) se transforma en:

/MAui cvdx = —//ﬁAl(ui) : Vvdx + /ui (Ai(u")n) -vds, i=1,2,
Qi Qi o0
donde

Aj(u') : Vv = §A1(ul) A (v), 1=1,2

y la operacién ”:"se define para dos tensores cualesquiera A = (a;;) y B = (b;;)

Ccomo
2

A:B= Z aijbij-

ij=1

Anélogamente, si se trabaja el tercer término del lado izquierdo en (2.4) se tiene
que:

/Vpi-vdx: —/in-vdqu /piv-nds, 1=1,2.

Qi Qi o0
Sustituyendo en (2.4) las expresiones encontradas anteriormente, se obtiene la

siguiente expresion para la formulacién variacional:

Z (a/piui~vdx+ %/uiAl(ui) c Ay (v)dx — /in : de) =

Z (/pl (g +aw’) vdx - / [~ Ay(u’) + p'I]n- vds).

=12 0 oqi

(2.5)

Por la definicién del tensor o, de cada 92 con sus respectivas condiciones, y por
las condiciones (1.16) impuestas en las interfaces, entonces el término integral en

la frontera del dominio se transforma, para cada ¢ = 1,2, en:

/ [~ Ay(u’) + p'I]n-vds = /pf)utn -vds+ /Kancll-v ds + /Kbné-v ds.
T, T,

ont Fout
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Sustituyendo en (2.5), se tiene:

> <a/piui vdx+ %/uiAl(ui) Ay(v) dx — /piv . de)

1=1,2 Qi Qi

= Z(/ (g+aw') vdx — /Piutn“’ds) (2.6)

i=1,2
/Kn Vds—/Kbnbvds

con la condicion de divergencia cero, que se puede escrlblr
Vge LX), Y /qv u' dx = 0. (2.7)
1=1,2

En otras palabras, se tiene la siguiente formula(:lon variacional para el problema

homogéneo:
( Encontrar u’ € X y p' € M tales que
VVEXZ (u',v) +b(v,p) Zﬁ
1=1,2 1=1,2 (28)
Vge M, Y b(u',q) =0,
\ 1=1,2
en donde:
a: X xX—R

es una forma bilineal definida sobre X x X como:

. o . 1 ) .
a(u’,v) = a/p’u’ vidx + é/ulAl(ul) A (v)dx, 1 =1,2,
por otro lado

b: X xM—-R
es una forma bilineal definida sobre X x M mediante la siguiente expresion:
b(v,p') = —/in - v dx,
Qi
y finalmente
(: X —-R

es una forma lineal definida sobre X mediante:

Z/ g—l—aw de /poutn vds— /Kn vds— /Kbnbvds 1 =1,2.

i=1,2 Tout
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2.1. Equivalencia.

La prueba de equivalencia entre el problema de frontera (1.15), (1.9), (1.16) y su
formulacién variacional (3.10) se basa esencialmente en la densidad de funciones
regulares en el espacio al cual pertenecen, lo cual es apropiado para el operador de
Stokes sobre un dominio {2 en una dimensién arbitraria n. Es necesario entonces
establecer antes un resultado de equivalencia, para lo cual se ha seguido muy de
cerca la referencia [25] y para simplificar la notacién se ha suprimido el superindice

i
Sea entonces, en particular para n = 2, el siguiente espacio:
W ={(L,p) € L*(Q)*** x L*(Q); © € L*(Q)*, V(trL) € L*(Q)*},

donde © = V- (—uL + pI) y trL denota la traza del tensor L. Este es un espacio
de Hilbert para la norma graph dada por

I

2 2 2 2 2
(L, p)llyy = <||L||L2(Q)2><2 + ||p||L2(Q) + ||@HL2(Q)2 + ”V(UL)”I}(QP) :

Por otro lado, el operador de Stokes esta relacionado con el espacio W a través

de la siguiente identidad:
vYu e D'(Q)% Vp e D'(Q), V- (—pAi(u)+pl) = —pAu — uV (V-u) + Vp.
1
De alli, y dado a que V-u = EtrAl(u), siue H'(Q)? y p e L*(N) se satisface

—pAu+Vp=f en Q

(2.9)
V-u=0 en (,

con f en L?(Q)?, entonces el par (A;(u),p) pertenece al siguiente subespacio de
W

Wy ={(L,p) € W; L es simétrico }. (2.10)
A continuacion se enuncia el teorema de densidad y un corolario que son funda-
mentales para concluir con la prueba de equivalencia. La prueba tanto del teorema

como del corolario se basa en argumentos clasicos, y un esquema puede ser en-

contrado en el articulo [25].
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Teorema 1. Sea 2 un dominio acotado Lipschitz de R?. Entonces D()**2xD(Q)

es denso en W.

Observacién 1. La prueba del Teorema 1 trae como consecuencia que si Dg(€2)?*?
es el subespacio de los tensores simétricos de D(Q)**2, entonces D,(2)*% x
D(Q)?*2 es denso en Wi.

De manera indirecta, la formula de Green fue aplicada para plantear la formulacion
variacional. Retomando de nuevo este punto, para cada (L, p) € D,(2)2*? y toda
v € D(Q2)? se tiene que:

/@-v dx = /V~ [(—pL +pI)tv] dx — / (—pL +pI): Vvdx.
Q Q Q
Por el teorema de la divergencia y por la simetria del tensor (—uL + pI), la ex-

presién anterior se transforma en:

/@-vdx :/[(—,uL—i—pI)V]nds —|—/(/LL : Vv —pl: Vv) dx,
Q 20 Q

en donde pI : Vv = pV - v, luego

/ [(—pL + pI)n] -vds = /@-V dx — / (uL : Vv — pV - v) dx. (2.11)
Ei9) Q Q
El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 1 y su prueba se tiene de manera

inmediata por argumentos conocidos del andlisis funcional (ver [12] por ejemplo).
Corolario 1. Para todo (L,p) € W, la traza
(—pL + pI)n € H7(09)?
satisface, con una constante C' que depende solamente de €, la cota siguiente
(=L 4 Pl g e < C LD
y se tiene la siguiente formula de Green
vv e H'(Q)?, (—pL+pl)n,v),y, = /V- (—pL + pI) -vdx
Q

(2.12)
—/(,LLL:VV—pV-V) dx,
Q

donde (-, ), denota el producto dual entre H=2(00)2 y H2(0Q)2.
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En este punto, retomando la notacién con el superindice 7, ya se esta en capaci-
dad de probar la equivalencia entre el problema con condiciones de frontera y su
formulacién variacional. En este orden de ideas ya se ha probado que cualquier
solucién (u’,p') € X x M de (1.15), (1.9), (1.16) es solucién de la formulacién
variacional (3.10). Inversamemte, si (u’, p*) es una solucién de la formulacién varia-
cional (3.10), entonces la segunda ecuacién de (3.10) da inmediatamente:

V-u=0en Q, i =12 (2.13)

Después, tomando v’ en D(Q)? para la primera ecuacién de (3.10) y aplicando
(2.13) con la identidad V- (A4;(u’)) = Au’, se obtienen las ecuaciones interiores

en Q! y Q2 respectivamente, en el sentido de distribuciones:
apn’ — p'Au’ + Vp' = p'g + plaw  en cada Q°, i = 1,2,
es decir, se recupera el sistema (1.15). Este sistema se escribe también:
apu' =V -0 (ui,pi) =p'g+paw,i=1,2.
A continuacién se recuperan las ecuaciones de frontera. En tal sentido, como
u’ € X entonces el salto de u’ se anula sobre cada interfaz, es decir:
ﬁﬂmzo,z:sz:mb

Para recuperar las otras condiciones en la frontera, se multiplica cada ecuacién de
(1.15) en Q' por una funcién v del espacio X, se aplica la férmula de Green (2.12)

y se compara con la formulacién variacional (3.10). En vista del Corolario 1, vale
la férmula de Green pues V - o(u’,p’) € L*(Q2")? y V(trA;(u’)) = 0,7 =1,2. De

esta manera se obtiene para todo v € X
2
i 0\ i _ 1
Z<a (u ,p)n ,V>8Qi = —/poutn-vds — /Kana-vds
i=1

Pout Fa
1
= /Kbnb -vds.
Iy

Dado a la hipétesis (1.2) que se ha impuesto sobre cada interfaz, en (2.14) se

(2.14)

puede elegir v € H}()?, arbitraria en un entorno de ', y cero en un entorno de

I'y. Para esta clase de funciones v se tiene:

(o (ul,pl) n}l,v>ra — (o (uz,pQ) n}z,v>ra = —/Kan}l -vds.
Ta
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Equivalentemente, con la definicién del salto, esto se escribe:

<[0 (ui,pi)]n}l,v>ra = —/Kan}z -vds, i=1,2,

Lo

lo cual implica que

=
|
=
=
=
~
I
\.}—‘
[\

o (0, p)], mg =
De la misma manera se obtiene

o (0 ")), mb = K -m), i = 1,2,

Finalmente tomando v € X tal que v|r,,, =0y v|pz = 0, entonces en (2.14) solo

queda el término correspondiente a I',,;. Es decir que

<c7 (ui,pi) n, V>Fout = — /poutn -vds.

Fout

Por lo tanto

0-n=—pyn sobre [',,;.

Con todo el estudio anterior se ha demostrado la siguiente proposicién:

Proposicién 1. Los problemas (5.10) y (1.15), (1.9), (1.16) son equivalentes.

Con el propésito de retomar el problema original con la condicién de borde tipo
Dirichlet no homogénea sobre I';,;, se construird una extension; que se deno-

tard por U?, de la velocidad de entrada U’ para cada i = 1, 2.

Por ahora no es necesario que U? sea regular, pero se propone una muy simple.

Para esto, se recuerda que debido a la geometria de €2 la velocidad tiene la forma
(1.11)
U’ = (Ui(y),0)", i=1,2,

donde U? € H' (—D, D) es una funcién de y conocida que satisface

U'(£D) = 0.
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Entonces U’ se obtiene repitiendo estos valores para todo (z,y) en €2, es decir
B i t
V(z,y) € Q, U'lz,y) = (U'(y).0) (2.15)

la cual, claramente tiene divergencia cero, depende continuamente de la funcion

U, pertenece a H'(Q)? y satisface la condicién de compatibilidad
U? (FOJ N Fmt) = 0 por cada j = a,b.

Con esto, se propone la siguiente formulacién variacional para el problema (1.15),
(1.9), (1.16):

(

Encontrar u’ € X4+U" y p' € M tales que

VVGXZ uv+bvp ZE

i=1,2 i=1,2 (216)
Vge M, Y b(u'q) =0,

\ 1=1,2

con las formas bilineales a y b, y el funcional linela ¢ definidos anteriormente.

3. Buen planteamiento

El problema (2.16) es un problema variacional no homogéneo del tipo mixto. La
extensiéon de U’ a todo € que se ha propuesto pertenece al espacio V' definido
por (2.3), por lo que el problema de partida (1.15), (1.9), (1.16) tiene asociada tal

formulacién variacional.

Entonces, en vista de que la extensién U’ tiene divergencia cero, resolver el prob-

lema (1.15) con las condiciones de frontera (1.9) y (1.16) es equivalente a resolver
el problema siguiente:

Encontrar ug = (ué, ug) eV yp' e M tales que
apuy — ptAug + Vp' = pf (g + pozwi) — (piozﬁi — ,uZAUi) en cada 0, { =
V-uy,=0 en €,
(2.17)
donde u, = u’ — U’. Por lo tanto, en términos de la formulacién variacional

abstracta el problema es
Encontrar ug = (ui — [_Ji) e Vyp' e M tales que

Vv e X, Z a (g, v) + b (v,p!) Zg Za(sz‘yv)‘ (2.18)

1=1,2 1=1,2 1=1,2
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Se dice, entonces, que el buen planteamiento del problema (2.16) (es decir: existen-
cia, unicidad y estabilidad de sus soluciones) es consecuencia de dos propiedades
[4]: la elipticidad sobre V' (V —elipticidad) de la forma bilineal a(-, -), la condicién
inf-sup sobre X x M de la forma bilineal b(+,-) y de la continuidad del lado derecho
de la expresién (2.18).

La elipticidad se tiene sobre X (no solamente sobre V) y es independiente del

parametro «. En efecto, para toda u € X

donde

con lo cual .
, i 2
a(u,w) = i ()3 A1) - (2.19)

Como el dominio € es Lipchitz y su frontera 02 estd formada por partes que
tienen medida no nulas y donde las funciones de X se anulan, entonces por la
primera desigualdad de Korn (ver P. Ciarlet [15]): existe una constante A, que

depende solo de €2, tal que:
Va e X, LAy (w)|Pag = M|Vl
ucAa, 5 [Ar()[[720) = AMIVUll72q)
luego al sustituir esta desigualdad en (2.19) se obtiene:

a(u,u) > Amin (1) [Vulj2 . (2.20)

1<i<2

con lo cual se concluye que la forma bilineal a es X —eliptica.

Ahora se demuestra que la forma bilineal b(-,-) cumple con la condicién inf-sup

establecida por la proposicion siguiente:

Proposicion 2. Eziste una constante 3 > 0 tal que

1
Yq € M, sup

qV -vdx > G4l ) (2.21)
vex ||VV||L2(Q) / 1@

Q
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Demostracion. La condicion inf-sup es un resultado que se conoce cuando ¢ tiene
valor promedio nulo en el dominio §2. En el caso del flujo bifasico que se esta estu-
diando ¢ no tiene esta restriccion debido a que las condiciones sobre la velocidad
en toda la frontera, 0€), no son todas del tipo Dirichlet. Hay varias formas de
probar este resultado. La més fécil, segiin Girault et al. en [25], es considerando

la extensién

en donde

y tal que ¢ = (¢ — q) tiene valor promedio nulo en el dominio €. Es decir, se
garantiza que ¢ € LZ(€). Con esto y con el hecho de que € es Lipschitziano y
conexo, entonces el operador gradiente es un isomorfismo del espacio LZ(2) sobre
el espacio polar V° de V. Por lo tanto para una constante B > 0 dependiendo sélo

de 2, se tiene que:

Vg e Li(Q); IVl y-1q) = Bl 20 -

De igual forma el operador divergencia es un isomorfismo del espacio ortogonal

V+ de V, sobre L3(€2), y por lo anterior con la misma constante 3 se tiene:
N ~

VW eVs IVvliag 2 Bvlmqy:-
Ahora, con las premisas anteriores y un resultado encontrado en [24], para toda
§ € L2(9) existe una tnica v en [HE()]? tal que:

-~ ~ 1 -

V-v=qy “VVHLQ(Q) < E HQHLZ(Q) J (2.22)
con la misma 5 > (. Se escoge entonces v = || Gon, donde n es la normal exterior
unitaria a Iy (es decir que: n = (1,0)") y o es una funcién suave no negativa

que se anula identicamente en un entorno de J€) excepto en el entorno de I',,;; su

traza sobre I',,; tiene soporte compacto y satisface que

/gds =1. (2.23)

Fout
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La eleccion de v se justifica por el hecho de que
o - 112
a9 vax =l
Q

Entonces, finalmente (2.21) se establece por la técnica de Boland y Nicolaides [11],

la cual consiste en asociar a ¢ una combinacién lineal adecuada de v y v:
V=7V+V,

en donde vy es una constante a elegir. Asi, se tiene que:

/qV vdx = /q dx—l—v/qqu—f—/w-\_/dx—i-/qv-\_/dx,
Q Q

en donde se ha usado, por (2.22), el hecho de que V - v = q. Por otro lado como

q es constante y ¢ € L3(f2), entonces:

[ vax =l + e + [iV-vax 229

Q

Usando la definicién de v, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y eligiendo v =

Y] HVQHiQ(Q), entonces en definita se obtiene:

2 2 1/2 _
/qV vdx > [Q ||VQ||L2(Q) Ha”L?(Q) — €] / ||VQ||L2(Q) |m|L2(Q) ||q||L2(Q)
A (2.25)

112
+ l1all72q)
Ahora, como se estd trabajando en el espacio funcional LP(€)) con p = 2, por la

desigualdad de Young (ver [12]) aplicada al segundo término del lado derecho en

(2.25) se establece que

v vaxz e (1 + ) (2.20)
Q

1
en donde C] = 3 min (7, 1). Por otro lado, tomando en consideracién (2.22), la

definicién de la velocidad ¥ y la eleccion de v se obtiene que

|VV||L2(Q) <y HQHL?(Q) J (2.27)
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Ccon
1 , 1\ 12
Oy = 19 Vol oo (5— Vel + @) |

Como ¢ = ¢ + ¢ es una descomposicion ortogonal, entonces

2 2
4l 20y = v/ I@ac0y + 1l oy
y por lo tanto (2.27) se transforman en

1 1
Wiee = o il s 1
” L2(Q) C’z\/HQHLZ(Q) + HqHLQ(Q)

(2.28)

LA prueba finaliza combinando (2.26) con (2.28) para obtener la condicién inf-sup

1

= [ ¢V -vdx >
ol 17 = Sl
Q

conﬂ—%. ¢

Finalmente, debido a la regularidad que se ha impuesto sobre la data, el funcional
lineal £(v) es un elemento del espacio dual; H~1(2)?, de H'(2)? y los resultados de
trazas, se tiene la continuidad del lado derecho de la expresién (2.18). Entonces por
la teoria de Babusca-Brezzi (ver [6] y [13]) se ha probado la siguiente proposicién

con la cual finalizamos este capitulo

Proposicién 3. El problema (2.16) estd bien planteado.
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CAPITULO III

Estudio numérico de la estratégia DFC

A partir de la formulacion variacional se establecen los espacios funcionales infinito-
dimensionales [23], sobre los que una nica solucion débil del problema de frontera
fuerte existe y es estable. Lo que debe hacerse a continuacién, como estratégia

DFC, es formular el problema discreto analogo para aproximar tal solucion.

Una vez que se ha establecido la caracteristica del espacio finito-dimensional (de
dimension finita), lo que se hace es elegir adecuadamente una base que lo genere, y
a partir de ésta se construye por combinacion lineal una sucesion de elementos que
se aproximara a la solucién del problema variacional toda vez que la sucesién de
espacios finito-dimensionales se aproxime al espacio funcional infinito-dimensional
sobre el cual el problema variacional continuo esta bien planteado. La eleccion de
los espacios juega un rol importante debido a que un cambio en estos puede modi-
ficar considerablemente el conjunto de soluciones, y por lo tanto la aproximacion
no serd la deseada ([27] y [5]).

En este capitulo se presenta una discretizacién del problema variacional basada
en el MEF para aproximar la soluciéon y un estudio numérico de la estabilidad de

la solucién como parte de la estratégia DFC.

1. Discretizacion del dominio y formulacién varia-

cional discreta

Teniendo en cuenta que K, para cada j = a,b, estd relacionada con la tensién
superficial y las hipétesis de regularidad especificadas en el Capitulo anterior, a
partir de ésta seccién se considera que cada I'; es una curva de clase C' N H?(Q)

con una tangente horizontal en el punto de entrada (0,yy) para ®, y en (0, —yo)
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para ®,, es decir
o' (0)=0 y P,(0)=0.

Entonces se triangulariza por separado cada subdominio ¢ usando una trian-
gulacién 7', de manera que la triangulacién global sea conforme y viene dada
por

T, =T U,

con 7,2 = T2 UT2, h = %HE%}:(hT), y es regular en el sentido de que no hay
a =
solapamiento entre los elementos de la triangulacién y existe una constante ¢

independiente de h tal que

h
VTEIJ;M _Sca

P

donde hr denota el didmetro de cada 1"y pr es el diametro del circulo inscrito en
T. También se considera que 7, contiene dos lineas poligonales I'y, y I's, cuyos
nodos estan sobre las interfaces I', y I', respectivamente, entonces se denota por
Q: al dominio aproximante de cada Q; es decir: la region acotada por Ty, Tp,,

Iy, Tty I, tal como se ilustra en la Figura IIL.1.

L,
=)
2 o 2 2
F‘mg t()a Q by Ma Fumﬁﬂ
L,
r o ’ i
ent h out
T
by
Lo 2 4% 2
anb tob th n; Fo“t’?
r

&

Figura III.1: Dominio j, y frontera 0,

Siguiendo Girault y Raviart [24], se aproxima cada componente de la velocidad
en cada triangulo 7" por un un polinomio de grado dos, y la presién se aproxima
en cada triangulo por un polinomio de grado uno; aproximacién basa en el ele-
mento finito mixto y conforme de Taylor-Hood /Po-P;. Ambas aproximaciones son

continuas excepto posiblemente para la presién sobre cada interfaz I';, j = a,b,
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ya que no existe alguna razén fisica para que la solucién exacata de la presién sea

continua sobre I'; como en el caso de la velocidad. Asi, se discretzan X y M por:
X, = {VhECO(Qh)2; VT € 71, Vh|TEP22}ﬂX,
M, = {qh = (q},q}) € C%Q}) x C%(Q3); VT €Ty, qh’T € Pl}, (3.1)

Vi = {vi € Xn; VYan € My, b(vi,q,) =0}

Otro aspecto que se debe considerar, antes de proponer la formulacion variacional
discreta, se refiere a la aproximacion del término integral que toma en cuenta la

tension superficial:
K;(v) = / anjl. -vds, j=a,b.

La aproximacion que se propone viene motivada por el hecho de que con la con-
vencion de signos para cada R;, se tiene:

1
n; n; dt. .
J . _J J _(Z,b,

R, R, ds’
donde t; es la tdngente a I'; en la direccién donde se incrementa s, que es la
misma direccién en la que se incrementa x, n; es el vector normal principal a I';,
es decir, paralelo a n} y dirigido hacia el centro de curvatura de I'; y Rj es el radio
de curvatura positico, es decir, Rj = R; si el centro de curvatura esta localizado
dentro de Q' y R; = —R; si el centro de curvatura estd hacia el otro lado fuera
de Q. Por lo tanto, en el caso de las funciones de prueba v, € X}, se tiene

dt,; dt;
Kj(vh):/ Hth-—de:/ij/ vy - —2ds, j =a,b. (3.2)
T ds T; ds

j
Ahora, sean
x) = (z],y) = ®j(a])), 0<r <N, j=a,b

los puntos definidos sobre cada I';, con:
O=ua) <al <. <x{N71) <ah =1L, j=a,b.

Sea S7 el arco de I'; con puntos extremos x? y x7_ ;. La poligonal I'j, ; se construye

en base a las lineas rectas formadas mediante la unién de los nodos x/ a x/,; para
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cualquier 0 < 7 < N — 1, y se denota por S/ al segmento [x/, x’ +1)- Entonces, se
define la tangente unitaria t/ a lo largo del segmento S? como:
J

. X
J r+1
tr

_xi '
=5 7 0<r<N, j=ab,
{XrJrl_XT

y se aproxima cada Kj;(v;) por medio de la siguiente férmula:

N-1

Vi € Xp, K (vi) =k Y va(x)) - (8 —t1,), j=a,b. (3.3)
r=1

También, se definen la densidad p;, y viscosidad pu;, aproximadas por

Phlo; =" pnlg, = ', parai=1,2. (3.4)

En base a todo lo anterior, la formulacion variacional discreta viene dada como

sigue: Encontrar u, € X, + Uy, v pn € M), solucién de

Vv € Xy, ap (U, vi) +0 (Vo) = (Vi)

(3.5)
Van € My, b(apn,qn) = 0,
en donde se han introducido las formas a; and /¢},:
1

ah(uh, Vh) = Oé/ PrOp - Vi dx + 5 / ,uhAl(uh) . Al(Vh) dX, (36)

Q Q
Uh(vp) = / on (g8 +aw) - vy dx (3.7)

Q

—/ PoutVi - ds — Kp o(vi) — Kpp(Vh).
Fout

2. Analisis de estabilidad uniforme

El primer paso para el andlisis numérico del problema (3.5) consiste en probar
una condicion inf-sup discreta uniforme para el par de espacios (X, M;). Esta
condicion es bien conocida para discretizaciones usando el elemento finito Taylor-
Hood/Ps-P; cuando la presién es globalmente continua, y su prueba se basa sobre

la condicién inf-sup exacta (y [24]). Pero, en este trabajo la presién discreta es
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discontinua a travéz de cada interfaz I'y, ;, j = a, b, y por lo tanto la prueba debe
ser hecha basada sobre la condicién inf-sup exacta en cada €2,. Sin embargo esto
es delicado porque Q¢ depende de h. Es muy probable que la condicién inf-sup
exacta dependa continuamente del dominio, y ya que Q¢ tiende a ' cuando h

tiende a cero, la constante para (2} estd acotada independientemente de h.

En este trabajo, se demostrara la condicion inf-sup discreta para el caso cuando
'y, para cada j = a, b, se ajusta exactamente a la interfaz I'; del problema. Este

es el objetivo de la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Sea 7}, la triangulacion previamente definida. Existe una con-
stante 3* > 0, independiente de h, tal que la siguiente condicion inf-sup discreta
se tiene:

b
Yy € My, sup (VmQh)

ovillag = 0 lanlleze)- 3.8

Demostracion. La idea subyacente para la prueba es similar a la técnica propuesta

por Boland y Nicolaides [11]. Primero, se definen los siguientes espacios:
Xh(Q;L) = {V;L = Vp, 92; vy € Xh},

Wih(Q)) = Xu() N H(),

My() = {QZ = anlgy; an € Mh},

Qn(%) = Ma(%) N L5(,). (3.9)

Ahora, como la funcién ¢, no es a promedio nulo en () entonces se toma la siguiente

descomposicion ortogonal
Gh = G+ Ty
con g; € Qn(2) and ¢, una funcién constante dada por:

i i
Qh |Q,;L | Q}L Qh 9

donde |} | es la medida del subdominio Q para i = 1,2, tal que
o i
HQZHLz(Q;'L) = [Q,[(7,)"
Asociadas a estas funciones, se construyen dos funciones vi and v tales que
Vi
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con 7% un pardmetro a determinar para cada i = 1,2. Con esto, v, € X}, se puede
expresar como una combinacién de v, para i = 1,2, y la funcién requerida por
la teoria de Boland y Nicolaides se obtiene, es decir, tal que para una funcién

gn € Mhi

/ gudiv vy dx > Ol 2a(q, (3.10)
Q

IVvillz2) < Cllgnll 2@ (3.11)

donde C' # 0y C' # 0 son constantes a determinar. Finalmente, la condicién

inf-sup se satisface con g* = %

En este orden de ideas, si se considera que la condicion inf-sup se satisface por la
forma bilineal b(-,-) y el par de espacios (W (Q}), Qx(9})), entonces existe una

funcién vi € W,(2) tal que

~q o
Wil =0

con 3 dependiendo solo de €.

1
g

Gy, div vj, dx = ||QZ||%2(Q;L)7 V¥l 2p) < =ldnllzze)

i
h

Ahora, se construye v € X,(Q:) con \‘/}'L‘Fj =0 paracadai=1,2y j=a,b. En
efecto, Vi se tiene usando la funcién no negativa g, mencionada en el Capitulo
anterior, ya que se anula identicamente en un entorno de 02 excepto entorno de

I'ou v, ain mas, su traza I',,; tiene soporte compacto y satisface

/ ods =1.
Fout

Las propiedades de la funcién p son conservadas por sus restricciones o' en cada
O y entonces se tiene:

y; i\~ i

Vi = |Qh|qhHh(Q nout)a
donde n,,; es el vector normal a I , exterior a Q) y II;, es el estdndar P, operador

de interpolacion de Lagrange. Con esto se tiene
/ ¢, divvi dx = fyi||q~2||iz(gz) + *yi/_ g, div v} dx
Q

h @,
+ /
0

_ g, div v}, dx + / _ g, div v} dx.
h @,
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Por el Teorema de la Divergencia y la definicién de las funciones @, v y Vi se

verifica que

/_quivo;;dx = 0,
i

/_qudivvﬁldx = |Q§L|(Q§L)2<1+/ (Hh(gi)—gi)ds).
h

out

Usando los resultados basicos de teoria de interpolacién sobre espacios de Sobolev

en dimensién uno (ver [20]) se encuentra que

[ ) - oas

out

< Ch%gm|9i|H1(Fgut),

donde hpi == gnéx|E%| con |EL| la medida del lado EI para todo tridngulo

T € Ty, tal que Ef. = 90T NT*

¢t Luego, para el término integral restante, con la

definicién de la funcién v} y la desigualdad de Cauchy-Schawartz, se encuentra

/, (ﬁz diV‘_’Z dx| < ’Q ‘1/2Hq2HL2(Qﬁl)”q;z”L%Q}l)HdiVHh(Qinout)HLQ(sz
h
< CI Il 2 i) 180l 2 |01 0 -

Con todas estas estimaciones se tiene

/‘ g, div vy, dx > ’YW@EH%%Q% - O, ‘HCIhHB Qi) ’C.IhHLQ Qi)lo ’Hl (€0)
h

+HMW( %;mww@

Sea Cf = Clo'| i ), O3 = C|Qlelmiayy, € = +'/C5 > 0, y considere hf; <
ou out
1/(4C%) para obtener

. L_
/i qn divvy dx > — ” hHL2 Qi) (1 T4 )” HLQ(Q’
h

Ahora, para 7' = 2(C%)? la relacién anterior se transforma en
[ vy = Clailfag,, (3.12)
h

con C' = min{(C%)%,1/2}.
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Finalmente con 7% como se tom¢ arriba y la definicién de la funcién v} se obtiene

|Vh‘H1(Q§L) < —2||Qh"L2(Q;) + |Qh|1/2||QhHL2(Q§L)

g

Hh(gi)|H1(Q§l)7
de donde
’VZ‘Hl(Q}L) < CHQ;LHB(QZ)

con

. _ 4y (1 v
¢ = [MEL o+ ol )

y la condicién inf-sup se verifica tomando 3* = C / C. ¢

3. Resultados de existencia y unicidad de la solu-

cién discreta (uy, py,)

En lo sucesivo se considera que uy se escribe de la manera siguiente
uy, = ug, + Up,

donde U}, es una aproximacién adecuada de U sobre los nodos que estdn en la
frontera T';,,. Entonces, el problema (3.5) viene dado por el siguiente sistema lineal

de ecuaciones : encontrar (ugp,pn) € X X Mj, solucion de
Vi € Xn, an (Wop, va) +b(Vi,pr) = Oy (Vi) — an (Up,vi),

(3.13)
Vg, € My, b(ugp,qn) = 0,

Para probar la existencia y unicidad de la solucién ug; € X, debe probarse lo

siguiente [14]:
» La bicontinuidad de la forma ay(-,-) sobre X, x Xj: existe una constante
~v > 0 tal que
Vuh,vh c Xh, |ah(uh,vh)| S 7|]uhHH1(Q) HVhHHl(Qh)' (314)

» La coercividad de la forma bilineal a(-,) sobre X} x Xj: existe una con-

stante o > 0 tal que

\V/Vh € Xh, ah(vh,vh) > a*thH%{l(Q)‘ (315)
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Por otro lado, la existencia y unicidad de p, se tiene de manera automatica de
la Proposicion 4 cuando se tenga el resultado para uy. Tal resultado se establece

con la siguiente proposicion.

Proposicién 5. El sistema lineal de ecuaciones dado por (3.13) tiene una unica

solucion (g p, pn) € Xp X My,

Demostracion. La bicontinuidad (3.14) se obtiene inmediatamente considerando
la definicién de ay,, la norma || - || 1) asociada al espacio X}, y la desigualdad de

Cauchy-Schwartz. De hecho, se tiene

, , 3 1 ’ 7
v = méx{a mix(p"), 5 max(u')}.

Finalmente, la coercividad (3.15) se verifica con

* é 2 ’ ’ 7 1 / 7
“=Ew C= mm{alrggz(p ), 5@1;12(# )}

como una consecuencia inmediata de la desigualdad de Korn utilizada en el

Capitulo IT con A\ la constante respectiva. ¢
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CAPITULO IV

Implementacién de la estratégia DFC

Bésicamente, resolver el problema variacional implica el calculo de las integrales
donde intervienen funciones definidas sobre el dominio €2 y caracterizadas dentro
de los espacios funcionales X y M como estratégia DFC. El problema aproxi-
mante, transforma éste calculo de integrales sobre € con funciones escritas como
combinaciones lineales de las que forman una base para los espacios aproximantes
Xy v My; ésto sugiere entonces la aproximacion de las integrales por medio de
una particion del dominio €. Por lo tanto, no solo se requiere de un procedi-
miento para elegir adecuadamente las bases de los espacios aproximante, sino que
también se requiere que dicho procedimiento proporcione una manera facil de
realizar el célculo de las integrales sobre Q) basado en una particion adecuada de

éste dominio.

En este orden de ideas se ha propuesto el MEF, el cual consiste en particionar
el dominio { en un gran nimero de pequerios trozos de forma simple, llamados
elementos; a la particion en general se le conoce con el nombre de triangular-
izacion [20] como ya se menciond en el Capitulo anterior. El ensamblaje de éstos
elementos es llamado un mallaje [22]. Por pequeno se entiende que su tamano,
que estd vinculado con el parametro h, no se encuentra acotado superiormente. La
restriccion de las funciones de X, y de M), a cada elemento es un polinomio o una
transformada de un polinomio de grado acotado pero generalmente bien pequeno.
El grado de los polinomios se engloba en las constantes y todo el analisis numérico

se hace en relacién al pardmetro h que tiende a cero [22], [35], [37] v [19].

El principio del MEF, establece entonces el procedimiento sistemadtico para elegir
las funciones de base que propone el método de Galerkin debe hecerse adecuada-

mente a fin de generar los espacios aproximantes, y ademas propone una forma
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para calcular las integrales asociadas al problema variacional; en efecto, el cdlculo
se realiza mediante interpolacion polinomial en cada elemento de las funciones
que definen los integrandos [37] como ya se establecié en el Capitulo III con la
definicion de los espacios X; y Mj,. En base a esto, los espacios aproximantes
X, y My, quedan definidos de manera explicita y se les denominan espacios de

elementos finitos.

En este capitulo se implementa la estrtégia DFC propuesta anteriormente, mostran-
do asf la estructura explicita del sistema lineal de ecuaciones a resolver y una es-
tratégia de calculo computacional basa en el elemento finito de Taylor-Hood /IPy-
P.

1. Sistema de ecuaciones tipo Galerkin

El préoximo paso consiste en aplicar la metodologia propuesta por Galerkin para la
busqueda sistematica de las funciones de aproximacion a la solucién del problema
discreto. Entonces, sea NN, la dimensién del espacio X; y N, la dimensién del
espacio M. Se define una base para cada espacio como: {cbj = (¢s5, qﬁy,j)};v:”l y

{wk}fjﬁl, respectivamente de tal manera que:

Xh = Span{¢17¢27”‘7¢Nu}7
M}, = span {¢1,¢27--->¢Np}-

Asi que, cualquier elemento ug; € X}, y cualquier elemento p, € M), admiten un

desarrollo de la forma

Ny
Uon = E uj¢j7
j=1

Np
ph=>_ Pk,
k=1

en donde u; son los coeficientes reales a determinar, que se asocian a la combi-

(4.1)

nacién lineal para la velocidad, y pi son los correspondientes coeficientes reales
a determinar y asociados con la combinacién lineal para la presién. Con ésto, la

velocidad uy, en (3.1) se puede escribir de la manera siguiente
Up = Ug,n + Uh
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con ug;, dada por la combinacién lineal anterior. La funcién U, es una interpo-

laciéon de U sobre los nodos que se encuentran en la frontera I';,, dada por:

Ny+V
Uy, = E u;p;,
J=Nu+1
en donde las funciones ¢y .1, @n 1o, .., Pn, v y10s valores un, 41, Un, 42, - - UN,+V,
se eligen de manera tal que
Noy+V
E ujqu(x) =U(x), VxeTy,.
J=Nuy+1

La interpolacion se toma de manera tal que sea a divergencia cero tal como la

extension U que se ha propuesto.

Ahora bien, siguiendo a Galerkin [21], se escogen como funciones de prueba aque-
llas identicamente iguales a las funciones que definen las bases correspondientes
de los espacios Xy y M},. Es decir, v, = ¢, v q;, = ¢, de manera tal que las formas
bilineales y lineal de (3.13) para cadai =1,...,N, y k =1,..., N, se transforman

en:

Ny
an(Woh, @;) = an( Zuj¢]a é;) Zuj a(@;, ;)

b(;, pn) = b(¢i72pk¢k Zpk &y ¥r),
h=1

Ny+V
F(d) = tu(@) — an(Un, &) = ta(,) — > ujan(e;. 8,).
j=Ny+1
b(ao,n, Vx) —bzug¢37 i ZU; b, Yr),
- Nu-i-V
g(x) = =b(Up, ) = = Y u; b(¢y,0n)).
j=Nu+1

Asi, se genera el siguiente sistema global de ecuaciones:

( N,
Zujah ¢]7¢ +Zpk zawk f<¢), izl,...,Nu,
(4.2)

Zuj ]71/% (wk)7 k:]-a"'vaa
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el cual escrito de manera matricial tiene la siguiente forma de sistema tipo punto

G-

en donde A es una matriz de tamano N, x N, asociada con la discretizacién

de ensilladura:

de la forma bilineal a(-,-), B una matriz de tamano N, x N, asociada con la
discretizacién de la forma bilineal b(-,-) y traspuesta BT, f y g son vectores de
tamanos N, x 1 y N, x 1 respectivamente que contienen la data asociada a las
fuerzas y solicitudes de volumen y superficie, conocidas e impuestas sobre el do-

minio del problema. Los elementos de estas matrices y vectores estan definidos

por:
1
Aij = an(@;, @;) = a/ﬂh @; - ¢ dx + §/Mh Ai(¢;)) : Ai(9;) dx,
Qh Qh,
By = b, ) = — [0V -, dx.
Qp
fi= 1) = [m(g+aw)uix— [ pom-o.ds
Qh Cout
Nu4V
- [Kanbids— [Kinjgids— Y wa(@,.6.),
Ta Ty J=Nutl
9k = 9(V).-
Finalmente U = (uy,...,un,)" y P = (p1,--.,Pnp)" son los vectores de incégni-

tas asociados con los valores nodales de la velocidad y la presion que definen
las aproximaciones de Galerkin; el sistema (4.3) heredara propiedades de las for-
mas bilineales que haran posible su resoluciéon numérica-computacional mediante

métodos desacoplados vy algoritmos iterativos.

En la practica, el sistema (4.3) puede rescribirse realizando una particién en blo-
ques de las matrices A, B y BT por contribucién de las componentes en z y y de
la velocidad. Siguiendo la idea propuesta por Silvester et alt. [39], dado un con-
junto de funciones escalares de base para un espacio escalar de elementos finitos

{qﬁj}?:l, se toma Nu = 2n y se define el conjunto de funciones de base para la
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velocidad como:

{1, Dot = {(01,0), ..., (60,0)",(0,01)",....(0,0,)" } .

Con esto se tiene que:

a) parai=1,...,nyj=1,...,n

0p; 0¢; 0¢; 0
A — b 2 [ uh ) ) — A
ij a/ph ;0idxdy + /u 5 O dxdy + /,uh By Oy dxdy v2ij
Qp Qp Qp

b) parai=1,...,nyj=n+1,...,2n

Qp
c)parai=n+1,....2nyj=1,...,n
0¢; 09,
Aij = /Mh Or a—yjd.?cdy = Ayaiji
Qp

d) parai=n+1,....2nyj=n+1,...,2n

Ay = a/ﬁh ¢jpidrdy + Z/Mh ay 8—$jdxdy + /uh 5z 6_1:]dxdy = Ayyij-

Qp Qpn Qp

De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) parak=1,..., Nyyj=1,...,n

96,
By = —/wk%dxdy = By kj;
Qp

b) parak=1,....Nyyj=n+1,...,2n

8 .
Bkj = —/Qﬂk@i;dl’dy = Bngj.
Qp
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Finalmente para el vector f se tiene

a) parai=1,...,n

fi = /ph (gx + U)x) gZﬁldI‘dy - /poutnz¢id5

Qh Pout
- /Kanclb,xqsids - /Kbn;,mgbids
Ta I'y
Nuy+V
- Z Uj ah(¢ja¢i) = fa;
j:Nu"Fl

b) parai=n+1,...,2n

fi= /Ph (gy + wy) ¢idady — /poutny¢id8

Qh Fout
— /Kan}lvy@-ds — /Kbnay@-ds
T, Iy
Ny+V
- Z uj an(@j, ;) = fy.i-
]:Nu+1

Con esto el sistema (4.3) escrito en la particién por bloques es:

Ao Ay BT U, £,
Ay A, BT u, |=1| ¢ | (4.4)
B, B, 0 p g

en donde A,,, Ayy, Ayr v Ay, son matrices de tamano nxn y, respectivamente, coe-
ficientes Ay, 5, A A

N, x ny coeficientes B, ;, B, ; respectivamente. Finalmente, U,, U,, f, y f, son

ey,ijs Ayaijs Ayy,ij- Similarmente, B, y B, son matrices de tamato

vectores de tamano n x 1 de componentes dadas por ug i, wyi, fzi ¥V fy.i-
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2. El elemento mixto conforme de Taylor-Hood

El elemento propuesto por Taylor y Hood [40] es un elemento finito mizto utiliza-
do usualmente en problemas de flujo de fluidos [14]. Para todo T' € 7p,, el elemento
de Taylor-Hood/Py-P;, como se definié en el Capitulo anterior, aproxima la ve-
locidad localmente por un polinomio de grado dos determinado por sus valores en
los vértices del triangulo y los puntos medios asociados a cada lado del triangulo;
en general estos puntos son llamados nodos de velocidad. La presion es aproxima-
da por un polinomio de grado uno determinado por sus valores solamente en los
vértices del triangulo y se denominan nodos de presion. Globalmente, la aproxi-
macién por medio de este elemento finito en cada T € 7}, se usa para definir las
funciones de base que generan los espacios discretos X, y My, y tal aproximacion
es conforme ya que estos espacios finito-dimensionales son subconjuntos de los

espacios X y M respectivamente.

Con el proposito de especificar este elemento y posteriormente las funciones de
aproximacién, se introduce en primer lugar la notacién usual [39]: para cualquier
triangulo T, C R? de 7}, se denotaran sus vértices por a¢ = (x5, v5) , a§ = (25,95) y
a§ = (2§, y5) numerados en el sentido antihorario y por a§ = (x5, y5), at = (z§, y)

y a§ = (x§, y§) sus puntos medios tal como se muestra en la figura IV.1.

a; (x7, 1)

ag (%57, 57)
@ (x2, y7)
a; (x57, »17)

@ (x, p™)

a (X, 1)

Figura IV.1: Definicién del Elemento de Taylor-Hood
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Para cada componente de la velocidad u, y u, se define sobre 7, la aproximacion

polinomial de grado dos dada por:

( 6
Vx € Te, ug(x) = uj,(x) = Zuij P5(x),
j=1
) (4.5)
Vx € T, up(x) = uf () = 3wy 5(%)
\ J=1
donde ug ; = ug(a$) y ug ; = us(a$) ,conj=1,...,6,son los valores exactos de las

componentes de la velocidad en los nodos af, a§, a5, aj, af y ag respectivamente,
y ¢ es la correspondiente j-ésima funcion de base local, o funcion de forma,

asociada al espacio de elemento finito para cada T, € 7.

La presion p© sobre cada T, se aproxima por el polinomio de grado uno:

3
Vx € T., p(x) = pj(x) = Y pi ¢h(x), (4.6)
k=1

en donde los p§ = p¢(af), k = 1,2, 3, son los correspondientes valores de la presién
en los nodos af , a§ y a$, y ¥; la k-ésima funcién de base local o de forma de la

presién en cada T, € 7.

2.1. Definicién de las funciones de forma ¢; y v, para la

velocidad y la presién

La definicion de las funciones de forma para elementos triangulares, sobre cualquier
elemento finito, se facilita si éstas se escriben en funcion de las coordenadas bar-
icéntricas o de drea [5]. De manera més precisa, para un punto x = (z,y) € T,

las coordenadas baricéntricas vienen dadas por

AI(X):l_‘r_yu
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Con esto, las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asociado a

los nodos de velocidad se definen de la manera siguiente

Para todo x € T,

¢1(x) = (2M(x) — DAi(x),
5(x) = (2h2(x) = D)Aa(x),
5(x) = (2A3(x) — 1)As(x),
1(x) = A (x) A2(x),
£(x) = 42 (x)A3(x),
96(x) = 4 (x)As(x),

y cumplen con la siguiente propiedad

1 siysolosi i=7

gzﬁj(ai) = 51'3‘ = { ’L,] = 1, .. .,6. (47)

Y
0 siysolosi i#j
De manera similar las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asoci-
ado a los nodos de presién se definen en términos de las coordenadas baricéntricas.
En tal caso, las funciones de forma coinciden con las funciones baricéntricas dado
a que son polinomios de grado uno relativos a los vértices del elemento T,. Por lo

tanto
Vx € Te, Yp(x) = Ap(x).

Estas funciones también cumplen con la propiedad

Ye(ag) = o, 1,k =1,2,3.

2.2. Contribucién de elemento finito para el ensamblaje

del sistema global

Para generar el sistema global por bloques (4.4) del problema de flujo bifasico, la
tecnologia de los elementos finito propone elementalizar la formulacion variacional
[39]. Esto es, localizar o restringir la formulacién variacional sobre cada elemento
T € 7, al mismo tiempo y finalmente realizar una suma sobre cada elemento
para obtener toda la contribucién sobre el dominio completo; a ésto se le conoce

con el nombre de contribucion elemental [19]. Durante éste proceso se realiza la
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aproximacion de los campos de velocidad y presion sobre cada elemento basada
en la propiedad local de las funciones de forma para los espacios de elementos

finitos.

A continuacion, en la siguiente subseccién se construye el sistema por bloques
para cada elemento T, € 7}, que posteriormente se usard como contribuciéon de

cada elemento para ensamblar el sistema global (4.4).
2.2.1. Sistema tipo Galerkin elemental

Para un elemento T, € 7, el sistema por bloques se escribe como

As, As, (BI)F U; £y
A;x Azy (Bg)e UZ = f?j , (4.8)
B¢ B; 0 p°¢ g°

en donde A, A7 , A7, v A7, son matrices de tamarno 6 X 6 y, respectivamente,

€ € € €
con coeficientes A, ;:, A7, ., Aym iis Agy i

tamano 3 X 6 con coeficientes By ; y By

Similarmente, By y B; son matrices de

3 3 e e

,.; respectivamente. Finalmente, U¢, Uy,
€ € ~ e € e

f7 y £ son vectores de tamarno 6 X 1 de componentes dadas por ug ;, ug;, fr; v

,.i- Los coeficientes de las matrices y vectores elementales que se han mencionado

vienen dados por:

a) parai=1,...,.6yj=1,...,6

e j / 6 ]
AC = € e 192 9¢; 9 0¢; 0 :
i /ph P;¢idxdy /,u . d dy T Oy —dzdy;

T, Te Te

b) parai=1,...,6 yj=1,...,6

e a¢6 J .
Amyz] /:uh 8y o dxdyu

Te

c) parai=1,...,6 yj=1,...,6

. 0¢; 0
AL = / 9 Oy ]da:dy’

Te
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d) parai=1,...,6 yj=1,...,6

e e e 9¢; 095 d¢¢ 095
Cii = a/ph ¢j(bidxdy+2/uh 9 81:] dxdy + /uh 5 85(:] dxdy.

Te Te Te

De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) parak=1,...,3yj=1,...,6

€ 68 j
Bm,kj = _/¢k O dxdy;

Te
b) parak=1,...,.3yj=1,...,6
e 665
By’kj:—/wk, 3y dxdy.
Te

Finalmente para el vector f se tiene

a) parai=1,...,6

- / on (o + 12) 6 dady — / Dot

Te FoutmaTe
1 e 1 e ..
— / Kana,xqﬁids— / Kbnb7x¢ids,
FhaﬁaTe thmaTe

b) parai=1,...,6

i = / pn (9y + wy) ¢5drdy — / PoutNyPids

Te ToutNITe
1 e 1 e
- / Kun, ,0ids — / Kyny, ,¢7ds.
FhaﬂaTe thmaTe
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Note que en la expresion para las componenentes del vector f restringido al elemen-
to T, no se considera la interpolacién para la condicién de frontera tipo Dirichlet
en [';,. Este es un procedimiento estandar para llevar a cabo la implementacién
computacional, sin embargo después de realizar el ensamblaje por contribucién de
las matrices elementales tal condicion en esa frontera se incorpora al lado derecho

del sistema de Galerkin.

3. El ensamblaje del sistema global

Un aspecto importante en la contribucion de las matrices elementales es el hecho
de que cada nodo en el elemento posee una numeracion local que depende del tipo
de elemento, y una numeracién global con respecto a todos los demas nodos. Este
hecho es el que permite conectar las matrices elementales para contabilizar sus
contribuiciones en el sistema global. Para el elemento de Taylor-Hood, como ya
se ha mencionado, se tiene la siguiente numeracion local: j = 1,...,6 para cada

componente de la velocidad y £k =1, ...,3 para la presion.

La numeracién global se construye siguiendo la metodologia aplicada para los
elementos finitos mixtos [14], donde se enumeran todos los nodos de la malla
7Ty, para la primera componente de la velocidad, se continia la numeracién para
la segunda componente utilizando nuevamente todos los nodos de la malla 7,
y finalmente se sigue enumerando para la presion considerando solo los nodos
vértices. De esta manera, se construye una numeracion global de tres variables a
determinar utilizando un solo mallado. Este sistema de numeracién (local y global)
se almacena en un arreglo denominado matriz de conectividad M, la cual se define
para cada variable a determinar, de tal forma que el indice ¢ = Mj,. representa la
numeracién global en el j-ésimo nodo local del e-ésimo elemento (cualquiera que
sea la componente de la velocidad) y i = My, es el indice apropiado en el caso de

la presion.

Para proponer algoritmos de ensamblaje se considera la siguiente notacion: sea
M, la matriz de conectividad para la presién, sean M, y M, las matrices de
conectividad para la componentes de la velocidad en las direcciones de x y y
respectivamente. Sean k, = M,(k,e), i, = My(i,e) y i, = My(i,e) los indices

correspondientes a la numeracién global. Si ademas se tienen n nodos para cada
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componente de la veocidad, NV, nodos para la presién y N, elementos, entonces
el ensamblaje del sistema global se puede llevar por partes usando los algoritmos

siguientes.

Algoritmo 1: construccién de los bloques de A y el vector f del sistema (4.3).

para e = 1 hasta N,
para ¢ = 1 hasta 6
para j =1 hasta 6

Kijo = Kiju + Aseij

Kiujw = Kiujw + A;y,ij

K, = Ki,j, + Azy’ij

Kiji = Kiyju + Ay
fin lazo j

Fi, = Fi, + fo
F, =F, + f;z

fin lazo 1

fin lazo e

Algoritmo 2: construccién del bloque para la matriz BT .

para e = 1 hasta N,
para ¢ =1 hasta 6
para k=1 hasta 3
Kk, = Kk, + ( gecm)T
Kk, = Kk, + (B;ki)T
fin lazo k

fin lazo 1

fin lazo e
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Algoritmo 3: construccién del bloque conformado por la matriz B

para e =1 hasta N,
parak = 1 hasta 3
paraj = 1 hasta 6
Kiyju = Ky + Ba
Kypju = Kiyjw + By i
fin lazo j
Fy, = Fy, + gj
fin lazo k

fin lazo e

Asf el sistema global tipo Galerkin se transforma en un sistema de la forma general

KU=TF,

(32) e (8) e (2)

Para finalizar el ensamblaje, al sistema anterior se le incorporan las condiciones de

en donde

borde tipo Dirichlet mediante una subrutina que forma parte de la implementacion

computacional.

4. Transformaciones de coordenadas y expresiones

integrales

En la técnica de elementos finitos, las evaluaciones de las expresiones integrales so-
bre un elemento cualquiera T, € 7, se obtienen utilizando transformaciones afines
Fr, T — T, y realizando todos los calculos sobre un elemento de referencia T.En
esta seccidon se obtendran expresiones que puedan ser evaluadas de forma numérica
para todos los términos integrales obtenidos en la formulacién, y asi, utilizando las

contribuciones elementales, se pueda obtener el sistema de ecuaciones lineales del
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problema. Para el elemento finito triangular de Taylor-Hood /Py-P;, el elemento
de referencia es un tridngulo de vértices a; = (0,0), ax = (1,0) y as = (0,1) (ver
figura IV.2).

!\y

P
)

Figura IV.2: Tlustracién de la trnasformacion Fr, : T—T, y la inversa ]:TT Lo ST,

Para plantear las expresiones de las contribuciones elementales, y su evalucién
numérica, es necesario primero conseguirlas en el elemento de referencia a través
de una transformacién de coordenadas de la variable independiente en un triangulo
T, cualquiera de 7, [39, 22]. Sea el elemento de referencia T' con vértices relativos
a las coordenadas baricéntricas m; = (1,0,0), my = (0,1,0) y m3 = (0,0, 1).
Se define entonces la transformacion de coordenadas Fr, : T — T, que aplica

el elemento 71" a cualquier elemento 7, de la malla 7} de vértices m;, j = 1,2,3

como:
3
2°(2,9) = Y a°(m;)dy,
j=1
3
yv(E,9) =y (my)e;,
j=1
en donde mj, j = 1,2,3, es el j-ésimo vértice del elemento T, € 7} relativo

a las coordenadas baricéntricas. Tal transformacién, asocia a todo punto (z,7)

en coordenadas naturales o locales dentro del elemento T, un punto (z¢ y°) en
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coordenadas globales, dentro del elemento T.. Ademds, z°(m) y y°(m) son las
coordenadas de un punto m en T, relativo a las coordenadas baricéntricas , y las
funciones ggj, 7 = 1,2,3, son las funciones de base elementales que dependen de

las coordenadas baricéntricas con respecto al elemento de referencia, definidas por

~

M=1—-2—9, =2 v \y=1.

La transformacion tiene la propiedad de que es invertible, por lo tanto las coor-
denadas de todo punto x € T pueden ser determinadas mediante la aplicacion
inversa

fTTI:Te—>T,

en tal sentido vienen dadas por

& = (ag + bax® + coy°) y 9= (a3 + b3z + c3y°)

1 1
| J°] | Je|’

en donde
az = x5Yy — TYY5,
a3 = TTY; — T3y,
b2 = y3€ - yi?
b3 = yi - ygv
cy = T] — X5,
c3 = x5 — ]

y |J¢| es el Jacobiano de esta transformacién dado por

ryoyp 1
|Jél = | x5 y5 1
zrg ys 1

Con lo anterior, se tiene que

Te

/ pn @¢5dady = |J°| / pr G;¢idady,
T

donde ggj = gzgj(:ﬁ,@) y ¢ = ng,(i:,@) son funciones polinomiales respecto de las

coordenadas baricéntricas relativas al el elemento T', adicionalmente la densidad
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pr es una funcién constante a trozos por cada Q) y en particular sobre cada

T, € Ty, es constante, por lo tanto la integral anterior se calcula de manera exacta.

Anélogamente, las integrales

e Q¢S XoJox
/wa@J&M@>f/ma@—iM@
x Ox oy Oy

Te Te

se calculan de manera exacta al considerar que la viscosidad pu;, es una funcién

constante en cada elemento T, de 7;, y empleando la misma transformacion de

coordenadas.

Sin pérdida de generalidad, el argumento anterior también se aplica para calcular

las integrales asociadas con los coeficientes de las matrices B y By,

Finalmente, para los términos integrales correspondientes a las componentes del

vector f¢ elemental, se tienen las siguientes hipdtesis:

i)

i)

iii)

iv)

las funciones w, = w,(x) y w, = wy,(x) se aproximan mediante una iter-
polacién usando las funciones de forma elemental para la velocidad, por lo

tanto cualquier valor dentro de un elemento 7, viene dado por
6 6
we(x) = Y w,(a$)5(x) v wy(x) =Y w,(af)d(x),
j=1 j=1

con af es el j-ésimo vértice del elemento T¢;

las funciones g, y g, se corresponden con las componentes del vector gravedad

g = (0, 9.806); Por lo tanto son constantes dadas sobre cada elemento Tt;

las componentes n, y n, del vector normal saliente en la frontera I'5,; son
constantes. En efecto n, =1y n, = 0. Adn mads, la presiéon p,,; sobre esa

frontera es la presién manométrica y por lo tanto dada constante;

adicional a la hipotesis de parametrizacién hecha sobre las interfaces, en
esta etapa del trabajo se considera que las lineas rectas se deben a el ra-
dio de curvatura es infinito y por lo tanto las funciones K;, j = a,b, son

identicamente igual a la funcién nula.
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Bajo las hipétesis anteriores las componentes f7,; v fy; se transforman en

a) parai=1,...,6

6
vi = Ph wa(ai)/qbfqb;dxdy — Pout / @sds;
Jj=1 T,

Fout maTe

b) parai=1,...,6

6
Jyi= Phgy/qbfdxdy + pz wy(aj)/¢f¢jda:dy,
T. J=1 T,

y en ambos casos las integrales que aparecen relacionadas con las funciones de

formas sobre el elemento se calculan como antes.
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CAPITULO V

Resulatdos de la DFC para un flujo bifasico

agua-petroleo

En este capitulo se presenta una simulaciéon numérica para el problema general-
izado de Stokes asociado a un flujo bifasico agua-petréleo, como resultado de la

estratégia DFC propuesta.

La simulacién se realiza para el tiempo inicial ¢, considerando cada interfaz como
dos lineas rectas dentro del dominio computacional. Por lo tanto, como ya se
dijo en el Capitulo IV, los terminos K} ;(vy), j = a,b para cualquier v € X, se
anulan. La condicion a la salida del trozo de tuberia se establece para una presién

manoétrica dada por p,,; = 0, y la gravedad toma el valor g = 9.806es.

Los propiedades fisicas son las siguientes: p; = 998 kg/m3, p, = 910 kg/m3,
w1 = 0.02912 Pa s and py = 0.000993 Pa s. Las propiedades fisicas para el petréleo
(fluido 1) se corresponden con las de un crudo mediano promedio (tomado de
[38]). Finalme, se consideraron los siguientes pardmetros geométricos que definen
al dominio computacional: longitud de la tuberia L = 12m , didmetro de la tuberia
D = 0.15m y el radio formado por ambas interfaces es |T'},,| = 0.13m. Estos valores

son tipicos para condiciones de operacién de transporte de petréleo en oleoductos
(ver [8], [28] y [38]).

El dominio computacional se construyo mediante un mallado de tridangulos re-
gulares sobre cada fluido y se tomaron tres tamanos para el parametro de dis-
cretizacion: h = 1.0986, h = 0.5231 y h = 0.2038. En la Figura V.1 se observa el
mallado para el primer y segundo refinamiento de la malla de elementos finitos

donde se aprecia el caracter regular de los elementos para cada subdominio.

o8



Triangulacion Triangulacion

0.15 0.15

0.1f 1 01F

0.051 1 0.05

-0.05F 1 -0.05¢

-0.11 1 -0.1

-0.15 -0.15

-02 . . . . . 02
0 0

Figura V.1: Malla de elementos finitos Tj, con 88 y 506 elementos, h = 1.0986 y
h = 0.5231 respectivamente.

La velocidad de entrada U = (U(y))e; se define mediante la siguiente funcién U

B § §
Vyerls, Uly) = (—2LM2)y2 + (—2LM2)D2

vyeTl;, U :(—— + (- L + D?|,
Y ) 2L Y 2Lps 4 %)

donde ¢ > 0 es un pardametro hidrodindmico tomado de [10] para este problema
test.

A continuacién se presentan los resultados numéricos para los tres refinamienos
de la malla de elementos finitos; correspondeintes a 88, 506 y 3894 elementos y

un paso de tiempo consistente con a = 35.

En estos resultados computacionales se visualiza el perfil de velocidad y de presion.
La presién se muestra con mas intensidad a la entrada de la tuberfa (color rojo)
y menos con menos intensidad a la salida (color azul). Estas diferencias en la
intensidad de la presién son consistente con el tipo de esfuerzos cortantes que
deben mantenerse para obtener el perfil de velocidad parabolico que se muestra en

cada caso (ver [29] y [30]). Estas simulaciones son consistentes con los resultados
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Figura V.2: Campo de velocidad y presién con 88 elementos finitos (el parametro
de discretizacién es h = 1.0986)
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Figura V.3: Campo de velocidad y presién con 506 elementos finitos (el parametro
de discretizacion es h = 0.5231)
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Figura V.4: Campo de velocidad y presién con 3894 elementos finitos (el parametro

de discretizacion es h = 0.2038) 60



tedricos de la DFC, por lo tanto para un paso de tiempo la estrtégia DFC es

confiable.
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CAPITULO VI

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha propuesto una estratégia fluido dindmica computacional
(DFC) para un flujo bifasico compuesto por agua y petréleo en un trozo de tu-
beria horizontal. La estratégia DFC fue una combinacién entre el método de las
caracteristica y el método ALE en el contexto de los elementos finitos. Para un
paso de tiempo, el problema generalizado de Stokes subyacente, con condiciones
de frontera no estandar, fue planteado en una formulacién variacional equivalente
para la cual se demostré matematicamente que existe una unica solucién en el
sentido de distribuciones que es estable respecto a la data segiin la condicién inf-
sup de Babusca-Brezzi. Una discretizacién de elemento finito mixto basada en el
elemento de Taylor-Hood /IP,-P; fue considerada para obtener un sistema lineal de
ecuaciones a partir de la formulacién variacional en su versién discreta. La solu-
cion de este sistema existe, es inica y verifica una condicion inf-sup discreta para
el espacio de elementos finitos; la solucién es estable numéricamente. Los resulta-
dos computacionales que se obtienen mediante la implementacion de la estratégia
DFC son consistentes con el comportamiento fisico esperado; la estratégia DFC

es confiable para la simulacién del flujo bifasico.

En un trabajo posterior se realizarda un analisis riguroso de convergencia y es-
timacion de cotas para el error de aproximacién. De igual forma se haran im-
plementaciones sobre mallados irregulares y el calculo de la solucién para varios
pasos de tiempos con el propésito de aproximar la interfaz entre ambos fluidos.
Una extensién de la estratégia DFC al caso tridimensional también sera consider-

ada replanteando el modelo matematico y numérico en coordenadas cilindricas.
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