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Resumen

llz+Ayll

= due esta vinculada a la ortogonalidad de

Se estudia la funcién s(z,y) = infcr
Birkhoff-James en espacios normados. Dicha funcién se utiliza en la teoria de ecuaciones
funcionales. Basada en esta funcién, se trata de una generalizacién de la funcién seno

para estudiar sus propiedades.
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Introduccion

La idea principal del presente trabajo proviene de la teoria de las ecuaciones fun-
cionales condicionales. Precisamente se habla de las llamadas ecuaciones ortogonales.

Si consideraramos, por ejemplo, la bien conocida ecuacion funcional de Cauchy

flx+y) = flz) + fy) (1)

cualquier solucion de esta ecuacién se llama una funcién aditiva. Consideremos ahora

la ecuaciéon condicional relacionada

vly = flz+y) = f(x)+ fy) (2)

La condicion x_Ly puede ser entendida de diversas maneras. Por ejemplo, si tratamos
con funciones definidas en espacios con producto interno entonces podemos utilizar la
ortogonalidad definida por un producto interno. En un espacio vectorial normado no
siempre la norma proviene de un producto interno, sin embargo podemos definir varias
nociones de ortogonalidades.

Ortogonalidad de James

Ly flz+yll =z -yl

Ortogonalidad de Birkhoff- James

rlpyy < || + Ay|| > ||z| para todoX € R
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y la ortogonalidad de Pitagora

2 2 2
vlyy & e +yl” = llz]” + [yl

Claramente, cada solucién de la ecuacion (1) es una solucién de la ecuacion (2). La
implicacion inversa es falsa. Por ejemplo si X es un espacio con producto interno y
f: X — R es definida por la férmula f(x) = ||z||* , entonces f es una solucién de (2)

que no es aditiva. Echemos un vistazo a la ecuacion

_ (==l
ot =g () @) + 1) ®)

Es una ecuacion incondicional y se puede suponer para casi todos los valores de x
y de y. Cada funcién aditiva f es una solucién de esta ecuacién (con funcién g = 1) y
f(x) = ||z||” es tambien una solucién de esta ecuacién (con g(a) = H%)
Esto significa que la ecuacién (3) conserva las soluciones mas importantes de (2). por
la ortogonalidad de James o isésceles se tiene que:
r,y # o, vLyy = flx+y)=g)[f(z) + f(y)]
Lo que significa que tenemos una versién modificada de James aditividad ortogonal co-
mo un caso especial de la ecuacién (3). En consecuencia, esta ecuaciéon puede resolverse
facilmente con la ayuda de los resultados relativos a las funciones ortogonalmente adi-
tivas.(ver [2]). De aqui surge una pequena pregunta natural si un procedimento similar
se puede aplicar con respecto a otras ortogonalidades. Con el fin de hacer frente a la

ortogonalidad de Birkhoff- James podemos considerar una funcién similar al cociente

l[z+Ay]|
llzl

==yl
llz+yll

Y tratar luego la ecuacién:

conectada con la ortogonalidad de James, a saber S(x,y) = infcgr

flxz+y) = g(s(z,9)[f(x) + f(y)]

En el presente trabajo especial de grado se desarrollaran algunos resultados que ponen
en evidencia cierta semejanza de esta funcion S con la conocida funcién trigonométrica

Seno; posteriormente se define una nueva funcién , basandose en la funciéon S, que
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alcanza tanto valores positivos como negativos conservando propiedades ya descritas.
Este desarrollo se basa en el trabajo de Tomas Szostok [5] publicado en 2003. Sin
embargo, nuestro objetivo principal es estudiar algunas de las propiedades de la funciéon

S que vamos a presentar.




Capitulo

Definiciones previas

Comenzamos con la siguiente definicién

Definicién 1.1. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real. Definimos una funcién

s: X x X — R por la siguiente férmula

ianER —Hm”tc)‘\‘y” x 7é 0
syl =9 R

Tenga en cuenta que en realidad , el infimo de la definiciéon de s es alcanzado y por lo
tanto puede ser reemplazado por el minimo, en efecto.

Si & # 0 tenemos que la funcién s(z,y) = infyer W > 0 es decir, la funcién S es
acotada inferiormente.

Si x = 0, tenemos que s(z,y) = 1 por lo tanto, en algun momento la funcién s(zx,y)

alcanza un minimo.
Estudiemos las siguientes propiedades de la funcion s:

Proposicién 1.1. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real y sean «, nimeros

reales distintos de cero. Entonces s(ax,By) = s(x,y) para todo x,y € X.

Demostracién.

s(a, By) = o 12X AL e 0 g0

AeR x|
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|1\ |ax + ABy|
= inf
AeR || z||
A(8
el
AeR |||
6
= 1'nfM = s(z,y), conf = A 5 eR
oerR ||zl a
|
Proposicién 1.2. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real, tenemos:
i) La funcion s(x,y) toma todos sus valores en el intervalo [0, 1]
it) s(z,y) =0 x yy son linealmente dependientes.
Demostracién.
Probemos (7).
Sabemos que
e Ml + Ayl
y) = inf >0 1.1
s(z,y) = f 2 (1.1)
Por otro lado tenemos que si A = 0, entonces ||z + Ay|| = ||z||
en efecto, Infycp W < Hi—“ =1
Asi
(o) < 1 (12)

De (1.1) (1.2) tenemos 0 < s(z,y) <1
Probemos (i)

(<) Supongamos que x y y son linealmente dependientes, probemos que s(x,y) =0

bt
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Sea y combinacion lineal de x, entonces existe un escalar o € R tal que y = aux.
[+ Ayl| = llz + Aoz = [lz(1 + Aa)|
= |1+ Aol |||

lz+xyll

Luego, infycr = infyer |1 + Ao

1+ X, sil+Aa>0
1+ X =
—1—)Qa, sil+la<0

Asf, A = =}, entonces |1+ Xa| =0
En efecto, inf |1 + Aa| =0

Por lo tanto s(z,y) = mfyep L2 = if [1 + Aa| =0

[l

(=) Supongamos que s(z,y) = 0, probemos que = y y son linealmente dependientes.

; T+
S(l‘,y) = lanER ” |?;—1:Hy” =0
Supongamos que ||z|| = 1, de esta manera

ifyer |z + Ayl =0
lim ||z + Ayl =0 Ve > 0,3ng € N/n > ng = |||z + Ayl — 0] <e
n—oo
= |l + Ayl <€
1111&1) (x+Ay) =0
x4+ lim A,y =0
n—0
i () =
i, Ol = 2
:I:m.y = —zx
_ 1
T = :I:y.m
Asi, x = Ay, donde A\ = j:H;—H eR
Notemos que lim \,, = £+, en efecto:
70 [yl

Hh’m Any ‘ = |z =1
n—0
lim Ayl = 1
n—0
[y[| Hm |A,| =1
n—0

lim \,, = &2 Por otra parte si ||z|| # 1 tenemos que
n—0 Hy”

lim Ay = ]
n—0
lim A1) = [l
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ly[} m [An] = ]

JIE]

llll

Asi, [lim(\,)]y = —x
n—0

lim A\, =+
n—0

llll ,,
LY ="

Seaa:iHER,asix:ay

Por lo tanto x y y son linealmente dependientes. ]

La funcién s esta estrictamente conectada con la ortogonalidad de Birkhoft- James.

Es decir, tenemos la siguiente sencilla observacion.

Observacién 1.1. Sean x y y dos elementos de un espacio lineal normado (X, |.]|)

entonces rlpyy < s(z,y) =1

Demostracion.
(=) Szlpye v+ Ayl =z, VAeR

Probemos que s(z,y) = 1.

llz+Ayll
llzl

[l
|

> infyer el = 1

s(z,y) = nfier
Asi, s(x,y) > 1.
Sabemos que s(x,y) toma sus valores en el intervalo [0, 1] asi s(z,y) < 1. Por lo tanto
s(z,y) = 1.

(<) Sabemos que s(z,y) = infyep 1202 = 1

lll

Probemos que ||z + Ay|| > ||z]] ,A€eR

Xyl _ 4
fal

= inf |z 4+ Ayl = 1

[l

inf [l + Ayl = [|]]

nfer

||z|| es cota inferior de inf ||z + Ay||, asi v Lpjy < ||[x + Ay|| > ||z ,AeR [

Observacién 1.2. Sea (X, (.].)) un espacio con producto interno. Entonces

_ (z]y)?
s(z,y) = - W para todo z,y € X/{0} (1.3)
Tl Y

En particular s(z,y) = s(y,z). Por otra parte si (X, |.||) es un espacio normado de al
menos de dimensién 3 y tenemos que s(z,y) = s(y,x) Vr,y € X, entonces X tiene que

ser un espacio con producto interno.
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Demostracion.
Fijemos =,y € X z,y # 0 y hagamos a := ||z||>, b := ||y||*, ¢ := (z]y)
Vamos a determinar el nimero real \q tal que para este niimero la expresion

A s . . .
h(\) = W es minima. Como h es no negativa, es suficiente considerar su cuadrado.

Iz +Xyll* (@ + Aylz + Ay)
[l (w])?

_ (zlz) + (=[Ay) + (Wylz) + (AylAy)
(x]x)?

_ (z[z)® +2X(z]y) + A(yly)® _ a+2Xc+ A%
B (z]z)? - a

la expresién anterior (y por lo tanto tambien h) es minima para Ay = —7.

|z + Myl a+2X\e+ N2
RE(N) = =

] a

|z + Myl \/a +2Xc + A2
a

Derivando con respecto a A

- e a

(a+ 2\ + )\2b))_1/2 <20 + 2)\b) 2420
2a

a+2Xc+)22b
a

2(c+ \b)

a+2Xc+A2b
2a4 ) =2
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c+ \b

2
a /a+2)\;+)\ b

Igualando a cero h/(\) =0
W(A) =c+\b=0
o= —

Usando este valor de Ay obtenemos que

o= [ EBEED_ Jo-2@e+ (6

2c2 c? c?
Y e i MY PR
a a

2 2
Y S R C )
ab )™ lyll

Ahora, supongamos que X es un espacio normado de por lo menos de dimensién 3,

tal que s(x,y) = s(y,z) Vo,y € X. Por la observacién (1.1) deducimos que z 1 g,y <

Tl BJT
De la observacién (1.1) sabemos que

rlpyy < s(z,y) =1

zlpsy < [lz+ Myl > [lz] YA€R
& s(z,y) =1
& s(y,z) =1

& [ly + el = [lyll, VAR

9
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~ yJ_BJx

La simetria de la ortogonalida de Birkhoff- James en un espacio de dimensién su-
perior a 2, esto implica que este es un espacio con producto interno.(Ver [1]) |
., Qué pasa con la continuidad de la funcién s 7 Si interpretamos a s como el valor
absoluto del seno del angulo entre los vectores x y y, entonces no podemos esperar que
la continuidad de s en un punto (x,y) tal que uno de los vectores z,y es igual a cero.
Sin embargo, a exepcién de estos puntos, la funcién s es continua.

Sea 6 el d4ngulo entre los vectores x y y, asi s(z,y) = |sen(f)|. Sabemos por la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz que

[z, < =l lyll

Ast, (zly) = [l - [lyl[ cost 2,y # 0

(z]y)

cos) = —=2_
2| lyll

asi de la observacién (1.2) nos queda

s(z,y) = V1 — cos?0 = |send| |

Teorema 1.1. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real de por lo menos de dimen-

sion 2. Entonces la funcion s|(X/{0}) x (X/{0}) es continua.

Demostracién.

Como s(z x x) C [0, 1], inferimos que

lim sup s(n, Yn)
n—oo

es finito. Ahora tomando (z,y) € X x X, x,y # 0 y asumiendo que existen sucesiones
(Tn,yn) — (x,y) < (2,y,) tal que s(zp,yn) — a vy s(xl,y),) — aq, para algunos
numeros rales o # ;. Asumiendo también que los x,,, y,,, 2}, y, # 0. Vamos a demostrar
que esta suposicion conduce a una contradiccién. Supongamos que « > «q y denotemos

€ = a—aj. Ya que x # 0 podemos reemplazar (x,y) por (ﬁ, y) y haciendo lo mismo

10
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con las coordenadas de (z,,¥y,) por <ﬁ,yn> y (2!, y.) por <ﬁ,yg> Los puntos

resultantes seguiran teniendo todas las propiedades asumidas. En consecuencia no hay

pérdida de generalidad al suponer que ||z|| = ||z,| = ||2},]] = 1 para todo n € N donde

mAfn |len + Ayn|| = «

min 2], + Ay, | >

por lo tanto,
|lzn + Aynll = oy |2, + N,yh|| = a1 Donde A, y A/, son numeros reales tal que las

expresiones consideradas son minimas. Por otra parte,
|7 + Antnll < (|20 + Ayl (1.4)

para todo A € R y para todo n € R.
Tenemos también ||z/, + Ny, || = s(z),,y,) < 1, n € N. Por otra parte

2, 4 Xyl = (= Ay — 23,

> =Xyl = llznll = Iyl = [l ne N

Estas condiciones juntas con y/, — y # 0 significa que la sucesion (X)) es acotada.

2+ Al = XL gl = [l

2+ Nl Nzl o LA flall 2
9. = lwnll i

Al <

En consecuencia, sin perdida de generalidad podemos asumir que Aq, es un nimero real

tal que A/, — ;. Note que

€
[z + Ml = Ml + Ml < 5 (1.5)

11
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€
5, + Ayl = [, + Nyl < 5 (1.6)
Asi como
€
lay — [, + XNwnlll < 5 (1.7)
Por lo tanto
lar = [lzn + Xaynlll = oo — [lz;, + Nyl + Ny, + Xulll = llz), + Ay |+ (1.8)

127, + Ayl = llzn + Aynl
< lan = [laf, + Ayn I+ [l + Myl = 125 + Xynll + [lzn + Aynll = l27, + My l]]
<E4E+E=5 (de (1.5),(1.6), (1.7))

Para todo n € N es decir n > ng. Por otra parte

€
H:En + )\nynH > o — § n 2 ni (19)

Como |ag — ||z, + Ayn||| < § tenemos

—£ <ar—||zn + Myl < §

—o1p — § < — |z + M| < § -

= § < ||z + Ayl < §+an

Es decir para n > n;. Finalmente usando (1.8) y (1.9), llegamos a la conclusién de que
para todo n > méx (ng, n1) tenemos

20+ Al > 0= § > a1+ 5 > o+ Ayl

Ya que a > «y, lo cual contradice (1.4). Esta contradiccién muestra que para cada
(r,y) € X x X, x,y # 0 la funcién s tiene un limite en ese punto. Para terminar la
prueba , basta con observar que podemos tomar (z,,y,) igual a (x,y) en la primera

parte de la prueba, es decir

lim sup s(zn, yn) = s(,y)
n—oo
|
Como ya hemos mencionado la funcién s puede ser vista como el valor absoluto del seno
del dngulo entre los vectores x y y varios hechos acerca de la funcion s tambien se pue-
den observar. Especialmente, en los espacios con productos internos esta funcion tiene

muchas propiedades interesantes, por ejemplo, nuestra siguiente observacion establece

12
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que un espacio con producto interno en cada triangulo isdsceles los valores absolutos

del seno del dngulo entre la mediana y los dos lados iguales son los mismos.
Observacién 1.3. Si (X, (.].)) es un espacio real del producto interno, entonces para
todo z,y € X con ||z|| = ||y|| tenemos

s(z,x+y) =s(y,z +y) (1.10)

Usando la observacién (1.2) tenemos

s(x,x+y)=4/1— % para todo z,z +y € X/{0}

_ \/1_ (]2 +y)?
- 2 2 2
lylP 1] + 2(ely) + lly]

_ \/1 (w]2) + (zly)]?

- 2 2
™ lyll™ + 2(z|y) + [|=||

2

_ \/1 _ el + (=ly))?

2 2
1yl lly + |

_ \/1 _ Iyl + {z )2

2 2
lyl™ lly + |

:\/1_ (yly + )
Iyl* |y + =|°

=s(y,z+y)
n

Observacion 1.4. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado y sea z,y € X. Sia, b, ¢,d son
nimeros reales que Z((1,0), (a,b)) = Z(1,0), (¢, d)), entonces s(z,ax + by) = s(x, cx +
dy)

13
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Demostracion.
Sabemos por proposicién (1.1) que s(azx, fy) = s(z,y), v,y € X y a, € R

Por otra parte el punto (a, b) es combinacién lineal de (¢, d), por lo tanto (a,b) = S(c,d)

s(x, az + by) = infyep AL
_ g lz MGz + dy))]
AR |
= s(w, B(cx + dy))
- S(‘Ta cx + dy)
Esto es una consecuencia directa de la proposicién (1.1) n

Ahora estamos en condiciones de formular la siguiente definicion.

Definicién 1.2. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real de al menos dimensién 2.
Tomando z,y € X con ||z|| = ||y|| = 1 y de tal manera que X | g;y. Definir una funcién

¢zy : R — R por la siguiente formula

Puy(t) = Sign(b).s(z,az + by) t € R (1.11)

donde a,b € R son tales que el angulo entre el vector (a,b) y el vector (1,0) es igual a

L.

Observaciéon 1.5. Si (X, (.|.)) es un espacio real del producto interno y ¢t € (0,7/2)

entonces para todo z,y € X con zLy ||z|| = ||y| = 1 tenemos

Guy(T)24+1) = Py y(m/2 — 1) (1.12)

Demostracién.
Fijemos z,y € X satisfaciendo las hipdtesis de la observacion y hagamos z := ax + by
donde a, b son nimeros reales que satisfacen la igualdad g = tan(% + ). Entonces

Goy(5 +1) = s(x,2) = s(2,2) = s(—2,7) = s(—ax — by, )

= s(—ax — by, —2ax)

14
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Ahora utlizando la observacién (1.3), obtenemos

s(—ax — by, —2az) = s(—ax + by, —2ax)

y mas
s(—ax + by, —2ax) = s(x, —ax + by) = ¢, (5 —t)
Por lo tanto, la observacién se ha demostrado. |

Ejemplo 1.1. Si (X, (.].)) es un espacio real con producto interno, entonces para todos

los vectores unitarios x,y € X tales que Ly y para todo ¢t € R tenemos ¢, ,(t) = sin(¢)

Demostracion.
Tomando z € X, [|z]| =1y y € X tal que yLlz, |ly|| = 1. Entonces para cada z de la
forma z = az + by tenemos que ||z|| = va? + b2. Tomando un ¢ € (0,7/2) y escribiendo

, |l + Az + tan(t)y)||

— 1 2 2 2
= \/Ig£(1+A) + A2 tan*(t)

Obviamente, la formula anterior como una funciéon de A alcanza su minimo en A =
— cos(t)
|z + Az + tan(t)y)]?

B = (1 4+ X)* + M\ tan®(t)

Sea h(A) = /(1 + A)2 + A2 tan?(t)

Derivando respecto a A

—-1/2

W(XN) == ((1+ )+ N tan®(t)))

2(1 4+ \) + 2X tan?(¢)
2\/ + A)2 + A2 tan?(¢)

(21 + X)) + 22X tan’(t))

l\')l»—t

Igualando a cero h'(A) =0

2(1 4+ A) + 2\ tan?(t) = 0

15
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2+ 2\ + 2\ tan?(t) = 0

2+ 2\(1 +tan®*(t) = 0

Despejando a A

~1 ~1 -1 "
1+tan®(t)  sec’(t) —3 D
Asi A = — cos?(t), sustituyendo nos queda

sin®(t)

(1) = \/ (1= cos(t)? +cost(1). =

\/Sln ) + cos?(t) sin®(t)

\/ (sin®(t) + cos?(t)) sin®(¢)
sin®(t) = sin(t), t € (0,7/2)

Si ahora t € (7/2,7) entonces la igualdad deseada resulta de la observacién (1.5). Para

t € (m,2m) tenemos tambien ¢, ,(t) = sin(t) porque s(z1, —z2) = s(x1, x2). Para valores

grandes de ¢ solo necesitamos tener en cuenta que ¢, , es periodica con periodo igual a

2m. Para t = 7 tenemos ¢, , = 0, si t = 7/2 entonces tenemos que ¢,, =1

Guy(t +27m) = P(t) = sin(t) |
Es facil comprobar que en espacios normados que no son funciones de espacios con

producto interno la funcién ¢,, deja de ser la funcién seno. La norma no siempre

proviene de un producto interno. Echemos un vistazo al siguiente ejemplo.

16
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Ejemplo 1.2. Considerar el espacio R? con la norma ||(a, b)|| = méx{|a|,|b|}. Entonces
tan() te0,7/2]
¢ 1,0),(0.1 (t) — 1+tan(t) P
(1.0).(0.1) . L= /2

Usando la definicién (1.2) tenemos que:

b (t) = Sign(b)s((1,0), (a,b)),a,b € R
= Sign(b) inf (1,00 +A(ab) ||

rer L0
= Sign(b) iInf max{|1 + Aa|, |\b|}
Caso a >0
max{|1 + Aa|.|A\b|}
Ab| /////
b=1.4
a=22
.1 5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Igualando |1 4 Aa| = |Ab, obtenemos que A = =% sustituyendo este valor en |Ab]
b
tenemos que |£} = |a|ﬁ|b| = |1|GL|
b
Sign(b) 2] a#0
b(1,0),00,) () = 1=zl
Sign(b) a=0

17
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Casoa <0

max{|1 + Aa|.|Ab[}

b=26
>
N 7 a=-0.6
’ N e -
\ , ~ Pid
vy N -
v ~o -
ol oo

2 15 1 0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 2 45

1

-0.5 a

El reciproco del ejemplo (1.1) se cumple. La respuesta la daremos més adelante en
este articulo.

18




Capitulo

*“ Una generalizacion de la funcion seno”

Los lemas siguientes son muy importantes ya que nos van ayudar a demostrar el
resultado principal de este trabajo. Trataremos con funciones céncavas, lineas horizon-
tales y lineas de soporte para una funciéon f, que son lineas que tienen un punto en

comun con el grafico de f y se ecuentran por encima de la funcion.

Lema 2.1. Sea f,g : (a,b) = R con —00 < a < b < oo dadas funciones concavas.
Si existe un punto xo € (a,b) tal que g(xo) > f(xo), entonces existe una linea recta
L :={(z,cx +d) : x € R} que no es horizontal teniendo un punto en comin con el
grafico de g y satisface la siguiente condicion: cx +d > f(x) + €,Vz € (a,b) y algin
e>0

Demostracién.

Supongamos que € = y vamos a distinguir dos casos:

g(zo)—f(%0)
2

1. Cualquiera de las dos f # 00 f" #0

2. f'(z0) =0

Si ocurre 1, entonces existe una linea no trivial L = {(z,ax + ) : = € R}
con a # 0 que soporta la grafica de f en el punto (zg, f(zo)) y es suficiente tomar
L:={(x,ax+ p) : z € R}, donde 3 = B+ 2.

19
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En el caso 2, tenemos f’'(z9) = 0. Entonces la funcién tiene un méximo local en xy,

mas alla de la concavidad de esta funcién, inferimos que

f(x) < f(z0) < g(z0)

Para todo = € (a,b). Definir ¢ := —— y d := g(xg) — ===

To—a ro—a’

Entonces la funcién h(z) = cx + d es creciente .

h(a) =ca+d= =% + g(xy) — =2

xo—a ro—a
€. — €.
= g(z0) + ———
o — a
To— Q
= g(xo) — EM
o — Qa

= g(xo) — € > méx f(ZL‘) +€ € (avb)

Asi, cx+d > f(x) +€ Vo € (a,b),e >0

Lo que significa que la linea definida por la forma y = cx + d satisface la tltima de las
condiciones deseada, para terminar la prueba es suficiente observar que

To

zo + g(wo) — € P 9(o)

0o—a o

cxo+d=

20
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Es decir, esta linea tiene un punto en comuin con el grafico de g. |

Lema 2.2. Sea (X, ||.||) un espacio normado. Si x,y € X son vectores unitarios, en-

tonces el conjunto
S :={(a,b) € R?: |lax + by|| = 1, |a| < 1,b> 0}
es el grafico de una funcion concava f: (—1,1) — (0, 00).

Demostracion.

Por brevedad escribiremos ||(a,b)|| en lugar de ||ax + by||. Notemos que para cada
t € (—1,1) existe f(t) > 0 tal que el punto (¢, f(t)) es un elemento de S. En efec-
to, [I(t, o) = [tz + Oyl| = [[tz|[ = [¢] ||| = [¢] <1

(¢, f(t) €S
[tz + f@yll =1, |t] <1, f(t) >0

por otra parte, para cada t € (—1, 1) tenemos

lim [|(¢, S)|| = oo
S—o00

Ahora vamos a demostrar que para cada t € (—1,1) existe exactamente un correspon-

diente punto f(t). Supongamos que
1(E, SOl =11t S2)ll = 1 (2.1)

para algunos nimeros reales Si,Sy y algin ¢t € (—1,1). Supongamos que S; > Ss,
entonces (t,S2) = A(t,S1) + (1 — A)(,0) y Sy = ASy, para algin A € [0, 1]

(t,S52) = A(t,S1) + (1 = N)(¢,0)
= (M, \S)) + (t — \t,0)
= (M +1t— A, \S))
= (t,\S))

asi, So = A\Sj para algiun X € [0, 1] Vamos a demostrar que A = 1. En efecto, considerar

el caso de t > 0 Sea [ tal que [3(t; S2) esta en el segmento de extremo (t,.51) y (1,0) es
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decir, tal que existe a € [0, 1] para el cual

B(t,Ss) = a(t,S1) + (1 — «).(1,0)
= (at,aS;) + (1 — a,0)
=(at+1—a,ad))

Observe que > 1 ya que, igualando coordenadas en la iltima igualdad se tiene
bt = at + 1 — a, de esta forma
frleft>teat+l—a>tealt—1)>2t—1<a<1(yvaquete(0,1))
Entonces,

L< B =B S| = [la(t, 51) + (1 = a)(1,0)]]

< a[@ Sl + (1 =a)[|(1,0)]]

=a+(l—-a)=1

Luego 8 =1, de donde

(t,S2) = al(t, S1) + (1 — a)(1,0) (2.2)
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pero tambien, (t,.S3) estd en el segmento, entre (¢,S57) y (¢,0)
Asi
(1,55) = Mt S1) + (1= A)(,0) = A(t, 51) + (1 — M(1,0) (23)

Igualando (2.2) y (2.3) se obtiene el sistema

at+ (1 —a)= XM+ (1—- Nt
0581:)\31

Como S7 # 0, a = A, sustituyendo en la primera ecuacion
l-A=1-MNte(1-N1-t)=0A=1Vi=1=A=1(yvaquete (0,1))
AsiA\=a=p0=1y (t,5) = (t,51) por lo que Sy = 5}

Sit < 0, tenemos una ilustracién similar
de forma similar haciendo los calculos anteriores tambien obtenemos que S; = S5

Para t = 0, la igualdad es consecuencia directa de (2.1).

1€0, S|l = [|(0,52)[ =1

Por lo tanto S} = S5
Hasta ahora hemos demostrado que existe una funciéon f tal que el conjunto S es
un grafico de esta funcién. Para terminar la prueba, tenemos que demostrar que esta

funcién es céncava. Para finalizar, tomemos t1,t, € (—1,1) y a € (0,1). Entonces

la(ts, f(t1)) + (1 = a)(ta, f(E2)[| <1 (2.4)

Por otro lado de la definiciéon de f tenemos
oty + (1 — )iy, flat; + (1 — a)ty)|| =1 (2.5)

Ademés de la ecuacién (2.4) implica la existencia de exactamente un S > af (1) + (1 —
a) f(tz) tal que ||aty + (1 — a)te, S| = 1. Por lo tanto de la ecuacién (2.5) se deduce
que

S = f(aty + (1 — a)te), que demuestra la concavidad de f

asi
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S = flaty+ (1 —a)ty) > af(ty) + (1 — ) f(t2).

Observacién 2.1. Sea (X, |.||) un espacio lineal normado real. Tomando z,y € X

de tal forma que ||z|| = ||ly|| = 1 y 2Lgsy. Si a,b € R son tales que |lax + by|| = «,

entonces |a| < «

Demostracién.

Supongamos que z,y € X tal que,||z|| = ||y|| =1
Como zp,y tenemos que

rpiy & o+ Ayl = [zl =1 YAeR

Ast ||z + Ay|| > 1.

Si a,b € R son tales que ||ax + by|| = « entonces
lz + 21 = 7

Si= g entonces |f;—‘ = Hx + ng >1

Si a > 0 entonces

|z + 2yl = &

Si a < 0 entonces
=z =2yl = =
=G+ vl = —%
=+ 29l = =%
|z + 29l = &

Por lo tanto, ﬁ = ||.21: + ng >1=lal <«

Observacién 2.2. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real. Tomando z,y € X de

tal forma que, ||z| = |ly|| =1y 2Lpg;y. Sea f(—1,1) — R una funcién tal que

{(a,b) € R?*: |jax + by| = 1,|a| < 1,b > 0} = Grf

Sea ademéas o un ntmero positivo dado. Definir la funcién

Yo : (1 —a,1+a) = R por la formula ¢,(a) = af((a — 1)). Entonces el conjunto

Sui= {(a,h) € R?: & — (az + by)l| = a,Ja — 1] < a,b > 0}
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coincide con el grafico de 1,. Ademas los limites (finitos) de v, en los puntos extremos

del dominio y las siguientes igualdades tienen:

lim ¢4 (a) =sup{b: ||(1 —a,b)| = a}

a—1—a

lim 9, (a) =sup{b: |[(1+ «,b)| = a}

a— 1+

Demostracion.

Presentaremos solo un bosquejo de la prueba. Tenemos que demostrar que para cada
(a,b) € S, obtenemos b = 1,(a) (la implicacién inversa se puede probar de forma
similar). De la definicién de S, tenemos

(a,b) € So, ||z — (az +by)|| = «

= ((az + by) — z)|| = a

(az +by) — 2l = a

(@ = 1)z +by| = a

Como « es un nimero positvo, o > 0, podemos multiplicar por é en ambos lados de la
igualdad anterior

Lj(a— 1)+ byl = 1

|1 ((a—1)z+0by)|| =1

Tenemos tambien |a — 1| < aes decir - |a — 1| <1y 1b> 0 endonde £b = f(X(a—1))
y, en consecuencia b = af (£ (a — 1)) = 1q(a)

La implicacion inversa

(a,0) € Gr(¥a) & b =va(a) = af(;(a— 1))

((a—1).f(E(a—1) € Grf

por hipdtesis

|t@a—Dz+ fEa—1)yl[=1, | a-1)| <1, f(t(a—1)) >0

Sea o > 0

la= 1)z +af(ta—1y| =a

| =)z — af(tia— 1| =a

o —az — byl = a

|z —(az+by)[=a A Ja—1]<a af(f(a—1)>0
Asi

(a,b) € Gr(Y) ||z — (ax+ by)|| =, la—1|<a, b>0<%< (a,b) €S,
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La segunda declaracién es resultado de los hechos siguientes: Cada funcién céncava
definida sobre un intervalo es mondtona en algunas vecindades de los extremos de este

intervalo, y la esfera unitaria bidimencional es un conjunto compacto. |

Lema 2.3. Sea ||.|| un espacio lineal normado real. Tomando x,y € X tal que ||z| =

lyl| = 1. Sea fo: (—1,1) = R wuna funcién tal que

Grfo={(a,0) € R*: |laz + by =1,|a| < 1,b> 0}

Tomando tambien t € (0,7/2) y poniendo L := {(a,tan(t)a) : a € R} extender fy a
una funcion continua f: [—1,1] — R.

Sea ademds 1, se define de la misma manera que en la observacion 2.2. Entonces
Guy(t) = g siy solo si L(\Graype, # ¢ y L(\Grio =@ para cada o € (0, )

(En el caso de que t € (w/2,m) tendriamos que definir y utilizar un andlogo de la

funcion 1, con (a — 1) reemplazado por (a + 1) ).

Demostracion.

(=) Si ¢s,(t) = v entonces

.l + Az + tan(t)y) ||
ey(t) = S(x,r + tan(t)y) =
Guy(t) (x,x + tan(t)y) min Tl

= min [lz + A(z + tan(t)y) |

= ao

Asi

r/l\aeiﬂg |z + Az + tan(t)y)|| = w (2.6)
Ahora podemos encontrar un A\g € R de tal manera que se consigue el minimo ante-
riormente para A igual a —\g. Entonces tenemos ||z — \g(x + tan(t)y|| = ap. ya que
ap < 1, tenemos que ||(1 — Ag)z — Agtan(t)y|| < 1. De la observacién (2.1) inferimos
que )\0 > 0,’1 - /\0| <1
Y ademds \o(z + tan(t)y) € 0k(z, ap) donde Ok(x, ap) representa una ésfera centrada

en x y de radio igual a ay. Escribamos estos hechos de la siguiente manera

Mo(z + tan(t)y) € Okt (z, a0) = {ax + by : ||z — (az + by)|| = ap, b > 0}
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Por otro lado la ecuacién (2.6) implica que
Az + tan(t)y) ¢ IntK (z, ap) (2.7)

|z + Az + tan(t)y)|| > «o para todo A. Hechemos un vistazo al conjunto 9k ((1,0), ap)
(el punto (1,0) aqui se esta identificando con el vector X). De la observacion (2.1) se

deduce que este conjunto se puede escribir de la siguiente manera.
Ok™((1,0), a0) = {(a,b) € R* : ||(1,0) — (a,b)|| = g, b > 0} = ky U ky

donde

ky = {(Cb,b) ER2 : ||(170)_<a7b)|| = Qp,a € (1—0{0,1+O&0),b20}

ko = {<a’7b) € R2 : H(LO) o (CL?b)H = Qp,a € {1 —Oég,l—l-Oéo},bZ 0}

Vamos a considerar el caso cuando (A, Ao tan(t)) € ki. Tenemos entonces k; C Grip,,
Asi
()\0, Ao tan(t)) €k = ()\0, Ao tan(t)) € erao

Por lo tanto, L[ Gri,, # &, lo que significa que la primera afirmacién es cierta. Por
otra parte, de la condicién (2.7) se deduce que L no solo tiene un punto en comun con
el grafico de la funcién considerada, sino también A(z + tan(t)y) ¢ intK(x, o)

1(1,0) — (A, Atan(t)]| > a

(A, Atan(t)) € L pero (A Atan(t)) ¢ Griy, para todo A € R, lo que significa que
L Griy, = @ para cada a € (0, ).

Consideremos ahora el caso de L[] k; = @. Entonces (Mg, Ao tan(t)) € ko y tenemos que

)\0 < {1—&0,1—|—CY0}
Mo tan(t) € {sup{a : [|[(1 — ap,a)|| = ap},sup{a : [|[(1 + ag,a)| = ao}}

Una de las dos primeras afirmaciones es obvia. Supongamos que la tltima no se cumple.
En tal caso se obtiene una contradiccién con la condicién (2.7). En efecto, la linea L
contiene un punto (ag,by) tal que a; € (1 —a,1+ «) y by < f(ay).Que es una conse-

cuencia de la continuidad de la funcién g : R — R tal que Grg = L y de la observacién
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(2.2). Tenemos ||(a1,b1)|| < 1, lo que significa que el punto (as,b;) es un elemento de
intK((1,0), o).

(<) Supongamos que L(Gri,, # @y L(Grip, = & para cada a € (0, o).
Probemos que ¢, ,(t) = o

Como L[ Gripa, # @ existe un (A, Ao tan(t)) € Ly (Ao, Ao tan(t)) € Gripy,

.Tenemos

Grihay == {( Ao, Ao tan(t)) : ||l — (Ao tan(t)y|| = ap, Ao tan(t)y > 0)}

|z — (Mo tan(t)y|| = ao, | Ao — 1| < ap, Ao tan(t) >0

Sea \p € R

Asi \g es el minimo valor para la expresion min ||z + A(x + tan(t)y)|| = ao

por lo tanto ¢, ,(t) = s(z,z + tan(t)y) = min ||z + Az + tan(t)y)|| = ao

Ahora como L () Gri, = @, existe un (A, Atan(t)) € L pero (A, Mtan(T')) ¢ Griy
tenemos ||z — (Az + tan(t)y|| > ap > o, a € (0, ap)

Sabemos que (A, Atan(t)) ¢ Int(K)(x, o)

Por lo tanto, ¢, ,(t) = s(z,z + tan(t)y) = a |

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este trabajo.
A saber, nuestro siguiente teorema establece que si en dos espacios normados las gene-

ralizaciones de los senos son los mismos, entonces estos espacios son esencialmente los

mismos.
Teorema 2.1. Sea (X1,].||), (X2,].]|) dos espacios lineales normados reales. Ademds,
sea 11,51 € Xy y 22,2 € Xp tal que [loa]| = [lpall = llzall = llwell = 1y 21Lpjun,

Zo L pjys .Entonces la igualdad

1 2
¢w17y1 - ¢w2,y2

Implica que ||laxy + by1 ||, = ||axs + bys||, para todos los nimeros reales a,b.

Demostracion.
Tomando vectores unitarios z1,y; € X1 y &2,y € Xo que son respectivamente Birkhoff-
James ortogonales. Designar por razones de brevedad, ||ax; + byi||; por |(a,b)|, ¥

lazs + bys||, por ||(a,b)||,. Supongamos que existen ag, by € R tal que

I(@o, bo)lly 7 (a0, bo)ll, (2.8)
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Vamos a demostrar que existe un 6 € [0, 27], tal que

rran () # 02,0 (0)

Notemos que no hay perdida de generalidad al suponer que by > 0; De hecho, si
(a0, b0)l; # (@0, bo)ll5, entonces también ||(—ao, —bo)||; # ||(—ao, —bo)ll,- Definimos

los conjuntos

S = {(@.0) : 6> 0,Ja] < 1,[|(a,B)], = 1)

Sy = {(@.b) : 6> 0,Ja] < 1,[|(a,B)]l, = 1)

Del lema (2.2) sabemos que estos conjuntos producen graficos de algunas funciones
concavas fo, g0 : (—1,1) — R, respectivamente. El primer paso de la prueba es pa-
ra mostrar que la condicién (2.8) implica que S; # Sy y, en consecuencia existe un

€ (—1,1) tal que fo(t) # go(t). Para ello notemos que

U= (o o)), # | e oo |
a0, bo)l; " [lao, bo)|l; Haoabo 1, llao, bo) |l

< 1, entonces, evidentemente, S; # Sy

(2.9)

Si

llao, b0)||1

G| > 1 es imposible, ya que, de lo contrario, el
1

uso de la observaciéon (2.1) obtenemos

| (o o)
llao, bo)l; " llao, bo)lly / |l

que contradice la condicién (2.9). Supongamos que

Tengamos en cuenta que el caso ‘ o

> 1

Taobo)lTs ‘ = 1. En este caso de (2.9)

y usando la ortogonalidad de Birkhoff-James de x5 y 12, obtenemos

= | (faw o Tan)
' lao, bo)lly " llao, bo)ll / |,

> 1

29



Yrrael Querales 30

Considerar el vector

1 b
z::—( %o , 0 ) :(21722)
a \[[ao, bo)l[; " llao. bo)ll;

Por lo tanto hemos encontrado z1, 25 € R tal que |21| < 1, ||z||, = [[(21, 22)|[, =1 ¥
29 > 0.

Eso significa que z € Sy 0, equivalentemente, go(2z1) = z2. Por otra parte tenemos

qu—'l( o by )
! a \||ao, bo)|l; " [lao, bo)ll;

||a0,b0 [ ||a0,b0 Il

||ao,bo Il H%bo Iy

211

( )
( )
H (nao,bo)\\l’ oo ||1> .
( )

HH ||ao,b0 lly? Hao,bo Il

A,

= por (2.9)
an bO
HH <||‘107b0)H1’ ||a07b0)||2> 2 ‘1
1
<1

ag bo
llao,b0)ll1? llao,bo)ll2 / |4

1
ya que o > 1.

es decir z ¢ S y finalmente, fy(z1) # 22 por lo tanto fo(21) # go(21) para algunos
2 < 1.
Sea f y g representando las extensiones continuas de fy y go, respectivamente, en el
intervalo cerrado [—1, 1], es decir f, g : [-1,1] — R. Del lema (2.1) obtenemos la exis-
tencia de una linea b = ca + dy, ¢ # 0 de tal manera que esta linea tiene un punto en
comun con la grafica de f y se encuentra por encima de la grafica de g.
Supongamos que esta funcién es una linea de soporte para f (es suficiente para reem-
plazar el nimero original dy por otro). Denotemos la abcisa del punto de contacto por

to. Entonces
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f(to) =cto+do, c# 0y ct+do > g(t)

para todo t € [—1,1].

Ahora tomemos un dy, tal que la linea b = ca + d; es una linea de soporte para g en un
punto t;; tenga en cuenta que d; < dj.

Asumiendo que ¢ > 0; entonces tenemos dy > ¢. En efecto, g(—1) >0y

ct +do > ct+dy > g(t)

Asi dy + ct > g(t)

Sabemos que dy — ¢ > 0 en particular dy — ¢ > d; — ¢ > g(—1) > 0. En el caso don-
de ¢ < 0 podemos demostrar de manera similar que dy > —c. En efecto g(1) > 0y
dy + ct > g(t) Para todo t € [a,b]. En particular dy +¢ > c+d; > g(1) > 0.
Tomemos un « € (0, 1] y consideraremos la funcién v, : (1 — a,1 4+ a) — R definida
por la formula 1o(a) = af (L(a — 1))

Si ¢ < 0 entonces tenemos que considerar la funcién similar con (a — 1) reemplazado
por (a+ 1) y la parte restante de la prueba queda igual, tenemos

Vo(l+ato) = af (2(1+aty— 1)) = af(to)

También notamos que la funcion tiene una linea de soporte en el punto 1+ aty con la

pendiente igual a c. Si v, fue diferenciable en este punto tenemos

o= [ar (2a-)]

Donde, ¢, (1 + atg) = f/ (2(1 4 aty — 1)) = [/ (2(aty)) = f'(to).

Si ¥, no fuera diferenciable en 1 4 aty, entonces las evaluaciones se podrian hacer

similares para las derivadas unilaterales y la linea con la pendiente igual a ¢ serd una
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linea de soporte para la funcién f en el punto .

Resumiendo, tenemos dos lineas L := {(a,ca + do) : a € R} y Ly := {(a,ca + dy) :
a € R}, dy # d; que son lineas de soporte para f y g, respectivamente, con los co-
rrespondientes puntos de contacto (to, f(to)) v (t1,g(t1)) para algunos to,t; € [—1, 1] es
decir cty + dy = f(to) y ct1 +dy = g(t1).

Como dy # 0 estamos en condiciones de definir a; := i, entonces
recta: b = ca + dy
= ca+ dl

N AT T T

_'j_ g i.:]_
’lboq(l + Oélt()) = ozlf (é(l + Oélto — 1))

= Oélf(to)
= d—of(to)

C
= d—O(Cto + do)

C2t0
- d_o +c
Por otro lado la linea L* := {(a, ca) : a € R} contiene el punto (1 + ayty, c(1 + aqtp)).
Tenemos

c(1+ aity) = c+casto =c+ %to = o, (1 + antp)
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Lo que significa que la linea L* contiene el punto (1 4 aitgy, ¥a, (1 + aqtp)). Ademads, la

pendiente de esta recta es igual a ¢, lo que significa que se trata de una linea de soporte

para 1.
Tenemos que 1+ ajtg € L* vy 1+ agty € Gripy,
Ast L*(Gripe, # @y L*(Gri, = @

2., (ArCtan(c)) = ay.
ran

Por lema (2.3), tenemos que ¢
De la misma manera se puede demostrar que ¢
do # dy

Tenemos ¢y, (1 + asty) = % +c

(arctan(c)) = az para az = ;.Como

Por otro lado La linea L = {(a,ca) : a € R} contiene al punto (1 + agty, ¢(1 + asty)).

Tenemos

2

ct
C(]. + OéQtl) =c+ COéQtl = d—l +c= 1/}a2(]. + Oégtl>
1

Esto significa que la linea L contiene el punto (1 4 qoty, tha, (1 + aoty)).

Ademas, la pendiente de esta linea es igual a ¢, por lo tanto es una linea de soporte

para 7%2-
Como Zﬂera2 +£ 3y Zﬂeral =0

2
x2,Y2

{ p! 2 .
Asi 1,41 7& ¢12,y27 no coinciden.

Por el lema (2.3) tenemos ¢, (arctan(c)) = as

1 42
r1,y1 T T2,Yy2)

|azs + b3/2H2- [ |

Por lo tanto es una contradiccion ya que ¢ esto implica que [lazy + by ||, =

Corolario 2.1. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real. Entonces la norma ||.||
proviene de un producto interno si y solo si para todo x,y € X, xLpg ;y con la norma

igual a 1, y para cada t € R se tiene ¢, ,(t) = sin(?).

Demostracion.

(=) Supongamos que la norma proviene de un producto interno.

Por el ejemplo (1.1) tenemos que ¢, (t) = sin(¢)

(<) Supongamos que la norma no p‘roviene de un producto interno, entonces la funcién
¢s,y(t) deja de ser la funcion sin(t), lo cual contradice la hipétesis.

Por lo tanto la norma ||.| proviene de un producto interno. [
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Teorema 2.2. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real. Si para cada x,y € X, con

|z|| = [lyl| =1 tal que v Lpsy y para cada t € (0,F) tenemos
T T
¢x7y(§ +1) = ¢x7y(§ — 1) (2.10)
Entonces ||.|| proviene de un producto interno.
Demostracién.
Supongamos que la norma ||.|| no proviene de un producto interno. Entonces existen
vectores x,y € X tal que z L gy y ¢ Ay que adicionalmente satisfacen ||z| = |ly|| =1

ver [1]. Puesto que z y y no son James ortogonal, tenemos

ly + 2l # lly — |l

Supongamos que ||y + x| > ||y — z||. De manera similar como antes, por razones de
brevedad, escribiremos ||(a, b)|| en lugar de |lax + by||. Sea fy : (—1,1) — R una funcién

tal que

Grf, = {(a,b) € R*: ||(a,d)|| = 1,]a| < 1,b> 0}

Extendamos esta funcién a una funcién continua f : [—1, 1] — R. Tengamos en cuenta
que a partir de z L gyy asi ||z + Ay|| > ||z|| = 1 para todo A € R.

tenemos

[+ Ayll = 1, flz + Ayl > llz =Xyl Ny + 2l > fly ==l = 1

inferimos que ||y — z|| > 1. Por lo tanto |y + z|| > 1.

Ahora, definamos t := Hler—a:H € (0,1); entonces
It + tyll = (e + | = || e+ )| = [zl =

lo que significa que t = f(t). Por otra parte

1 Yy—x
ez =ty = | = | = e <
Iz + Iz +yll
Es decir ||(—t,t)|| < 1y, en consecuencia
Fl—t) >t = (1 .11)

Como el punto (¢,t) es un elemento de la grafica de f, podemos encontrar una linea

de soporte para la funcién f que contiene este punto. Denotemos esta linea por L :=
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{(a,b).b = ca + dy}. Entonces la linea L* := {(a,b) : b = —ca + dy} no es una linea de
soporte para f porque esta linea contiene el punto (—t,¢) que se encuentra por debajo
de la grafica de f. Consideremos ahora la linea Ly := {(a,b) : b = —ca + d, }, donde d;
es el nimero méximo de d tal que la linea b = —ca + d contiene algunos puntos de la

grafica de f, tenga en cuenta que d; > dy. En consecuencia tenemos
f)y=ct+do y f(ti)=—cti +d (2.12)

Para algin ¢t € [—1, 1]. Asumiendo que ¢ < 0 (cuando la ¢ positiva la prueba se ejecuta
de manera similar, el caso de ¢ = 0 no es posible: en un caso tal L* = L pero sabe-
mos que L es una linea de soporte para f, y L* no es una linea de soporte para f).
Resumiendo, la linea L contiene al punto (¢,t) € Grf, y la linea L; contiene un punto
(t1, f(t1)) para algin t; € [—1,1].As{ L es una linea de soporte para f.

Dado un o > 0 consideremos las funciones

Vi) = of ((z— 1),z € (1—a,1+a)

-1 <ae -—a<zr-l<asl-a<z<l4asze(l-a,l+a)y
1
Ui (@) = af((a+1)),2 € (-1~ a,~1+a)

lt+1ll<ae -—a<zr+l<a
S-l-a<zr<a-1
sre(-l—a—-1+a)

una linea con la pendiente igual a —c es una linea de soporte para ¥} en el punto
(1+aty, v (1+aty)), siempre que tal linea contenga ese punto (La prueba es similar a
la parte correspondiente de la demostracién del teorema 2.1) Por otra parte, una linea
con la pendiente igual a ¢ que contiene el punto (—1+ at, ¥, (—1+ at)) es una linea de
soporte para la funcién 1, en este punto.Consideremos ahora las lineas

LT :={(a,—ca) :a € R} y L™ :={(a,ca) : a € R}

y definamos los nimeros a* := —7 y o' = — 7. Tenga en cuenta que a™,a~ € (0, 1]
y at # a7, y estos nimeros estan bien definidos ya que dg,d; # 0. De hecho, d; es

positivo y ¢ es negativa por lo tanto la fraccién considerada es positiva. Por otro lado,
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puesto que la linea L apoya f cada punto de esta linea tiene una norma mayor o igual
a 1, en consecuencia tenemos H (d—cl, O) H > 1 pero

(2.0)]) = |2 es decir |2 > 1.

0=—ct;1 +d;

t, = d—cl, luego (%1,0) es un punto de L, asi H(d—cl,())H >1

Para el nimero a~ tenemos una situacién similar. o esta bien definida, como dy # 0.
De hecho, dy es positivo y ¢ es negativa por lo tanto la fraccién considerada es positiva.
Por otro lado, puesto que la inea L es una linea de soporte para f, cada punto de esta
linea tiene una norma mayor o igual a 1. En consecuencia, tenemos
O=ct+dy=t=="0

Asi (‘Td’o, 0) es un punto de L.

(=2.0) > 1 pero [|2 (1.0 = |£]. (-1 =[] > 1

C

Escribamos
FA+att)=a" f(F1+att —1) =atf(t)
= —d—cl(—ch +dy) = % —Cc=—cC (1 - cdt—11> = —c(1+a't).
Por lo tanto, la linea de L™ contiene el punto (1 + a™¢1,9F, (1 + a™t;)). Como su pen-
diente es igual a —c, esta linea soporta a 1/1;
Como LT NGryt, # @y LT Gryl =@, con a™,a € (0,1]
Por lema (2.3), tenemos que

¢z y(arctan(—c)) = a*t

similarmente tenemos

¢x7y(7r —arctan(—c)) = a~

Escribamos

by (l+at)=a f(i(~-1+a"t+1))=a f(t) = —F(ct+do) = c(~1+at)
La linea L~ contiene el punto (=14 a~t,¢ (=14 a"t)).

Como su pendiente es igual a ¢, esta linea soporta a ¢__

Como L~ NGry__ #@y L~ (Gry, =@, con a”,a € (0,1]

Por lema (2.3), tenemos
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¢x,y (ﬂ_ - arctan(—c)) =

Por lo tanto es una traslacion de 7 unidades hacia arriba, ya que t = w/2—arctan(—c),t €

(m/2,m)

pero ya hemos observado que a™ # a~ lo que contradice (2.10) (con t = § —arctan(—c))

o(m/2+1t) = ¢(n/2+ m/2 — arctan(—c)) = ¢(m — arctan(—c)) = a~

d(m/2 —t) = ¢(w/2 — w/2 — arctan(—c)) = ¢(arctan(—c)) = o™

Como a # a~ tenemos que ¢(7/2 +t) # ¢(w/2 —t)

Asi se contradice (2.3), por lo tanto la norma ||.|| proviene de un producto interno. W
Es un hecho conocido que si un espacio normado cada par x,y de los vectores or-

togonales Birkhoff- James es tambien Pitagoras ortogonal entonces ese espacio es un

espacio con producto interno (ver [1]).

Corolario 2.2. Sea (X, ||.||) un espacio lineal normado real tal que para todo z,y € X

con ||z|| = ||y|| tenemos que
min [z + Az +y)[| = min[ly + A(z + )|

st cada dos vectores en X que son ortogonales Birkhoff- James tambien son Pitdgoras

ortogonal, entonces la norma ||.|| proviene de un producto interno.

Demostracion.
Para probar este corolario es suficiente repetir la prueba de la observacién (1.5) para

obtener
0 T
(b ,y(2 + ) (b 7?](2 )
para todo x,y € X con ||z|]| = ||y|| =1, z Ly
fijemos x,y € X satisfaciendo las hipétesis de la observaciéon (1.5) y poniendo
z 1= ax + by donde a y b son niimeros reales que satisfacen la igualdad tan(§ +1¢) = %

Entonces

(bm,y(g +t) = s(x,2) = s(z,2) = s(—z,2) = s(—ax — by, x) = s(—ax — by, —2ax)
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por observacién (1.2) y proposicién (1.1)
Ahora, utilizando la observacién (1.3) s(x,z + y) = s(y,x + y) para todo z,y € X
obtenemos

s(—ax — by, —2az) = s((—azx — by), (—ax — by) + (by — ax))

= s((by — ax), (—azx — by) + (by — ax))

= s(—ax + by, —2ax)

Asi | s(—ax + by, —2ax) = s(—ax +y,x) , por proposicién (1.1)

= s(z, —az + by), por observacién (1.2)

= 925962!(% - t)

Por lo tanto = ¢p (5 +1) = ¢z (5 — ).

Ahora, para todo z,y € X con ||z| = |ly||, L,y y para cada t € (0,27), y luego
aplicando el teorema (2.2) obtenemos que la norma ||.|| proviene de un producto interno.
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