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CONEXIONES EN FIBRADOS.

RESUMEN

En este trabajo se aborda el estudio de las conexiones en fibrados y algunas de
sus aplicaciones geométricas, detallando las caracteristicas de las G-conexiones en los

G-fibrados, donde G un grupo de Lie llamado grupo de calibre.
Debido a la naturaleza de los conceptos de estudio, el desarrollo de las lecturas re-
quieren del conocimiento de las variedades diferenciales y de los objetos geométricos

basicos

Este estudio se hace teniendo como guia el libro Gauge Fields, Knots and Gravity

de John Baez y Javier P. Muniain, en particular el capitulo II.
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INTRODUCCION

El término conexién aparecié por primera vez en el texto de Hermann Weyl Reine
Infinitesimal Geometrie. Weyl describié una conexion afin como aquella que determina
como un vector v, € T, M infinitamente cercano a un vector v, € T, M se transforman

bajo un transporte paralelo.

Después de introducir la teoria de conexiones en 1917 y en las dos décadas siguien-
tes es Elie Cartan quien profundiza el desarrollo de las conexiones utilizando su propio
calculo de formas diferenciales. A pesar de los progresos en la teoria de conexiéon por
parte de Cartan existia un vacio en la clasificacion general de las conexiones. Fue el
estudiante de Cartan Charles Ehresmann quien finalmente y exitosamente clasifico las
conexiones de manera general por los anos 1950. Hacia esta clasificacion Ehresmann

introduce el concepto de fibrado vectorial.

El concepto moderno de conexién deriva secciones de un fibrado y también tiene un
rol importante al usarse para definir el transporte paralelo. Gracias a poder describir
una conexion a partir de su vector potencial se tiene una relacién muy interesante entre

la curvatura y el transporte paralelo.






CapriTUuLO 1
PRELIMINARES

En este capitulo introduciremos brevemente algunos conceptos basicos algebraicos,
ademas estudiaremos los grupos de Lie y las algebras de Lie, especialmente los grupos
de Lie de matrices y sus respectivas algebras de Lie, esto ya que en el capitulo 2, entre
otras cosas, estudiaremos los G-fibrados y las G-conexiones, donde G es un grupo de
Lie.

Iniciamos con algunos conceptos algebraicos,

1.1. Algebra

Definicién 1.1. Sea V' un espacio vectorial y Ly, Lo, ..., L,, subespacios vectoriales de
V. Diremos que V es la suma directa de tales subespacios si cada vector v € V puede
ser expresado de manera tnica como v = vy + vy + ... + v, con v; € L;, si esto ocurre

escribiremos los vectores de V' como v = (vy, vy, ..., v,) y escribiremos V' como

V:éLi:Ll@...@Ln
i=1

Definicion 1.2. Sean V' y V' espacios vectoriales de dimensiones finitas n y m respec-
tivamente, sean B = {ej, ez, - -, e,} y B’ = {€},€h,- -+, €l } bases de V y V' respec-
tivamente, llamaremos producto tensorial de V' y V’ denotado por V &) V', al espacio

vectorial de dimension nm que tiene como base al conjunto de expresiones de la forma
/

cont=12---nyj=12---m.
Dadosv € Vyv € V', v=n1le; y v = v’je;- definimos el producto tensorial de v y v’
por

v =v"ve ® ¢

3
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Aqui hemos usado el convenio de suma de Einstein.

Definicién 1.3. Sea V un espacio vectorial. Las transformaciones lineales de V en V'
son llamadas endomorfismos de V' y el conjunto de los endomorfismos en V' se denota

por End(V'). Este es un espacio vectorial con las operaciones
(aT)(v) = aT(v) Yy (S+T)(v)=S(v)+T(v)
Para cualquier escalar a;; S, T € End(V)yv eV

Notemos que si tenemos una base {¢;} de V' y {e’} su base dual, entonces una base

de End(V) esta dada por los elementos ¢ donde
eher, = 0j.€;

donde d;, es la delta de Kronecker.
Notemos ademéds que existe un isomorfismo entre V- Q V* y End(V') que envia el ele-

mento v ® f € V. QV* en la transformacion lineal dada por
x— f(x)v

para todo = € V. En términos de las bases el isomorfismo esta dado por
e ® € — eé-

Definicién 1.4. Sea V un K-espacio vectorial, denotaremos por A*V* al espacio de
todos los mapeos k-lineales alternantes
p:Vx. - xV —K
k veces
Llamaremos algebra exterior sobre V* denotado por AV* al espacio suma directa de los
subespacios AFV*. AV* es K,y A'V* = V™.

Definicién 1.5. Sea V un K-espacio vectorial, definimos el producto Wedge
gpl/\---/\gpkEAkV*
de los elementos ¢, - - -, pr € V* por
1A A, e o) = det(pi(vy)

coni,j=1,2,---k.
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1.2. Grupos de Lie

Definicién 1.6. Diremos que un grupo G es un Grupo de Lie si es una variedad
diferenciable y las operaciones producto e inversa son diferenciables como mapeos entre

variedades.

Definicién 1.7. Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es un subgrupo H de G que

es un grupo de Lie como una subvariedad inmersa de G.
El siguiente teorema nos proporciona una caracterizacién de subgrupo de Lie.

Teorema 1.1. Sea G en grupo de Lie, H C G un subgrupo de G que es también una

subvariedad embedded, entonces H es un subgrupo de Lie de G

Demostracion. Veamos que los mapeos producto e inversa restrictos a H son diferen-
ciables, en efecto, ya que el mapeo producto de G x G en G es diferenciable, entonces la
restriccion de H x H en G también lo es, ademés como H es un subgrupo de G entonces
el producto restricto a H x H solo toma valores en H, y ya que H es una subvariedad
embedded entonces el producto restricto de H x H en H es diferenciable, esto es por un
teorema elemental de la teoria de variedades llamado el teorema de restriccién del rango
de mapeos diferenciables, (ver [2]). Andlogamente se muestra que el mapeo inversa es
diferenciable. [ ]

A continuacién veremos algunos grupos de Lie de matrices.
Proposicion 1.1. Los siguientes conjuntos son grupos de Lie.

1. El conjunto de todas las matrices invertibles de orden n x n con entradas reales
equipado con el producto usual de matrices es llamado el grupo lineal general

real y lo denotamos por GL(n,R)

2. El conjunto de todas las matrices invertibles de orden n xn con entradas complejas
equipado con el producto usual de matrices es llamado el grupo lineal general

complejo y lo denotamos por G L(n,C)

3. El conjunto de matrices invertibles de orden n X n con entradas reales y determi-

nante igual a 1 lo llamamos el grupo especial lineal real y lo denotamos por
SL(n.R)
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. El conjunto de matrices invertibles de orden n x n con entradas complejas y
determinante igual a 1 lo llamamos el grupo especial lineal complejo y lo
denotamos por SL(n.C)

Antes de dar el siguiente ejemplo definimos la siguiente métrica en R"™ como sigue:
Dados p, ¢ € R tales que p 4+ ¢ = n definimos la métrica d, 4 de signatura (p, q)

por:

dip.q)(u,v) = utol +uP0? 4 - PP — uP TP P2 PPt

. Al conjunto de todas las matrices reales de orden n X n que preservan la métrica

d(p,q) definida arriba lo llamamos el grupo ortogonal y denotamos por O(p, q)

. El subconjunto de O(p, q) de matrices con determinante igual a 1 es llamado el
grupo especial ortogonal y lo denotamos por SO(p, q)

Si p = n denotaremos al grupo ortogonal y al grupo especial ortogonal por O(n)
y SO(n) respectivamente.

El conjunto SO(n, 1) es llamado el grupo de Lorentz

El grupo O(3, 1) es el conjunto de matrices 4 x 4 que preservan la métrica estandar

de Minkowski, esta es
n(u,v) = —uv? + u'o' + u*? + ud?
. El conjunto de todas las matrices de orden n x n con entradas complejas que pre-

servan el producto interno usual en C" es llamado el grupo unitario y denotado

por U(n). Recordemos que el producto interno usual en C" esta dado por
(v, w) = viw,

. El subconjunto de U(n) de matrices con determinante igual a 1 es llamado el

grupo especial unitario y se denota por SU(n).

Demostracion. Es un resultado béasico de algebra que el grupo lineal general y el grupo

general complejo son grupos. Se presenta la prueba para el grupo ortogonal O(p, ¢) con

p+ q = n y para el grupo unitario U(n).

Sea A, B € O(p,q) y u,v € R" veamos que AB € O(p, q), en efecto

d(p7q) (ABu, ABv) = d(p,q)(Buv Bo) = d(p,q) (u,v)
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Ahora veamos que si A € O(p, q) entonces A~! € O(p, q), en efecto
d(p,q) (u, U) = d(p,q) (AA_lu, AA_lU) = d(p,q)(A_lu, A_lv)

Asi que O(p, q) es un subgrupo de GL(n,R)
Por otro lado, sean A, B € U(n) y u,v € C" veamos

(ABu, ABv) = (Bu, Bv) = (u,v)

y ademds (u,v) = (AA 'y, AA~ ) = (A~ u, A=)

Asi que U(n) es un subgrupo de GL(n,C)

El grupo lineal GL(n,R) es un conjunto abierto en el espacio de matrices, asi que es
una subvariedad abierta n-dimensional de la variedad n?-dimensional de matrices. El
producto en GL(n,R) es diferencial debido a que las entradas de la matriz producto
de dos matrices A, B € GL(n,R) son polinomios de las entradas de A y B. La funcién
inversa es diferencial ya que la regla de Cramer expresa la inversa A~! de una matriz
A € GL(n,R) como funciones racionales de las entradas de A. De la misma manera se
ve que GL(n,C) es un grupo de Lie.

Para ver que el grupo especial lineal SL(n.R) es un grupo de Lie, consideremos el
mapeo F' : GL(n,R) — R*, definido por F(X) = detX, donde R* = R — 0, se sabe
que det(XY) = det(X)det(Y) asi que F' es un homomorfismo de grupos, ademés F es
diferenciable ya que det(X) se define como un polinomio de las entradas de la matriz
X.

Ahora sean A € GL(n,R), a = det(A) y Ly : GL(n,R) — GL(n,R), L, : R — R
funciones definidas por La(X) = AX y L,(x) = ax. luego F(X) = L, 0 F o L,(X)

asi que

rankDF(X) =rankD(Lg, o F o La(X))
=rank[aDF(A™'X)DL 1 (X)]
= rankDF(A™'X)

como esto se tiene para cualquier A € GL(n,R) entonces en particular se tiene
rankDF(X) = rankDF (X 'X) = rankDF(I) esto es rankDF(X) es constante.

Asi que por teorema de conjuntos de nivel con rango constante concluimos que SL(n.R)
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es una subvariedad embedded s y asi un grupo de Lie.

Anélogamente se prueba que SL(n,C) es un grupo de Lie.

Ahora veamos que O(n) y SO(n) son grupos de Lie. Notemos que una matriz A € O(n)
si y solo si, AA" = I,,, definamos la funcién F : GL(n,R) — GL(n,R) por F(X) =
X'X. Sea A € GL(n,R), notemos que

F(XA_I) = L(Afl)t o} RAfl e} F(X)

ademas

DF(XA_I) = DL(Afl)t oDRj-10 DF(X)

asi que

rankDF(X) = rankDF(XA™)

luego igual que en el grupo especial lineal se puede concluir que O(n) es un grupo
de Lie. Ahora, por definicién tenemos que SO(n) = O(n) N SL(n,R), notemos que si
A € O(n) entonces 1 = det(AAY) = det Adet A = (detA)? de esto sigue que detA = +1
para todo A € O(n).

Ademds SO(n) es el subgrupo abierto de O(n) de matrices con determinante positivo
y es también una subvariedad embedded de dimensién n(n —1)/2 en GL(n,R).

Anélogamente se prueba que el grupo unitario y el grupo especial unitario son grupos
de Lie. [

Ahora veremos el concepto de representacion y sus propiedades.

Definicién 1.8. Diremos que un grupo G actia sobre un espacio vectorial V si existe
una funcion p definida de G en el conjunto de operadores lineales invertibles en V tal

que
p(gh)v = p(g)p(h)v

para todo v € V y para todos g, h € G.

Llamamos a p una representaciéon de G en V

Si denotamos por GL(V') al grupo de Lie de todos los operadores lineales invertibles
en V, entonces una representaciéon de un grupo de Lie G en V no es mas que un

homomorfismo p : G — GL(V), donde V es de dimensién finita y p es diferenciable
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como un mapeo entre variedades.
Fécilmente se ve que si G y H son grupos de Lie entonces la suma directa de G y H
también lo es. Ademds G @ H es abeliano si y solo si G y H lo son.

En lo que sigue construiremos representaciones a partir de otras.

Definiciéon 1.9. Sean G un grupo de Lie, V y V' espacios vectoriales de dimension
finita, p y p' representaciones de G en V y V' respectivamente, la funcién
p®p :G— GL(V V') definida por:

p @' (g)(v,v') = (p(g)(v), p'(g) (V"))

la llamaremos representacién suma directa de las representaciones py p'.
Por otro lado, la funcién p® p' : G — GL(V Q V') definida por

p®p(g)(v @) = plg)(v) ® p'(g)(V)
la llamaremos producto tensorial de las representaciones p y p'.
Veamos que éstas son en efecto representaciones.

Demostracion. Sean g,h € Gy (v,v') € VE V' tenemos

p @ p'(gh)(v,v') = (p(gh)(v), p'(gh)(v"))
= (p(g)p(h)(v), p'(g9)p'(h) (V)
p & p'(9)(p(h)(v), p'(h)(v'))
p&@p(9)p®p(h)(v,v)

asi p @ p’ es una representacion.

Anéalogamente se prueba que p ® p’ es una representacion. ]

Definicién 1.10. Sea p una representacion de un grupo de Lie G en un espacio vectorial
V, supongamos que V' es un subespacio vectorial invariante de V por p en el sentido de
que, para todo v' € V' se tiene que p(g)(v') € V' para cada g € G, entonces la funcién

P tal que a cada g € G le asigna un operador lineal en V' definido por
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es en efecto una representaciéon de G en V’. Diremos que p’ es una subrepresentacion
de p.
Sea p una representacion de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V, si V no tiene

subespacios invariantes por p diremos que p es irreducible.

Ejemplo 1.1. Sean py p representaciones de un grupo de Lie G en espacios vectoriales

V y V' respectivamente, p y p’ son subrepresentaciones del producto tensorial p ® p/.

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {v ® 1 : v € V'}, este es un subespacio

vectorial invariante por p ® p’ de V(&) V’. Notemos que A es isomorfo a V asi que

p(g)v=plg)vel)=pap(val)

de aqui que p es una subrepresentacién del producto tensorial p ® p’. Andlogamente
se prueba que p’ es una subrepresentacién del producto tensorial p ® p’ definiendo
A={1ed v eV} [

Finalizamos esta seccién con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.2. Para cada n se tiene que la funcién p,, definida de U(1) en GL(C) por
pu(e”)(v) = ™y
es una representacién y es irreducible.
Demostracion. Sean e, e € U(1) tenemos

0 ia

pu(ee ) = py (e’

_ ezn(e-l—oc) v

(9+a))

— emeeznav

= pu(€”)pu(e)v

Asi que p,, es una representacion. Ademads esta es irreducible, en efecto, supongamos
que existe V' & C tal que si v € V entonces fv € V para todo § € R, ya que C es un
espacio vectorial 1-dimensional, asi que los 1inicos subespacios son los triviales entonces

debemos tener que V = C. [ |
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1.3. Algebras de Lie

Definicién 1.11. El algebra de Lie g de un grupo de Lie G, es el espacio tangente al

elemento identidad.

Definicién 1.12. Dadas dos matrices S y T de orden n x n, definimos su conmutador

o corchete de Lie, denotado por [S,T] por
(S, T)=8T—-TS

La siguiente definicién nos permite describir el algebra de Lie de algunos grupos de

Lie de matrices.

Definicién 1.13. Se define la exponencial de una matriz compleja T de orden n x n

como la siguiente serie de potencias:
2 T3

exp(T)zl#—T—i-?—i-?—lM“

Esta serie de potencias converge.
Veamos algunas propiedades

Lema 1.1. Para cualquier matriz compleja T de orden n x n se tiene:
1. exp((s +t)T) = exp(sT)exp(tT) para cualesquiera s,t € R

2. Para T fija, fr(t) = exp(tT) es una funcién diferenciable de R en el espacio de

matrices complejas n x n'y f(0) es la identidad.
3. Leap(tT)|smo =T
Demostracion. 1.

exp((s +t)T) = exp(sT + tT')

= f:(sT +tT)"
=0

- ; ; R

= (Y _(sT))(Q_(tT))

i=0 i=0
= exp(st)exp(tT)
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2. Sabemos que el espacio de matrices complejas de orden nxn denotado por M, «,,C
es una variedad diferenciable 2n2-dimensional, con una tnica parametrizacion.
Sea {E}, Es, ...Ey,2} una base del R-espacio vectorial M, ,C, luego definimos la

parametrizacién ¢ : R — M, 5,C por
(r) = 2'E;

Para cualquier A € M,,,C con A = a'E;. Sea a4 0 R — M, ,,C la funcién
definida para cada k = 0,1,2, ... por ay 4(t) = ﬂ,i—f‘; Veamos la representativa de
Qpay Bra=0¢toaps: R— R2"*_ esta dada por

tkal tkCL2 tka2n2
E'VOkTT k! )

Br,a(t) = (

Bk, a es evidentemente diferenciable, asi oy 4 es diferenciable. Notemos ahora que
fr(t) = reoou.rr(t), asi fr es diferenciable.

Ejemplo 1.3. El élgebra de Lie u(n) de U(n) consiste de todas las matrices complejas
de orden n x n skew-adjoint; una matriz T de orden n x n se dice que es skew-adjoint
si T;; = —Tj; para todo i,j = 1,2,...,n. En particular u(1) consiste de los nimeros

complejos imaginarios puros.

Demostracion. Sea~y un camino en U(n) tal que v(0) = 1, para cualquier par de vectores
v, w € C" se tiene (y(t)v,y(t)w) = (v, w) para todo t, donde (-, -) es el producto interno

usual en C". Derivando esto y evaluando en t = 0 tenemos

(v,7'(0)) + (+/(0),w) = 0
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Sea 7/(0) = T € una matriz compleja n x n. Asi que particularmente se tiene que
{e;, T + (T, e;) = 0 para todo 4,j. Esto implica que Tj; = —T}; asi que T es skew-
adjoint.

Veamos ahora que cualquier matriz compleja T skew-adjoint se encuentra en el dlgebra
de Lie de U(n). Sea T una matriz n x n skew-adjoint, sea y(t) = exp(tT), veamos que

v es un camino en U(n).
— d
— 7 angm |
Zdtt T" /n!
n=0
=> "7/ (n - 1))
n=1

=T+'(t)

Asi que para cualesquiera v, w € C" tenemos

L 00 (B) = (. O) + (O, ()

= (Y(B)v, Ty(t)w) + (T (t)v, y(H)w)
=0

de aqui que (y(t)v,v(t)w) es constante con respecto de t, luego

(y(B)v, v (Hw) = (7(0)v, Y (0)w) = (v, w)

esto es, () preserva el producto interno usual en C", asi v es un camino en U(n) luego
d /
T= Ee:vp(tT)Lg:O =7'(0) € u(n)
Ahora estudiaremos las dlgebras de Lie de manera abstracta.

Definicién 1.14. Un Algebra de Lie es un K-espacio vectorial g equipado con un mapeo

[,-] : g X g — g que cumple las siguientes propiedades:
1. [v,w] = —[w,v] para todo v,w € g

2. [u,av + pw] = afu,v] + Blu, w] para todo u,v,w € gy a,f € K
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3. Identidad de Jacobi: [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0 para todo u,v,w € g

Definicién 1.15. Un homomorfismo del dlgebra de Lie g en el dlgebra de Lie § es una

funcién
f:rg—bh

tal que

para todo u,v € g

Ejemplo 1.4. El espacio Vect(M) de todos los campos vectoriales en una variedad M

es un algebra de Lie con el siguiente corchete de Lie:

[v, w](f) = v(w(f)) — w(v(f))
para todo v, w € Vect(M) y para toda funcién f € C*(M)

Demostracion. Sabemos que Vect(M) es un espacio vectorial real. Ahora veamos que

es un algebra de Lie, en efecto, para u,v,w € Vect(M) y «, 5 € R se tiene

[0, w](f) = v(w(f)) — wv(f)) = =(w(v(f)) = v(w(f))) = —[w,v](f)

ademas

[u, av + Bw](f) = u((av + Bw)(f)) = (av + Bw)(u(f))
= u(av(f) + puw(f)) — av(u(f)) — Bw(u(f))
= au(v(f)) + Bu(w(f)) — av(u(f)) — fw(u(f))
= a(u(v(f)) = v(u(f))) + Blu(w(f)) = wlu(f)))
= afu, v)(f) + Blu, wl(f)

y finalmente la identidad de Jacobi se verifica con un simple céalculo. |

La siguiente definicion nos permitira caracterizar las algebras de Lie de un grupo de

Lie cualquiera.
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Definicién 1.16. Sea G un grupo de Lie, para cada g € GG definimos la multiplicacién

izquierda por g como la funcién L, : G — G para todo h € G por
Ly(h) = gh

La multiplicacién izquierda L, es un difeomorfismo para cada g.
Por otro lado diremos que un campo vectorial v en G es invariante a izquierda si

(Lg)«v = v para todo g € G.
Definicién 1.17. Una subdlgebra de Lie b de un élgebra de Lie g es un subespacio

cerrado bajo el corchete de Lie.

Notemos que ya que el pushforward (L), es lineal el conjunto de campos vectoriales
invariante a izquierda de un grupo de Lie G, forma un subespacio de Vect(G), mas

interesantemente, forman una subalgebra de Lie del algebra de Lie g.

Lema 1.2. Sea M una variedad diferenciable y v, w € Vect(M). Sea ¢ un difeomorfismo

de M, se tiene que
Gulv, w] = [d.v, Puw]
Demostracion. Sea ¢ : M — M difeomorfismo, g : M — R una funcién C*(M)

luego tenemos que para cada ¢ € M

(6.0, pw](9)(q) = dv(Pw(9))(q) — Pw(d.v(9))(q)
= vp(¢*(Psw(g))) — wy(9*(d4v(9)))
= vp(d:w(9)(9)) — wy(duv(9)())

donde p = ¢~1(q). Por otro lado

O.lv, w](9)(q) = v, w]p(¢"g)
= v(w(¢*g))(p) — w(v(9*g))(p)
= vp(w(¢"9)) — wy(v(d79))
Ademas
¢.w(g)(9)(s) = dw(g)(e(s)) = wy(s) (¢"9)

para s € M, asi que

¢* ['U’ w] = [¢*U7 ¢*w]
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Y finalmente este teorema nos describe el algebra de Lie de un grupo de Lie cual-

quiera.

Teorema 1.2. El espacio de campos vectoriales invariantes a izquierda de un grupo de

Lie G es isomorfo al algebra de Lie g de G.

Demostracion. Dado cualquier v; € g, podemos encontrar un campo vectorial invarian-

te a izquierda de la siguiente manera
Vg = (Lg)sv1

veamos que este en realidad es un campo vectorial invariantes a izquierda, en efecto,

para cualquier h € G se tiene

(Lg)svn = (Lg)«(Lpn)str
- Lth)*'Ul
= (Lgn)«v1

:Ugh

Por otro lado, dado cualquier campo vectorial invariante a izquierda v en G, evaluandolo

en el elemento identidad obtenemos un elemento de g |
Finalizamos este capitulo con las representaciones de algebras de Lie.

Definicién 1.18. Una representacién de un algebra de Lie g en un espacio vectorial V,
es un homomorfismo entre dlgebras de Lie f : g — gl(V'), donde gl(V) es el algebra
de Lie del grupo de Lie GL(V') con el corchete de Lie usual.

La siguiente definicion nos permitira estudiar las representaciones de algebras de
Lie.

Definicién 1.19. El mapeo diferenciable exp : g — G esta determinado univocamente

por las siguientes propiedades:
1. exp(0) es el elemento identidad de G.

2. exp(sx)exp(tx) = exp((s + t)z) para todo z € g, s,t € R
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3. Lexp(te)|mo =
Veamos algunas propiedades de este mapeo

Teorema 1.3. Sea G un grupo de Lie de Matrices, sean v, w € g, si consideramos las

curvas exp(sv) y exp(tw) en G, entonces

d2
[v, w] = ——(exp(sv)exp(tw) — exp(tw)exp(sv))|s =0
dtds
ademas
1. [v,w] = —[w,v] para todo v,w € g

2. [u,av + pw] = afu,v] + Blu, w] para todo u,v,w € gy a,f € K
3. Identidad de Jacobi: [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 para todo u,v,w € g

Demostracion. Consideremos la diferencia

eap(su)eap(tw) = expltu)eap(sv) = (3 (s0)) (3 (1)) = (3 (s0))(3_(sv))

=14+stvw+ A—1—tswv — B,
= st(vw —wv)+ A— B
= stlv,w]+ A— B

Donde A son los términos de orden superior en ¢ y B son los términos de orden superior

en s. Asi que
d2

M(exp(xv)exp(tw) — exp(tw)exp(sv))|si—o = [v, W]

por otro lado
1. [v,w] =vw —wv = —(wv — Vvw) = —[w, V]
2.
[u, av + fw] = u(av + fw) — (aw + fw)u
= auv + fuw — avu — fwu
= a(uv —vu) + fuw — wu)

= afu, v] + Blu, w]
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[w; [v, w]] + [v, [w, ul] + [w, [u, o]

ulv, w] — v, wlu + v[w, u] — [w, ujv + wu, v] — [u, v]jw
= u(vw — wv) — (vw — wv)u + v(wu — uw)

— (wu — vw)v + w(uv — vu) — (uv — Vu)w

= UVW — YWV — VWU + WU + VWU — VUW — WUV

+ uwv + wuv — Wy — uvw + vuw

=0

El siguiente resultado nos dice que si tenemos una representaciéon p : G — GL(V)
podemos derivar esta y obtener la representacion dp : g — gl(V'). También, si tenemos
una representacién f : g — gl(V') podemos exponenciar (por asi decirlo) y obtener

una representacion p: G — GL(V) tal que dp = f.

Lema 1.3. Sea p : G — H un homomorfismo entre los grupos de Lie G y H. Se tiene
que dp : g — b dado por
dp(v) = pv

para todo v € g, es un homomorfismo de algebras de Lie.

Demostracion. Sean uqi,v, € @, v consideremos sus campos vectoriales invariantes a

izquierda u, v respectivamente. Sea f € C*(H) y p € H tal que p(q) = p, veamos que

[psu, pv] () (p) = peupv(f)(p) — pevpsu(f)(p)
uq(pv(f) © p) — vg(psu(f) o p)
uq(v(f o p)) — vg(ulfop))

w(f o p)(g) — vu(f o p)(q)

= (uwv —vu)(f o p)(q)

= [u,v](f o p)(q)

= pelu, 0l(f)(p)



CAPITULO 2
FIBRADOS Y CONEXIONES

En este capitulo estudiaremos los fibrados, especialmente los fibrados vectoriales,
introduciremos el concepto de conexion, estudiaremos sus propiedades y veremos su

aplicabilidad al definir transporte paralelo.

2.1. Fibrados

Definicién 2.1. Un fibrado es una estructura que consiste de una variedad E, una
variedad M y un mapeo sobreyectivo 7 : £ — M. La variedad E es llamada el espacio
total, la variedad M el espacio base y 7w es llamado el mapeo proyeccién.

Para cada punto p € M el espacio
E,={qe€ E:n(q) = p}
es llamado la fibra sobre p.
El espacio E es la unién de todas las fibras

E=JE,

Algunas veces llamaremos a tal fibrado 7 : E — M y otas veces simplemente diremos

el fibrado E. Si queremos recordar el espacio base, diremos que E es un fibrado sobre M.

-
M p
Imagen 1: El fibrado 7 : £ — M

19
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Ejemplo 2.1. El fibrado tangente de una variedad M es un Fibrado. Aqui el espacio

total es TM el cual es la unién de los espacios tangentes a M
T™ =|JT,M
La proyeccién 7 : TM — M asigna a cada vector tangente v, € T,M el punto p.

Definicién 2.2. Dadas dos variedades M y F, el fibrado trivial sobre M con la fibra
estandar F es simplemente la suma directa £ = M@ F = M x F con el mapeo

proyecciéon dado por 7(p, f) = p, para todo (p, f) € M x F

Definicién 2.3. Dados dos fibrados 7 : £ — M y «’ : B/ — M’ un morfismo del
primer fibrado en el segundo es un mapeo ¢ : E — E’ equipado con un mapeo
¢ : M — M’ tal que ¥ mapea cada fibra £, en la fibra Ey ).

Diremos que un morfismo es un isomorfismo si ¢ y ¢ son ambas difeomorfismos.
El siguiente lema es una caracterizacién de los morfismos entre fibrados.

Lema 2.1. Dados dos fibrados 7 : E — M y «’ : E' — M’ se tiene que el mapeo
Y : B — E' equipado con un mapeo ¢ : M — M’ es un morfismo de fibrados si y

solo si, 7 01 = ¢ o w. Ademads 1) determina de manera tnica a ¢

Demostracion. Supongamos inicialmente que v es un morfismo de fibrados. Sea ¢ € F,

digamos que 7(q) = p € M, se tiene que

(mo)(q) =7(¥(q))

como ¢ es morfismo entonces tenemos que (q) € Eyp), ast

esto es,
oy =gor
Ahora supongamos que tenemos 7’ 01 = ¢ o, veamos que 1 es un morfismo,en efecto,

sea v € I, con p € M, tenemos
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esto es,
Y(v) € Egp)

asi que v es un morfismo.
Supongamos ahora que existe ¢' : M — M’ tal que 1) equipado con ¢’ es un morfismo,
esto es, 7o) = ¢ o y también 7’ 0 1) = ¢ o esto implica que ¢ o = pom, es decir,

si ¢ € E, digamos que 7(q) = p € M entonces

¢'(m(q)) = d(n(q)) = ¢'(p) = ¢(p)
asi ¢' = ¢ L

Como v determina de manera tnica a ¢ entonces diremos simplemente que ¢ es un

morfismo de fibrados.

Definicién 2.4. Dado un fibrado 7 : E — M y una subvariedad S C M, definimos

su fibrado restriccion a S como sigue. Tomamos como espacio total
Els={qeE:n(q) €S}
Tomamos S como espacio base y usamos 7 restringida a S como proyeccion.

Definiremos un tipo de fibrado muy especial, este luce localmente como un fibrado

trivial.

Definicién 2.5. Diremos que un fibrado 7 : £ — M es trivial localmente con la fibra

estandar F si para cada punto p € M, existe una vecindad U de p y un isomorfismo de
fibrados
(b B |U — U X F

que envia cada fibra E, a la fibra {p} x F. Diremos que ¢ es una trivializacién local de

E sobre U. Una seccién de E|y es llamada una seccién de E sobre U.

Ejemplo 2.2. Para cualquier variedad M, el fibrado tangente 7 : T"M — M es trivial

localmente.

Demostracion. Sea p € M, consideremos una parametrizacion ¢ : U — R de M

alrededor de p y la fibra estandar F' = R", definamos ¢ : TM|y — U x F por

¢(Uq) = (Q7 (‘P)*Uq)
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para todo g € U y v, € T, M. Veamos que ¢ es un isomorfismo de los fibrados
7:TM|y — Uy’ :UxF — U, equipado con el mapeo identidad i : U — U. En

efecto,

Asi ¢ es un morfismo. Ademads es evidente que los mapeos 7 y ¢ son diferenciables,
asi que ¢ es un isomorfismo, por lo tanto el fibrado tangente 7 : TM — M es trivial

localmente. ]

2.2. Fibrados vectoriales
Este tipo de fibrados juega un papel importante en la teoria de fibrados.

Definicién 2.6. Un fibrado vectorial real n-dimensional es un fibrado trivial localmente
m: . — M tal que cada fibra E, es un espacio vectorial n-dimensional, y ademaés

para p € M, existe una vecindad U de p y una trivializacién local
¢:Ely — UxR"

que mapea linealmente cada fibra E, en la fibra {p} x R™.
Similarmente definimos fibrado vectorial complejo n-dimensional tomando a C" para

cumplir el rol de R™.
Ejemplo 2.3. El fibrado tangente de una variedad es un fibrado vectorial.

Demostracion. Sea M™ una variedad diferenciable, por ejemplo 2.2 tenemos la trivia-
lizacién local ¢ : TM|y — U x F dada por ¢(v,) = (¢, (¢).v,) para todo ¢ € Uy
vy € TyM, donde F' = R"

Ademés sabemos que E, = T, M es un espacio vectorial real n-dimensional. Veamos que

¢ : TM|g, — {q} x F' es lineal, en efecto,
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Sean a,b € R, vy, w, € E; tenemos

d(avg + bwy) = (q, (¢)«(avy + bw,))

= (

= (¢, a(¥)vg + b(p)swy)

= (¢, a(¥)«vy) + (g, b(p)sw,)
= ap(vy) + bo(w,)

entendiendo Ap(v,) = (¢, AM(¢)+v,) para todo A € R. [

Definicién 2.7. Sean 7: E — M y 7 : ' — M’ fibrados vectoriales. Un morfismo
de fibrados vectoriales del primer fibrado vectorial en el segundo es un morfismo de

fibrados ¢ : E — E’ donde la restriccién a cada fibra E, es lineal.

Teorema 2.1. Si un morfismo de fibrados vectoriales es un difeomorfismo, entonces su

inversa es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion. Sean: E — M y 7 : E' — M’ fibrados vectoriales, ¢ : E — E’ un
morfismo de fibrados vectoriales que es un difeomorfismo, donde 1) esta equipado con
el mapeo ¢ : M — M’. Mostremos que )~! es un morfismo de fibrados vectoriales, en
efecto. ¢! : B/ — E equipado con el mapeo ¢~1 : M’ — M es un morfismo, ya que

Sea ¢ € M’ luego existe p € M tal que ¢~1(q) = p y sabemos que
¢(Ep) = E:ﬁp
esto es
¢_1(E;) = Ey-1(9)
ast que ¢~! es un morfismo de fibrados. Ademéas notemos que ™! g, es invertible con

inversa t|g,, como esta ultima es lineal, entonces ¢~ g, es lineal. Luego podemos

concluir que ¥~ equipado con ¢! es un morfismo de fibrados vectoriales. [ ]

Definicién 2.8. Una seccién de un fibrado 7 : £ — M es una funcion s : M — FE

tal que para cualquier p € M se tiene que s(p) € E,

Supongamos que tenemos E = M x F' un fibrado trivial con la fibra estdandar F. Si

tenemos una seccién s : M — FE, entonces existe una funcién f: M — F tal que

s(p) = (p, f(p)) € E,
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Reciprocamente, si tenemos una funcién f : M — F entonces la formula de arriba

define una seccion.

Ejemplo 2.4. Una seccién de un fibrado tangente es un campo vectorial. En efecto,
sea wm: E =TM — M un fibrado tangente. Supongamos que tenemos una seccion

s: M — E, entonces se tiene que
s(p) € E, =T,M
esto es s(p) es un vector tangente a M en p, asi que s define un campo vectorial en M.

Definicién 2.9. Si sy s’ son secciones de un fibrado E y f € C°°(M), definimos la

seccion suma s + s" por

(s +5)(p) = s(p) + 5 (p)

y definimos la secciéon fs por
(fs)(p) = f(p)s(p)

Denotamos al conjunto de todas las secciones de E por I'(E)

Se ve facilmente que I'(E) es un modulo sobre C*(M)

Veamos que un fibrado vectorial E tiene una base para I'(E) si y solo si, este es
isomorfo a un fibrado trivial, donde las secciones {ey, es, ..., €,} forman una base para

['(E) si cualquier seccién s € I'(E) puede ser escrita de manera tnica como
s = s'e;

donde s* € C*®(M). En efecto, supongamos inicialmente que E tiene una base para

['(E), digamos {ey, ey, ..., €, }, entonces E es isomorfo al fibrado M x K™ por

Y((p,v)) = v'ei(p)

por otro lado si tenemos un isomorfismo de fibrados vectoriales

Y : M x K" — FE entonces una base de I'(E) es el conjunto

{w(zl), ¢(22), ooy ¢(Zn)}



2.2.Fibrados vectoriales 25

donde {z1, 29, ..., 2, } es una base para las secciones de M x K. De aqui que cualquier

fibrado vectorial tiene localmente una base de secciones.

Definiremos algunos fibrados vectoriales a partir de otros, como sigue.

Definicién 2.10. Sea 7 : £ — M un fibrado vectorial E sobre M, definimos el fibrado
dual 7 : E* — M como sigue: Ya que cada fibra £, es un espacio vectorial entonces

definimos E* como la unién de los espacios duales £ de FE, y definimos 7" por

donde v* € E es el dual de v.

Teorema 2.2. Si E es un fibrado vectorial, entonces E* es una variedad y un fibrado
vectorial. También dada una base de secciones {e;} de un fibrado vectorial 7 : E — M,
existe una tnica base dual {e'} de secciones de E* tal que para cada punto p € M,
{e'(p)} es la base de E} dual a la base {e;(p)} de E),.

Demostracion. Consideremos la estructura diferenciable {¢, : Uy C EF — R"} de E 'y
definamos la estructura diferenciable {¢? : UX C E* — R"} de E* por:

©a(v) = @(v)

para cada v € U; C E* donde v* € U es su dual. E* es un fibrado vectorial ya que para
cada p € M EJ es un espacio vectorial y existe una vecindad V' de p y una trivializacion
local ¢* : E*|y — V x R" definida por

donde ¢ : E|y — V x R™ es una trivializacién local de E en p; ¢* evidentemente
mapea cada fibra E en la fibra {p} x R” linealmente.

Ahora definamos secciones €' : M — E* por

veamos que {e'} es una base para las secciones de E*, en efecto, sea f : M — E* una
seccién de E*, sabemos que f(p)* € E para cada P € M luego definamos h: M — E

por
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Asf que existen h' € C°°(M) tales que h(p) = h'(p)e;(p) y por definicién de h tenemos

que

f(p) = h(p)"
= (W' (p)ei(p))*
= ' (p)es(p)*
n

Proposicion 2.1. Dados dos fibrados vectoriales E y E’ sobre M, el fibrado que tiene
por fibra sobre p € M el espacio E, D E, es en efecto un fibrado vectorial llamado el
Fibrado vectorial suma directa E' @ E’ sobre M. También el fibrado que tiene por fibra
sobre p € M el espacio L, ®E1,9 es un fibrado vectorial llamado el fibrado vectorial
producto tensorial E @ E’' de Ey E'.

Demostracion. Si E y E’ son fibrados vectoriales sobre M, entonces para cada p € M
existen trivializaciones locales ¢ : E|y — U x K" y ¢ : E'|y — U x K™ tales que
Ole, : By — {p} x K" y ¥|g : E, — {p} x K™ son lineales. Asi que E'(D £’ es un
fibrado vectorial ya que la fibras E, @ E; son espacios vectoriales y para cada p € M
existe una vecindad U una trivializacion local

¢: E@QEy — Ux K" tal que p(vp,v,) = (p, d(vp)?, ¥ (v})?), donde se entiende

2 ¢ K™ es la segunda

que ¢(vp)® € K™ es la segunda coordenada de ¢(vp,) v ¥(v))
coordenada de ¥(v,). Ademds tenemos que ¢|g, @, : £, @D E, — {p} x K" es
lineal.

Anélogamente se ve que el fibrado vectorial producto tensorial es un fibrado vectorial.
|

El siguiente teorema nos proporciona una visién interesante acerca de las secciones
de EQE".

Teorema 2.3. Suponga que E y E’ son fibrados vectoriales sobre M. Una seccién de
E Q@ E’, puede ser escrita, no necesariamente de manera tinica, como una suma finita

localmente de secciones de la forma s ® s con s € I'(E) y s’ € I'(E')

Demostracion. Sea t @)t una seccién de E' Q) E’, Sabemos que para cada p € M existe

una vecindad U de p y trivializaciones local de E 'y E’, es decir, E|y y E’|y son triviales,
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asi que ambos fibrados tienen una base de secciones, digamos s; - -+, s, base de I'(F)

y 81,5, base de T'(E'). Asi que t @t = t's; Q t7s; = t't75; @ 5. Esta manera de

escribir no es tnica ya que podemos escribir t @t = s; Q t't" s’ Asf definimos
s=2lisiy s =20 tits] u

Proposiciéon 2.2. Supongamos que E es un fibrado vectorial sobre M con fibra estandar
K™, para cada i € {1,2,...,n} si tomamos como espacio total A’E* la unién de los
espacios A'(E,)* y la proyeccién 7 que envia A'(E,)* en p, entonces A'E* es un fibrado

vectorial sobre M.

Demostracion. Tenemos que cada fibra A*(E,)* es un espacio vectorial. Como E es un
fibrado vectorial, entonces para cada p € M existe una vecindad U de p en M y una

trivializacion local

b Ely — U x K"

que mapea linealmente cada fibra E, en {p} x K™. Asi que definamos
o: NE* |y — U x K™

por
i

e(Nvr) = 0. T[@W"(0))?)

r=1
donde v, € (E,)* y se entiende que (¢*(v,))? es la segunda coordenada de *(v,.).

Luego A"E* es un fibrado vectorial para cada i y por lo tanto AE* también lo es. W

Llamaremos fibrado algebra exterior denotado por AE* sobre M al fibrado suma
directa de los fibrados A'E*.
Por otra parte, veamos una caracteristica de las secciones de AYT* M.
Sea s : M — A'T*M una seccién de A'T*M, luego s(p) = \i_, ¥r con ¥y, € M
asf que s es una i-forma en M. Esto es, las secciones de A*T* M estén en correspondencia

natural uno a uno con i-formas en M.

A continuacién describiremos una receta para construir un tipo muy especial de

fibrado vectorial.
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Definicién 2.11. Sea M una variedad diferenciable, {U,} un cubrimiento abierto de
M. Sea V un espacio vectorial y p una representacién de algin grupo de Lie G en V.
Pegaremos los fibrados triviales U, x V' para obtener un fibrado vectorial 7 : £ — M

usando funciones transicién

gaﬁanﬁUﬁ—>G

Para obtener E, comenzamos con la unién disjunta

UUaxV

y consideraremos que dos puntos (p,v) € U, x V' 'y (p,v’) € Ug x V son iguales si

v = p(gas(p))v’

Usaremos la notacion v = g,v’.
Este procedimiento solo dara un fibrado vectorial si las funciones trancicion satisfacen
un par de condiciones de consistencia. Supongamos que p € U,, entonces por la receta
de arriba tenemos que identificar (p,v) € U, X V con (p, gaav) € Uy X V', Asi que se
requiere que

Jaa = 1 en U,.
Ahora si suponemos p € U, N Ug N U, entonces identificaremos (p,v) € U, x V con
(p, gvav) € U, xV y a este lo identificamos con (p, gs,g-av) € Ug x V' Al cual finalmente

identificamos con (p, gaggs grav) € Uy X V. Asi que se requiere la condicién

9aBYIsyGra =1
en U, NUzNU,

Las condiciones anteriores implican que g,3 = ggi También para cualquier par de

sucesiones aq, - -+, , vV B1,- -, B con ag = B1 vy a,, = B Se tiene que

Joras * " Yan_1an = 9B182 **  YBm—18m

Veamos esto. Supongamos p € U, N Uz luego identificamos (p,v) € U, x V con
(p, 9sav) € Ug x V y a este lo identificamos con (p, gaggsav) € Us X V
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Luego gaggsa = 1 esto es gop = gﬁ_a1

Ahora probemos la segunda parte. De la condicién g.s9s,ga = 1 obtenemos que

-1
gaﬁgﬁ’y - gfya - ga'y

Ahora veamos

—1 —1 -1
Jaraz * " Jan_10n (gﬁlﬁz T gﬁ'rrLlem) = Yoroz " Gon—10098,, 18 T 95150
= Joraz """ Gon—1an9BmBm—1 " " YB2pB
= Garaz " " Gan—1anYanfm-1 " 9B

= YarazYasas * " Jan—10n9BmBm—1 " " YB2B1

Aplicando este proceso obtenemos

Jaraz " Gan_1anYanBm—-1 ** * 9hrar = Ya1an9Bmpb1
= galanganal
= Gajay
=1

Asi

Jaras * " Gan_1an = 9B182 *°  YBm—18m

Por otro lado sea M una variedad, {U,} un cubrimiento abierto de M, V un espacio

vectorial y p una representacion de algin grupo de Lie G en V. Sea 7 : E — M, donde

E:UUaxV

y definimos la proyeccién 7 de la siguiente manera, escribiremos [p, v], para el elemento

de E que corresponde a (p,v) € U, X V, a causa de la identificacién que hemos hecho,

tenemos que [p, v}, = [P, gsav]s, luego definimos

m(lp:vla) =p

Ahora si gaa = 1Y Gap9s19va = 1 donde estan definidos, entonces m : £ — M es un

fibrado vectorial. Aqui la fibra £, sobre p es el conjunto de puntos de la forma [p, v],.
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En efecto, supongamos que V es un espacio vectorial n-dimensional, es facil ver que la

fibra E, sobre p es un espacio vectorial n-dimensional con la operacién + definida por

[p7 U]a + [p7 U/]B = [p7 9pal + U/]ﬁ

)\[p, U]a = [p, )\'U]oe
Para p € M supongamos p € U, y consideremos la funcién

Yo : Ely, — Uy XV

definida por
Pallp; v]a) = (p,0)

tenemos que ¢ mapea linealmente cada fibra E, en la fibra {p} x V

Definicién 2.12. El tipo de fibrado construido con la receta anterior es llamado

G-fibrado, el grupo G es llamado el grupo de calibre y V es la fibra estandar.
La siguiente definicion sera de utilidad en lo que resta.

Definicién 2.13. Supongamos que tenemos un G-fibrado 7: E — M. Seap € U, y

T : E, — E, lineal, diremos que T vive en G si T es de la forma

[, v]a = [p; p(R)V]a

para algun h € G.

Ahora sea g el dlgebra de Lie de G. Diremos que T vive en g si T es de la forma

[, v]a = [p, dp(2)v]a

para algin x € g

2.3. Transformaciones de calibre

Las transformaciones de calibre juegan un rol importante al preservar la estructura
de fibrado. Dado un fibrado vectorial E sobre M, una transformacién de calibre es esen-

cialmente para cada p € M una transformacién lineal en E), que varia diferencialmente
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con p.
Antes de dar la definiciéon formal de transformacién de calibre, definimos fibrado endo-

morfismo.

Definicién 2.14. Dado un fibrado vectorial E sobre una variedad M, End(E) es
llamado fibrado endomorfismo que denota al fibrado F ) E*. La fibra de End(E) sobre
p es End(E,). Como resultado cualquier seccién T de End(E) define un mapeo de E
en E que envia v € E, en T'(p)v € E,, T(p) : E, — E, es lineal. Luego T actia en

cualquier secciéon s de E; dando una nueva secciéon de E definida por
(T's)(p) = T(p)s(p)

Asi que T determina una funcién
T:T'(FE)—T'(F)

Esta funcién es C*°(M)—lineal, esto es

T(fs1)) = [T (s1) y  T(s1+52) =T(s1) +T(s2)
para toda funcién f € C*°(M) y s1, s2 secciones de E.
Proposicién 2.3. Todo mapeo C*°(M)—lineal
T:T(E) — T(E)
corresponde a una seccién del fibrado End(FE).

Demostracion. Sea T : T'(E) — I'(E) un mapeo C*°(M)—lineal, mostraremos que

existe una seccién F' de End(E) tal que

T(s)p = F(p)s(p)

Primero mostraremos que T actiia localmente, esto es, si s; = s5 en algiin subconjunto

abierto U de M entonces T'(s1) = T'(s2) en U. Escribamos v = s1 — s9, luego

T(v) =T(s1 — s2)
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en U. Ahora para todo p € U sea ¢, € C°(M) la funcién Bump que esta soportada
en Uy p,(p) =1, ver [2]. Ya que ¢,y es cero en M, entonces por la linealidad de T

tenemos
0= T(‘Pp”Y) = ‘PpT(7>

evaluando en p se tiene

T(p)(p) = p(p)T()(p) = T(7)(p) =0

Ahora mostraremos que T actiia por puntos, esto es, si s1(p) = s2(p) entonces
T'(s1)(p) = T'(s2)(p). De la misma manera este resultado se obtiene suponiendo v(p) = 0
y mostrando que T'()(p) =0

Sea {ey, €g, ..., ex } una base local de las secciones de E en una vecindad de p, escribamos
v = ~v'e;, como y(p) = 0 entonces 7'(p) = 0. Por el Lema de extension para fibrados
vectoriales (ver [2]), existe una seccién global v/ = ~"¢; que coincide con v en una

vecindad de p, asi tenemos

Definamos la seccién F' de End(E) como sigue: para cada p € M y v, € E, sea

F(p)(vp) = T(v)(p)

donde v es cualquier seccién de E tal que v(p) = v,, por la discusién anterior tenemos

que esta definicién es independiente de la eleccion de la seccién v. |

Definicién 2.15. Sea 7 : E — M un G-fibrado, con G un grupo de Lie. Supongamos
que T es una secciéon de End(E). Si T(p) vive en g para todo p € M, diremos sim-
plemente que T vive en g, donde g es el algebra de Lie de G. Si T'(p) vive en G para
todo p € M, diremos que T" es una Transformacion de calibre. El conjunto de todas las

transformaciones de calibre denotado por G es un grupo con las operaciones
(gh)(p) = g(p)h(p) y g~ (p) = g(p)~"
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Proposiciéon 2.4. El producto y la inversa de transformaciones de calibre es una Trans-

formacion de calibre, y la identidad es una Transformacién de calibre.

Demostracion. Sean T, F' transformaciones de calibre en un G-fibrado 7 : £ — M.,

esto es T'(p), F'(p) viven en G para todo p € M. Tenemos que

Asi que TF(p) vive en G para todo p € M, luego T'F es una transformacién de calibre.

Ahora veamos que 7~! también lo es, en efecto

T p)lp,vla = T(p) " [p, va
= [ ,p(h_l)’l}]a

Asi que T~Y(p) vive en G para todo p € M, luego T~! es una transformacién de calibre.
Finalmente tenemos que I = TT~! luego por la primera parte la funcién identidad I es

una transformacién de calibre. [ |

2.4. Conexiones

Definicion 2.16. Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad M. Una conexién D en
M asigna a cada campo vectorial v en M una funcién D, de I'(E) en I'(E) y satisface

las siguientes propiedades
1. Dy(as) = aDys
2. Dy(s+t) = Dys+ Dyt
3. Dy(fs)=v(f)s+ fDys
4. Dyyws = Dys+ Dys

5. Dyys = fD,s
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para todo v,w € Vect(M), s,t € I'(E), f € C>®(M) y para todo escalar o que es real
o complejo depende de si E es un fibrado vectorial real o complejo.
Dada cualquier seccién s de E y un campo vectorial v en M, llamaremos D, s la derivada

covariante de s en la direccién de v.

Sean {z*} coordenadas en un conjunto abierto U C M, {0, } los campos vectoriales

coordenados y sea {e;} una base de secciones de E sobre U. Usaremos la notacién

D, = Dy

©w

Notemos que para cualesquiera p, j podemos expresar D,e; de manera tinica como com-
binacién lineal de las secciones {e;} con funciones en U como coeficientes. Asi podemos
definir funciones A’ en U por

— A .
Dﬂej = Aujel

estas funciones son llamadas las componentes del vector potencial, mas adelante defi-

niremos el vector potencial. Por otro lado tenemos

DvS = Dvuaus
=v"D,s
= v"D,(s'¢;)
= v“((@usi)ei + Af”-siej)
= v"(0,8" + Aijsj)ei
Asi que si definimos funciones (D,,s)" por
D,s = (D,s)'e
entonces la ecuacion de arriba da
(Dys)' = 0us' + Al ;s
La siguiente definicion es necesaria para entender al vector potencial.

Definicién 2.17. Sea E un fibrado vectorial, una 1-forma a valores en E es una seccién

del fibrado
EQQ)T*M
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Definicién 2.18. Sean {z*} coordenadas en un conjunto abierto U C M, {dz"} base
de las 1-formas en U, y sea {e;} una base de secciones de E sobre U. Entonces el vector

potencial A esta definido por
A= Aiiej ® e ® da"

esto es, una seccién del fibrado End(E|y) @ T*U.
Esta es una 1-forma a valores en End(FE) en U, la 1-forma toma un campo vectorial

cualquiera v en U y produce una seccién de End(E) sobre U de la siguiente manera
Av) = Af”-(ej ® e')dr"(v) = A{u‘””(ej )

la cual toma una seccion cualquiera s de E sobre U y produce una seccién de E sobre

U de la siguiente manera
A(v)s = Afnv“(ej ®e')(s) = Afu-v”siej
Asi en estos términos se tiene
(Dys)" = vs" + (A(v)s)’
Finalmente escribimos el vector potencial en termino de sus componentes
AB,) = Ay =Ale; ¢

donde cada una de las componentes de A, es una seccién del fibrado End(E) sobre U.
A(v)s depende C*°(M)-lineal en v y s.

Supongamos que A es una 1-forma a valores en End(F), por teorema 2.3 podemos

AZZT,’@W;’

donde T; son secciones de End(E) y w; son 1-formas en M. Asi para cualquier campo

escribir

vectorial v en M podemos definir la seccion A(v) de End(E) por

Av) = Z wi(v)T;
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Esta seccién A(v) actia en cualquier seccién s de E para dar una nueva secciéon A(v)s
de E.

A(v) definida de esta manera es independiente de como escribimos A como la suma
A= Z T @ w;

en efecto, supongamos que escribimos A =Y. F; ® \;.
Sea {e¢’} una base local de las secciones de End(E) y {dz’} una base local de las

1-formas en M. Entonces
T; = Tire" Yy w; = wipda®

de la misma manera

Fy = Fyet Yy i = Nipda®

Luego por definicién de producto tensorial debemos tener que
Tiwjr = Fig)ji
veamos

Zwi(v)Ti - Z Ni(v)Fy = Z(Wi(U)Ti — Ai(0) F3)

(2

= (wirda® () Tixe® — \pda® (v) Fire)

i

= (wiTi — A Fiw)da" (v)eF (v)

%

=0

A continuacién definiremos una conexién muy particular, que tiene un papel elemental

en el estudio de las conexiones.

Definicién 2.19. Sean {2*} coordenadas en un conjunto abierto U C M, {J,} son
los campos vectoriales coordenados y sea {e;} una base de secciones de E sobre U. La

conexién plana estandar D° en E|y esta definida por

D2s = v(s!)e;
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podemos escribir cualquier conexién D como D = D° 4+ A de la siguiente manera
Dys = (v(s') + A ;0"'s”)e; = Dys + A(v)s

para alguna 1-forma A a valores en End(E).

La conexion plana estandar depende de la eleccion de la trivializacién local de E.

El siguiente lema nos dice que podemos describir cualquier conexién por medio de

su vector potencial.

Lema 2.2. Si D° es una conexién en E y A es una 1-forma a valores en End(F) entonces
D = DY + A es una conexioén en E. Reciprocamente si D es una conexién cualquiera en

E, entonces D = D° + A para alguna 1-forma A a valores en End(FE).

Demostracion. Sean v,w € Vect(M), s,t € I'(E), f € C*M y «a un escalar. Sea

D = D"+ A con D° es una conexién en E y A es una 1-forma a valores en End(E).

Tenemos
1.
Dy(as) = (D" + A),(as)

= Dy(as) + A(v)(as)
=aD% + aA(v)s
= a(Dls + A(v)s)
=a(D°+ A),s
=aD,s

2.

Dy(s+1t) = (D% + A),(s + 1)
= DO(S +1)+ Av)(s+ 1)
= (Dy + A(v))(s) + (Dy + A(v))(t)
= (D" + A)ys + (D° 4 A),t
= D,s+ D,t
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Dy(fs) = (D° + A),(fs)
= Dy(fs) + A(v)(fs)
=v(f)s+ fDys + fA(v)s
=v(f)s+ f(D"+ A),s
=v(f)s+ [Dys

Dyyws = (D + A)ypys

= Dg—l-w
= DSS + D?Us + A(v)s + A(w)s
= (D" + A)ys + (D + A)ys

= D,s+ Dys

s+ Alv+w)s

Dpys = (D + A)pys
= D},s + A(fv)s
= fD% + fA,s
= f(D° 4 A),s
= fDys
Luego D = D° + A es una conexién en E.
Ahora sea D una conexién en E y DY la conexién plana estdndar, definamos

A(v)s = D,s — D%s, veamos que A es una 1-forma a valores en End(E). Sabemos

que A es C*°(M)-lineal en v ya que D y D° lo son. por otro lado

A(v)(fs) = Dy(fs) — D)(fs)
=v(f)s+ fDys —v(f)s — fDys
= f(Dys — Dys)
= fA(v)s



2.4.Conexiones 39

asi que A es C°°(M)-lineal en s. Luego podemos definir la 1-forma A a valores en

End(E) localmente en las coordenadas {z*} por
A= Aﬂiej ® e @ dat

donde
A(8u>€j = Aijei

Veamos que esta bien definida, en efecto, sean {z™} coordenadas locales en M,

luego por definiciéon tenemos
(2

A=Ale;®e @ da”

donde
A(@L)e] == A’Vijei

notemos que

iy )e;

) TR
ox!,

ox
ox, .,
= o ALe

/
ox!,

A(@,)e; = A(

esto es
A — 0Ty 4

Vi Qg

luego

. , or. . .
Ale;® e @ da’” = 83‘ Ale; @ ¢ @ da

j i Ox v
= Afmﬁj ®e R a—;dl'/
= Aiiej ® e ® da"
[ |

En lo que sigue estudiaremos un tipo de conexién que definiremos a partir de su

vector potencial
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Definicién 2.20. Supongamos que E es un G-fibrado con la fibra estandar dada por
algiin espacio vectorial V en el cual G tiene una representacién p, entonces existen
trivializaciones locales ¢,, : E|y, — U, X V tales que las funciones transicion ¢, o gbgl
son de la forma p(gs,) para alguna funcién gg, a valores en G. Ahora supongamos que
D es una conexion en E, entonces sobre cualquier U, podemos escribir D como la suma
de la conexién plana estdndar DY mas un vector potencial A. Diremos que G es una

G-conexion si en las coordenadas locales las componentes A, € I'(End(E)) viven en

g.

La definicién de G-conexién no depende de las coordenadas locales. Sean {z*} las
coordenadas originales en la definicién, sean {z’*} otras coordenadas locales, entonces

tenemos nuevas componentes del vector potencial dadas por

A — ory, .,

vi = 5o g
ox!,
se nota que estas coordenadas viven en g si las originales lo hacen.

Teorema 2.4. Sea D una G-conexion en E y sea g € G una transformacion de calibre,

entonces existe una nueva G-conexién D’ en E tal que
D; (gs) = gD,s

para todo campo de vectores v € M y para toda seccion s de E.
D’ esta dada por
Dys = gD,(g™'s)
Demostracion. Sean v,w € Vect(M), s,t € I'(E), f € C>®°(M) y « un escalar. Tenemos

1.
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Di(s+t)=gD,(g (s +1))
Dy(g7"'s) + gDy(g't)

D, (s) + D, (1)

g
g

D;(fs) = gDy(g™"fs)
=gD,(fg™"s)
= gv(f)g~"'s+ fgDu(g"s)
=o(f)s+ fDls

D;+w3 = gDv+w(g_15>
= gDv(g_ls) + ng(g_ls)
=D)s+ D,s

D',s = gDysys = fgDys = fD,s
[ |

Hemos dicho que podemos estudiar cualquier conexiéon estudiando simplemente su
vector potencial, es siguiente teorema nos muestra como cambia el vector potencial de

una conexién al aplicar una transformacién de calibre.

Teorema 2.5. Dada una trivializacién local de E sobre U, C M escribimos la G-
conexion D como una conexion plana estandar mas un vector potencial. Se tiene que el

vector potencial A’ para D’ esta dado en coordenadas locales por
Al =gAug " + 90,97

esto es pensando de g localmente como una funcién a valores en End(V).

Ademas como A, vive en g entonces también A/ .
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Demostracion. Pensemos de la transformacion de calibre g localmente como una funcion
a valores en End(V') y del vector potencial A como una 1-forma a valores en End(V).

Escribamos una seccién s localmente en U como s = s’e; entonces tenemos que
Dys=gD,(g7"s)
= gD (g7"s) + gAu(g™"s)
=90u(97"s)"e; + gAu(g7's)
Desarrollemos ¢d,(g~"s)"e;, notemos que
g ls =97 (s¢;) = 5797 (¢))
escribamos g~'(e;) = Aiey, luego

g ls = s Nie

asi que
90u(g7 ") e; = g(0u(s'\i)es)

= 9((8u3j)>‘;“6i + Sj(au)‘;’)ei)

= 9((0u8)97(ej)) + 9(7 097" e;)")es)

= 0,579(97 " (e5)) + 9(s7(Oug™)ey)

=0,87e; + g(0,97")(s¢;)

=D)s+g(0.97")s
de aqui se tiene que

Als = gAg s+ g(9,971)s

veamos que esta vive en g, en efecto, sea [p,v]|, € E,, como g es una transformacién de

calibre entonces ¢g~! también lo es, luego para algtin h € G tenemos que

9(p)[p, v]a = [p, p(h)V]a

como A, vive en g entonces para algin x € g se tiene

Au(@)lp, p(R)v]a = [p, dp(x)p(h)v]a
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y ademas
9~ ®)p, dp(x)p(h)vla = [p, p(h~H)dp(x) p(h)v]a
esto es
949~ (0)[p, v]a = [p, p(h™")dp(x) p(h)v]a
= [p, dp(x)v]a

Por otro lado como ¢ vive en G, podemos pensar de g como una funcién a valores en
G, dada por g(p) = h, donde h, € G es tal que g(p)v, = p(h,)v,. Recordemos que a
partir de dp podemos obtener p exponenciando, por asi decirlo, o bien, podemos escribir

cualquier elemento de G como la exponencial de un elemento en g, digamos
h, = exp(zy)
para algun z;, € g, luego
9(p) = exp(xn)
de aqui que podemos escribir g como

g = exp(—f)

para alguna funcién diferenciable f a valores en g. Tenemos

9(0,97") = exp(—f)(Du(exp(f)))
= exp(—f)(exp(f)O.[)
—0.f

esto es

con y, € g, luego ¢(d,g~") vive en g.

Por lo tanto concluimos que D’ es una G-conexion. ]
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Ejemplo 2.5. Veamos el efecto de aplicar una transformaciéon de calibre a una

G-conexion cuando el grupo de calibre es G = U(1). Supongamos que E es un fibrado
trivial lineal complejo sobre M, asi que la fibra E, sobre p € M es C, cualquier conexién
D en E puede ser descrita por su vector potencial A, el cual es una 1-forma a valores

en End(C'), pero ya que End(C) es isomorfo a C, mediante el isomorfismo dado por

T zp

sabemos que cada transformacién lineal 7" en C es de la forma T'(w) = zpw para algun

zp € Cy todo w € C, asi que la asignacion
T zp

es un isomorfismo, entonces podemos pensar de A como una 1-forma a valores en C.
Por otra parte E se convierte en un U(1)-fibrado con la representaciéon fundamental de
U(1), esta es, la que actua por multiplicacién de nimeros complejos. Si la conexién D
es una U(1)-conexién entonces debemos tener que las componentes A, viven en u(1),
donde
u(1) = {iz/x € R}

esto es, para cada p € M

Au(p)vp = dp(iz)v, = izv,
para algin z € R, asi que las componentes A, son funciones a valores complejos pura-
mente imaginarios.
Ahora supongamos que aplicamos una transformacién de calibre g al vector potencial
A, como E es trivial tenemos que globalmente para cada p € M, g(p) = p(h) para algin

h € U(1) y como p(h)v = hv entonces podemos pensar de g como una funcién a valores

en U(1), por teorema 2.5 tenemos que
Al sl = gAg s+ g(D,97")s1

donde 1 es la seccién identidad. Como U(1) es abeliano y podemos podemos escribir
g = e~/ para alguna funcién f a valores complejos puramente imaginarios entonces

tenemos
g9 +9(0u97") = Ay + Ouf
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de aqui se tiene
A;s =A,+0.f

esto es
A=A+ df

donde df es la 1-forma a valores en End(C) dada por

dfu(p)v = (0uf)(p)v = dp(y)v

para algin y € u(1).






CAPITULO 3
HoLONOMIA Y CURVATURA

3.1. Holonomia

Hasta ahora hemos usado las conexiones en fibrados para derivar secciones, a conti-
nuacion veremos que las conexiones tienen un rol importante en la definicién de trans-

porte paralelo.

Definicién 3.1. Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad M equipado con una
conexiéon D. Sea v : [0,7] — M un camino diferenciable del punto p al punto ¢, y
supongamos que para t € [0,77], u(t) es un vector en la fibra E, ). Consideremos una
trivializacién local

E‘U%UXV

de E sobre una vecindad U de 7(t), entonces podemos pensar de secciones de E sobre U
como funciones de M a valores en V y pensar de la conexiéon D como la conexion plana

estandar D° mas un vector potencial A
D,s=0,s+ A,s
Asi que por analogia definimos la derivada covariante
Dyult) = ult) + AG/())u(r)
Diremos que u(t) es transportado paralelamente a lo largo de 7 si
Dypu(t) =0

para todo t, esto es, si

d

£Ui(t) + VI(t)”ALj (y(£)u () = 0

para todo t y para cada 1.

47
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Veamos que D.yu(t) es independiente de la eleccién de la trivializacién local. En

efecto, supongamos que tenemos coordenadas {x’"},luego tenemos que

v

iy ot j

y ademas sabemos que
/ " axu / v
Y = ot (t)

asi

VP A N ) = 00 1y P2 4L ) 1)

='(t)" A4, (v(t)u’ (t)

por lo tanto la derivada covariante definida de esta menara no depende de las coorde-
nadas locales.
Por otro lado, sea u € E,, notemos que siempre podemos transportarlo paralelamente

a lo largo de v, esto es, podemos encontrar u(t) € E, ) tal que
w0)=u y  Dypu(t)=0

Para ver esto es suficiente trabajar localmente y probar que podemos resolver la ecuacién

diferenciable

Du(t) + A6 ()ult) = 0

escrita en forma matricial.
Esto sigue del resultado basico de la existencia de la solucion de ecuaciones diferenciables

lineales. Veamos una solucién explicita de esta ecuacion. Reescribiendo tenemos

Sult) = —AG (O)u(t)

Luego la solucién satisface

u(t) =u —/0 A (t1))u(ty)dt

usando la formula de arriba para u(t;) y sustituyendo tenemos

u(t) = u - / A((0)yudty + / / LA (0) AW (t2) u(t) deadty
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continuando este proceso infinitamente se tiene que

+oo

utt) =1 [ AG/(0)) - A ()t di

o 121> >t >0

El siguiente teorema nos dice que esta suma converge.

Teorema 3.1. Pongamos una norma sobre el espacio vectorial V y demos a End(V)
la norma
17| = supl|Tul|
[ulf =1
Sea
K = sup| A(+(£))]
te0,7)
Se tiene que el n-ésimo termino de la suma que define u(t) tiene norma < t"K"||u||/n!,

asi que la suma converge. También tenemos que u(t) es diferenciable, u(0) = u y
Fult) = —A(Y'(£)u(t).
Demostracion. Tenemos que el enésimo termino de la suma que define u(t) es

(1) / AR A )ty - dt]

satisface la desigualdad

< / VA G - - ()|t - - - di
t>t1 2> >t >0

< / Kndt, - - dt|ul
>t > >, >0

t t1 tn—1
SK“HUH/ / / dt,, - - - dty
0 JO 0
t t1 tn—2
< K"||u||/ / / tordbn_y - - dty
0 JO 0
t t1 tn—3 t2
< K™||ul| / / .. / i Ny )
0o Jo 0 2
t t1 tn—4 t3
< KnHuH / / .. / "__'?’dtn_g coedty
0 Jo 0 3!

Repitiendo este proceso tenemos

||(—1)"/ A(Y (1)) - - AW (En))dty - - - diyul] < K" [|ul[/n!
121> >t >0
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Asi que esta suma converge ya que
limp—oot" K™ ||ul| /n! =0

Ahora veamos
+o0

u(0) = -1 | AW/ (1) -+ A (1))t - diyu =

02t12--2tn 20

n=0
y
=25y A () A (b))t -
—U —_ I P n nce u
dt dt <= asest0 ! 1
+00 d
IS AG/ () - A (L))t - dt
"o t2t1> 0210 >0
d d [ d [t [n
_ _ / _ / /
— g [ Aveuan+ [ [ ag e A )t +
d / /
g AG/ () -+ AC (b))t -~ dt) + -
dt £201 221020

t1

——AG/ O+ AC®) [ A ()it

AR ) (1) / A(Y(b2)) -~ A (b))t -ty + -

t1 262> >tn >0
—+00

——AG ) AG/(0)) -+ A ()t - i

"0 121> >t >0

= —A(y'(1))u(t)
_

A partir del transporte paralelo podemos definir una funcién entre fibras llamada
la holonomia , mas adelante veremos una relacion muy interesante entre la holonomia

y la curvatura.

Definicién 3.2. Supongamos que v : [0,7] — M es un camino diferenciable de p a
g. Sea E un fibrado vectorial sobre M con conexién D. Dado u € E,, sea H (7, D)u es
el resultado de transportar paralelamente al vector u anclado en p hasta el punto ¢ a lo
largo del camino v. Ya que la ecuacion diferenciable que define el transporte paralelo
es lineal entonces el mapeo

H(v,D): E, — E,
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es lineal. Llamaremos a este mapeo la holonomia a lo largo del camino ~.
Mas generalmente, si 7 es diferenciable a trozos, entonces podemos encontrar los puntos

para los cuales no es diferenciable y dividir en piezas méaximas diferenciables
Vi o [tistigr] — M
donde 1 <7 < n, y definimos la holonomia por
H(y,D) = H(w, D) - - H(m, D)

Definicién 3.3. Supongamos que tenemos un camino o en M de p a ¢, y un camino
£ en M de ¢ a r. Diremos que a y [ se pueden componer ya que podemos pegar los
caminos para obtener un nuevo camino Sa de p a r. Mas precisamente, si tenemos
caminos « : [0,S] — M y 8 :[0,7] — M con 3)(0) = a(S) definimos el producto de

los caminos « y 8 en ese orden como el camino
pa:[0,S+T] — M

definido por
a(t) ) 0<t< s
(Ba)(t) = .
pt—S) st S<t<S+T
Notemos que si a y 8 son diferenciables entonces fa es al menos diferenciable a trozos
pero no necesariamente diferenciable.

<

g

Imagen 2: Composiciéon de caminos

Lema 3.1. Sea o : [0,7] — M un camino diferenciable a trozos y sea
F :]0,5] — [0, 7] una funcién diferenciable a trozos con F'(0) =0y F(S)=T. Sea
un camino parametrizado dado por B(t) = a(F(t)), entonces para cualquier conexién

D en un fibrado vectorial 7 : E — M, se tiene

H(a,D) = H(B,D)
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Demostracion. Dividamos « en sus trozos diferenciables, digamos «; : [t;, ti41] — M
con i = 1,2, ...,n. Supongamos que F' no es diferenciable en s; < s9 < -+ < s, Luego
la curva  tampoco lo es, asi que la dividimos en curvas f; : [s;, s;+1] ¥y supongamos
que en algun intervalo (s;,Sj4+1) con so = 0y Spr1 = 5, existen ¢; < ¢ < - - ¢y, tales
que F(c¢;) =t; para algin i € {1,2,---,n}. Luego dividimos §; en curvas diferenciables

Bji © [Ciy Cip1] con cg = 8 Y Cmq1 = Sj+1. Veamos que
H(Bji, D) = H(«aji, D)

entendiendo ay; @ [F(¢;), F'(cit1)], en efecto
Sea u € Eqp(c,)) y u(F(t)) un vector en Eyp)) con t € [¢;,ciy1] y tal que haciendo el

cambio de variable s = F(t) tenemos
u(F(¢)) =u

¥ Dursyu(s) = 0 Notemos que definiendo v(t) = u(F(t)) se tiene

a ,
Sult) + A Ol

= DulF(0) + A ()l (1)
= (0 us) + PO A (5)uls)

= f/(t)Do/(S)u(s)
=0

Dgyv(t) =

Ast que H(aj;, D) = H(Bj;, D), luego por la definicién de Holonomia para una curva

diferenciable a trozos se tiene

H(a,D) = H(B,D)

Describiremos la holonomia para composicién de caminos.

Proposicion 3.1. Si a y [ se pueden componer entonces

H(Ba, D)= H(B,D)H(a, D)



3.1.Holonomia 53

También se tiene que para cualquier camino
a:[0,T] — M
de p a ¢ existe un camino inverso
a0, T) — M

de g a p dado por
a tt) = a(T —t)

Ademas

H(a™',D) = H(a,D)™"
Y también se tiene que para cualquier punto p € M podemos definir el bucle identidad
1,:[0,1] — M
el cual es el camino que simplemente permanece en p, esto es

1p(t) =P

Si o es un camino de p en ¢ tenemos
1. Hl,a,D) = H(a, D)
2. H(aly,D) = H(a, D)
3. H(1,,D) =1
Demostracion. Digamos que a es una camino de p a ¢ y 8 es una camino de ¢ a r,

entonces Sa es un camino de p a r diferenciable a trozos. Dividamos la curva Sa en

curvas diferenciables fa; = a: [0,S] y Bas : [S,T] donde se tiene que

Bas(t) = B(F (1))

donde F(t) =t — S, evidentemente F es diferenciable, asi que por el lema 3.1 se tiene
que
H(BOQ’D) = H(ﬁvD)
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y por definicién de holonomia tenemos
H(fa, D) = H(Bas, D)H (B, D) = H(B, D)H(a, D)
Ahora notemos que dado v € E, definamos u(t) = p para todo ¢, asi que
u(o) =py
d /
Diggou(t) = Zult) + A (0)u(t
=0+ A(0)p

luego H(1,, D) = 1. Por otro lado
™l (0)=a(T-0)=a(T)=¢

Y
a N (T)=a(T -T)=a(0)=p

1

Asi que ™ es un camino de p a p, y

H(a 'a,D) = H(a™*, D)H(a, D)
Sea u € E, y u(t) € E,q) para cada t € [0,7T], tal que
Dy @pu(t) =0
Definamos v(t) = u(T —t) € E,-1¢) para todo t € [0,T], veamos que
v(0) = (T — 0) = u(T) € Eur)

Y

Dy-15yv(t) = iv(t) — Ao/ (t))v(t)

d /
= —u(t) + A(Q/(t))u(t)

= —Da/(t)U(t)
=0
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esto es, v(0) = u(T) es transportado paralelamente a lo largo de a~! hasta
U(T) = U(O) S Ea(o) = Ep

asi que tenemos que H(a la, D) =1, por lo tanto
1=H(a',D)H(a, D)
con lo que concluimos que
H(a ', D)= H(a,D)™*
Las otras identidades se verifican facilmente. |
La holonomia H (v, D) es afectada de manera muy simple cuando aplicamos una

transformacion de calibre a la conexion D.

Supongamos que u(t) € E, ) satisface la ecuacion de transporte paralelo,
Dyyu(t) = 0

Si A es el vector potencial de D entonces

Cult) = ~AW/ (0)u(t)

o bien en las coordenadas locales

Su(t) = =" () Auul)

donde escribimos A,, por A, (v(t))

Ahora aplicamos una transformacién de calibre g a wu(t), definiendo w(t) por

o simplemente escribimos w(t) = gu(t), podemos derivar w y obtenemos

Slt) = (a0 u(t) + 90 (1) ()
(DA,

V() (Oug)ult) — gv™ (1) Ayu(t)
V() Dug)g ™ w(t) — " (t)gAug ™ w(t)

ya que gg~! es constante, tenemos

0=0u(997")
= (0u9)9 "+ 9(0ug™")
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esto es,
(0u9)9™" = —90ug™"
Asi

Lip(t) = " ()g(Bug™ Yo (t) — 7" (DgAug~ ()

dt
= (1) Ay 1)

donde A’ es el vector potencial obtenido por aplicar la transformacion de calibre g al

vector potencial A, esto es

A, = gAg " + 90,97

Asi w(t) satisface la ecuacién de transporte paralelo,

fy/(t)'UJ(t) =0

Donde D’ resulta de aplicar la transformacién de calibre g a la conexién D.
Ya que la holonomia H (v, D) es un mapeo lineal que envia u(0) a u(T), y similarmente
H(v,D") envia w(0) = g(7(0))u(0) a w(T") = g(v(T"))u(T), luego se sigue que

H(y,D') = g((T))H(v, D)g(v(0))"

Esta formula muestra como la holonomia se transforma bajo transformaciones de cali-
bre.

La férmula anterior para la holonomia se mantiene incluso cuando el camino v no se
queda dentro de un conjunto abierto sobre el cual nosotros tenemos trivializado el G-
fibrado E. En efecto, supongamos que el camino ~ es cubierto por n abiertos Uy, ..., U,

subconjuntos de M, donde tenemos trivializaciones locales

QOZE

v, — Ui X V;

del fibrado E. Dividamos el camino 7 en n caminos v; : [T;_1,7;] — U; donde Ty = 0

y T, = T. Ademas tenemos que

H(yi, D') = g(3(T:)H (i, D" g(vi(Tiz1)) ™
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luego

H(vy,D') = H(Vn, D'YH (Y1, D) 000 H(y, D)
H (o, D" g (v (Tr=1)) " 9 (yn—1(T=1)) H (Y1, D)
)" ooog(n(Th)H (v, D)g(n(Ty)) ™

= g(v(T0)) H (Y, D'YH (Y1, D) 0 0 0 H(7v1, D")g(m(Tp)) ™

= g((Ty)

)
)
)
)

Para finalizar este capitulo estudiaremos la curvatura de una conexién en un fibrado.

3.2. Curvatura

Definicién 3.4. Supongamos que E es un fibrado vectorial sobre M con conexién D.
La curvatura de una conexién D mide el fallo en la conmutatividad de las derivadas
covariantes. Dados dos campos vectoriales w,v € M, definimos la curvatura F'(v,w)

como el operador en las secciones de E dado por
F(v,w)s = DyDys — DyDys — Dy )8

Una conexién con curvatura nula, esto es, F(v,w)s = 0 para cualesquiera campos

vectoriales v, w € M y toda seccion s de E, diremos que es plana.
Teorema 3.2. La curvatura es antisimétrica, esto es
F(v,w) = —F(w,v)
Y también es lineal sobre C*°(M) en cada argumento, esto es
F(fv,w)s = F(v, fw)s = F(v,w)(fs) = fF(v,w)s

Para toda funcién f € C*°(M) y v, w campos vectoriales en M.
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Demostracion. Veamos primero que F(v,w) = —F(w,v), en efecto,

—F(w,v)s = —=(DyDys — DyDyys — Dy )5)
= DyDys — DyDys + Dy )8
= DyDys — DyDys + D_py )8
= DyDys — DyDys — DS

Ahora veamos

F(’U, f’LU) = Dvaw - waDv - D[v,fw}
= Dy fDy = fDuDy = Dy o
- vaDw + U(.f)Dw - .waDv - fD[v,w} - U(f)Dw
= fF(v,w)

La igualdad F(v, fw) = fF(v,w) se obtiene de la siguiente manera
F(quw) = —F(fw,v) = —fF(’UJ,U> = fF(’U,U))

Finalmente mostraremos que F(v,w)(fs) = fF(v,w)s

F(o,w)(fs) = DyDu(fs) = DuwDy(f5) = Dppu) (fs)
= Dy(fDus +w(f)s) = Du(fDys +v(f)s) = fDpus — ([v,w](f))s
= [DyDys +v(f)Dws + w(f)Dys + v(w(f))s = fDuDys — w(f)Dys
— 0(f)Dws —w(v(f))s = fDpws — ([v,w](f))s
= [1Dv, Du]s = [ Dpujs
= fF(v,w)s

donde [D,, Dy] = DyDyy — Dy D, u

Pensaremos de la curvatura en coordenadas locales {*} en algtin subconjunto abier-
to U de M. Definimos F},, como la secién de End(E) dada por

FHV = F(8u7 al/)
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Notemos que como [0, d,] = 0 entonces
F/w = [Dm D,,]

Por la propiedad de linealidad de la curvatura podemos escribir F'(v, w) para cuales-

quiera campos vectoriales v, w en U como
F(v,w) =v"w"F,,

Si tenemos una base local de secciones de E sobre U, digamos {e;}. Escribimos la

curvatura en términos del vector potencial

F

uv€i = DuDl/ei — DVDuei

= DH(AI{iej) - Dv(Afu'ej)
= (auAii)ej + AZiniek - (0VAf”-)ej - AIZiniek

O bien
Fe = ((aﬂAii) - (auA{u’) + AjkAzlji - AI{kAﬁi)ej

i

Ya que las secciones e; ® e' forman una base para las secciones de End(E) podemos

escribir
F, = Fgw-ej ® e
Para algtin conjunto de funciones Fgui, llamadas las componentes de la curvatura. En
particular
Fvei = Fﬂmﬁ’j

Asi que por el resultado anterior tenemos

F;{ui = (aMAii) - (aVA{Li) + AikAﬁi - AikAk

)
Escribiendo en forma matricial podemos escribir
F.=0,A,—0A,+[A,A)

La siguiente proposiciéon nos dice que la curvatura mide la holonomia a lo largo de

caminos cerrados infinitesimales.
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Proposicién 3.2. Sea 7 : E — M un fibrado vectorial, consideremos una trivializa-
cién local de E alrededor de p € M, donde tenemos una parametrizacion ¢ y coorde-
nadas locales {x7} en las cuales p es el origen. Tomemos un vector v € E, y hagamos
transporte paralelo a lo largo de un pequeno cuadrado en el plano z#x" cuyos lados son
ambos de longitud €. Se tiene que el resultado es un vector v’ ligeramente diferente de
v, explicitamente

! 2
v—v =€l,v

En otras palabras, si v denota el camino cerrado que rodea el cuadrado entonces
H(y,D)=1-¢F,

Demostracion. Sea v1, 72,73, V4 : [0, €] —> R™ caminos dados por

71(t) = tey

Y2(t) = ee, + te,

v3(t) = ee, + (e —t)e,

"(t) = (e—tey

donde {e,} es la base canénica de R™.

Notemos que Y47v37271 : [0,4€] — R™ es un pequeno cuadrado en el plano z#z” cuyos
lados son de longitud ¢, ademas la imagen inversa de v4v3y2y1 por la parametrizacién

¢ de M alrededor de p es la curva donde haremos el transporte paralelo.

J

<—£ —_ X~
Imagen 3: Pequeno cuadrado y4v37271
Sabemos que H (Yay37271, D) = H (74, D)H (73, D)H (72, D)H (71, D). Veamos la expre-
sién para H(yi, D), sea u = uy € E,, luego
+oo

w(®) =Y (1 [ AGA(B)) - A ()t - - diyu

"0 281> >, >0
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satisface la ecuacion de transporte paralelo, en lo que sigue solo conservaremos elementos

de orden €? o menos; luego

€ € t1
H(7\ D) ~ 1 — / A, () dty + / / AW (0) A, (t) ) dtadty
0
€ t1
=1- / A (tleu dtl —|—/ / tleu)A (tgeu)dtgdtl
—1- / (A, + 8, Aty )ty + / / o+ At (A + 0, Ayty)dtydty

=1—-€4, QauAu+§Au

Entendemos por A, (te,) a la matriz cuyas entradas son las funciones A evaluadas en
¢ ten) € M, Ay = A,(0).

Ahora sea uy € E,, (o), luego

—+00

us(t) = S (1) / A (1)) - - - A (1)t - - - diru

0 211> >0 >0

satisface la ecuacién de transporte paralelo,luego

Hos D) = 1= [(aGtein + [ [ AGha)AGHE) bt
=1- / A, (ee, + tie,)dt; + / / v(ee, +tiey) Ay (eey, + tae, )dtadty
=1 —/0 (A, + 0, Ave + 0, Aty )dt+
/0 E /O " Ayt OuAve + 0 Avt) (Ay + Dy Ave + B Aty )bl

=1—¢€A, —68 0+2A2

Por otro lado, sea uz € E,, (), luego

—+00

w(®) = (1" [ AGH(1)) - ACj(t)dty - - diyu

"0 128> >, >0
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satisface la ecuacién de transporte paralelo, luego

€ € t1
H(7,, D)~ 1— / A (1)) dt + / / A (1) A (£2)) it
0 0 0
€ € t1
=1- / — A, (ee, + (e —ty)e,)dty + / / A, (ee, + (e —t1)ey)Aulee, + (€ — to)e,)dtadty
0 0 0
=1+ / (AM + aMAM(E — tl) + 8,,Aue)dt1+
0
€ t1
/ / (A + 0y A (e — 1) + 0 Aue) (A + 00 A (e — ) + B, Ae)dtady
0 0 62 62
=1+edi+ 504, + 0,A, + §Ai

Finalmente sea uy € E,, (), luego

—+00

wl®) => (-1 [ Ah(0) - At - dtyu

=0 211> >0 >0

satisface la ecuacién de transporte paralelo,se tiene

H(v, D)~ 1 - / A (1)) dtr + / 6 / AGL()) A((E)) oty
:1—/OE—A,,((e—tl)e,,)dtl—|—/OE/O1A,,((e—t1)e,,)A,,((e—t2)e,,)dt2dt1

€ € t1
=1 + / (A,, + 0,,A,,(e — tl))dtl + / / (AV + a,,A,,(E — tl))(A,, + 8,,A,,(e — tg))dtgdtl
0 0 JO

62

2
=1+¢€A, + §8VA,, + %Aﬁ

Asi que
€2 €2 €2 €2
H(’}/4’}/3’}/2’}/1, D) = (1 + GAV + 58,,/1,, + 5143)(1 + EAM + 5011‘4/1 + €2auAu + §Ai)
€2 €2 €2 €2
(]. — EA,/ — €2auAV — 50,/ ‘l— 51412/)(—614” — EauAu ‘l— §Ai)

=1- ezﬁuA,, + 628,,14# — ezAuA,, + €2A,,AH
=1-¢e*(0,4, —0,A, + A A, —AA,)
=1-¢€F,
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En lo que sigue estudiaremos las formas a valores en E, para cualquier fibrado E,

esto con el fin de clarificar un poco el calculo de la curvatura.

Definicién 3.5. Supongamos que E es una fibrado vectorial sobre una variedad M
equipado con una conexion D. Definimos una k-forma a valores en E como una seccion

del fibrado
E QAT M

Una 0O-forma a valores en E es una seccién de E; una 1-forma en M es una funcion
C>®(M)-lineal de Vect(M) en C*°(M). Una 1-forma a valores en E es una funcién
C*°(M)-lineal de Vect(M) en I'(E).

También definimos una forma a valores en E como una seccién del fibrado
E ® AT*M

Definicién 3.6. Sabemos que para cualesquiera campos vectoriales v y w en M se tiene
que F'(v,w) es una seccién de End(FE), asi que trabajando con coordenadas locales en

un conjunto abierto U de M, tenemos que las componentes de la curvatura
F,., = F(0,,0,)

son secciones de End(FE) sobre U.
Podemos entonces definir la curvatura 2-forma F, como una 2-forma a valores en
End(E), por

1
F = F, ®de Ada"

Teorema 3.3. Cualquier forma a valores en E puede ser escrita, no necesariamente de
manera Unica, como una suma de formas a valores en E de la forma s ® w, donde s es

una seccién de E y w es una forma ordinaria en M.

Demostracion. Por teorema 2.3 tenemos que cualquier seccién del fibrado E @ AT*M
puede ser escrita, no necesariamente de manera tnica, como una suma de secciones de
la forma s ® w, donde s es una seccién de E y w es seccion de AT* M, pero sabemos que
las secciones de AT*M estan en correspondencia uno a uno con formas en M. Asi se

tiene el resultado. [ |
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Como consecuencia del teorema anterior, podemos definir el producto wedge de una
forma a valores en E y una forma ordinaria en M, definiendo simplemente el producto

wedge de la forma s ® w a valores en E y la forma ordinaria u, por
SQWAp=s® (wAp)

notemos que el producto wedge depende C'*°(M)-linealmente en cada factor.

Definicién 3.7. La derivada covariante exterior dp de una seccién s de E es la 1-forma

dps a valores en E tal que

dps(v) = Dys

para cualquier campo vectorial v en M.

Esta es una generalizaciéon de la formula

Alternativamente, en coordenadas locales {x#} en algin conjunto abierto U de M,

definimos

dps = D,s ® dz"

Las definiciones de la definicién 3.7 son equivalentes. en efecto,
D,s ® dax"(v) = v"Dys = Dys

Definicién 3.8. Es suficiente por el teorema 3.3, definir la derivada covariante exterior
en una forma diferenciable a valores en E de la forma s ® w donde s es una seccién de

E y w es una forma diferenciable ordinaria en M. Se define de la siguiente manera
dp(s®@w) =dps ANw+ s A dw

Mostraremos que dp esta bien definida ya que una forma diferenciable a valores en
E puede ser escrita de varias maneras diferentes como la suma de formas diferenciables
de la forma s ® w.
Obtendremos una formula inequivoca para dp en coordenadas locales {z*} en un con-

junto abierto U de M. En efecto, tenemos que existe una base de las formas diferenciables
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{dz"}, entonces podemos escribir cualquier forma diferenciable a valores en E en U de
manera unica como

s; @ da’

para algunas secciones s; de E|y, entonces tenemos

dD(S] ® d!L’I) = dDS] N d!L’I +5r d(dl’I)
= (D,s' @ dz*) A da’
= D,s' @ da" A da’

esta es la generalizacién de la siguiente formula para la derivada exterior
d(wrdz") = (O wr)da" A da’

Definicién 3.9. Trabajaremos en coordenadas locales en un abierto U de M, entonces
sabemos que podemos escribir cualquier forma diferenciable a valores en End(E) local-
mente como la suma de formas diferenciables a valores en End(FE) de la forma T ® w,
donde T es una seccién de End(FE) y w una forma diferenciable ordinaria en M. Ademés
también podemos escribir cualquier forma diferenciable a valores en E localmente como
la suma de formas diferenciables de la forma s ® p, donde s es una seccién de E y p es
una forma diferenciable ordinaria en M. Definimos el producto wedge de una forma a

valores en End(FE) y una forma a valores en E usando linealidad por
TOwAsRu=T(s)® (wA )
Proposicién 3.3. d% es proporcional a la curvatura de D

Demostracion. Sea n una forma diferenciable a valores en E, trabajando en coordenadas
locales podemos escribir n = s; ® w!, para algunas secciones s; y formas diferenciables

ordinarias w’, entonces

din = dy(Dy,s; @ da¥ A da')

=D,D,s; ® dx" N dz” N\ dxp

1
= 5[DH, D,|s; @ dz* A dx” A dxy
1
= >F,

=FAn

,S1 @ dxt N dxt N dxy
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Notemos que si la conexién D es plana entonces d2, = 0, igual que la derivada exte-

rior ordinaria.

Para finalizar veremos una aplicaciéon de la curvatura y las conexiones en el electro-
magnetismo.
Recordemos que las ecuaciones de Maxwell describen el comportamiento del campo
eléctrico E y el campo magnético ?, ambos definidos en el espacio, el cual tomaremos
como R3, aunque ambos son funciones del tiempo con un parametro real t. Ambos cam-
pos dependen de la densidad de carga eléctrica p y la densidad de corriente 7, siendo
esta primera una funcion en el espacio que depende del tiempo y la segunda un campo
vectorial en el espacio que también depende del tiempo.
En unidades donde la velocidad de la luz es 1, tenemos las ecuaciones de Maxwell en

su forma clésica

V-B=0
0B

VXE—FW—O

V-ﬁ:p
Vxﬁ 8@ —

“r
Recordemos que los campos vectoriales B y E pueden ser expresados en términos de un

vector potencial U y un escalar potencial ¢ respectivamente

9A
B=yxU y E=-Vé-o

y el campo electromagnético F tiene coordenadas
F.=0A,—0,A,

donde A, son las coordenadas del tetra vector potencial A, dadas por
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En lo que sigue escribiremos las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de la geometria
diferencial.

Como sabemos en el lenguaje de las formas diferenciables la divergencia de un campo
vectorial se expresa como la derivada exterior de una 2-forma en R3, asf que al campo

magnético B = (B:, By, B,) lo trataremos como una 2-forma en R?
B = B,dy Ndz + Bydz AN dx + B,dx N\ dy

y el rotacional de un campo vectorial se expresa como la derivada exterior de una 1-
forma en R3, asi que al campo electrico B = (E;, E,, E,) lo trataremos como una
1-forma en R3

E = E,dv+ E,dy + E.dz

pensaremos del campo eléctrico y el campo magnético viviendo en el espacio-tiempo
de Minkowski R*. Combinando los dos campos creamos una campo electromagnético F

como una 2-forma en R* definida por
F=B+FEANdt
Si queremos ver las componentes tenemos
1 i 5
F = iF wdrt N dx

donde

0 —-E, —-E, —FE,
E., 0 B, —-B,
E, -B, 0 B,
E., B, -B, 0

Consideremos la densidad de corriente j = 50, + j20, + 7305 vy escribamoslo en el

lenguaje de las formas diferenciables como la 1-forma en el espacio
j = jldl’l + jgdl’z + j3d$3

Ahora combinemos la densidad de corriente j con la densidad de carga eléctrica p para

crear un campo vectorial en el espacio-tiempo M

7 = pdo + j'O1 + j200 + 7705
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y escribimos este campo vectorial 7 como una 1-forma J en el espacio-tiempo
J =7 — pdt

a la cual llamaremos corriente.
Gracias a la métrica estandar de Minkowski podemos definir el operador estrella de

Hodge y se tiene que

El primer par de ecuaciones de Maxwell se transforma en
dFF =0
y el segundo par en
*dx F=J

Mas generalmente, si consideramos al espacio-tiempo como cualquier variedad semi-
Riemanniana y orientada M = R x .S donde S es el espacio tres dimensional con una

métrica estatica de la forma g = —dt? + ds?, entonces las ecuaciones
dFF =0

*xdx ' =J

representan las ecuaciones de Maxwell.

Por otra parte supongamos que E es un U(1)-fibrado trivial lineal complejo sobre
M =R xS con la fibra dada por la representacién fundamental de U(1). Para cualquier
conexion D con vector potencial A se tiene que las coordenadas de la curvatura F de D
son
F.=0A,—0,A,

esta es una generalizacién de la férmula para el campo electromagnético en términos

del tetra vector potencial.
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Si definimos una U(1)-conexién D en E usando como vector potencial A el tetra vector
potencial que define el campo electromagnético F, entonces la curvatura 2-forma F de
D coincide con el campo electromagnético y el primer par de ecuaciones de Maxwell

son generalizadas por la tautologia
dpF =0

llamada la identidad de Bianchi, y el segundo par se generaliza mediante la ecuacion
de Yang-Mills, esta es
*dD *F=J
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