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Capitulo 2

Resumen

El presente trabajo desarrolla una generalizacién de los conceptos de tangencia y
ortogonalidad dados por Pascali en [1]. Vamos a estudiar son espacios métricos cuyas
métricas no necesariamente provengan de un norma (la nocién de tangencia en espa-
cio normados se remite el estudio de la diferenciabilidad para funciones entre estos
espacios, y esto dltimo ya es bien conocido).

Para justificar las definiciones que se van a dar se realizardn comparaciones con los
conceptos usuales de recta tangente y normal a una curva X : [0,1] — R3. Al final se
presenta también una generalizacién del concepto de curvatura.
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Capitulo 3

Preliminares

En Matematica, existe una disciplina bastante extensa llamada topologia, la cual
se ocupa del concepto de continuidad en su sentido mas general. Entre los espacios
topolégicos destacan los espacios métricos, debido a la riqueza de resultados que ofre-
ce.

En esta primera seccién presentaremos las definiciones referentes a espacios métri-
cos y enunciaremos (dando la demostracién muy pocas veces) las proposiciones cléasicas
de esta teoria. Las referencias de estos resultados se pueden encontrar en [4] (respecto
a espacios métricos) y [5] (respecto a limites superior e inferior de funciones y suce-
siones).

3.1. Espacios Métricos

3.1.1. Topologia: conceptos iniciales

Definicién 3.1 Una topologia en un conjunto X es una coleccién 7 de subconjuntos
de X que satisface las siguientes condiciones:

1. 0,XeT

2. Si {A; : i € I} es una familia arbitraria de elementos de T, entonces UAi
iel
también es un elemento de 7

n

3. Si{Ay,...,A,} es una familia finita de elementos de T, entonces ﬂ A; también
i=1
es un elemento de T

En caso de que T satisfaga las anteriores condiciones, diremos que (X, T) espacio
topoldgico, y cada elemento A € T serd llamado conjunto abierto en X respecto a T .

Notese que en el postulado 1, el conjunto de indices I no necesariamente es finito.

Ejemplo 3.1 Se tiene que la recta R es un espacio topolégico, definiendo topologia
T como sigue: diremos que A € P(R) es abierto si existen un conjunto de indices J y
una familia {A; : j € J} de intervalos abiertos de R tales que

A= 4

JjeJ

11
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A esta topologia se le denomina topologia usual de R o topologia de la recta.

Definicién 3.2 Sea (X,7) un espacio topolégico y Y C X. Sobre Y definimos la
topologia de subespacio Ty como sigue:

B e Ty siysolosiexiste AcT talqueY =XNA

A'Y C X le llamaremos subespacio topoldgico.

Definicién 3.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que C' C X es un conjunto
cerrado en X respecto a T si su complemento X \ A es abierto en X respecto a 7.

Proposicién 3.1 Si (X, T) un espacio topolégico, entonces se cumple lo siguiente:

1) 0, XeT
n
(i) Si{Ay,..., A,} es una familia finita de cerrados en X, entonces U A; también
i=1
es cerrado
(1) Si {A; : i € I} es una familia arbitraria de cerrados en X, entonces ﬂAZ—
iel
también cerrado en X

3.1.2. Meétrica: conceptos iniciales

Definicién 3.4 Una métrica o distancia en un conjunto no vacio M es una funcién
d: M x M — R que asocia a cada par de puntos z,y en M un ntmero real d(z,y),
llamado la distancia del punto x al punto y, tal que para cualesquiera x,y,z € M:

1. d(z,y) > “no-negatividad”

2. d(z,y)=0siysdlosiz=y

3. d(z,y) =d(y,z) “simetria”

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) “desigualdad triangular”

Definicién 3.5 Un espacio métrico es un par (M, d) formado por un conjunto M y
una métrica d en M.

Definicién 3.6 Dado un espacio métrico (M,d), cualquier subconjunto X de M
también es un espacio métrico considerando en X la métrica d. De este modo, a X lo
llamaremos un subespacio métrico.

Observacion 3.1 En lo que sigue, cuando mencionemos la letra M, se sobreenten-
derd como un espacio métrico (M, d).

Ejemplo 3.2
1) La funcién “valor absoluto” induce una métrica en el conjunto R de los niimeros
reales. En efecto, definiendo d,, : R x R — R como
du(z,y) = [z -y

La validez de los axiomas para métrica son consecuencia de las propiedades ele-
mentales del valor absoluto. A d,, se le conoce como métrica usual de R.
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2) En el espacio euclidiano R™ hay tres métricas fundamentales: dados = (21, ...,2,),y =
(y1,---,yn) € R™ las métricas de,ds y d,, son dadas por

de(z,y) = /(x1 —y1)2+ - + (zn — yn)?, métrica euclidiana
ds(z,y) =|x1 —y1 |+ -+ |Tn —yn|, métrica de la suma

A (z,y) =méx{|x1 —y1|,.- -, | Tn — yn |}, métrica del méximo

Noétese que cuando n =1, de = dy.

3) Un espacio normado es un espacio vectorial V', en donde se define una aplicacién
Il ]: V= R que satisface para cualesquiera x,y,z € V y cual quier escalar a:

a) [ z[=0

b)) |z ||=0<=2=0

o) la-zl=laf-| « |

d) |z+y ISz ||+l y| “desigualdad triangular”

Todo espacio normado V es un espacio métrico, definiendo para xz,y € V la
aplicacién d(z,y) =|| * — y || (la cual es una métrica en V).

4) Dado un conjunto cualquiera M # (), es posible dotarlo de una métrica muy
sencilla: dados z,y € M definimos d., : M x M — R por

d. — 0 si z=y
UL stz Ay
A d., se acostumbra llamar la métrica discreta.

5) El producto cartesiano de dos espacios métricos es un espacio métrico. En efec-
to sean M, N cuyas métricas indicaremos con d; y ds respectivamente. Pode-
mos definir al menos tres métricas en el producto cartesiano M x N: dados
z=(x,y),2 = (¢/,y) e M x N

ds(z,2") = dy(z,2") + da(y, )

dm(z,2') = méx{dy(z,2"),d2(y,9')}

de(zv Z/) = \/dl ((t, (El)2 + dQ(yv y/)2

Observacién 3.2 A propésito de los espacios normados, la siguiente es una conse-
cuencia de la desigualdad triangular

[zl =lyl] <lz—yl
En efecto
[zl = [z+0]
= Jlz—y+yl
< Jlz—yll+ 1yl
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sl =Tyl <llz-yl
lyl = ly+0l]

= ly—z+al

< ly—=zl+lla]

= lz—yll+1lz]
Syl =Tzl <llz—-yl
o= lle =yl <la =yl

Definicién 3.7 Seana € M y € > 0.

a) La bola abierta de centro a y radio € es el conjunto B(a;e¢) dado por
B(aje) ={zx € M : d(z,a) < €}

b) La bola cerrada de centro a y radio € es el conjunto Bla; €] dado como
Blajel ={x € M : d(z,a) < €}

c¢) La bola perforada de centro a y radio € es el conjunto B*(a;e€) definido como

B*(a;e) ={z € M : 0<d(z,a) < €}
Definicién 3.8 Seanx € My A,B C M.

a) La distancia del punto x al conjunto A se denota d(x, A) y viene dada por

d(z,A) = inf {d(z,a) : a € A}
b) La distancia entre los conjuntos A y B se denota d(A, B) y se define por

d(A,B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}
Ejemplo 3.3

1. En el espacio R?, sea un punto x y una recta r que pasa por xy y tiene como
vector director v. Se tiene

2. Sea nuevamente R?. Dados un punto z y un plano II que pasa por zy y con
vector normal n, se tiene!

Proposicion 3.2 Dados x,y € M y un conjunto no vacio A C M, se cumple

Dados dos vectores x,y € R? usaremos la notacién x e y para indicar el producto interno de z
con y.
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3.1.3. La Topologia Métrica: vocablos basicos
Definicién 3.9 Sea A C M.
a) Diremos que x € A es un punto interior de A si existe € > 0 tal que B(z;¢) C A

b) Denominaremos interior de A al conjunto int(A) definido como

int(A) = {x € M : x es un punto interior de A}

c¢) Diremos que A es abierto en M respecto a d si A = int(A).
Definicién 3.10 Sea A C M.

a) Diremos que x € M es un punto adherente de A si para todo € > 0 se satisface

B(z;e)NA#D

b) Denominaremos clausura de A al conjunto A dado por

A={x € M: z esun punto adherente de A}
c¢) Diremos que A es cerrado en M respecto a d si A = A.

Proposiciéon 3.3 Dados un conjunto no vacio A C M y x € M, se cumple

d(z, A) =d(z,A)

Definicién 3.11 Sea A C M. Diremos que a € M es un punto de acumulacion de A
si para todo € > 0 se satisface B*(a;e) N A # 0.

El siguiente resultado establecerd que una métrica d en un espacio M induce una

topologia T en dicho espacio?.

Proposicién 3.4 Dado un espacio métrico (M,d), se cumplen las siguientes propie-
dades:

(1) 0, M son abiertos en M respecto a d

(1) Si{A;:i €1} esuna familia arbitraria de abiertos en M respecto a d, entonces
U A; también es un abierto en M respecto a d
iel
1) Si {Ai,...,A,} es una familia finita de abiertos en M respecto a d, entonces
4
n

ﬂ A; también es abierto en M respecto d
i=1

Asi, ser “abierto respecto a una topologia” y ser “abierto respecto a una métrica”
son conceptos equivalentes. De este hecho se sigue que los conceptos respecto a una
topologia y respecto a una métrica son los mismos.

Proposicién 3.5 Sean A C M yxg € M. Si A es abierto, entonces A\{zo} también
es abierto.

2El reciproco no es cierto, esto es, no todo espacio topolégico es un espacio métrico.
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Demostracién

Supongamos la hipdtesis. Sea x € A\{zo}. Existe ¢g > 0 tal que B(z;¢9) C Ay
ademds, d(x,xo) > 0. Hagamos ¢ = min {¢g, d(x, zo)}. Vemos que

y € B(x;¢€) d(y,z) <e

dly,z) <ey y d(y,z) < d(x,xo)
y € B(x,e0) e y#mo

yeA e y#uo

y € A\{zo}

FEel

B(z,e) C A\{zo}
Se sigue que A\{zo} es abierto.

3.1.4. Sucesiones en Espacios Métricos
Denotaremos por N al conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,...}.

Definicién 3.12 Una sucesion en M es una funcién z : N — M. El valor de la
susecién x en un numero n € N serd denotado x, en vez de z(n), y serd llamado el
n-ésimo término de la sucesiéon. Por comodidad vamos a usar la notacién (z,,) para
representar la sucesion.

Definicién 3.13 Sea (x,,) una sucesién en M. Se dice que a € M es el limite de (zy,)
o que (z,) converge a a cuando dado € > 0 existe N € N tal que

n>N = d(zn,a) <e

En tal caso escribimos lim x, = a o simplemente x,, — a. También se dice que
Tr—r 00

(zn,) es convergente.

Observacién 3.3 Que una sucesién (x,) converja a a € M es equivalente a que la
sucesién real (d(z,,a)) converja a cero.

Proposicién 3.6 (Unicidad del limite) Si una sucesion (x,) es convergente, en-
tonces su limite es unico.

Definicién 3.14 Sea (z,) una sucesién en M. Una subsucesidn de (z,,) es una res-
triccién de la funcifon n — 2, a un subconjunto infinito N’ = {n; < ... <np <...}
de N. Tal subsucesién sera indicada por la notacién (z,)nen 0 simplemente (/).

Proposicién 3.7 Si una sucesion (z,) converge a a, entonces toda subsucesion de
(xn,) también converge a a.

Sea M = M; x Ms el producto cartesiano de dos espacios métricos M1 y Ms.
Dada una sucecién (z,) en M, esta puede escribirse como z, = (z,,y,). Entonces
(z5,) induce dos sucesiones (z,) en My y (y,) en My llamadas primera y sequnda
sucesion componente de (z,) respectivamente.
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Proposicion 3.8 Sea M = M, x My el producto cartesiano de dos espacios métricos
M y Ms. Una sucesion (z,) = (Tn,Yn) en M converge a ¢ = (a,b) € M si y sdlo si
(zn,) converge a a e (y,) converge a b.

Definicién 3.15 Diremos que una sucesién real (z,,) es acotada si existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que | z,, | < ¢ para cualquier n € N.

Definicién 3.16 Sea (z,) una sucesién real acotada. Denotemos para cada n € N

U = sup{zy : * > n}

l, = inf{zy : k>n}

a) El limite superior de (x,,), denotado por lim z,,, se define como

lim z,, = inf{u, : n € N}

b) El limite inferior de (x,), denotado por lim xz,, se define como

lim %, = sup{l,, : n € N}

Observacién 3.4 Debe observarse que al exigir a una sucesién real (z,) que sea
acotada, se garantiza la existencia de los limites superior e inferior de la misma.

Proposicién 3.9 Sea (z,) una sucesidn real acotada y o € R.
(I) lim z,, < limx,
(1) limz,, = g <= limz,, = limx,, = 2

Proposicién 3.10 Sean (x,), (yn) dos sucesiones reales acotadas. Si para todo n se
tiene x, < y,, entonces

(1) limz,, < limy,
(1) lim z,, <limy,

Proposicién 3.11 Sean (), (yn) dos sucesiones reales acotadas.
(1) T (2 + ) < Tz, + Ty,

(1) lm (2, + y,) > im z, + limy,

(i) lim (—x,) = —lim 2,

(v) lim (—z,) = —limx,,

(v) lm (z,, - y) < limx,, - limy,

(vi) lim (z,, - yn) > lim z,, - lim y,,



18 CAPITULO 3. PRELIMINARES

3.1.5. Limite en Espacios Métricos

Definicién 3.17 Sea (M,d;) y (N, ds) espacios métricos, a € M un punto de acu-
mulacién de Ay f: A — N una funcién. Diremos que [ € N es el limite de f(z)
cuando z tiende a a, cuando dado € > 0 existe § > 0 tal que

x€A:0<di(z,a)<d = da(f(2),l) <€

En caso de que tal nimero [ satisfaga la condicién anterior, denotaremos lim f(z) = 1.
r—a

Proposicién 3.12 (Unicidad del limite) Si una funcién f: M — N tiene limite
l cuando x tiende a a, entonces su limite es unico.

Proposicién 3.13 (Caracterizacién del limite por sucesiones) Sean f : A C
M — N ya € M un punto de acumulacion de A. Para que lim f(x) =1 es necesario
r—a
y suficiente que, para toda sucesion (r,) de puntos en A — {a} con lim z,, = a se
n—oo

cumpla. lfm flzn) = 1.

Definicién 3.18 Una funcién f : M — R se dice acotada si existe una constante
¢ >0 tal que | f(x) |< ¢ para cualquier x € M.

Definicién 3.19 Sea f : A C M — R una funcién acotada y @ € M un punto de
acumulacion de A. Para cada € > 0 denotamos

n(e) =sup{f(z): x € ANB*(a;¢)}

pu(e) = mf{f(x): € AN B*(a;¢)}

a) El limite superior de f(x) cuando x tiende a a, se denota por limsup f(z) y se
Tr—a

define como
limsup f(x) = inf{n(e) : € > 0}
Tr—ra
b) El limite inferior de f(x) cuando x tiende a a, se denota por lim inf f(x) y se define
como oo
liminf f(x) = sup{u(e) : € > 0}
r—a
Observaciéon 3.5 Al exigir a una funcién f ser acotada, se garantiza que existen
tanto el limite superior como el limite inferior.

Proposicién 3.14 Sean f: A C M — R una funcién acotada y a € M un punto de
acumulacion de A.

1) Si U = limsupf(z), entonces existe una sucesion (x,) en A\{a} tal que
r—a

lim z, =a y lim f(z,)=U
n—oo n—oo

11) Si L =liminff(x), entonces existe una sucesion (uy) en A\{a} tal que
T—a

lim u, =a y lim f(un,)=1L
n— 00 n—o0
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Proposiciéon 3.15 Sean f: A C M — R una funcion acotada y a € M un punto de
acumulacion de A.

1) SiU = limsup f(x) y (x,) es una sucesidn en A\{a} que converge a a, entonces
r—a

lim f(z,) <U

1) Si L =liminf f(z) y (x,) es una sucesion en A\{a} que converge a a, entonces
r—a

lim f(zn) > L

3.2. Continuidad en espacios métricos

Definicién 3.20 Sea M, N espacios métricos, f : AC M — N y a € A un punto de
acumulacion de A.

a) Se dice que f es continua en a si existe el limite de f(z) cuando x tiende a a y es

lim f(z) = f(a)

r—a
b) Diremos simplemente que f es continua si f es continua en cada punto a € A.

Ejemplo 3.4

1. Sea A un subconjunto no vacio de M y definamos la funcién f : M — R por
f(z) =d(z, A). De la Proposicién (3.2) se tiene que para cualesquiera =,y € M

| f(2) = fy) [ < d(z,y)

Asi, se tiene que f es continua.

2. Sea zp un punto de M. Haciendo A = {z¢}, del ejemplo anterior se tiene
que la funcién g : M — R dada por g(x) = d(z,x¢) es continua. En efecto
g(z) = d(z,x9) = d(x,{xo}), luego se trata de un caso particular del ejemplo
anterior.

3. Sean f,g: A C M — R funciones continuas. Se tiene que

= Las funciones f + g, f - g son continuas.

= Si g(z) # 0 para todo x € A, entonces f/g es continua.

4. En un espacio normado V, la funcién norma es continua. En efectosea ¢ : V. — R
dado por ¢(z) =|| = ||. De la Observacién (3.2)

C@) =<l =zl =Nyl <llz—y]

Luego la norma es una contracciéon débil.
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5. Fijemos un vector no nulo a € R3. Definamos £ : R® — R? como &(u) = a x u.

[€(u) =) | = llaxu—axuv]

lax (u—ov)|

lal-llu=wvl- sen<(a,u—wv)

IN

Fall-flu—=wv]

sl Ew) =E@) I<all-Tu—vll
Asi, la funcién £ es lipschitziana y por ello es continua.

Existe una forma de caracterizar la continuidad de una funcién en términos de
conjuntos abiertos. En efecto, enunciamos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.16 Dada una funcion f : M — N, las siguientes proposiciones son
equivalentes

1) [ es continua
11) dado cualquier abierto U en N, se cumple que f~*(U) es abierto en M

111) dado cualquier cerrado V en N, se cumple que f~1(V) es cerrado en M

Ejemplo 3.5

1. Toda bola cerrada Bla;r] en un espacio M, es un conjunto cerrado. En efecto,
definiendo la funcién f : M — R como f(x) = d(z,a) se tiene que Bla;r] =
F71([0,7]) y sabemos que [0, 7] es cerrado en R.

2. Todo plano IT en R? es cerrado. En efecto IT admite una ecuacién ne(x—mq) = 0.
Definiendo la funcién ¢(z) = n e (x — xg), el plano es la imdgen inversa de 0
mediante la funcién continua ¢, por lo cual II es cerrado.

3. Cualquier recta r en R? también es un conjunto cerrado, pues siempre se puede
interpretar como la interseccién de dos planos. Para probar esto sea x = xg + tv
una ecuacién de r. Denotanto @ = (x1,22,23),20 = (o, 8,7) vy v = (a,b,c)
supongamos sin pérdida de generalidad que a # 0. Nos proponemos encontrar
dos vectores (linealmente independientes) y ortogonales a v

ari +bro +cx3 =0

(z2,23) = (1,0) = ax1 +b=0= x4 :—S = m= (—2,1,0)

(x2,23) = (0,1) = azx1 +c=0= 13 :fg:n: (—2,0,1)

Sean los planos

m:x =29 +tv+sm
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T X =xo+tv+sn

Probemos que la recta estd contenida en la interseccién de los planos.

rE€r = x=ux9+tv, para algint € R

r=x9+tv+0m , paraalginte R
—t ,

r=x9+tv+0n , paraalginte R
— X ET Y TETM

= xE€m Nmy

Ahora probemos la inclusion contraria.

remNmTy = XTEMT Yy T EM

r=ux9+tiv+sm , para ciertost;,s; € R
= { r=x9+tv+ sen , para ciertos ts,s5 € R (3.1)
= 0=t1v+ s1m — (tav + s2n)
= 0= (t1 —t2)v+81m — $an
(t1 — ta)v = san — s1m (3.2)

Supongamos por absurdo que t1 # t5. Despejando a v de la ecuaciéon anterior

52 S1

= n m
t1 — 12 t1 — 1o

v

m también es

Como m y n son ortogonales a v, entonces —
1 —t i1 — 12
ortogonal a v, y asi de la ecuaciéon anterior v es ortogonal a si mismo lo cual

implica que v = 0, y esto tltimo es contradictorio por ser v un vector director
de 7. Entonces t; = t9, de modo que la ecuacién (3.2) equivale a

0=son—s1m

De la independencia lineal de m y n se infiere que s; = so = 0. Sustituyendo
estos valores en (3.1)se tiene que z = xo + t1v. Se sigue que z € r. De estos
resultados obtenemos que m; N7y = r y luego por el ejemplo anterior se sigue
que 7 es cerrado.
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Proposicién 3.17 (Caracterizacién de la continuidad por sucesiones) Una fun-
cion f: M — N es continua en a € M si y sdlo si para cualquier sucesion (x,) en
M con x, — a se cumple que f(x,) — f(a).

Definicién 3.21 Diremos que f: M — N es abierta cuando envia abiertos en abier-
tos, es decir, si dado U abierto en M se cumple que f(U) es abierto en N.

De esta definicién se sigue que un funcién invertible es continua si su inversa es
abierta.

3.3. Compacidad

Definicién 3.22 Sea X C M. Un cubrimiento de X es una familia € = (C))xer, de
subconjuntos de M tal que

X C UC)\
AEL

Si existe un subconjunto L' C L tal que

XCUCA

AL’

entonces la subfamilia ¢ = (C))xer se llama un subcubrimiento de €.
Definicién 3.23 Sean X C M y € = (C))xer una cubrimiento de X.

a) Diremos que € es abierto cuando C), es abierto en M para todo A\ € L.
b) Diremos que € es finito cuando L es un conjunto finito. En este caso, tenemos que
L ={\,...,\,} v escribimos
XCCAlU”‘UC)\n

Definicién 3.24 Un espacio M se denomina compacto cuando todo cubrimiento
abierto € de M admite un subcubrimiento finito. Abreviadamente, M es compac-
to si se cumple

M =UC) , con cada Cy abierto = M =C), U---UC),

Definicién 3.25 Diremos que X C M es un conjunto compacto cuando es compacto
como subespacio métrico. Abreviadamente, X C M es un subespacio compacto si se
cumple

X CUC), , con cada C)y abierto = X C Cy, U---UC,

n

Proposicién 3.18 Sea f: M — N continua. Si X C M es un conjunto compacto,
entonces f(X) es un conjunto compacto.

Ejemplo 3.6 Cualquier intervalo no degenerado [a,b] de la recta es compacto.

Proposicion 3.19 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto, es compacto.
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Proposicion 3.20 Todo sunconjunto compacto es cerrado.

Corolario 3.1 Sean X C M compacto no-vacio y a € M. Entonces existe g € X
tal que d(a, X) = d(a,xp).

Proposicion 3.21 Sea M compacto. Si f : M — N es una biyeccion continua,
entonces su inversa f~': N — M también es continua.

Definicién 3.26 Un subconjunto X de un espacio métrico M se denomina localmente
compacto cuando para todo x € X existe un compacto K C M tal que z € int(K).

Proposicion 3.22 Todo subconjunto cerrado de un espacio localmente compacto es
localmente compacto.

Ejemplo 3.7
1. Es inmediato que todo conjunto compacto es localmente compacto.

2. R™ es localmente compacto para todo n € N.

3. Dada A : [0,1] — R? continua, su traza I' = {\(¢) : t € [0,1]} es un conjunto
cerrado (ya que es compacto por la Proposicién (3.18) y finalmente es localmente
compacto por la Proposicién (3.22).

4. Analogamente al item anterior, se prueba que toda recta » C R? y todo plano
II C R? son localmente compactos (pues son cerrados)

3.4. Conexidad

Definicién 3.27 Sea M un espacio métrico.

a) Una disconexion en un espacio M es una descomposicion M = AU B tal que A y
B son abiertos y disjuntos.

b) Una disconexién M = AU B se dice trivial cuando A =0 o B = ().

Definicién 3.28 Sea M un espacio métrico.
a) Diremos que M es conexo si admite sélamente la disconecién trivial.
b) Diremos que X C M es un conjunto conezo si es conexo como subespacio métrico.
Ejemplo 3.8
1. La recta es un espacio conexo.

2. Los tnicos subconjuntos conexos no vacios de la recta son los intervalos (abier-
tos, cerrados o semiabiertos).

Proposiciéon 3.23 Sea f : M — N continua. Si X C M es un conjunto conexo,
entonces f(X) es un conjunto conexo.

Proposicién 3.24 Sea X C M y zg € X. Si X es un conjunto conexo, entonces xg
es un punto de acumulacién de X
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Demostracién

Sean X C M un conjunto conexo y xg € X. Supongamos por reduccién al absurdo
que Zg no es un punto de acumulacién de X. Luego existe € > 0 tal que B*(zg,e)NX =
0, es decir, B(xzg,€)NX = {xo}. Por definicién, {zo} es abierto en X. De la Proposicién
(3.5) se tiene que X \{zo} también es abierto en X. Como {zo} y X \z( son disjuntos y
X = {zo}UX \z¢ se sigue que X es un conjunto disconexo, lo cual es una contradiccién.

O

Corolario 3.2 Sean f : M — N y xg € f(M). Si M es conexo y f es continua
entonces zy es un punto de acumulacion de f(M).

Demostracion

Supongamos la hipétesis. De la Proposicién (3.23) f(M) es un conjunto conexo.
Luego de la Proposicién (3.24) se concluye que xg es un punto de acumulacién de

f(M).

3.5. Funciones reales diferenciables

Dada una funcién f : [a, 8] = R y un punto p = (a, f(a)) € Gy (su grafico®), nos
interesa calcular la recta tangente [ a Gy en p. Consideremos inicialmente un punto
q = (z, f(x)) € Gy, con = # a, y computemos la pendiente m,, de la recta secante
lpq & que pasa por py ¢

Procedemos a aproximar ¢ al punto p, aproximando z a a. Si my, se aproxima a
un valor real, pongamos m, entonces definimos a m como la pendiente de [:

e f@ - f@

r—a T —a

(3.3)

Dicho de otra forma, la recta tangente a Gy en p se define como la linea recta que es
la posicién limite ¢ de las rectas secantes lpq cuando ¢ se aproxima a p.

3Indicamos con Gy al gréfico de f, es decir Gy = {(x,f(x)) rx € [a,,B]}.
4Cuando a = a o0 a = S, tal limite se entiende como el limite lateral.
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La recta normal a G en p, se define como la linea recta N que pasa por p y es
perpendicular a 7', es decir, forma un dngulo de 90° con T’

0 I a Y

Resulta mas cémodo expresar el limite (3.3) haciendo el cambio h = z — a. En tal
caso x — a es equivalente a h — 0y

m = lim
h—0

fla+h) = f(a)
h

En el contexto formal del calculo, la existencia de este limite introduce los concep-
tos de derivada y diferenciabilidad que definimos a continuacion.
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Definicién 3.29 Dada una funcién f : [, 8] = R y un punto a € [o, f], diremos que
f es diferenciable en a si existe el limite

L Fath) £
h—0 h

En tal caso, al limite anterior lo denotamos con f/(a) y le llamamos derivada de f
en a. Queda asi definida una funcién real denotada por f’ y llamada derivada de f,
dada para los z en [a, 8] como

si dicho limite existe.

Procederemos ahora a extender estos conceptos al espacio R3 para finalizar con el
concepto de curvatura que nos interesa.

3.6. Curvas diferenciables en R3

Definicién 3.30 Una curva en R? es una funcién A : [a,b] — R3, la cual asigna
a cada t € [a,b] un vector A(t) del espacio R3. En tal caso, A viene dada por una
ecuacién del tipo

donde A1, A2, A3 son funciones reales definidas en el intervalo [a,b] llamadas fun-
ciones componente de A. El conjunto I' = {A(¢) : t € [a, b]} recibe el nombre de traza
de A.

Definicién 3.31 Una curva ) : [a,b] — R3 se dice diferenciable en t € [a,b] si cada
una de sus funciones componente es diferenciable en ¢t. En tal caso la derivada de A
en t la denotamos como X (t) y viene dada por

N () = (N (1), X5(1), A3(1))

Diremos simplemente que A es diferenciable si es diferenciable en cada punto de
su dominio.

Lanocién de derivada de curvas A : (a,b) — R3 tiene una interpretacion geométrica
similar a la de funciones reales f : (a,b) — R: si X' (t) # 0, entonces este vector es la
direccién de la recta L en R3 que es tangente a I' en A(t).
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3.7. Curvatura

Definicién 3.32 Una curva A : [a,b] — R3 se dice regular si N (t) # 0 pra todo
t € la,b.

Definicién 3.33 Sea ) : [a,b] — R? una curva regular. Diremos que \ estd parame-
trizada por longitud de arco si || X'(t) ||= 1 para todo t € [a, b].

Definicién 3.34 Sea ) : [a,b] — R? una curva parametrizada por longitud de arco,
dos veces diferenciable y ¢ € [a, b]. El nimero x(t) =|| A’ (¢) || se denomina curvatura
de A en t.

Observacién 3.6 Nétese que cuando una curva M : [a,b] — R3 estd parametrizada
por longitud de arco, entonces su curvatura en un punto ¢t € [a,b] mide la tasa de
cambio del dngulo que tangentes préximas forman con la tangente en ¢ . Por esta razon,
k(t) proporciona una medida de cudn rapidamente se desvia la curva de la recta
tangente en ¢, en un entorno de t. En otras palabras: la curvatura mide la flexion de
una curva en un punto dado.

m Curva poco flexionada
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Curva medianamente fle-
5 xionada

B(t)

(1)

Curva muy flexionada

7(t)
En caso de curvas regulares y dos veces diferenciables que no necesariamente estan
parametrizadas por longitud de arco, el calculo de la curvatura se establece como sigue

Proposicién 3.25 Sea A : [a,b] — R3 una curva reqular y dos veces diferenciable.

Entonces vale
| A () x A"(®) ||

SO BUONE

A continuacién enunciamos un resultado muy importante, el cual es una caracte-
rizacién de las lineas rectas.

Proposiciéon 3.26 Una curva A tiene curvatura nula en todos sus puntos si y solo
st es un segmento de recta.



Capitulo 4

El operador de Pascali

En lo que sigue, por comodidad, emplearemos la notacién A\z( para indicar la
diferencia entre los conjuntos A y {zo}.

4.1. Distancia superior e inferior

Definicién 4.1 Sean A, B C M localmente compactos y cerrados y g € AN B un
punto de acumulacién de A.

1) Definimos la distancia superior de A a B en xg al nimero

_ d(z,B
D,,(A,B) = limsup dz, B)
A\zo dx—x0 ($, l‘o)

11) Definimos la distancia inferior de A a B en z( al nimero

B
D, (A, B)= lmint &5
0 A\ zodz—x0 d(xyx())

Observacién 4.1

1. Sean A, B y xo como en la Definicién anterior. Dado = € A\z

d(xz,B) = inf{d(z,y) : y € B} <d(z,x0)

sd(z, B) < d(x,x0)
Asi

d(z, B)
d(z, xp)

entonces siempre existen Dy, (A, B) y D, (A, B).

0<

<1, Vo € A\xg

2. En general se tiene que
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3. No obstante, cuando se cumple la igualdad D , (A, B) = D, (A, B), a tal ntime-
ro lo denoteremos con D, (A, B) y le llamaremos distancia de Pascali de A a
B en xy (no confundir con la nocién de distancia entre conjuntos d(A4, B) dada
en la definicién (3.8)).

4. Los operadores Dy, y D, no son conmutativos, esto es, si 2o es un punto de
acumulacion para A y B, se tiene en general

Dy (A, B) # Dy, (B, A)

D,,(A,B)#D,,(B,A)

Asi, queda claro que ni D, ni D, son métricas.

5. Es facil probar que

D,,(A,B)=D,,(A,B)

on (A’ B) = Qwo (Aa E)

en efecto, de la Proposicién (3.3) d(z, B) = d(z, B), de all{ que

, . d(z, B)
lim sup = limsup
A\zo dx—x0 (Z‘, J)o) A\zg dx—x0 (l‘, .1'0)

Ezo (A, B) = Emo (4, F)
La otra igualdad se verifica andlogamente.

Ejemplo 4.1 Sea 5 € R? y consideremos dos rectas r y s en el espacio R? que pasan
por xq y con vectores directores v w respectivamente, de modo que sus ecuaciones son

r:rx=xp+tv,teR
s:x=z9+tw,t R

Tiene sentido la expresién D, (r, s), pues de los ejemplos (3.5) y (3.7) toda recta
es localmente compacta y cerrada; ademas xp es un punto de acumulacion de r en
virtud del Corolario (3.2) (nétese que la recta r es la imdgen del conexo R mediante
la funcién continua f(t) = xg + tv).

Calculemos

)
r\zo dx—xg d(a?, ZC())

Para = € r\zg existe t € R tal que = ¢ + tv. Del ejemplo (3.1.2)
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llw X (x—=z0)]|

d(x,s) T[]l
d(, ) |z — o ||

[ w x (z =0 |

IR
_ Jwx @]
IR
x|
Twl-Tel-To]
W loxw]
lwl-Lef ol
_ llwxw]
Twl-Tol

B MM sen <((w, v)
LT I

= sen<(w,v)
Luego!
d
lim (2,5) = lwxo = sen <(w, v)
r\zo Szwo d(z,20) [ w -]l v |l

Se sigue que existe D, (r,s) y es

Dy, (r,s) = = sen <{(w, v)

La meta que se persigue en este trabajo es caracterizar las nociones de tangencia,
ortogonalidad y curvatura de una curva en términos del operador de Pascali. Previo
a eso, es necesario establecer algunos resultados.

4.2. Propiedades de la distancia superior e inferior
El siguiente es una especie de copia del Corolario (3.1)
Lema 4.1 Sean U C M,xg € U y (x,) una sucesion en M que converge a xg. Si

Blxo; €] es compacta para algin € > 0, entonces existe un nimero N € N y una
sucesion (yn) en U tales que

d(x'mﬁ) = d(Tn, Yn)

para todo n > N.

1Simbolizamos con <(w,v) al 4ngulo entre w y v.
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Demostracion
Supongamos la hipétesis. Por el Ejemplo (3.5) B|xo; €] es cerrado. Sabemos que U
es cerrado, luego B[zg;€] N U es un subconjunto cerrado del compacto Blxo;e€], asi,

por la Proposicién (3.19) Blzg; el N U es compacto.

Consideremos la bola B(xg;€/2).

€
Por la convergencia de (z,) a xg, para 3 > 0, existe N > 0 tal que

d(zp, o) < % , VYn>N (4.1)

Tomando k € N, sea n = N + k. Se tiene que

Blzo;elNU C U

= {d(zn;y) :y € Blao;e] NU} C {d(zn,y) :y €U}

= inf{d(z,;y) :y € Blro;r]NU} > inf{d(x,,y) : y € U}

. d(xn,U) < d(xn, Blzo;e) NU) (4.2)

Ahora probemos que
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d(xpn, Blxo; €] NU) < d(xy,,U)

Para ello, basta verificar que d(z,, Blzo; €] NU) es una cota inferior de {d(zy,y) :
yeU}.

SeaycU.

» Siy € Blzo;e€], entonces y € Blzg; €] NU

= d(zn,y) € {d(zn,2): 2 € Blag;e] NU}

= inf{d(z,,2): 2 € Blro;e] NU} < d(zn,y)

. d(zp, Blzo;e] NU) < d(zn,y)
» Sea ahora y ¢ Blzo; €]

od(y, ) > € (4.3)

zo € Blro;el NU = d(zn,x0) € {d(zn,2) : 2 € Blzo;e] N U}

= inf{d(zn,2): 2 € Blxo;e] NU} < d(xp,20) < =, de (4,1)

NN e

. d(zn, Blzo;el NU) <

|

Multiplicando por —1 en ambos lados de (4.1)

€
—d(xy, o) > ~3

sumando esta desigualdad a (4.3)

€ €
d(y,w0) = d(wn,20) > € = 5 = 5

por desigualdad triangular d(z,,y) > d(xo,y) — d(xg,z,), luego de esto y lo
anterior
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d(xn,y) >

N ™

d(zn, Blzo; el NU) < = < d(zy,y) = d(zp, Blzo; €] NU) < d(zp,y)

[N e

. d(zn, Blro; ) NU) < d(zn,y)

Asi, de los casos estudiados conluimos que para todo y € U

o d(xn, Blzo; e NU) < d(xy,y)

osea, d(z,, B[zo;e] NU) es una cota inferior de {d(z,,2) : z € U}. Asf

d(zy, Blzo; ) NU) < inf{d(z,,2) : 2 € U}

o d(zn, Blzo; ) NU) < d(xy,,U)
de lo anterior y (4.2)

d(2n,U) = d(xy,, Blxe; €] NU)

de la compacidad de B[zg;]NU y por la Proposicion (3.1) existe zx € Blzo; €]NU)
(recordar que n = N + k) tal que

d(zn, Blzo; el NU) = d(2n, 21) , n=N+k

Definiendo la sucesién (y,,) para cada n € N como

. To si n<N
Yn = zr si n=N+k con k€N

vemos que para todo n > N

d(xrn U) = d(xnv yn)
O

A continuacién demostraremos tres desigualdades importantes para el desarrollo
de la teorfa. En dichas pruebas sera vital el lema que acabamos de probar.

Proposicién 4.1 Sean A, B,C C M localmente compactos y cerrados y rg € AN
BN C un punto de acumulacion de A, B y C. Entonces

Qmo(A7C) - QIO(A’B) < EIO(B7C) . [1 +QIO(A>B)]

Demostracion

Supongamos la hipétesis. Por definicién

Ss|

= ... d(z,B)
D, (A,B)= liminf
0 A\zodz—x0 d(CE,CL'o)

Por la Proposicién (3.14) existe una sucesion (a,) en A\zq tal que
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lim a,, = xo
n—r oo

_d(a,,B) _
nh_glom = Qmo (A,B) (4.5)

Por compacidad local de A existe e > 0 tal que B [:@; €] es compacto. Del Lema
(4.1) existe Ny > 0 y dos sucesiones (b,) C By (c,) C C tales que para n > Ny

d(an, B) = d(ay,by) (4.6)

d(an,C) = d(an,c,) (4.7

Como (a,) converge a zy y por la Proposicién (3.15)

lmint 2#C)

< d(a,,C)
A\zgdz—x0 d(l’, LL'())

= d(an, o)

d(an,C)
d(an, zo)

Se tiene que b, — g, en efecto, definiendo f: A — R como

. D, (A C)<lim

f(x)=d(z,B)

vemos que ella es continua por el Ejemplo (3.4), ademés

d(b’n7 :170)

VAN VAN VAR VA

lim d(bp,x0) < lim f(a,)+ lim d(a,,zo)
n—00 n— 00 n—0o0
< lim f(an)+0, puesa, — g
n—oo
< f(xo)+0, por Prop. (3,17)
= d(z0,B)

d(xzo,B), pues B es cerrado

0, pueszg€B

lim b, = xp
n—oo

de esto ultimo y por la Proposicién (3.15)
(b, T)

lim———= < limsup
d(bn, o) B \zody—zo (y, o)
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0 ) D,,(B,0) (4.9)

Sin pérdida de generalidad supongamos que existe No > 0 tal que b,, # z¢ para
todo n > Ns.

Por compacidad de Blxo, ¢] y nuevamente por el Lema (4.1) existe N3 > 0 y una
sucesién (¢,) en C tal que para todo n > N3

d(bn, C) = d(bp,en) (4.10)

Hagamos N = méx{Ny, Na, N3}. Sean > N. De la desigualdad triangular tenemos

A(n,Tn) = d(an, by) < d(bn,n) (4.11)

d(bn, o) < d(an, o) + d(an, by) (4.12)
De (4.7)

d(an,cn) d(an,C) <
d(an,xo) B d(af’ruxo) o

d(ambvn) d(am bn)

d(an,x0)  d(an,xo) = d(an, xo) B d(an, o)
_ d(an, cn) — d(an, by)
d(an, o)
d(by,cn)
< d(an, 70)" de (4,11)
_ d(ba,7)  d(ba o)
d(bp,z0)  d(an, o)
d(by,cn) _ d(an,x0) + d(an, by) .
= d(bnaxO) [ d(aml”o) :|’ d (4712)
- d(bp, ) d(an,by)
= dbn, o) [” d(an,xo)}
d(ap, cpn) B d(ap,b,) _ d(b,cy) d(an,bn) .
d(an,xo)  d(an,xo) = d(bp, w0) [1+ d(an,xo)} » V>N (4.13)

Ya que siempre existe el limite inferior de una sucesién acotada y por la Proposicion
(3.10)

~

h,m<d(an,cn) ~ d(an,ba ) Sh,m<d(bn,zn) [1+ d(an,bn>D (414

d(bna Io)
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IN

IN

IN

IN

i 20— D, (AB) e (15)
ln oS - D, (A.5) de (47)
)~ ) 4
ngEZ:Z’;g - 11m;l((Z::Z)) de la Prop. (3.9) v (4.5)
i Tz % (40
e -1 (<G ) vor s Pev- 010
i ({50 - g ) Pora Prop. 011
in G52y [+ e ) % 419
lim (;lézz:?;; [1 + jEZ::ZZH) por la Prop. (3.9)
hmZEz::ig {1 +hZEZ::Z;H por la Prop. (3.11)
T 3((523 [l—HimZEZ::z’;H de (4.10)
D, (B,C) |1 + T ln: ")} de (4.9)

| d(an, o)
D..(B,C) :1 —&—hmj((sni))} de (4.6)

: Tim. j((Z:Z)J de la Prop. (3.9) v (4.5)

D, (AC)-D, (AB)<D,(B.C) [1+D, (AB)]

En caso de que exista una subsucesién (b,/) de (b,) tal que b,y = ¢ para todo n/,
entonces de (4.5),(4.6) y la Proposicién (3.7)

D, (A,B) = lim

~ D, (AB)=1

Como D, (A,B) y Dy, (B,C) estén en [0,1]

D

w(A,B) =D, (B,C) <1
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. D, (A,0) =D, (A.B) < D,y (B,C) - [1+ D, (4,5)|

De los casos estudiados se sigue

" Qmo (Aa 6) - on (A’ E) < Ewo (Ev 6) ! [1 +Qa:0 (A’ E)]

y como los conjuntos A, B y C son cerrados, se tiene la desigualdad deseada.

O

Corolario 4.1 Sean A, B,C C M localmente compactos y cerrados y xg € ANBNC
un punto de acumulacion de A,B y C. Entonces

| D,,(4,C) = D, (A, B) |< 2mix { D, (B, C), D (C, B) }
Demostracién

Supongamos la hipétesis. De la Proposisicién (4.1) y del hecho que D, (A4, B) <1
se tiene

Q:E() (A7 C) - QIO (A7 B)

ININ A

IN

D, (A,C) = D, (A,B) < 2max{Ds,(B,C), D,y (C,B)}  (4.15)
Cambiando C por By B por C en la Proposicién (4.1) obtenemos

D, (A,B) =D, (A,C) < Dyl(C,B) [1+D,,(A0)
< D, (C,B)1+1]
< 2D, (C,B)
< 2méx {EIO(C,B),ﬁmo(B,C)}
. —2max{D,,(B,C), Dy, (C, B)} < D, (A,C) - D, (A, B) (4.16)

De (4.15) y (4.16) se sigue la desigualdad.
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Proposicion 4.2 Sean A, B,C C M localmente compactos y cerrados y xqg € AN
BN C un punto de acumulacion de A, B y C. Entonces

ﬁvao (A7 C) + Ewo (A7 B) > on <37 C) : [1 - Eﬂvo (Aa B)]
Demostracion
Supongamos la hipdtesis. Existe una sucesioén (a,) en A\zg tal que

lim a, = xo
n—oo

lim M

n—oo d(any IO)

- D.,,(A.B)

Como en la demostracién de la Proposicién (4.1), obtenemos un niimero N > 0y
dos sucesiones (b,) C B, (¢,) C C tales que para todo n > N

d(an,E) = d(an, by)

d(an,C) = d(ay,cn)

Asumimos sin pérdida de generaidad que b,, # xg, para todo n > N. Se tiene

d(an; o) < d(an,bn) + d(bn, 20) (4.17)
d(an,C) d(an, B) d(an,cn)  d(an,by)
+ = +
d(an, 7o)  d(an, o) d(an, z0)  d(an, o)
— d(aTH Cn) + d(an, bn)
B d(anaxO)
d nvbn . .
= e ) por desigualdad triangular
d(a’ﬂaxo)
— d(bnvcn) d(bn,xo)
~ d(bn,70) d(an,T0)
d(b"’a) d(bmxo _ -
- ' n de la def. de d( by,
= b, wo)  dlan,zo) TP € Cy de la def. de d(b,,C)
d(bnvé) d(an,$0> — d(a,,r“bn)
= ' 4,1
= d(b,,x0) d(an, o) de (4,17)
o (0 C) [, d(anby)
N d(bmfo) d(an,xo)
B d(b?’hxo) d(an,xo)

(4.18)

Vemos que
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. _ — — , dan,ﬁ)
D A )

Sl
g
=
a
+
S
8
=
5
I
8
=
a
Jr
=

= lim su (
A\zo Sxi)zo d(xv .’E()) n—oo d(ana ZL'())
)

Vv
é\

v
=]

Y

vV
E
N T N N

S9
—
S
3
Ql

v
5\

Y%
=
=
£,

En caso de que exista una subsucesién (b, ) de (b,) tal que b,, = x( para todo n/,
entonces
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Capitulo 5

Generalizacion de la
Tangencia y la Ortogonalidad

En lo que sigue, cuando consideremos una curva A : [0, 1] — R3, se entendera que
I" simboliza su traza, esto es

T ={\t):te0,1]}

Teorema 5.1 (Caracterizacién del concepto de recta tangente)
SeaR? el espacio métrico euclidiano. Sea X : [0,1] — R una curva regular en inyectiva
y para to € [0,1] denotemos xg = A(to). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) r es la recta tangente a T' en xg
11) Dy (T,7) =0 y D,y (T, s) > 0 para toda recta s # r que pasa por xg
Demostracion

Sea r una recta que pasa por x con vector director v. Su ecuacion es

r=x9+tv, teR

Se tiene que zg es un punto de acumulacién de T' en virtud del Corolario (3.2),
ademads I' y r son localmente compactos y cerrados por el Ejemplo (3.7). Calculemos

) d(x,r)
lim N
Mzodz—xo d(1'7 1'0)

Sea () una sucesién en I'\xg con x, — . Para cada n, sea t,, € [0,1]\to tal
que x, = A(t,). Se tiene que t, — to, en efecto, por la Proposicién (3.21) A71 es
continua, asi

lm t, = lim A~(z,) = A~} ( lim ) = 2" Y(xo) = to

n—oo n—oo n—oo

43
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Az, 7) IIWX(ﬂlﬁ‘nH*zo)H

n» v .

- = ver Ejemplo (3.3
d(xn, xo) | &n = o | jemplo (33)

[0 X (20 = z0) ||
Foll- Il @n — o |l

llox (@n—zo)|l
[tn—to|

[[v[l-llzn =20l
[trn—to|

L (0 x (w0 — 20)) H

ol (tnito) (@n = o) H

Tn—=To

o - || zazze

Eryec=Xyy
Atn)—A(to) ‘

tn_tO
Altn)—A(to)
T d(zy,r) _ i HU X < tn—to ) H
n—><>od(l‘n,l‘o) n—00 H v ” H A(tn)—A(t0) ‘
tn—to
v x ( lim w> ‘
n—00 n — L0 .
= del Ejemplo (3.4)
Altn) — At
o] -| lim M ‘
n—o00 t, —to
v x XNto) |
ol [ A (o) |l

- I 47T sen <(v, X' (to))
T LA tor T

= sen<(v,X(to))

Luego, existe Dy, (I',7) y es Dy, (T, 1) = sen <t(v, N (to))-

D, ,(T,r) =0 <= sen<(v,\(tg)) =0
— <a(v,N(to)) =0
<= vy N(tp) son paralelos
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De lo anterior se desprende que D, (T',7) = 0 si y s6lo si r es la recta tangente a
T en xy (entonces para cualquier recta s # r que pasa por zg: Dy, (I',r) >0 ).

O

El teorema anterior induce la nocién de tangencia en términos del operador de
Pascali.

Definicién 5.1 Sean A, B C M localmente compactos y cerrados, y g € AN B un
punto de acumulacién de A y B.

a) Diremos que A es tangente a B en xq si' D, (A, B) = 0.

b) Diremos que A y B son tangentes en xq si A es tangente a B en xo y B es tangente
a A en zg.

Teorema 5.2 (Caracterizacién del concepto de recta normal)
Sea R3 el espacio métrico euclidiano. Sea X : [0,1] — R3 una curva regular e inyectiva
y para to € [0, 1] denotemos xg = A(tg). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) 7 es una recta normal a T' en xg

11) Dy (T,7r) =1y Dy (T, s) < 1 para toda recta s que pasa por xo que no es normal
al en xg

Demostracion
Sea r una recta que pasa por zy con vector director v.

Con un razonamiento analogo al usado en la prueba del Teorema (5.1) se tiene
que existe Dy, (T',7) y es Dy, (T, r) = sen <t(v, X (¢9)).

D,,(T,r)=1 <= sen<(v,\(tp)) =1
= (v, N(t)) = g

< vy N(to) son ortogonales

De lo anterior se desprende que D,,(T",r) = 1 si y sélo si r es una recta normal
a T en zg (entonces para cualquier recta s que pasa por zg que no es normal a I':

D, (1) <1).
O
El hecho de que en el plano R? una curva tiene a lo mas una recta normal en un

punto, justifica el siguiente resultado.

Corolario 5.1 Sea el espacio métrico R?. Sea ) : [0,1] — R? una curva diferenciable
en tg € [0,1] y denotemos xg = A(to). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

!La condicién Dg, (A, B) = 0 equivale a que existe Dy, (A, B) y es cero.
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1) r es la recta normal a T' en xg
11) D, (T,r) =1y D, (T, s) <1 para toda recta s # r que pasa por xg
Es natural la siguiente definicién

Definicién 5.2 Sean A, B C M localmente compactos y zog € AN B un punto de
acumulacion de A y B.

a) Diremos que A es ortogonal a B en xg si* D, (A, B) = 1.

b) Diremos que A y B son ortogonales en xy si A es ortogonal a B en zp y B es
ortogonal a A en x.

2La condicién D, (A, B) =1 equivale a que existe Dy, (A, B) y es uno.



Capitulo 6

Espacios L-SMS

En virtud del capitulo anterior, vamos a introducir una estructura abstracta sobre
un espacio métrico M, asignando a cada punto z¢o € M una familia 2R(zg) de subcon-
juntos de M cuyas propiedades seran similares a las que tienen las lineas rectas en el
espacio euclidiano R3. Esto nos permitira la generalizacién de los conceptos: “recta
tangente”, “recta normal” y “curvatura’”.

Definicién 6.1 Un espacio métrico con estructura lineal o L-SMS (del inglés Line-
Structured Metric Space), es un espacio métrico (M,d) dotado de una funcién! R :
M — P(P(M)) que satisface los siguientes axiomas para cualquier zo € M:

1. R(xg) es una familia de subconjuntos localmente compactos y cerrados de M
2. g € r para todo r € R(zg)

3. Para cualesquiera r, s € R(xy), existen D, (r,8) y Dy, (s,7) y ocurre D, (r,s) =
Di’o (8? r)

4. Dados 7,5 € R(xg) vale?: Dy (r,8) =0 =1 =35
5. Existe § = d(zo) > 0 tal que

x€EM:0<d(x,xg) <= R(x) NR(zg) #0

A cada elemento r del conjunto R(xg) le llamaremos direccion que pasa por xg.

Observacién 6.1 En [1] Pascali menciona que en un L-SMS (M, dy, R), si ds es otra
métrica en M, el espacio (M, ds,R) no necesariemente es un L-SMS (ni siquiera si las
métricas son equivalentes).

Ejemplo 6.1 (R? como L-SMS por rectas)

Consideremos el espacio métrico eucludiano R3. Para cada x € R?, definimos la
funcién R : R? — P(R3)
x — R(x)

donde R(x) es el conjunto de todas las rectas que pasan por x. Se tiene que
(R3,d,R) es un L-SMS. En efecto sea 29 = (a,b,c) € R?

1Usamos la notacién P(A) para indicar el conjunto de partes de un conjunto A.
2El reciproco es evidentemente cierto.

47
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Parte (1) :

Sea r € R(xg). Del Ejemplo (3.7) se sigue que r es localmente compacto y del
Ejemplo (3.5) se tiene que r es cerrado.

Parte (2) :
Dado r € R(xp), como r es una recta que pasa por xg se sigue que xg € 7.
Parte (3) :

Sean r, s € R(xp). Sean v y w dos vectores directores de r y s respectivamente.
Del Ejemplo (4.1) se tiene que existen D, (r,s) y Dy, (s,7) y son

| w x| [ vxw|
Dy, (r,8) = ———— D, (s,r) =
0 [wll - ovll 0 o[ wl
mas ain
| wxo|
D
S
_ —xw)
[oll-lwl
_ exuw]
ol wll
Dy (r,s8) = Dy, (s,7)
Parte (4) :

Para r, s vemos que

D,y (r,s) =0 sen <((w,v) =0
<(w,v) =0 o <(w,v) =7

w y v son paralelos

Ll

r=s

Parte (5) :
Tomemos § = 1. Sea z € R? tal que 0 < d(x,z0) < 4.

Sea r la recta que pasa por xg y tiene como vector director a v = x — x¢, de
modo que r € R(xg). Es inmediato que r también pasa por z, esto es, r € R(x).

r € R(xzo) NR(x)
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Observacién 6.2 Es tentativo pensar que el espacio R? también puede ser dotado
con otra estructura de L-SMS por planos, sin embargo, esto es falso y acontinuaciéon
desarrollamos un contraejemplo.

Primeramente, del Ejemplo (3.7) observamos que todo plano es un conjunto local-
mente compacto y cerrado.

Sean IT el plano XY y Q el plano YZ con vectores normales k= (1,0,0) e
Q= (0,0, 1) respectivamente. Notemos que ambos planos pasan por zo = (0,0,0)
y recordemos que todo plano es la imédgen inversa del conexo {0} mediante una fun-
cién continua, luego de la Proposicién (3.24) xg es un punto de acumulacién de II.
No existe el limite

) d(z,Q)
lim —_—
IM\zodx—xo d(l‘, SC())

Para justificar esto sea x € II\xg

|Te(z—0)|
d(z, ) 7] :
= ver Ejemplo (3.3
dww) ~ Tz—ao] jemplo (3.3)

i (z—x0) |

| @ — o ||

17| L z—aa T | cos <( 5,z — x0) |
Jz—a5 T

= |cos <«(i,z —x0) |

Estudiamos el limite en dos taryectorias: Ty = {xg + ¢4, t € R\0} y Th = {zo +
tj, t € R\0} donde j = (0,1,0).

d(z.Q
T CAL)

Ty 3220 d(T, () | cos <(i,z — o) | =] cos (0) |

P CALD)

P peo =|cos <( i,z —m) |= ‘cos (7>’ =0

Concluimos entonces que no existe Dy, (I, ).

O

De ahora en adelante consideraremos a R? como L-SMS por rectas. Mas atin lla-
maremos a R? el L-SMS euclidiano.

Con esta nueva estrutura de direcciones que pasan por un punto estamos listos
para imitar los conceptos de “recta tangente” y “recta normal” de una curva, en base
a la Definicién (5.1)

Definicién 6.2 Sea M un L-SMS, A C M localmente compacto y cerrado y zo € A.
Diremos r € R(zg) es la direccion tangente a A en xg si Dy, (A,r) = 0.
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~ Noétese que esta definicién es consistente, pues si existe otro r’ € R(xp) tal que
D, (A,r") =0, vemos que de la Proposicién (4.2)

0=D., (A7) 4+ Dyy(A,r") > D, (r',r) - [1 — Dy (A, 7)) = D, (1, 7)

" D, (r,r)=0

Mas ain, sabemos que existe D, (r',r), entonces tiene que ser Dy, (r/,7) = 0.
Asi ' = r, quedando probada la unicidad.

Proposicién 6.1 Si existen r,s € R(zo) tales que Dy (A, 1) = Dy, (s, A) = 0, en-
tonces necesariamente r = s.

Demostracién
Supongamos la hipétesis. De la Proposicién (4.1)

Qaco (57T) - Q;vo (SvA) < bxo(Avr) ' [1 + Qmo (57A)]
D, (s,7)=0<0-[140]

D, (s,7)=0

Se sigue que r = s.

O

Definicién 6.3 Se M un L-SMS, A C M localmente compacto y cerrado y xg € A.
Diremos que r € R(xo) es una direccion normal a A en xg si D, (A,7) = 1.

Observacion 6.3 A diferencia de la direccién tangente, una curva puede tener varias
direcciones normales en un punto, ejemplo de ello es el Teorema (5.2).

El siguiente resultado establece que el operador D, (evaluado sobre direcciones
que pasan por zg) satisface una condicién de Lipschitz respecto a una variable

Proposicién 6.2 Sea M un L-SMS y o € M. Para cualesquiera r,s,t € R(xo), se
cumple la desigualdad

| Dﬁ?o(t7r) 7Dwo(ta S) |§ 2D9€0(T55)

Demostracién
Dados r, s,t € R(xg), del Corolario (4.1)

| Dy (1) = D (1) |< 2mix { Dy (5,7), Doy r,5) }
Ya que existen Dy (t,7), Dy, (t,8) v Dy (1, 5)
| Dyo(t,7) — Dy (8, 8) |< 2méx {Dzo(s,r), Dy, (r, s)}

como ademds Dy, (s,7) = Dy, (1, s), se infiere

| Dag (t,7) = D (£, 8) [< 2Dq (7 8)
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O

Corolario 6.1 Sean (r,), (sn) dos sucesiones en R(xo) y r,s € R(xo). Si se cumple

que

lim Dy, (rp,r) = lm Dy (sp,s) =0, entonces
n—00 n—oo

lim Dy, (rp, Sn) = Dy, (1, )

n— o0

Demostracion

Supongamos la hipétesis.

Sea € > 0. Para 2 > 0, existe N > 0 tal que para todo n > N

ng(rnar)vD$0(8n7s) < i
Paran > N
| Dig (s 8n) = Do (1,8) | = | Dag(rny $n) — Dag(Sn,7) +
S |Dzo(rn78n) DZL’O(Sn?r)
< | Dzo(smrn) Dro(
< 2D,y (rp,7) + 2Dy, (5n, 8),
€ €
2— +2-—
< it

" ‘ ng(rn78n) - DZO(T7S) |< €

Luego
lim D:vo (T’ru Sn) = vao (T’ S)

n—oo

Dy (8ny7) = Dy (1, 5) |
+ | Dao (80, 7) = Dao (1, 5) |
(

D
Sny7) | 4| Do (7, Sn) — Dy (1, 5) |

por Prop. (6.2)

O

Observacién 6.4 La no-negatividad del operador D,, junto con los axiomas 3 y 4
de la definicién de L-SMS, hacen pensar que este operador es una métrica en J(zg),
no obstante de la Propoposicién (6.2) apenas se puede inferir para r, s,t € R(xg)

Do (t,1) < Dyyo(t,s) +2 Dy (s,7)
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Capitulo 7

Generalizacion de la
curvatura

En este capitulo consideraremos en M x M la métrica ds dada en el Ejemplo (3.2)
y usaremos la notacién z,y — xo para indicar la tendencia (z,y) — (xq, zo).

En lo que sigue asumiremos que M es un L-SMS tal que para cada par de puntos

x # y en M existe un tnico elemento en R(x) NR(y), el cual denotaremos r,,,. Nétese
que R(x) NR(y) = R(y) NR(z) y en consecuencia ryy = Tyy.

Definicién 7.1 Sea ty € [0,1] , A : [0,1] — M un curva continua y zg = A(fo). Si
existe el limite

i Dy (TaaysTayy)
Isz,y—xo d(l’, y)

entonces le llamaremos curvatura débil de A en xg y lo denotaremos C(zg).

Observacion 7.1 El L-SMS euclidiano cumple con la hipétesis de la anterior
definicién.

En la teoria clasica de tangencia, la recta tangente a una curva se interpreta como
el limite de rectas secantes a dicha curva. Esta idea la plasmamos a continuacién

Lema 7.1 Sea X : [0,1] — R® una curva regular e inyectiva, to € [0,1], zo = A(to)
y () una sucesion en T'\xg que converge a xg. Entonces la sucesion (r,) dada por
Tn =Tz, satisface

lim D, (r,,r*) =0

n—oo

donde r* es la direccion tangente a I' en g

53
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Demostracién

Supongamos la hip6tesis. Para cada n sea t,, € [0,1]\to tal que z, = A(t,). Se
tiene que t, — tg. Cada direccion r,, tiene por ecuacién

x=ux9+t(x, —x0), tER

Como r* es la direccién tangente a T' en xg, por el Teorema (5.1) r* es la recta
tangente a I' en zp (entonces ' = X (tg) es un vector director de r*)

[ A" X (20 — o) ||
[N [ en = o |l
X (z=z0)]|

‘tn*tﬂl
[IA]]-][zn =0l

‘tn*tﬂl

[~ (=)
=S

Atn)—=A(to)
| (=) |
A - H A(tn) =A(to) ’

tn—to
(tn)—A(t
G =] Y
REIREL

Dzo (Tn; r*) =

=0

nh—{jgc Dwo(rnﬂ“ ) = nh—>n<;lo || N ” . H Atn)—=A(to)
tn—to

O

Para facilitar el cdlculo de la curvatura débil de curvas en R3, se tiene la siguiente
proposicién, vital para la demostracién del dltimo resultado de este trabajo.
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Proposicién 7.1 Sea A : [0,1] — R3 regular e inyectiva y w9 = A(tg). Si v tiene
curvatura débil en g, entonces

Dwo (Twwm T*>

Clao) = F\moliarilazo d(x,zo) (7.1)
donde r* es la direccion tangente a I' en xq
Demostracion
Supongamos la hipétesis.
Dado € > 0, existe §; > 0 tal que para (x,y) e I x T':
ds ((2,9), (x0,70)) < 61 = |C(x0) — DeoTazy Teyy) (o, Tayy) << (7.2)

d(z,y) 2

Sea (x,) una sucesién en I'\zg tal que x,, — xg. Definimos la sucesién (r,) en R
Como 1y, = Ty, 4, - Por el Lema (7.1)

lim Dy, (rn, ") =0 (7.3)

n—oQ

1)
Hagamos 0 = 51 yseay €T tal que 0 < d(y,zq) < 0.

Como (z,,) converge a xg, existe N > 0 tal que d(z,,x¢) < d para todon > N

§ é
ds((xnvy)v ($0,$0)) = d($n,$0) + d(yva) < 51 + 51 = 61
Luego por (7.2)

Dw (Tw, z, s Tz ) €
C _ 0 nZg oY c
‘ (o) d(zn,y) 2
D;E (Tnarw ) €
1 _ 0 oY < =
= L ‘C(IO) (Zn,y) -2
, Da:g (Tnarxoy) €

lim Dy, (7,75 )

C _ n—oo 0

= (wo) e P— <e

n—oo

teniendo en cuenta que la funcién f(z) = d(z,y) es continua por el ejemplo (3.4)
y ya que T, — g

o) — e o)
d (:EOa y)

Por otro lado, la sucesién constante (s,) dada por s, = Tayy satisface

<€

nlin;o Dy, (Sn, Tmoy) =0
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entonces de (7.3) y por la Proposicién (6.1)

Cabe destacar que en [1] Pascali s6lo hace un estudio tedrico del concepto de cur-
vatura débil. Finalizamos este trabajo aportando la justificacién de dicha definicion,
esto es, estableciendo la conexién entre las nociones de curvatura débil y curvatura
usual.

Teorema 7.1 (Relacién entre las curvaturas débil y usual)
Sea X : [0,1] — R3 una curva regular, inyectiva, dos veces diferenciable y sea ty €

[0,1]. Si A tiene curvatura débil en xg = A(tg) entonces esta coincide con la mitad de
la curvatura de X en tg. En simbolos

Clawo) = 3r(to)

Demostracion

Supongamos la hipétesis. De la Proposocién (7.1)

Doy (Tawg, ™)
Clag) =  lfm ~Zrolmrol)
(JC()) F\zolarilﬁzo d(w, .%'0)

donde r* es la recta tangente a A en xg (N = N (ty) es un vector director de r*).
Sea (xy,) una sucesién en I'\zy que converge a zy. Para cada n sea t,, € [0,1]\to

tal que x,, = A(t,). Se tiene que t,, — . Sea la sucesién (r,,) dada por r,, = 7y,

T,
0
Cada direccién r,, tiene por ecuacién

r=ux9+t(x, —z0),t€R



o7

IV (@0 =)l
* —_ U
Doy (r*,72,2))  TNlen—a,]]

d(xn, x0) | 27—z, |

[N X (zn — ) ||
A 2n =, 12

[N % (@n — 2, +0) |
AL 2 =g |12

| N X (20 — 2y — (tn — to)N + (tn — t0)X) ||
AN 20— |1

| N % (2n — 2y = (tn — to)N) + X x ((tn — to)X) ||
AN (T2 =, |12

| N X (2 =z, — (tn — to)N') + 0|
IA- 1 2n = |12

M x (rcn—.ro —(t,,,—to))\’)
[tn—tol?
Al =4 12
|tn_t0‘2

N X (zn — 2y — (tn — to)N)

1
(tn—t0)?

1A | s (e — )

tn—to

N x (xn—xo—(tn—to)/\/) H

(tn—to0)?

’ 2

ZLn—T0
tn—1to

A

N x (M=ot ) |
‘2

BYE H Atn) = A(to)
Por la Férmula de Taylor (aplicado a las funciones componentes de A)

tn—to

. Atn)1 — Ato)1 — (tn — o)A}
" _
)\1 (to) B 273220 (tn — t0)2

. Atn)2 = Ato)2 — (tn — t0) N
N (tg) =21 2
2( 0) nlﬁnéo (tn _ t0)2

. A(tn)s — Ato)s — (tn — o)A\
1" _
Az(to) =2 lim (b — f0)?

luego, la versién vectorial de la Férmula de Taylor para A es

. Atn) — Ato) — (tn — to) N
"o \nm _
X=Xl = 2% (tn —t0)?

entonces
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V% ()\(t,,L)fA(to)f(t,,L7t0))\/) H

, on(r*vrxnaco) , (tn—t0)2
11 —_— = llm 3
n—s o0 d(mn,l’o) n— 00 Al Atn) = A(to)
AN || ==
_ _ B /
s (Al = Mto) = (t — o)A
. n—oo (tn — t0)2
a Atn) — Ato) || 2
M- i A =2
n 0
AE) = Mtg) — (£, — to) N
‘)\Ix<hfm () (0) (2 0) )H
_ n—o00 (tn — tO)
AL A2
_ =Gl
A2
_ LN <A
2 AP
Asi,
1
C(.TQ) = iﬁ(to)
O

Si definimos la curvatura débil coregida €(xo) = 2C(xo), estéd coincide con la nocién

de curvatura usual.
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