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MÉTRICOS

Trabajo Especial de Grado presentado por

Br. Andrés Eloy Pérez Gil
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ella. Me ha acompañado durante estos diez semestres, en las buenas y en las malas. Su
amistad siempre ha sido incondicional: nunca me ha dado la espalda, incluso cuando
varias veces no la entend́ıa. Es tan grande su belleza que me hace feliz de tan sólo
pensar en ella. Siento que Dios me la obsequio para no vagar errado por ah́ı, como
quien no tiene horizonte. Lo curioso es que “ella” no existe. Lector: ¿sábes de quien
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Caṕıtulo 2

Resumen

El presente trabajo desarrolla una generalización de los conceptos de tangencia y
ortogonalidad dados por Pascali en [1]. Vamos a estudiar son espacios métricos cuyas
métricas no necesariamente provengan de un norma (la noción de tangencia en espa-
cio normados se remite el estudio de la diferenciabilidad para funciones entre estos
espacios, y esto último ya es bien conocido).

Para justificar las definiciones que se van a dar se realizarán comparaciones con los
conceptos usuales de recta tangente y normal a una curva λ : [0, 1]→ R3. Al final se
presenta también una generalización del concepto de curvatura.
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Caṕıtulo 3

Preliminares

En Matemática, existe una disciplina bastante extensa llamada topoloǵıa, la cual
se ocupa del concepto de continuidad en su sentido mas general. Entre los espacios
topológicos destacan los espacios métricos, debido a la riqueza de resultados que ofre-
ce.

En esta primera sección presentaremos las definiciones referentes a espacios métri-
cos y enunciaremos (dando la demostración muy pocas veces) las proposiciones clásicas
de esta teoŕıa. Las referencias de estos resultados se pueden encontrar en [4] (respecto
a espacios métricos) y [5] (respecto a ĺımites superior e inferior de funciones y suce-
siones).

3.1. Espacios Métricos

3.1.1. Topoloǵıa: conceptos iniciales

Definición 3.1 Una topoloǵıa en un conjunto X es una colección T de subconjuntos
de X que satisface las siguientes condiciones:

1. ∅, X ∈ T

2. Si {Ai : i ∈ I} es una familia arbitraria de elementos de T , entonces
⋃
i∈I

Ai

también es un elemento de T

3. Si {A1, . . . , An} es una familia finita de elementos de T , entonces

n⋂
i=1

Ai también

es un elemento de T

En caso de que T satisfaga las anteriores condiciones, diremos que (X, T ) espacio
topológico, y cada elemento A ∈ T será llamado conjunto abierto en X respecto a T .

Nótese que en el postulado 1, el conjunto de ı́ndices I no necesariamente es finito.

Ejemplo 3.1 Se tiene que la recta R es un espacio topológico, definiendo topoloǵıa
T como sigue: diremos que A ∈ P (R) es abierto si existen un conjunto de ı́ndices J y
una familia {Aj : j ∈ J} de intervalos abiertos de R tales que

A =
⋃
j∈J

Aj

11
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A esta topoloǵıa se le denomina topoloǵıa usual de R o topoloǵıa de la recta.

Definición 3.2 Sea (X, T ) un espacio topológico y Y ⊂ X. Sobre Y definimos la
topoloǵıa de subespacio TY como sigue:

B ∈ TY si y sólo si existe A ∈ T tal que Y = X ∩A

A Y ⊂ X le llamaremos subespacio topológico.

Definición 3.3 Sea (X, T ) un espacio topológico. Diremos que C ⊂ X es un conjunto
cerrado en X respecto a T si su complemento X \A es abierto en X respecto a T .

Proposición 3.1 Si (X, T ) un espacio topológico, entonces se cumple lo siguiente:

(i) ∅, X ∈ T

(ii) Si {A1, . . . , An} es una familia finita de cerrados en X, entonces

n⋃
i=1

Ai también

es cerrado

(iii) Si {Ai : i ∈ I} es una familia arbitraria de cerrados en X, entonces
⋂
i∈I

Ai

también cerrado en X

3.1.2. Métrica: conceptos iniciales

Definición 3.4 Una métrica o distancia en un conjunto no vaćıo M es una función
d : M ×M → R que asocia a cada par de puntos x, y en M un número real d(x, y),
llamado la distancia del punto x al punto y, tal que para cualesquiera x, y, z ∈M :

1. d(x, y) ≥ 0 “no-negatividad”

2. d(x, y) = 0 si y sólo si x = y

3. d(x, y) = d(y, x) “simetŕıa”

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) “desigualdad triangular”

Definición 3.5 Un espacio métrico es un par (M,d) formado por un conjunto M y
una métrica d en M .

Definición 3.6 Dado un espacio métrico (M,d), cualquier subconjunto X de M
también es un espacio métrico considerando en X la métrica d. De este modo, a X lo
llamaremos un subespacio métrico.

Observación 3.1 En lo que sigue, cuando mencionemos la letra M , se sobreenten-
derá como un espacio métrico (M,d).

Ejemplo 3.2

1) La función “valor absoluto” induce una métrica en el conjunto R de los números
reales. En efecto, definiendo du : R× R→ R como

du(x, y) = |x− y |

La validez de los axiomas para métrica son consecuencia de las propiedades ele-
mentales del valor absoluto. A du se le conoce como métrica usual de R.
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2) En el espacio euclidiano Rn hay tres métricas fundamentales: dados x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn) ∈ Rn las métricas de, ds y dm son dadas por

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, métrica euclidiana

ds(x, y) = |x1 − y1 |+ · · ·+ |xn − yn |, métrica de la suma

dm(x, y) = máx { |x1 − y1 |, . . . , |xn − yn | }, métrica del máximo

Nótese que cuando n = 1, de = du.

3) Un espacio normado es un espacio vectorial V , en donde se define una aplicación
‖ ‖: V → R que satisface para cualesquiera x, y, z ∈ V y cual quier escalar α:

a) ‖ x ‖≥ 0

b) ‖ x ‖= 0⇐⇒ x = 0

c) ‖ α · x ‖= |α| · ‖ x ‖
d) ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ “desigualdad triangular”

Todo espacio normado V es un espacio métrico, definiendo para x, y ∈ V la
aplicación d(x, y) =‖ x− y ‖ (la cual es una métrica en V ).

4) Dado un conjunto cualquiera M 6= ∅, es posible dotarlo de una métrica muy
sencilla: dados x, y ∈M definimos dcu : M ×M → R por

dcu =

{
0 si x = y
1 si x 6= y

A dcu se acostumbra llamar la métrica discreta.

5) El producto cartesiano de dos espacios métricos es un espacio métrico. En efec-
to sean M,N cuyas métricas indicaremos con d1 y d2 respectivamente. Pode-
mos definir al menos tres métricas en el producto cartesiano M × N : dados
z = (x, y), z′ = (x′, y′) ∈M ×N

ds(z, z
′) = d1(x, x′) + d2(y, y′)

dm(z, z′) = máx{d1(x, x′), d2(y, y′)}

de(z, z
′) =

√
d1(x, x′)2 + d2(y, y′)2

Observación 3.2 A propósito de los espacios normados, la siguiente es una conse-
cuencia de la desigualdad triangular∣∣ ‖ x ‖ − ‖ y ‖ ∣∣ ≤‖ x− y ‖

En efecto

‖ x ‖ = ‖ x+ 0 ‖
= ‖ x− y + y ‖
≤ ‖ x− y ‖ + ‖ y ‖
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∴ ‖ x ‖ − ‖ y ‖≤‖ x− y ‖

‖ y ‖ = ‖ y + 0 ‖
= ‖ y − x+ x ‖
≤ ‖ y − x ‖ + ‖ x ‖
= ‖ x− y ‖ + ‖ x ‖

∴ ‖ y ‖ − ‖ x ‖≤‖ x− y ‖

∴ − ‖ x− y ‖≤‖ x ‖ − ‖ y ‖

Definición 3.7 Sean a ∈M y ε > 0.

a) La bola abierta de centro a y radio ε es el conjunto B(a; ε) dado por

B(a; ε) = {x ∈M : d(x, a) < ε}

b) La bola cerrada de centro a y radio ε es el conjunto B[a; ε] dado como

B[a; ε] = {x ∈M : d(x, a) ≤ ε}

c) La bola perforada de centro a y radio ε es el conjunto B∗(a; ε) definido como

B∗(a; ε) = {x ∈M : 0 < d(x, a) < ε}

Definición 3.8 Sean x ∈M y A,B ⊂M .

a) La distancia del punto x al conjunto A se denota d(x,A) y viene dada por

d(x,A) = ı́nf {d(x, a) : a ∈ A}

b) La distancia entre los conjuntos A y B se denota d(A,B) y se define por

d(A,B) = ı́nf {d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

Ejemplo 3.3

1. En el espacio R3, sea un punto x y una recta r que pasa por x0 y tiene como
vector director v. Se tiene

d(x, r) =
‖ v × (x− x0) ‖

‖ v ‖

2. Sea nuevamente R3. Dados un punto x y un plano Π que pasa por x0 y con
vector normal n, se tiene1

d(x0,Π) =
| n • (x− x0) |

‖ n ‖

Proposición 3.2 Dados x, y ∈M y un conjunto no vaćıo A ⊂M , se cumple

| d(x,A)− d(y,A) | ≤ d(x, y)

1Dados dos vectores x, y ∈ R3 usaremos la notación x • y para indicar el producto interno de x
con y.



3.1. ESPACIOS MÉTRICOS 15

3.1.3. La Topoloǵıa Métrica: vocablos básicos

Definición 3.9 Sea A ⊂M .

a) Diremos que x ∈ A es un punto interior de A si existe ε > 0 tal que B(x; ε) ⊂ A

b) Denominaremos interior de A al conjunto int(A) definido como

int(A) = {x ∈M : x es un punto interior de A}

c) Diremos que A es abierto en M respecto a d si A = int(A).

Definición 3.10 Sea A ⊂M .

a) Diremos que x ∈ M es un punto adherente de A si para todo ε > 0 se satisface
B(x; ε) ∩A 6= ∅

b) Denominaremos clausura de A al conjunto A dado por

A = {x ∈M : x es un punto adherente de A}

c) Diremos que A es cerrado en M respecto a d si A = A.

Proposición 3.3 Dados un conjunto no vaćıo A ⊂M y x ∈M , se cumple

d(x,A) = d
(
x,A

)

Definición 3.11 Sea A ⊂M . Diremos que a ∈M es un punto de acumulación de A
si para todo ε > 0 se satisface B∗(a; ε) ∩A 6= ∅.

El siguiente resultado establecerá que una métrica d en un espacio M induce una
topoloǵıa T en dicho espacio2.

Proposición 3.4 Dado un espacio métrico (M,d), se cumplen las siguientes propie-
dades:

(i) ∅,M son abiertos en M respecto a d

(ii) Si {Ai : i ∈ I} es una familia arbitraria de abiertos en M respecto a d, entonces⋃
i∈I

Ai también es un abierto en M respecto a d

(iii) Si {A1, . . . , An} es una familia finita de abiertos en M respecto a d, entonces
n⋂
i=1

Ai también es abierto en M respecto d

Aśı, ser “abierto respecto a una topoloǵıa” y ser “abierto respecto a una métrica”
son conceptos equivalentes. De este hecho se sigue que los conceptos respecto a una
topoloǵıa y respecto a una métrica son los mismos.

Proposición 3.5 Sean A ⊂M y x0 ∈M . Si A es abierto, entonces A\{x0} también
es abierto.

2El rećıproco no es cierto, esto es, no todo espacio topológico es un espacio métrico.
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Demostración

Supongamos la hipótesis. Sea x ∈ A\{x0}. Existe ε0 > 0 tal que B(x; ε0) ⊂ A y
además, d(x, x0) > 0. Hagamos ε = mı́n {ε0, d(x, x0)}. Vemos que

y ∈ B(x; ε) =⇒ d(y, x) < ε

=⇒ d(y, x) < ε0 y d(y, x) < d(x, x0)

=⇒ y ∈ B(x, ε0) e y 6= x0

=⇒ y ∈ A e y 6= x0

=⇒ y ∈ A\{x0}

∴ B(x, ε) ⊂ A\{x0}
Se sigue que A\{x0} es abierto.

�

3.1.4. Sucesiones en Espacios Métricos

Denotaremos por N al conjunto de los números naturales N = {1, 2, . . . }.

Definición 3.12 Una sucesión en M es una función x : N → M . El valor de la
suseción x en un número n ∈ N será denotado xn en vez de x(n), y será llamado el
n-ésimo término de la sucesión. Por comodidad vamos a usar la notación (xn) para
representar la sucesión.

Definición 3.13 Sea (xn) una sucesión en M . Se dice que a ∈M es el ĺımite de (xn)
o que (xn) converge a a cuando dado ε > 0 existe N ∈ N tal que

n > N =⇒ d(xn, a) < ε

En tal caso escribimos ĺım
x→∞

xn = a o simplemente xn → a. También se dice que

(xn) es convergente.

Observación 3.3 Que una sucesión (xn) converja a a ∈ M es equivalente a que la
sucesión real (d(xn, a)) converja a cero.

Proposición 3.6 (Unicidad del ĺımite) Si una sucesión (xn) es convergente, en-
tonces su ĺımite es único.

Definición 3.14 Sea (xn) una sucesión en M . Una subsucesión de (xn) es una res-
tricción de la funcíıon n 7→ xn a un subconjunto infinito N′ = {n1 < . . . < nk < . . . }
de N. Tal subsucesión sera indicada por la notación (xn)n∈N′ o simplemente (xn′).

Proposición 3.7 Si una sucesión (xn) converge a a, entonces toda subsucesión de
(xn) también converge a a.

Sea M = M1 ×M2 el producto cartesiano de dos espacios métricos M1 y M2.
Dada una suceción (zn) en M , esta puede escribirse como zn = (xn, yn). Entonces
(zn) induce dos sucesiones (xn) en M1 y (yn) en M2 llamadas primera y segunda
sucesión componente de (zn) respectivamente.
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Proposición 3.8 Sea M = M1×M2 el producto cartesiano de dos espacios métricos
M1 y M2. Una sucesión (zn) = (xn, yn) en M converge a c = (a, b) ∈ M si y sólo si
(xn) converge a a e (yn) converge a b.

Definición 3.15 Diremos que una sucesión real (xn) es acotada si existe una cons-
tante c > 0 tal que | xn |< c para cualquier n ∈ N.

Definición 3.16 Sea (xn) una sucesión real acotada. Denotemos para cada n ∈ N

un = sup{xk : x ≥ n}

ln = ı́nf{xk : k ≥ n}

a) El ĺımite superior de (xn), denotado por ĺımxn, se define como

ĺımxn = ı́nf{un : n ∈ N}

b) El ĺımite inferior de (xn), denotado por ĺımxn, se define como

ĺımxn = sup{ln : n ∈ N}

Observación 3.4 Debe observarse que al exigir a una sucesión real (xn) que sea
acotada, se garantiza la existencia de los ĺımites superior e inferior de la misma.

Proposición 3.9 Sea (xn) una sucesión real acotada y x0 ∈ R.

(i) ĺımxn ≤ ĺımxn

(ii) ĺımxn = x0 ⇐⇒ ĺımxn = ĺımxn = x0

Proposición 3.10 Sean (xn), (yn) dos sucesiones reales acotadas. Si para todo n se
tiene xn ≤ yn, entonces

(i) ĺımxn ≤ ĺım yn

(ii) ĺımxn ≤ ĺım yn

Proposición 3.11 Sean (xn), (yn) dos sucesiones reales acotadas.

(i) ĺım (xn + yn) ≤ ĺımxn + ĺım yn

(ii) ĺım (xn + yn) ≥ ĺımxn + ĺım yn

(iii) ĺım (−xn) = −ĺımxn

(iv) ĺım (−xn) = −ĺımxn

(v) ĺım (xn · yn) ≤ ĺımxn · ĺım yn

(vi) ĺım (xn · yn) ≥ ĺımxn · ĺım yn
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3.1.5. Ĺımite en Espacios Métricos

Definición 3.17 Sea (M,d1) y (N, d2) espacios métricos, a ∈ M un punto de acu-
mulación de A y f : A → N una función. Diremos que l ∈ N es el ĺımite de f(x)
cuando x tiende a a, cuando dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

x ∈ A : 0 < d1(x, a) < δ =⇒ d2(f(x), l) < ε

En caso de que tal número l satisfaga la condición anterior, denotaremos ĺım
x→a

f(x) = l.

Proposición 3.12 (Unicidad del ĺımite) Si una función f : M → N tiene ĺımite
l cuando x tiende a a, entonces su ĺımite es único.

Proposición 3.13 (Caracterización del ĺımite por sucesiones) Sean f : A ⊂
M → N y a ∈M un punto de acumulación de A. Para que ĺım

x→a
f(x) = l es necesario

y suficiente que, para toda sucesión (xn) de puntos en A − {a} con ĺım
n→∞

xn = a se

cumpla ĺım
n→∞

f(xn) = l.

Definición 3.18 Una función f : M → R se dice acotada si existe una constante
c > 0 tal que | f(x) |< c para cualquier x ∈M .

Definición 3.19 Sea f : A ⊂ M → R una función acotada y a ∈ M un punto de
acumulación de A. Para cada ε > 0 denotamos

η(ε) = sup{f(x) : x ∈ A ∩B∗(a; ε)}

µ(ε) = ı́nf{f(x) : x ∈ A ∩B∗(a; ε)}

a) El ĺımite superior de f(x) cuando x tiende a a, se denota por ĺım sup
x→a

f(x) y se

define como

ĺım sup
x→a

f(x) = ı́nf{η(ε) : ε > 0}

b) El ĺımite inferior de f(x) cuando x tiende a a, se denota por ĺım inf
x→a

f(x) y se define
como

ĺım inf
x→a

f(x) = sup{µ(ε) : ε > 0}

Observación 3.5 Al exigir a una función f ser acotada, se garantiza que existen
tanto el ĺımite superior como el ĺımite inferior.

Proposición 3.14 Sean f : A ⊂M → R una función acotada y a ∈M un punto de
acumulación de A.

i) Si U = ĺım sup
x→a

f(x), entonces existe una sucesión (xn) en A\{a} tal que

ĺım
n→∞

xn = a y ĺım
n→∞

f(xn) = U

ii) Si L = ĺım inf
x→a

f(x), entonces existe una sucesión (un) en A\{a} tal que

ĺım
n→∞

un = a y ĺım
n→∞

f(un) = L
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Proposición 3.15 Sean f : A ⊂M → R una función acotada y a ∈M un punto de
acumulación de A.

i) Si U = ĺım sup
x→a

f(x) y (xn) es una sucesión en A\{a} que converge a a, entonces

ĺım f(xn) ≤ U

ii) Si L = ĺım inf
x→a

f(x) y (xn) es una sucesión en A\{a} que converge a a, entonces

ĺım f(xn) ≥ L

3.2. Continuidad en espacios métricos

Definición 3.20 Sea M,N espacios métricos, f : A ⊂M → N y a ∈ A un punto de
acumulación de A.

a) Se dice que f es continua en a si existe el ĺımite de f(x) cuando x tiende a a y es

ĺım
x→a

f(x) = f(a)

b) Diremos simplemente que f es continua si f es continua en cada punto a ∈ A.

Ejemplo 3.4

1. Sea A un subconjunto no vacio de M y definamos la función f : M → R por
f(x) = d(x,A). De la Proposición (3.2) se tiene que para cualesquiera x, y ∈M

| f(x)− f(y) | ≤ d(x, y)

Aśı, se tiene que f es continua.

2. Sea x0 un punto de M . Haciendo A = {x0}, del ejemplo anterior se tiene
que la función g : M → R dada por g(x) = d(x, x0) es continua. En efecto
g(x) = d(x, x0) = d(x, {x0}), luego se trata de un caso particular del ejemplo
anterior.

3. Sean f, g : A ⊂M → R funciones continuas. Se tiene que

Las funciones f + g, f · g son continuas.

Si g(x) 6= 0 para todo x ∈ A, entonces f/g es continua.

4. En un espacio normado V , la función norma es continua. En efecto sea ζ : V → R
dado por ζ(x) =‖ x ‖. De la Observación (3.2)

∣∣ζ(x)− ζ(y)
∣∣ =

∣∣ ‖ x ‖ − ‖ y ‖ ∣∣ ≤‖ x− y ‖
Luego la norma es una contracción débil.
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5. Fijemos un vector no nulo a ∈ R3. Definamos ξ : R3 → R3 como ξ(u) = a× u.

‖ ξ(u)− ξ(v) ‖ = ‖ a× u− a× v ‖
= ‖ a× (u− v) ‖
= ‖ a ‖ · ‖ u− v ‖ · sen^(a, u− v)

≤ ‖ a ‖ · ‖ u− v ‖

∴ ‖ ξ(u)− ξ(v) ‖≤‖ a ‖ · ‖ u− v ‖

Aśı, la función ξ es lipschitziana y por ello es continua.

Existe una forma de caracterizar la continuidad de una función en términos de
conjuntos abiertos. En efecto, enunciamos el siguiente resultado.

Proposición 3.16 Dada una función f : M → N , las siguientes proposiciones son
equivalentes

i) f es continua

ii) dado cualquier abierto U en N , se cumple que f−1(U) es abierto en M

iii) dado cualquier cerrado V en N , se cumple que f−1(V ) es cerrado en M

Ejemplo 3.5

1. Toda bola cerrada B[a; r] en un espacio M , es un conjunto cerrado. En efecto,
definiendo la función f : M → R como f(x) = d(x, a) se tiene que B[a; r] =
f−1([0, r]) y sabemos que [0, r] es cerrado en R.

2. Todo plano Π en R3 es cerrado. En efecto Π admite una ecuación n•(x−x0) = 0.
Definiendo la función φ(x) = n • (x − x0), el plano es la imágen inversa de 0
mediante la función continua φ, por lo cual Π es cerrado.

3. Cualquier recta r en R3 también es un conjunto cerrado, pues siempre se puede
interpretar como la intersección de dos planos. Para probar esto sea x = x0 + tv
una ecuación de r. Denotanto x = (x1, x2, x3), x0 = (α, β, γ) y v = (a, b, c)
supongamos sin pérdida de generalidad que a 6= 0. Nos proponemos encontrar
dos vectores (linealmente independientes) y ortogonales a v

ax1 + bx2 + cx3 = 0

(x2, x3) = (1, 0) =⇒ ax1 + b = 0 =⇒ x1 = − b
a

=⇒ m =

(
− b
a
, 1, 0

)

(x2, x3) = (0, 1) =⇒ ax1 + c = 0 =⇒ x1 = − c
a

=⇒ n =
(
− c
a
, 0, 1

)
Sean los planos

π1 : x = x0 + tv + sm
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π2 : x = x0 + tv + sn

Probemos que la recta está contenida en la intersección de los planos.

x ∈ r =⇒ x = x0 + tv , para algún t ∈ R

=⇒
{
x = x0 + tv + 0m , para algún t ∈ R
x = x0 + tv + 0n , para algún t ∈ R

=⇒ x ∈ π1 y x ∈ π2

=⇒ x ∈ π1 ∩ π2

Ahora probemos la inclusión contraria.

x ∈ π1 ∩ π2 =⇒ x ∈ π1 y x ∈ π2

=⇒
{
x = x0 + t1v + s1m , para ciertos t1, s1 ∈ R
x = x0 + t2v + s2n , para ciertos t2, s2 ∈ R (3.1)

=⇒ 0 = t1v + s1m− (t2v + s2n)

=⇒ 0 = (t1 − t2)v + s1m− s2n

(t1 − t2)v = s2n− s1m (3.2)

Supongamos por absurdo que t1 6= t2. Despejando a v de la ecuación anterior

v =
s2

t1 − t2
n− s1

t1 − t2
m

Como m y n son ortogonales a v, entonces
s2

t1 − t2
n− s1

t1 − t2
m también es

ortogonal a v, y aśı de la ecuación anterior v es ortogonal a śı mismo lo cual
implica que v = 0, y esto último es contradictorio por ser v un vector director
de r. Entonces t1 = t2, de modo que la ecuación (3.2) equivale a

0 = s2n− s1m

De la independencia lineal de m y n se infiere que s1 = s2 = 0. Sustituyendo
estos valores en (3.1)se tiene que x = x0 + t1v. Se sigue que x ∈ r. De estos
resultados obtenemos que π1 ∩ π2 = r y luego por el ejemplo anterior se sigue
que r es cerrado.
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Proposición 3.17 (Caracterización de la continuidad por sucesiones) Una fun-
ción f : M → N es continua en a ∈ M si y sólo si para cualquier sucesión (xn) en
M con xn → a se cumple que f(xn)→ f(a).

Definición 3.21 Diremos que f : M → N es abierta cuando env́ıa abiertos en abier-
tos, es decir, si dado U abierto en M se cumple que f(U) es abierto en N .

De esta definición se sigue que un función invertible es continua si su inversa es
abierta.

3.3. Compacidad

Definición 3.22 Sea X ⊂ M . Un cubrimiento de X es una familia C = (Cλ)λ∈L de
subconjuntos de M tal que

X ⊂
⋃
λ∈L

Cλ

Si existe un subconjunto L′ ⊂ L tal que

X ⊂
⋃
λ∈L′

Cλ

entonces la subfamilia C′ = (Cλ)λ∈L′ se llama un subcubrimiento de C.

Definición 3.23 Sean X ⊂M y C = (Cλ)λ∈L una cubrimiento de X.

a) Diremos que C es abierto cuando Cλ es abierto en M para todo λ ∈ L.

b) Diremos que C es finito cuando L es un conjunto finito. En este caso, tenemos que
L = {λ1, . . . , λn} y escribimos

X ⊂ Cλ1 ∪ · · · ∪ Cλn

Definición 3.24 Un espacio M se denomina compacto cuando todo cubrimiento
abierto C de M admite un subcubrimiento finito. Abreviadamente, M es compac-
to si se cumple

M = ∪Cλ , con cada Cλ abierto =⇒M = Cλ1
∪ · · · ∪ Cλn

Definición 3.25 Diremos que X ⊂M es un conjunto compacto cuando es compacto
como subespacio métrico. Abreviadamente, X ⊂ M es un subespacio compacto si se
cumple

X ⊂ ∪Cλ , con cada Cλ abierto =⇒ X ⊂ Cλ1 ∪ · · · ∪ Cλn

Proposición 3.18 Sea f : M → N continua. Si X ⊂ M es un conjunto compacto,
entonces f(X) es un conjunto compacto.

Ejemplo 3.6 Cualquier intervalo no degenerado [a, b] de la recta es compacto.

Proposición 3.19 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto, es compacto.
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Proposición 3.20 Todo sunconjunto compacto es cerrado.

Corolario 3.1 Sean X ⊂ M compacto no-vacio y a ∈ M . Entonces existe x0 ∈ X
tal que d(a,X) = d(a, x0).

Proposición 3.21 Sea M compacto. Si f : M → N es una biyección continua,
entonces su inversa f−1 : N →M también es continua.

Definición 3.26 Un subconjuntoX de un espacio métricoM se denomina localmente
compacto cuando para todo x ∈ X existe un compacto K ⊂M tal que x ∈ int(K).

Proposición 3.22 Todo subconjunto cerrado de un espacio localmente compacto es
localmente compacto.

Ejemplo 3.7

1. Es inmediato que todo conjunto compacto es localmente compacto.

2. Rn es localmente compacto para todo n ∈ N.

3. Dada λ : [0, 1] → R3 continua, su traza Γ = {λ(t) : t ∈ [0, 1]} es un conjunto
cerrado (ya que es compacto por la Proposición (3.18) y finalmente es localmente
compacto por la Proposición (3.22).

4. Análogamente al item anterior, se prueba que toda recta r ⊂ R3 y todo plano
Π ⊂ R3 son localmente compactos (pues son cerrados)

3.4. Conexidad

Definición 3.27 Sea M un espacio métrico.

a) Una disconexión en un espacio M es una descomposición M = A ∪B tal que A y
B son abiertos y disjuntos.

b) Una disconexión M = A ∪B se dice trivial cuando A = ∅ o B = ∅.

Definición 3.28 Sea M un espacio métrico.

a) Diremos que M es conexo si admite sólamente la disconeción trivial.

b) Diremos que X ⊂M es un conjunto conexo si es conexo como subespacio métrico.

Ejemplo 3.8

1. La recta es un espacio conexo.

2. Los únicos subconjuntos conexos no vaćıos de la recta son los intervalos (abier-
tos, cerrados o semiabiertos).

Proposición 3.23 Sea f : M → N continua. Si X ⊂ M es un conjunto conexo,
entonces f(X) es un conjunto conexo.

Proposición 3.24 Sea X ⊂ M y x0 ∈ X. Si X es un conjunto conexo, entonces x0

es un punto de acumulación de X
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Demostración

Sean X ⊂M un conjunto conexo y x0 ∈ X. Supongamos por reducción al absurdo
que x0 no es un punto de acumulación de X. Luego existe ε > 0 tal que B∗(x0, ε)∩X =
∅, es decir, B(x0, ε)∩X = {x0}. Por definición, {x0} es abierto en X. De la Proposición
(3.5) se tiene que X\{x0} también es abierto en X. Como {x0} y X\x0 son disjuntos y
X = {x0}∪X\x0 se sigue queX es un conjunto disconexo, lo cual es una contradicción.

�

Corolario 3.2 Sean f : M → N y x0 ∈ f(M). Si M es conexo y f es continua
entonces x0 es un punto de acumulaćıon de f(M).

Demostración

Supongamos la hipótesis. De la Proposición (3.23) f(M) es un conjunto conexo.
Luego de la Proposición (3.24) se concluye que x0 es un punto de acumulación de
f(M).

�

3.5. Funciones reales diferenciables

Dada una función f : [α, β]→ R y un punto p = (a, f(a)) ∈ Gf (su gráfico3), nos
interesa calcular la recta tangente l a Gf en p. Consideremos inicialmente un punto
q = (x, f(x)) ∈ Gf , con x 6= a, y computemos la pendiente mpq de la recta secante
lpq a que pasa por p y q

mpq =
f(x)− f(a)

x− a

Procedemos a aproximar q al punto p, aproximando x a a. Si mpq se aproxima a
un valor real, pongamos m, entonces definimos a m como la pendiente de l:

m = ĺım
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(3.3)

Dicho de otra forma, la recta tangente a Gf en p se define como la linea recta que es
la posición ĺımite 4 de las rectas secantes lpq cuando q se aproxima a p.

3Indicamos con Gf al gráfico de f , es decir Gf =
{

(x, f(x)) : x ∈ [α, β]
}

.
4Cuando a = α o a = β, tal ĺımite se entiende como el ĺımite lateral.
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b

b

b

b

Y

X

0

p

T

a

f(a)
q

q

q

La recta normal a Gf en p, se define como la linea recta N que pasa por p y es
perpendicular a T , es decir, forma un ángulo de 90◦ con T

b

Y

X

0

p

T

a

f(a)

N

Resulta mas cómodo expresar el ĺımite (3.3) haciendo el cambio h = x− a. En tal
caso x→ a es equivalente a h→ 0 y

m = ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

En el contexto formal del cálculo, la existencia de este ĺımite introduce los concep-
tos de derivada y diferenciabilidad que definimos a continuación.
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Definición 3.29 Dada una función f : [α, β]→ R y un punto a ∈ [α, β], diremos que
f es diferenciable en a si existe el ĺımite

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

En tal caso, al ĺımite anterior lo denotamos con f ′(a) y le llamamos derivada de f
en a. Queda aśı definida una función real denotada por f ′ y llamada derivada de f ,
dada para los x en [α, β] como

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

si dicho ĺımite existe.

Procederemos ahora a extender estos conceptos al espacio R3 para finalizar con el
concepto de curvatura que nos interesa.

3.6. Curvas diferenciables en R3

Definición 3.30 Una curva en R3 es una función λ : [a, b] → R3, la cual asigna
a cada t ∈ [a, b] un vector λ(t) del espacio R3. En tal caso, λ viene dada por una
ecuación del tipo

λ(t) =
(
λ1(t), λ2(t), λ3(t)

)
donde λ1, λ2, λ3 son funciones reales definidas en el intervalo [a, b] llamadas fun-

ciones componente de λ. El conjunto Γ = {λ(t) : t ∈ [a, b]} recibe el nombre de traza
de λ.

Definición 3.31 Una curva λ : [a, b] → R3 se dice diferenciable en t ∈ [a, b] si cada
una de sus funciones componente es diferenciable en t. En tal caso la derivada de λ
en t la denotamos como λ′(t) y viene dada por

λ′(t) =
(
λ′1(t), λ′2(t), λ′3(t)

)
Diremos simplemente que λ es diferenciable si es diferenciable en cada punto de

su dominio.

La noción de derivada de curvas λ : (a, b)→ R3 tiene una interpretación geométrica
similar a la de funciones reales f : (a, b) → R: si λ′(t) 6= 0, entonces este vector es la
dirección de la recta L en R3 que es tangente a Γ en λ(t).
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b

X Y

Z

λ(t)

λ′(t)

L

3.7. Curvatura

Definición 3.32 Una curva λ : [a, b] → R3 se dice regular si λ′(t) 6= 0 pra todo
t ∈ [a, b].

Definición 3.33 Sea λ : [a, b]→ R3 una curva regular. Diremos que λ está parame-
trizada por longitud de arco si ‖ λ′(t) ‖= 1 para todo t ∈ [a, b].

Definición 3.34 Sea λ : [a, b] → R3 una curva parametrizada por longitud de arco,
dos veces diferenciable y t ∈ [a, b]. El número κ(t) =‖ λ′′(t) ‖ se denomina curvatura
de λ en t.

Observación 3.6 Nótese que cuando una curva λ : [a, b] → R3 está parametrizada
por longitud de arco, entonces su curvatura en un punto t ∈ [a, b] mide la tasa de
cambio del ángulo que tangentes próximas forman con la tangente en t . Por está razón,
κ(t) proporciona una medida de cuán rápidamente se desv́ıa la curva de la recta
tangente en t, en un entorno de t. En otras palabras: la curvatura mide la flexión de
una curva en un punto dado.

b
b b

α′(t)

α′′(t)

α Curva poco flexionada
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β′(t)

β′′(t)

β

b

b

b Curva medianamente fle-
xionada

b

b
b

γ

γ′′(t)

γ′(t)

Curva muy flexionada

En caso de curvas regulares y dos veces diferenciables que no necesariamente están
parametrizadas por longitud de arco, el cálculo de la curvatura se establece como sigue

Proposición 3.25 Sea λ : [a, b] → R3 una curva regular y dos veces diferenciable.
Entonces vale

κ(t) =
‖ λ′(t)× λ′′(t) ‖
‖ λ′(t) ‖3

A continuación enunciamos un resultado muy importante, el cual es una caracte-
rización de las ĺıneas rectas.

Proposición 3.26 Una curva λ tiene curvatura nula en todos sus puntos si y sólo
si es un segmento de recta.



Caṕıtulo 4

El operador de Pascali

En lo que sigue, por comodidad, emplearemos la notación A\x0 para indicar la
diferencia entre los conjuntos A y {x0}.

4.1. Distancia superior e inferior

Definición 4.1 Sean A,B ⊂ M localmente compactos y cerrados y x0 ∈ A ∩ B un
punto de acumulación de A.

i) Definimos la distancia superior de A a B en x0 al número

Dx0
(A,B) = ĺım sup

A\x0 3x→x0

d(x,B)

d(x, x0)

ii) Definimos la distancia inferior de A a B en x0 al número

D x0
(A,B) = ĺım inf

A\ x03x→x0

d(x,B)

d(x, x0)

Observación 4.1

1. Sean A,B y x0 como en la Definición anterior. Dado x ∈ A\x0

d(x,B) = ı́nf {d(x, y) : y ∈ B} ≤ d(x, x0)

∴ d(x,B) ≤ d(x, x0)

Aśı

0 ≤ d(x,B)

d(x, x0)
≤ 1 , ∀x ∈ A\x0

entonces siempre existen Dx0
(A,B) y D x0

(A,B).

2. En general se tiene que

0 ≤ D x0
(A,B) ≤ Dx0

(A,B) ≤ 1

29
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3. No obstante, cuando se cumple la igualdad D x0
(A,B) = Dx0(A,B), a tal núme-

ro lo denoteremos con Dx0
(A,B) y le llamaremos distancia de Pascali de A a

B en x0 (no confundir con la noción de distancia entre conjuntos d(A,B) dada
en la definición (3.8)).

4. Los operadores Dx0
y D x0

no son conmutativos, esto es, si x0 es un punto de
acumulación para A y B, se tiene en general

Dx0(A,B) 6= Dx0(B,A)

D x0
(A,B) 6= D x0

(B,A)

Aśı, queda claro que ni Dx0
ni D x0

son métricas.

5. Es fácil probar que

Dx0
(A,B) = Dx0

(A,B)

Dx0
(A,B) = Dx0

(A,B)

en efecto, de la Proposición (3.3) d(x,B) = d(x,B), de alĺı que

ĺım sup
A\x0 3x→x0

d(x,B)

d(x, x0)
= ĺım sup
A\x0 3x→x0

d(x,B)

d(x, x0)

Dx0(A,B) = Dx0(A,B)

La otra igualdad se verifica análogamente.

Ejemplo 4.1 Sea x0 ∈ R3 y consideremos dos rectas r y s en el espacio R3 que pasan
por x0 y con vectores directores v w respectivamente, de modo que sus ecuaciones son

r : x = x0 + tv, t ∈ R

s : x = x0 + tw, t ∈ R

Tiene sentido la expresión Dx0(r, s), pues de los ejemplos (3.5) y (3.7) toda recta
es localmente compacta y cerrada; además x0 es un punto de acumulación de r en
virtud del Corolario (3.2) (nótese que la recta r es la imágen del conexo R mediante
la función continua f(t) = x0 + tv).

Calculemos

ĺım
r\x0 3x→x0

d(x, s)

d(x, x0)

Para x ∈ r\x0 existe t ∈ R tal que x = x0 + tv. Del ejemplo (3.1.2)

d(x, s) =
‖ w × (x− x0) ‖

‖ w ‖



4.2. PROPIEDADES DE LA DISTANCIA SUPERIOR E INFERIOR 31

d(x, s)

d(x, x0)
=

‖w×(x−x0)‖
‖w‖

‖ x− x0 ‖

=
‖ w × (x− x0) ‖
‖ w ‖ · ‖ x− x0 ‖

=
‖ w × (tv) ‖
‖ w ‖ · ‖ tv ‖

=
‖ t(w × v) ‖

‖ w ‖ · | t | · ‖ v ‖

= �
�| t |· ‖ v × w ‖

‖ w ‖ ·��| t |· ‖ v ‖

=
‖ w × v ‖
‖ w ‖ · ‖ v ‖

= �
��‖ w ‖ ·���‖ v ‖ · sen^(w, v)

���‖ w ‖ ·���‖ v ‖

= sen^(w, v)

Luego1

ĺım
r\x0 3x→x0

d(x, s)

d(x, x0)
=
‖ w × v ‖
‖ w ‖ · ‖ v ‖

= sen^(w, v)

Se sigue que existe Dx0
(r, s) y es

Dx0(r, s) =
‖ w × v ‖
‖ w ‖ · ‖ v ‖

= sen^(w, v)

La meta que se persigue en este trabajo es caracterizar las nociones de tangencia,
ortogonalidad y curvatura de una curva en términos del operador de Pascali. Previo
a eso, es necesario establecer algunos resultados.

4.2. Propiedades de la distancia superior e inferior

El siguiente es una especie de copia del Corolario (3.1)

Lema 4.1 Sean U ⊂ M,x0 ∈ U y (xn) una sucesión en M que converge a x0. Si
B[x0; ε] es compacta para algún ε > 0, entonces existe un número N ∈ N y una
sucesión (yn) en U tales que

d
(
xn, U

)
= d(xn, yn)

para todo n > N .

1Simbolizamos con ^(w, v) al ángulo entre w y v.
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Demostración

Supongamos la hipótesis. Por el Ejemplo (3.5) B[x0; ε] es cerrado. Sabemos que U
es cerrado, luego B[x0; ε] ∩ U es un subconjunto cerrado del compacto B[x0; ε], aśı,
por la Proposición (3.19) B[x0; ε] ∩ U es compacto.

Consideremos la bola B(x0; ε/2).

b

x4
b

b
x7

x0

bx9

Por la convergencia de (xn) a x0, para
ε

2
> 0, existe N > 0 tal que

d(xn, x0) <
ε

2
, ∀n > N (4.1)

Tomando k ∈ N, sea n = N + k. Se tiene que

B[x0; ε] ∩ U ⊂ U

=⇒ {d(xn; y) : y ∈ B[x0; ε] ∩ U} ⊂ {d(xn, y) : y ∈ U}

=⇒ inf{d(xn; y) : y ∈ B[x0; r] ∩ U} ≥ inf{d(xn, y) : y ∈ U}

∴ d(xn, U) ≤ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) (4.2)

Ahora probemos que
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d(xn, B[x0; ε] ∩ U) ≤ d(xn, U)

Para ello, basta verificar que d(xn, B[x0; ε] ∩U) es una cota inferior de {d(xn, y) :
y ∈ U}.

Sea y ∈ U .

Si y ∈ B[x0; ε], entonces y ∈ B[x0; ε] ∩ U

=⇒ d(xn, y) ∈ {d(xn, z) : z ∈ B[x0; ε] ∩ U}

=⇒ inf{d(xn, z) : z ∈ B[x0; ε] ∩ U} ≤ d(xn, y)

∴ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) ≤ d(xn, y)

Sea ahora y /∈ B[x0; ε]

∴ d(y, x0) > ε (4.3)

x0 ∈ B[x0; ε] ∩ U =⇒ d(xn, x0) ∈ {d(xn, z) : z ∈ B[x0; ε] ∩ U}

=⇒ inf{d(xn, z) : z ∈ B[x0; ε] ∩ U} ≤ d(xn, x0) <
ε

2
, de (4,1)

∴ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) <
ε

2
(4.4)

Multiplicando por −1 en ambos lados de (4.1)

−d(xn, x0) > − ε
2

sumando esta desigualdad a (4.3)

d(y, x0)− d(xn, x0) > ε− ε

2
=
ε

2

por desigualdad triangular d(xn, y) ≥ d(x0, y) − d(x0, xn), luego de esto y lo
anterior
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d(xn, y) ≥ ε

2

d(xn, B[x0; ε] ∩ U) <
ε

2
≤ d(xn, y) =⇒ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) < d(xn, y)

∴ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) < d(xn, y)

Aśı, de los casos estudiados conlúımos que para todo y ∈ U

∴ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) ≤ d(xn, y)

osea, d(xn, B[x0; ε] ∩ U) es una cota inferior de {d(xn, z) : z ∈ U}. Aśı

d(xn, B[x0; ε] ∩ U) ≤ inf{d(xn, z) : z ∈ U}

∴ d(xn, B[x0; ε] ∩ U) ≤ d(xn, U)

de lo anterior y (4.2)

d(xn, U) = d(xn, B[x0; ε] ∩ U)

de la compacidad de B[x0; ε]∩U y por la Proposición (3.1) existe zk ∈ B[x0; ε]∩U)
(recordar que n = N + k) tal que

d(xn, B[x0; ε] ∩ U) = d(xn, zk) , n = N + k

Definiendo la sucesión (yn) para cada n ∈ N como

yn =

{
x0 si n ≤ N
zk si n = N + k con k ∈ N

vemos que para todo n > N

d(xn, U) = d(xn, yn)

�

A continuación demostraremos tres desigualdades importantes para el desarrollo
de la teoŕıa. En dichas pruebas será vital el lema que acabamos de probar.

Proposición 4.1 Sean A,B,C ⊂ M localmente compactos y cerrados y x0 ∈ A ∩
B ∩ C un punto de acumulación de A, B y C. Entonces

D x0
(A,C)−D x0

(A,B) ≤ Dx0
(B,C) · [1 +D x0

(A,B)]

Demostración

Supongamos la hipótesis. Por definición

D x0
(A,B) = ĺım inf

A\x03x→x0

d
(
x,B

)
d(x, x0)

Por la Proposición (3.14) existe una sucesión (an) en A\x0 tal que
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ĺım
n→∞

an = x0

ĺım
n→∞

d
(
an, B

)
d(an, x0)

= D x0
(A,B) (4.5)

Por compacidad local de A existe ε > 0 tal que B[x0; ε] es compacto. Del Lema
(4.1) existe N1 > 0 y dos sucesiones (bn) ⊂ B y (cn) ⊂ C tales que para n > N1

d(an, B) = d(an, bn) (4.6)

d(an, C) = d(an, cn) (4.7)

Como (an) converge a x0 y por la Proposición (3.15)

ĺım inf
A\x03x→x0

d(x,C)

d(x, x0)
≤ ĺım

d(an, C)

d(an, x0)

∴ D x0
(A,C) ≤ ĺım

d(an, C)

d(an, x0)
(4.8)

Se tiene que bn → x0, en efecto, definiendo f : A→ R como

f(x) = d
(
x,B

)
vemos que ella es continua por el Ejemplo (3.4), además

d(bn, x0) ≤ d(bn, an) + d(an, x0)

≤ d(an, bn) + d(an, x0)

≤ d
(
an, B

)
+ d(an, x0)

≤ f(an) + d(an, x0)

ĺım
n→∞

d(bn, x0) ≤ ĺım
n→∞

f(an) + ĺım
n→∞

d(an, x0)

≤ ĺım
n→∞

f(an) + 0 , pues an → x0

≤ f(x0) + 0 , por Prop. (3,17)

= d
(
x0, B

)
= d(x0, B) , pues B es cerrado

= 0 , pues x0 ∈ B

∴ ĺım
n→∞

bn = x0

de esto último y por la Proposición (3.15)

ĺım
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

≤ ĺım sup
B \x03y→x0

d
(
y, C

)
d(y, x0)
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ĺım
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

≤ Dx0
(B,C) (4.9)

Sin pérdida de generalidad supongamos que existe N2 > 0 tal que bn 6= x0 para
todo n > N2.

Por compacidad de B[x0, ε] y nuevamente por el Lema (4.1) existe N3 > 0 y una
sucesión (c̃n) en C tal que para todo n > N3

d(bn, C) = d(bn, c̃n) (4.10)

Hagamos N = máx{N1, N2, N3}. Sea n > N . De la desigualdad triangular tenemos

d(an, c̃n)− d(an, bn) ≤ d(bn, c̃n) (4.11)

d(bn, x0) ≤ d(an, x0) + d(an, bn) (4.12)

De (4.7)

d(an, cn)

d(an, x0)
=
d(an, C)

d(an, x0)
≤ d(an, c̃n)

d(an, x0)

d(an, cn)

d(an, x0)
− d(an, bn)

d(an, x0)
≤ d(an, c̃n)

d(an, x0)
− d(an, bn)

d(an, x0)

=
d(an, c̃n)− d(an, bn)

d(an, x0)

≤ d(bn, c̃n)

d(an, x0)
, de (4,11)

=
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)
· d(bn, x0)

d(an, x0)

≤ d(bn, c̃n)

d(bn, x0)
·
[
d(an, x0) + d(an, bn)

d(an, x0)

]
, de (4,12)

=
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 +

d(an, bn)

d(an, x0)

]

∴
d(an, cn)

d(an, x0)
− d(an, bn)

d(an, x0)
≤ d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 +

d(an, bn)

d(an, x0)

]
, ∀n > N (4.13)

Ya que siempre existe el ĺımite inferior de una sucesión acotada y por la Proposición
(3.10)

ĺım

(
d(an, cn)

d(an, x0)
− d(an, bn)

d(an, x0)

)
≤ ĺım

(
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 +

d(an, bn)

d(an, x0)

])
(4.14)

Ahora
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D x0
(A,C)−Dx0

(A,B) ≤ ĺım
d(an, C)

d(an, x0)
−Dx0

(A,B) de (4.8)

= ĺım
d(an, cn)

d(an, x0)
−Dx0

(A,B) de (4.7)

= ĺım
d(an, cn)

d(an, x0)
− ĺım
n→∞

d(an, B)

d(an, x0)
de (4.5)

= ĺım
d(an, cn)

d(an, x0)
− ĺım

d(an, B)

d(an, x0)
de la Prop. (3.9) y (4.5)

= ĺım
d(an, cn)

d(an, x0)
− ĺım

d(an, bn)

d(an, x0)
de (4.6)

= ĺım
d(an, cn)

d(an, x0)
+ ĺım

(
−d(an, bn)

d(an, x0)

)
por la Prop. (3.11)

≤ ĺım

(
d(an, cn)

d(an, x0)
− d(an, bn)

d(an, x0)

)
Por la Prop. (3.11)

≤ ĺım

(
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 +

d(an, bn)

d(an, x0)

])
de (4.14)

≤ ĺım

(
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 +

d(an, bn)

d(an, x0)

])
por la Prop. (3.9)

≤ ĺım
d(bn, c̃n)

d(bn, x0)

[
1 + ĺım

d(an, bn)

d(an, x0)

]
por la Prop. (3.11)

= ĺım
d(bn, C)

d(bn, x0)

[
1 + ĺım

d(an, bn)

d(an, x0)

]
de (4.10)

≤ Dx0
(B,C)

[
1 + ĺım

d(an, bn)

d(an, x0)

]
de (4.9)

= Dx0(B,C)

[
1 + ĺım

d(an, B)

d(an, x0)

]
de (4.6)

= Dx0
(B,C)

[
1 + ĺım

n→∞
d(an, B)

d(an, x0)

]
de la Prop. (3.9) y (4.5)

= Dx0
(B,C)

[
1 +Dx0

(A,B)
]

de (4.5)

∴ D x0

(
A,C

)
−D x0

(
A,B

)
≤ D x0

(
B,C

)
·
[
1 +D x0

(
A,B

)]
En caso de que exista una subsucesión (bn′) de (bn) tal que bn′ = x0 para todo n′,

entonces de (4.5),(4.6) y la Proposición (3.7)

D x0

(
A,B

)
= ĺım
n→∞

d(an, bn)

d(an, x0)
= ĺım
n′→∞

d(an′ , bn′)

d(an′ , x0)
= ĺım
n′→∞

d(an′ , x0)

d(an′ , x0)
= 1

∴ D x0

(
A,B

)
= 1

Como D x0

(
A,B

)
y Dx0

(
B,C

)
están en [0, 1]

D x0

(
A,B

)
−Dx0

(
B,C

)
≤ 1
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∴ D x0

(
A,C

)
− 1 ≤ Dx0

(B,C
)
≤ Dx0

(
B,C

)
· 2 = Dx0

(B,C) · [1 + 1]

∴ Dx0
(A,C)−Dx0

(A,B) ≤ Dx0
(B,C) · [1 +Dx0

(A,B)]

De los casos estudiados se sigue

∴ Dx0
(A,C)−Dx0

(A,B) ≤ Dx0
(B,C) · [1 +Dx0

(A,B)]

y como los conjuntos A,B y C son cerrados, se tiene la desigualdad deseada.

�

Corolario 4.1 Sean A,B,C ⊂M localmente compactos y cerrados y x0 ∈ A∩B∩C
un punto de acumulación de A,B y C. Entonces

| D x0
(A,C)−D x0

(A,B) |≤ 2 máx
{
Dx0

(B,C), Dx0
(C,B)

}
Demostración

Supongamos la hipótesis. De la Proposisición (4.1) y del hecho que D x0
(A,B) ≤ 1

se tiene

D x0
(A,C)−D x0

(A,B) ≤ Dx0
(B,C) · [1 +D x0

(A,B)]

≤ Dx0
(B,C)[1 + 1]

≤ 2Dx0
(B,C)

≤ 2 máx
{
Dx0

(B,C), Dx0
(C,B)

}
∴ D x0

(A,C)−D x0
(A,B) ≤ 2 máx{Dx0

(B,C), Dx0
(C,B)} (4.15)

Cambiando C por B y B por C en la Proposición (4.1) obtenemos

D x0
(A,B)−D x0

(A,C) ≤ Dx0(C,B) · [1 +D x0
(A,C)]

≤ Dx0(C,B)[1 + 1]

≤ 2Dx0(C,B)

≤ 2 máx
{
Dx0

(C,B), Dx0
(B,C)

}
∴ −2 máx{Dx0(B,C), Dx0(C,B)} ≤ D x0

(A,C)−D x0
(A,B) (4.16)

De (4.15) y (4.16) se sigue la desigualdad.

�
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Proposición 4.2 Sean A,B,C ⊂ M localmente compactos y cerrados y x0 ∈ A ∩
B ∩ C un punto de acumulación de A, B y C. Entonces

D x0
(A,C) +D x0

(A,B) ≥ D x0
(B,C) · [1−D x0

(A,B)]

Demostración

Supongamos la hipótesis. Existe una sucesión (an) en A\x0 tal que

ĺım
n→∞

an = x0

ĺım
n→∞

d
(
an, B

)
d(an, x0)

= Dx0

(
A,B

)
Como en la demostración de la Proposición (4.1), obtenemos un número N > 0 y

dos sucesiones (bn) ⊂ B, (cn) ⊂ C tales que para todo n > N

d
(
an, B

)
= d(an, bn)

d
(
an, C

)
= d(an, cn)

Asumimos sin pérdida de generaidad que bn 6= x0, para todo n > N . Se tiene

d(an, x0) ≤ d(an, bn) + d(bn, x0) (4.17)

d
(
an, C

)
d(an, x0)

+
d
(
an, B

)
d(an, x0)

=
d(an, cn)

d(an, x0)
+
d(an, bn)

d(an, x0)

=
d(an, cn) + d(an, bn)

d(an, x0)

≥ d(cn, bn)

d(an, x0)
por desigualdad triangular

=
d(bn, cn)

d(bn, x0)
· d(bn, x0)

d(an, x0)

≥
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

· d(bn, x0)

d(an, x0)
por ser cn ∈ C y de la def. de d

(
bn, C

)
≥

d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

· d(an, x0)− d(an, bn)

d(an, x0)
de (4,17)

≥
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·
[
1− d(an, bn)

d(an, x0)

]
≥

d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·

[
1−

d
(
an, B

)
d(an, x0)

]

d
(
an, C

)
d(an, x0)

+
d
(
an, B

)
d(an, x0)

≥
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·

[
1−

d
(
an, B

)
d(an, x0)

]
(4.18)

Vemos que
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D x0(A,C) +D x0(A,B) = D x0(A,C) + ĺım
n→∞

d
(
an, B

)
d(an, x0)

= ĺım sup
A\x0 3x→x0

d(x,C)

d(x, x0)
+ ĺım
n→∞

d
(
an, B

)
d(an, x0)

≥ ĺım
d(an, C)

d(an, x0)
+ ĺım
n→∞

d
(
an, B

)
d(an, x0)

= ĺım
d(an, C)

d(an, x0)
+ ĺım

d
(
an, B

)
d(an, x0)

≥ ĺım

(
d(an, C)

d(an, x0)
+
d
(
an, B

)
d(an, x0)

)

≥ ĺım

(
d(an, C)

d(an, x0)
+
d
(
an, B

)
d(an, x0)

)

≥ ĺım

(
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·

[
1−

d
(
an, B

)
d(an, x0)

])
de (4.18)

≥ ĺım
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·

[
1 + ĺım

(
−
d
(
an, B

)
d(an, x0)

)]

= ĺım
d
(
bn, C

)
d(bn, x0)

·

[
1− ĺım

d
(
an, B

)
d(an, x0)

]

≥ ĺım inf
B\x0 3y→x0

d(y, C)

d(y, x0)
·

[
1− ĺım

d
(
an, B

)
d(an, x0)

]

= D x0
(B,C) ·

[
1− ĺım

d
(
an, B

)
d(an, x0)

]

= D x0
(B,C) ·

[
1− ĺım

n→∞
d
(
an, B

)
d(an, x0)

]
= D x0

(B,C) · [1−D x0
(A,B)]

∴ Dx0(A,C) +Dx0

(
A,B

)
≥ D x0

(
B,C

)
·
[
1−Dx0(A,B)

]

En caso de que exista una subsucesión (bn′) de (bn) tal que bn′ = x0 para todo n′,
entonces
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Dx0

(
A,B

)
= ĺım

n→∞
d
(
an, B

)
d(an, x0)

= ĺım
n→∞

d(an, bn)

d(an, x0)

= ĺım
n′→∞

d(an′ , bn′)

d(an′ , x0)

= ĺım
n′→∞

d(an′ , x0)

d(an′ , x0)

= 1

∴ 1−Dx0
(A,B

)
= 0

D x0

(
B,C

)
· [1−Dx0

(
A,B

)
] = 0 ≤ Dx0

(
A,C

)
+Dx0

(
A,B

)
∴ Dx0

(
A,C

)
+Dx0

(
A,B

)
≥ Dx0

(
B,C

)
· [1−Dx0

(
A,B

)
]

�
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Caṕıtulo 5

Generalización de la
Tangencia y la Ortogonalidad

En lo que sigue, cuando consideremos una curva λ : [0, 1]→ R3, se entenderá que
Γ simboliza su traza, esto es

Γ =
{
λ(t) : t ∈ [0, 1]

}

Teorema 5.1 (Caracterización del concepto de recta tangente)
Sea R3 el espacio métrico euclidiano. Sea λ : [0, 1]→ R3 una curva regular en inyectiva
y para t0 ∈ [0, 1] denotemos x0 = λ(t0). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) r es la recta tangente a Γ en x0

ii) Dx0(Γ, r) = 0 y Dx0(Γ, s) > 0 para toda recta s 6= r que pasa por x0

Demostración

Sea r una recta que pasa por x0 con vector director v. Su ecuación es

x = x0 + tv , t ∈ R

Se tiene que x0 es un punto de acumulación de Γ en virtud del Corolario (3.2),
además Γ y r son localmente compactos y cerrados por el Ejemplo (3.7). Calculemos

ĺım
Γ\x03x→x0

d(x, r)

d(x, x0)

Sea (xn) una sucesión en Γ\x0 con xn → x0. Para cada n, sea tn ∈ [0, 1]\t0 tal
que xn = λ(tn). Se tiene que tn → t0, en efecto, por la Proposición (3.21) λ−1 es
continua, aśı

ĺım
n→∞

tn = ĺım
n→∞

λ−1(xn) = λ−1
(

ĺım
n→∞

)
= λ−1(x0) = t0
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d(xn, r)

d(xn, x0)
=

‖v×(xn−x0)‖
‖v‖

‖ xn − x0 ‖
ver Ejemplo (3.3)

=
‖ v × (xn − x0) ‖
‖ v ‖ · ‖ xn − x0 ‖

=

‖v×(xn−x0)‖
|tn−t0|

‖v‖·‖xn−x0‖
|tn−t0|

=

www 1
tn−t0 (v × (xn − x0))

www
‖ v ‖ ·

www( 1
tn−t0

)
(xn − x0)

www
=

wwwv × (xn−x0

tn−t0

)www
‖ v ‖ ·

wwwxn−x0

tn−t0

www
=

wwwv × (λ(tn)−λ(t0)
tn−t0

)www
‖ v ‖ ·

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www

ĺım
n→∞

d(xn, r)

d(xn, x0)
= ĺım

n→∞

wwwv × (λ(tn)−λ(t0)
tn−t0

)www
‖ v ‖

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www
=

wwwwv × ( ĺım
n→∞

λ(tn)− λ(t0)

tn − t0

)wwww
‖ v ‖ ·

wwww ĺım
n→∞

λ(tn)− λ(t0)

tn − t0

wwww del Ejemplo (3.4)

=
‖ v × λ′(t0) ‖
‖ v ‖ · ‖ λ′(t0) ‖

= �
��‖ v ‖ ·�����‖ λ′(t0) ‖ sen^(v, λ′(t0))

�
��‖ v ‖ ·�����‖ λ′(t0) ‖

= sen^(v, λ′(t0))

Luego, existe Dx0
(Γ, r) y es Dx0

(Γ, r) = sen^(v, λ′(t0)).

Dx0
(Γ, r) = 0 ⇐⇒ sen^(v, λ′(t0)) = 0

⇐⇒ ^(v, λ′(t0)) = 0

⇐⇒ v y λ′(t0) son paralelos
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De lo anterior se desprende que Dx0(Γ, r) = 0 si y sólo si r es la recta tangente a
Γ en x0 (entonces para cualquier recta s 6= r que pasa por x0: Dx0

(Γ, r) > 0 ).

�

El teorema anterior induce la noción de tangencia en términos del operador de
Pascali.

Definición 5.1 Sean A,B ⊂ M localmente compactos y cerrados, y x0 ∈ A ∩ B un
punto de acumulación de A y B.

a) Diremos que A es tangente a B en x0 si1 Dx0
(A,B) = 0.

b) Diremos que A y B son tangentes en x0 si A es tangente a B en x0 y B es tangente
a A en x0.

Teorema 5.2 (Caracterización del concepto de recta normal)
Sea R3 el espacio métrico euclidiano. Sea λ : [0, 1]→ R3 una curva regular e inyectiva
y para t0 ∈ [0, 1] denotemos x0 = λ(t0). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) r es una recta normal a Γ en x0

ii) Dx0(Γ, r) = 1 y Dx0(Γ, s) < 1 para toda recta s que pasa por x0 que no es normal
a Γ en x0

Demostración

Sea r una recta que pasa por x0 con vector director v.

Con un razonamiento análogo al usado en la prueba del Teorema (5.1) se tiene
que existe Dx0(Γ, r) y es Dx0(Γ, r) = sen^(v, λ′(t0)).

Dx0(Γ, r) = 1 ⇐⇒ sen^(v, λ′(t0)) = 1

⇐⇒ ^(v, λ′(t0)) =
π

2
⇐⇒ v y λ′(t0) son ortogonales

De lo anterior se desprende que Dx0
(Γ, r) = 1 si y sólo si r es una recta normal

a Γ en x0 (entonces para cualquier recta s que pasa por x0 que no es normal a Γ:
Dx0

(Γ, r) < 1 ).

�

El hecho de que en el plano R2 una curva tiene a lo mas una recta normal en un
punto, justifica el siguiente resultado.

Corolario 5.1 Sea el espacio métrico R2. Sea λ : [0, 1]→ R2 una curva diferenciable
en t0 ∈ [0, 1] y denotemos x0 = λ(t0). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1La condición Dx0 (A,B) = 0 equivale a que existe Dx0 (A,B) y es cero.
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i) r es la recta normal a Γ en x0

ii) Dx0
(Γ, r) = 1 y Dx0

(Γ, s) < 1 para toda recta s 6= r que pasa por x0

Es natural la siguiente definición

Definición 5.2 Sean A,B ⊂ M localmente compactos y x0 ∈ A ∩ B un punto de
acumulación de A y B.

a) Diremos que A es ortogonal a B en x0 si2 Dx0
(A,B) = 1.

b) Diremos que A y B son ortogonales en x0 si A es ortogonal a B en x0 y B es
ortogonal a A en x0.

2La condición Dx0
(A,B) = 1 equivale a que existe Dx0 (A,B) y es uno.



Caṕıtulo 6

Espacios L-SMS

En virtud del caṕıtulo anterior, vamos a introducir una estructura abstracta sobre
un espacio métrico M , asignando a cada punto x0 ∈M una familia R(x0) de subcon-
juntos de M cuyas propiedades serán similares a las que tienen las ĺıneas rectas en el
espacio euclidiano R3. Esto nos permitirá la generalización de los conceptos: “recta
tangente”, “recta normal” y “curvatura”.

Definición 6.1 Un espacio métrico con estructura lineal o L-SMS (del inglés Line-
Structured Metric Space), es un espacio métrico (M,d) dotado de una función1 R :
M → P(P(M)) que satisface los siguientes axiomas para cualquier x0 ∈M :

1. R(x0) es una familia de subconjuntos localmente compactos y cerrados de M

2. x0 ∈ r para todo r ∈ R(x0)

3. Para cualesquiera r, s ∈ R(x0), existen Dx0
(r, s) y Dx0

(s, r) y ocurre Dx0
(r, s) =

Dx0
(s, r)

4. Dados r, s ∈ R(x0) vale2: Dx0
(r, s) = 0 =⇒ r = s

5. Existe δ = δ(x0) > 0 tal que

x ∈M : 0 < d(x, x0) < δ =⇒ R(x) ∩R(x0) 6= ∅

A cada elemento r del conjunto R(x0) le llamaremos dirección que pasa por x0.

Observación 6.1 En [1] Pascali menciona que en un L-SMS (M,d1,R), si d2 es otra
métrica en M , el espacio (M,d2,R) no necesariemente es un L-SMS (ni siquiera si las
métricas son equivalentes).

Ejemplo 6.1 (R3 como L-SMS por rectas)

Consideremos el espacio métrico eucludiano R3. Para cada x ∈ R3, definimos la
función R : R3 → P(R3)

x 7→ R(x)

donde R(x) es el conjunto de todas las rectas que pasan por x. Se tiene que
(R3, d,R) es un L-SMS. En efecto sea x0 = (a, b, c) ∈ R3

1Usamos la notación P(A) para indicar el conjunto de partes de un conjunto A.
2El rećıproco es evidentemente cierto.
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Parte (1) :

Sea r ∈ R(x0). Del Ejemplo (3.7) se sigue que r es localmente compacto y del
Ejemplo (3.5) se tiene que r es cerrado.

Parte (2) :

Dado r ∈ R(x0), como r es una recta que pasa por x0 se sigue que x0 ∈ r.

Parte (3) :

Sean r, s ∈ R(x0). Sean v y w dos vectores directores de r y s respectivamente.
Del Ejemplo (4.1) se tiene que existen Dx0

(r, s) y Dx0
(s, r) y son

Dx0
(r, s) =

‖ w × v ‖
‖ w ‖ · ‖ v ‖

Dx0
(s, r) =

‖ v × w ‖
‖ v ‖ · ‖ w ‖

mas aún

Dx0(r, s) =
‖ w × v ‖
‖ w ‖ · ‖ v ‖

=
‖ −(v × w) ‖
‖ v ‖ · ‖ w ‖

=
‖ v × w ‖
‖ v ‖ · ‖ w ‖

∴ Dx0
(r, s) = Dx0

(s, r)

Parte (4) :

Para r, s vemos que

Dx0
(r, s) = 0 =⇒ sen^(w, v) = 0

=⇒ ^(w, v) = 0 o ^(w, v) = π

=⇒ w y v son paralelos

=⇒ r = s

Parte (5) :

Tomemos δ = 1. Sea x ∈ R3 tal que 0 < d(x, x0) < δ.

Sea r la recta que pasa por x0 y tiene como vector director a v = x − x0, de
modo que r ∈ R(x0). Es inmediato que r también pasa por x, esto es, r ∈ R(x).

∴ r ∈ R(x0) ∩R(x)

�
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Observación 6.2 Es tentativo pensar que el espacio R3 también puede ser dotado
con otra estructura de L-SMS por planos, sin embargo, esto es falso y acontinuación
desarrollamos un contraejemplo.

Primeramente, del Ejemplo (3.7) observamos que todo plano es un conjunto local-
mente compacto y cerrado.

Sean Π el plano XY y Ω el plano Y Z con vectores normales k̂ = (1, 0, 0) e

î = (0, 0, 1) respectivamente. Notemos que ambos planos pasan por x0 = (0, 0, 0)
y recordemos que todo plano es la imágen inversa del conexo {0} mediante una fun-
ción continua, luego de la Proposición (3.24) x0 es un punto de acumulación de Π.
No existe el ĺımite

ĺım
Π\x03x→x0

d(x,Ω)

d(x, x0)

Para justificar esto sea x ∈ Π\x0

d(x,Ω)

d(x, x0)
=

| î•(x−x0)|
‖ î ‖

‖ x− x0 ‖
ver Ejemplo (3.3)

=
| î • (x− x0) |
‖ x− x0 ‖

=
‖ î ‖ ·�����‖ x− x0 ‖· | cos ^

(
î, x− x0

)
|

�����‖ x− x0 ‖
= | cos ^( î, x− x0) |

Estudiamos el ĺımite en dos taryectorias: T1 = {x0 + t î, t ∈ R\0} y T2 = {x0 +

t ĵ, t ∈ R\0} donde ĵ = (0, 1, 0).

ĺım
T13x→x0

d(x,Ω)

d(x, x0)
= | cos ^

(
î, x− x0

)
|= | cos (0) |= 1

ĺım
T23x→x0

d(x,Ω)

d(x, x0)
= | cos ^

(
î, x− x0

)
|=

∣∣∣cos
(π

2

)∣∣∣ = 0

Concluimos entonces que no existe Dx0
(Π,Ω).

�

De ahora en adelante consideraremos a R3 como L-SMS por rectas. Mas aún lla-
maremos a R3 el L-SMS euclidiano.

Con esta nueva estrutura de direcciones que pasan por un punto estamos listos
para imitar los conceptos de “recta tangente” y “recta normal” de una curva, en base
a la Definición (5.1)

Definición 6.2 Sea M un L-SMS, A ⊂M localmente compacto y cerrado y x0 ∈ A.
Diremos r ∈ R(x0) es la dirección tangente a A en x0 si Dx0

(A, r) = 0.
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Nótese que esta definición es consistente, pues si existe otro r′ ∈ R(x0) tal que
Dx0

(A, r′) = 0, vemos que de la Proposición (4.2)

0 = D x0(A, r) +D x0(A, r′) ≥ Dx0
(r′, r) · [1−Dx0(A, r′)] ≥ Dx0

(r′, r)

∴ Dx0
(r′, r) = 0

Mas aún, sabemos que existe Dx0
(r′, r), entonces tiene que ser Dx0

(r′, r) = 0.
Aśı r′ = r, quedando probada la unicidad.

Proposición 6.1 Si existen r, s ∈ R(x0) tales que Dx0
(A, r) = Dx0

(s,A) = 0, en-
tonces necesariamente r = s.

Demostración

Supongamos la hipótesis. De la Proposición (4.1)

Dx0
(s, r)−Dx0

(s,A) ≤ Dx0(A, r) · [1 +Dx0
(s,A)]

∴ Dx0
(s, r)− 0 ≤ 0 · [1 + 0]

∴ Dx0
(s, r) = 0

Se sigue que r = s.

�

Definición 6.3 Se M un L-SMS, A ⊂ M localmente compacto y cerrado y x0 ∈ A.
Diremos que r ∈ R(x0) es una dirección normal a A en x0 si D x0

(A, r) = 1.

Observación 6.3 A diferencia de la dirección tangente, una curva puede tener varias
direcciones normales en un punto, ejemplo de ello es el Teorema (5.2).

El siguiente resultado establece que el operador Dx0
(evaluado sobre direcciones

que pasan por x0) satisface una condición de Lipschitz respecto a una variable

Proposición 6.2 Sea M un L-SMS y x0 ∈ M . Para cualesquiera r, s, t ∈ R(x0), se
cumple la desigualdad

| Dx0
(t, r)−Dx0

(t, s) |≤ 2Dx0
(r, s)

Demostración

Dados r, s, t ∈ R(x0), del Corolario (4.1)

| D x0
(t, r)−D x0

(t, s) |≤ 2 máx
{
D x0

(s, r), D x0
(r, s)

}
Ya que existen Dx0(t, r), Dx0(t, s) y Dx0(r, s)

| Dx0
(t, r)−Dx0

(t, s) |≤ 2 máx
{
Dx0

(s, r), Dx0
(r, s)

}
como además Dx0

(s, r) = Dx0
(r, s), se infiere

| Dx0(t, r)−Dx0(t, s) |≤ 2Dx0(r, s)
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�

Corolario 6.1 Sean (rn), (sn) dos sucesiones en R(x0) y r, s ∈ R(x0). Si se cumple
que
ĺım
n→∞

Dx0
(rn, r) = ĺım

n→∞
Dx0

(sn, s) = 0, entonces

ĺım
n→∞

Dx0
(rn, sn) = Dx0

(r, s)

Demostración

Supongamos la hipótesis.

Sea ε > 0. Para
ε

4
> 0, existe N > 0 tal que para todo n > N

Dx0(rn, r), Dx0(sn, s) <
ε

4

Para n > N

| Dx0
(rn, sn)−Dx0

(r, s) | = | Dx0
(rn, sn)−Dx0

(sn, r) +Dx0
(sn, r)−Dx0

(r, s) |
≤ | Dx0

(rn, sn)−Dx0
(sn, r) | + | Dx0

(sn, r)−Dx0
(r, s) |

≤ | Dx0
(sn, rn)−Dx0

(sn, r) | + | Dx0
(r, sn)−Dx0

(r, s) |
≤ 2Dx0

(rn, r) + 2Dx0
(sn, s), por Prop. (6.2)

< 2
ε

4
+ 2

ε

4

∴ | Dx0
(rn, sn)−Dx0

(r, s) |< ε

Luego
ĺım
n→∞

Dx0
(rn, sn) = Dx0

(r, s)

.

�

Observación 6.4 La no-negatividad del operador Dx0
junto con los axiomas 3 y 4

de la definición de L-SMS, hacen pensar que este operador es una métrica en R(x0),
no obstante de la Propoposición (6.2) apenas se puede inferir para r, s, t ∈ R(x0)

Dx0(t, r) ≤ Dx0(t, s) + 2Dx0(s, r)
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Caṕıtulo 7

Generalización de la
curvatura

En este caṕıtulo consideraremos en M ×M la métrica ds dada en el Ejemplo (3.2)
y usaremos la notación x, y → x0 para indicar la tendencia (x, y)→ (x0, x0).

En lo que sigue asumiremos que M es un L-SMS tal que para cada par de puntos
x 6= y en M existe un único elemento en R(x)∩R(y), el cual denotaremos rxy. Nótese
que R(x) ∩R(y) = R(y) ∩R(x) y en consecuencia rxy = ryx.

Definición 7.1 Sea t0 ∈ [0, 1] , λ : [0, 1] → M un curva continua y x0 = λ(t0). Si
existe el ĺımite

ĺım
Γ3x,y→x0

Dx0
(rxx0

, rx0y
)

d(x, y)

entonces le llamaremos curvatura débil de λ en x0 y lo denotaremos C(x0).

Observación 7.1 El L-SMS euclidiano cumple con la hipótesis de la anterior
definición.

En la teoŕıa clásica de tangencia, la recta tangente a una curva se interpreta como
el ĺımite de rectas secantes a dicha curva. Esta idea la plasmamos a continuación

Lema 7.1 Sea λ : [0, 1] → R3 una curva regular e inyectiva, t0 ∈ [0, 1], x0 = λ(t0)
y (xn) una sucesión en Γ\x0 que converge a x0. Entonces la sucesión (rn) dada por
rn = rxnx0

satisface

ĺım
n→∞

Dx0
(rn, r

∗) = 0

donde r∗ es la dirección tangente a Γ en x0

53
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b

b

b

b

b

r∗

r1

r2

r3

r4

x1

x2

x3

x4

x0

Γ

Demostración

Supongamos la hipótesis. Para cada n sea tn ∈ [0, 1]\t0 tal que xn = λ(tn). Se
tiene que tn → t0. Cada dirección rn tiene por ecuación

x = x0 + t(xn − x0) , t ∈ R

Como r∗ es la dirección tangente a Γ en x0, por el Teorema (5.1) r∗ es la recta
tangente a Γ en x0 (entonces λ′ = λ′(t0) es un vector director de r∗)

Dx0
(rn, r

∗) =
‖ λ′ × (xn − x0) ‖
‖ λ′ ‖ · ‖ xn − x0 ‖

=

‖λ′×(x−x0)‖
|tn−t0|

‖λ′‖·‖xn−x0‖
|tn−t0|

=

wwwλ′ × (xn−x0

tn−t0

)www
‖ λ′ ‖ ·

wwwxn−x0

tn−t0

www
=

wwwλ′ × (λ(tn)−λ(t0)
tn−t0

)www
‖ λ′ ‖ ·

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www

ĺım
n→∞

Dx0(rn, r
∗) = ĺım

n→∞

wwwλ′ × (λ(tn)−λ(t0)
tn−t0

)www
‖ λ′ ‖ ·

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www =
‖ λ′ × λ′ ‖
‖ λ′ ‖ · ‖ λ′ ‖

= 0

�

Para facilitar el cálculo de la curvatura débil de curvas en R3, se tiene la siguiente
proposición, vital para la demostración del último resultado de este trabajo.
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Proposición 7.1 Sea λ : [0, 1] → R3 regular e inyectiva y x0 = λ(t0). Si γ tiene
curvatura débil en x0, entonces

C(x0) = ĺım
Γ\x03x→x0

Dx0
(rxx0

, r∗)
d(x, x0)

(7.1)

donde r∗ es la dirección tangente a Γ en x0

Demostración

Supongamos la hipótesis.

Dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que para (x, y) ∈ Γ× Γ :

ds
(
(x, y), (x0, x0)

)
< δ1 =⇒

∣∣∣∣C(x0)−
Dx0

(rxx0
, rx0y

)

d(x, y)

∣∣∣∣ < ε

2
(7.2)

Sea (xn) una sucesión en Γ\x0 tal que xn → x0. Definimos la sucesión (rn) en R
como rn = rxnx0

. Por el Lema (7.1)

ĺım
n→∞

Dx0(rn, r
∗) = 0 (7.3)

Hagamos δ =
δ1
2

y sea y ∈ Γ tal que 0 < d(y, x0) < δ.

Como (xn) converge a x0, existe N > 0 tal que d(xn, x0) < δ para todo n > N

ds
(
(xn, y), (x0, x0)

)
= d(xn, x0) + d(y, x0) <

δ1
2

+
δ1
2

= δ1

Luego por (7.2) ∣∣∣∣C(x0)−
Dx0

(rxnx0
, rx0y

)

d(xn, y)

∣∣∣∣ < ε

2

=⇒ ĺım
n→∞

∣∣∣∣C(x0)−
Dx0(rn, rx

0
y)

d(xn, y)

∣∣∣∣ ≤ ε

2

=⇒ ĺım
n→∞

∣∣∣∣C(x0)−
Dx0(rn, rx

0
y)

d(xn, y)

∣∣∣∣ ≤ ε

2
< ε

=⇒

∣∣∣∣∣C(x0)−
ĺım
n→∞

Dx0
(rn, rx

0
y)

ĺım
n→∞

d(xn, y)

∣∣∣∣∣ < ε

teniendo en cuenta que la función f(x) = d(x, y) es continua por el ejemplo (3.4)
y ya que xn → x0 ∣∣∣∣∣C(x0)−

ĺım
n→∞

Dx0(rn, rx
0
y)

d (x0, y)

∣∣∣∣∣ < ε

Por otro lado, la sucesión constante (sn) dada por sn = rx0y
satisface

ĺım
n→∞

Dx0(sn, rx
0
y) = 0
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entonces de (7.3) y por la Proposición (6.1)

∣∣∣∣C(x0)−
Dx0(r∗, rx

0
y)

d (x0, y)

∣∣∣∣ < ε

�

Cabe destacar que en [1] Pascali sólo hace un estudio teórico del concepto de cur-
vatura débil. Finalizamos este trabajo aportando la justificación de dicha definición,
esto es, estableciendo la conexión entre las nociones de curvatura débil y curvatura
usual.

Teorema 7.1 (Relación entre las curvaturas débil y usual)
Sea λ : [0, 1] → R3 una curva regular, inyectiva, dos veces diferenciable y sea t0 ∈
[0, 1]. Si λ tiene curvatura débil en x0 = λ(t0) entonces esta coincide con la mitad de
la curvatura de λ en t0. En śımbolos

C(x0) =
1

2
κ(t0)

Demostración

Supongamos la hipótesis. De la Proposoción (7.1)

C(x0) = ĺım
Γ\x03x→x0

Dx0
(rxx0

, r∗)
d(x, x0)

(7.4)

donde r∗ es la recta tangente a λ en x0 (λ′ = λ′(t0) es un vector director de r∗).

Sea (xn) una sucesión en Γ\x0 que converge a x0. Para cada n sea tn ∈ [0, 1]\t0
tal que xn = λ(tn). Se tiene que tn → t0. Sea la sucesión (rn) dada por rn = rxnx0

.
Cada dirección rn tiene por ecuación

x = x0 + t(xn − x0) , t ∈ R
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Dx0
(r∗, rxnx0

)

d(xn, x0)
=

‖λ′×(xn−x0
)‖

‖λ‖·‖xn−x0‖
‖ xn − x0 ‖

=
‖ λ′ × (xn − x0) ‖
‖ λ ‖ · ‖ xn − x0

‖2

=
‖ λ′ × (xn − x0

+ 0) ‖
‖ λ ‖ · ‖ xn − x0 ‖2

=

wwλ′ × (xn − x0
− (tn − t0)λ′ + (tn − t0)λ′

)ww
‖ λ ‖ · ‖ xn − x0

‖2

=

wwλ′ × (xn − x0
− (tn − t0)λ′

)
+ λ′ ×

(
(tn − t0)λ′

)ww
‖ λ ‖ · ‖ xn − x0

‖2

=

wwλ′ × (xn − x0 − (tn − t0)λ′
)

+ 0
ww

‖ λ ‖ · ‖ xn − x0 ‖2

=

wwwλ′×
(
xn−x0

−(tn−t0)λ′
)www

|tn−t0|2
‖λ‖·‖xn−x0

‖2
|tn−t0|2

=

www 1
(tn−t0)2λ

′ ×
(
xn − x0 − (tn − t0)λ′

)www
‖ λ ‖ ·

www 1
tn−t0 (xn − x0

)
www2

=

wwwλ′ × (xn−x0−(tn−t0)λ′

(tn−t0)2

)www
‖ λ ‖ ·

wwwxn−x0

tn−t0

www2

=

wwwλ′ × (λ(tn)−λ(t0)−(tn−t0)λ′

(t−t0)2

)www
‖ λ ‖ ·

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www2

Por la Fórmula de Taylor (aplicado a las funciones componentes de λ)

λ′′1(t0) = 2 ĺım
n→∞

λ(tn)1 − λ(t0)1 − (tn − t0)λ′1
(tn − t0)2

λ′′2(t0) = 2 ĺım
n→∞

λ(tn)2 − λ(t0)2 − (tn − t0)λ′2
(tn − t0)2

λ′′3(t0) = 2 ĺım
n→∞

λ(tn)3 − λ(t0)3 − (tn − t0)λ′3
(tn − t0)2

luego, la versión vectorial de la Fórmula de Taylor para λ′′ es

λ′′ = λ′′(t0) = 2 ĺım
n→∞

λ(tn)− λ(t0)− (tn − t0)λ′

(tn − t0)2

entonces
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ĺım
n→∞

Dx0(r∗, rxnx0
)

d(xn, x0)
= ĺım

n→∞

wwwλ′ × (λ(tn)−λ(t0)−(tn−t0)λ′

(tn−t0)2

)www
‖ λ ‖ ·

wwwλ(tn)−λ(t0)
tn−t0

www2

=

wwww ĺım
n→∞

λ′ ×
(
λ(tn)− λ(t0)− (tn − t0)λ′

(tn − t0)2

)wwww
‖ λ ‖ ·

wwww ĺım
n→∞

λ(tn)− λ(t0)

t− t0

wwww2

=

wwwwλ′ × ( ĺım
n→∞

λ(t)− λ(t0)− (tn − t0)λ′

(tn − t0)2

)wwww
‖ λ ‖ · ‖ λ′ ‖2

=

wwλ′ × ( 1
2λ
′′)ww

‖ λ′ ‖3

=
1

2

‖ λ′ × λ′′ ‖
‖ λ′ ‖3

Aśı,

C(x0) =
1

2
κ(t0)

�

Si definimos la curvatura débil coregida C(x0) = 2C(x0), está coincide con la noción
de curvatura usual.
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edicao, Projeto Euclides. Rio de Janeiro (1977).

[4] Lima, E.“Curso de Análise Volume 1”. Instituto de Matemática Pura e Aplicada,
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