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Una aplicación de las simetŕıas no triviales
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RESUMEN

En el campo de las matemáticas, un tema de estudio muy importante es el caso de las
ecuaciones diferenciales (ED). Existen algunos tipos de ecuaciones diferenciales elementales
para las cuales se cuenta con procedimientos canónicos que permiten resolverlas y que redu-
cen las soluciones al cálculo de integrales. En este caso se dice que las ecuaciones diferenciales
se resuelven por cuadraturas o por integración.

En consecuencia la siguiente investigación busca mostrar y desarrollar la estructura geométri-
ca de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer y segundo orden, asociando
una variedad ξ a la ecuación diferencial junto con un sistema diferencial D (una distribución)
que permita interpretar las curvas integrales de D que pertenecen a la variedad como las
soluciones de la ecuación diferencial en estudio. De este modo , las variedades integrales ma-
ximales del sistema diferencial D se pueden describir haciendo uso de la teoŕıa de simetŕıas.
En consecuencia, la siguiente investigación se enfoca en comprender y detallar la prueba del
teorema de Bianchi − Lie, el cual muestra el uso de las simetrás no triviales para integrar
ecuaciones por cuadratura.

.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde los comienzos del cálculo diferencial los matemáticos han visto la necesidad de
construir conjuntos cuyos elementos fuesen funciones, como en las ecuaciones diferenciales
donde la solución de un problema conduce a estudiar el conjunto de funciones solución de
dicho problema y al estudio de sus propiedades.

En 1895, el matemático noruego Sophus Lie (1842−1899) hace un aporte muy importante a
las matemáticas en el área de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, con la con-
tribución de nuevas ĺıneas de estudio bajo el enfoque de álgebra y de geometŕıa diferencial,
Lie desarrollo la teoŕıa de Galois de ecuaciones diferenciales de donde se origino el análisis
de los grupos de Lie y simetŕıas de Lie que es de una de las más poderosas herramientas para
encontrar la solución general de ecuaciones diferenciales ordinarias, Lie plantea asociar una
variedad ξ a la ecuación diferencial junto con un sistema diferencial D (una distribución)
que permita interpretar las curvas integrales de D que pertenecen a la variedad como las
soluciones de la ecuación diferencial en estudio. Luego el matemático italiano Luigi Bianchi
(1865 − 1928) influenciado por el trabajo de sophus Lie establece que si una ecuación dife-
rencial ordinaria de orden k posee una k-dimensional álgebra de Lie soluble no degenerada
de simetŕıas, entonces ésta es integrable por cuadratura, este teorema es el famoso teorema
de Bianchi − Lie .En este trabajo nos enfocaremos en comprender y detallar la prueba de
este teorema, el cual da una condición y un algoritmo constructivo para la integrabilidad en
cuadraturas de una distribución , en términos de un álgebra de Lie soluble de las simetŕıas
no triviales.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se presenta el material básico que nos servirá en los desarrollos de los
caṕıtulos posteriores. Concretamente, se estudian conceptos de la geometŕıa de contacto,
campos vectoriales , formas diferenciales, derivada de Lie, sistemas diferenciales, para una
mayor comprención del desarrollo de la estructura geométrica de las EDO de primer y segun-
do orden, tambien estudiaremos los grupos de Lie y derivada de Lie, teorema de Frobenius
pues se pretende desarrollar en los capitulos posteriores la demostración del teorema de
Bianchi− Lie.
Además trabajaremos solamente, salvo mensión de lo contrario,con variedades diferenciables
M (n− dimensional) de clase C∞ sin borde.

2.1. Campos vectoriales

DEFINICIÓN 2.1 Un campo vectorial X sobre M es una aplicación que asigna a cada punto
p de M un vector tangente Xp ∈ TpM .Aśı, podemos ver el campo vectorial X a lo largo de
una curva α : [a, b] → M como una aplicación X : [a, b] → TM la cual levanta a α en TM ,
esto es, π ◦X = α.

a b

TM

M

π
X(t)

b
t

X(t)

α

α(t)

R

Figura 2.1: Campo vectorial

Denotaremos por X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre M .
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DEFINICIÓN 2.2 Un campo vectorial X es llamado campo vectorial suave (C∞) a lo Largo
de α si la aplicación X : [a, b]→ TM es C∞.

Sea X un campo vectorial sobre M . Para cada punto p de M , X(p) = Xp es un vector
tangente a M en p y, por consiguiente, es una derivación local (en el conjunto de las funciones
diferenciables en un entorno de p ) de manera que los campos vectoriales se pueden considerar
como derivaciones sobre el álgebra de las funciones diferenciables sobre la variedad.

X : C∞(M) → C∞(M)

Dada por

X(f) : M → R

p 7→ X(f)(p) := Xp(f)

Esta interpretación permite caracterizar a los campos de vectores como aquellos que trans-
forman funciones diferenciables en funciones diferenciables.

PROPOSICIÓN 2.1 Un campo de vectores X es diferenciable si, y solo si, X(f) es una
función diferenciable para toda función diferenciable f

OBSERVACIÓN 2.1 Si (U, x1, ..., xm) es un sistema de coordenadas locales de M , para cada
punto p ∈ U , X puede ser escrito como

Xp =
m∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

y X(f)(p) = Xp(f) =
m∑
i=1

λi(p)
∂f

∂xi
(p)

donde ai y λi son funciones definidas en U . Diremos que Xp es de clase C∞ si ai ∈ C∞(M)
para i=1,...,m.

OBSERVACIÓN 2.2 Notemos que:

1. Si X, Y ∈ X(M) definimos la operación X + Y : C∞(M) 7→ C∞(M) por:

(X + Y )(f) : M → R

(X + Y )(f)(p) = Xp(f) + Yp(f)

2. Si X ∈ X(M) y f ∈ C∞(M) definimos la operación fX : C∞(M) → C∞(M) por:

(fX)(g) : M → R

(fX)(g)(p) = f(p)Xp(g)

con las operaciones anteriores el conjunto X(M) admite estructura de módulo sobre el anillo
C∞(M) de las funciones diferenciables.
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Veamos a continuación que es posible caracterizar un campo de vectores como una deri-
vación sobre C∞(M)

DEFINICIÓN 2.3 Una derivación sobre C∞(M) es una función D : C∞(M) 7→ C∞(M)
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. (linealidad): D(af + bg) = aD(f) + bD(g), para a,b ∈ R y f , g ∈ C∞(M).

2. (Regla de Leibnitz): D(fg) = D(f)g + fD(g).

Como una consecuencia de esta definición, todo campo diferenciable de vectores X es una
derivación sobre C∞(M), considerando X como una aplicación f → X(f).

2.1.1. Flujos de campos de vectores

Comenzamos dando un nombre, posiblemente ya conocido, a las trayectorias obtenidas a
partir de un campo de vectores.

DEFINICIÓN 2.4 Sea X un campo vectorial suave sobre M . Una curva α sobre M es un
curva integral de X si el vector velocidad α̇(t) ∈ Tα(t)M coincide con el valor de X en cada
punto, es decir,

α̇(t) = X(α(t))

para cada t ∈ Dom(α).

DEFINICIÓN 2.5 Dado p ∈ M , se dice que α es una curva integral maximal con α(0) = p
de un campo X si su dominio de definición I es el mayor posible en el sentido de la inclusión.

DEFINICIÓN 2.6 Se dice que un campo de vectores en una variedad es completo si las curvas
integrales maximales α = α(t) están definidas para todo t ∈ R.

DEFINICIÓN 2.7 El flujo de un campo vectorial X sobre M es una transformación:

Φ : M ×R → R

(p, t) 7→ Φ(p, t)= αp(t)

donde αp(t) es la curva integral maximal del campo X que en t = 0 pasa por p ∈ M .

Si en Φ(p, t) p es mantenido fijo entonces Φ(p, t) es justamente la curva integral αp(t),
por otro lado si se mantiene t = cnste Φ(p, t) define un difeomorfismo

Φt: M → M
p 7→ Φt(p)
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en cual envia un punto p de la variedad al punto Φt(p) que esta localizado a una distancia
paramétrica t sobre la curva integral αp(t).

Si el campo vectorial X es completo las transformaciones Φt forman un grupo de trans-
formaciones de M parametrizadas por los números reales llamado el grupo 1-parámetro de
X.

PROPOSICIÓN 2.2 El flujo Φt es un grupo local 1−paramétrico de difeomorfismos ,es decir,
Φt satisface:

1. Φ0 es la identidad

2. la ley de composición : sean t, s ∈ R y Φt y Φs ,con dominio Dt = {p ∈ M/t ∈
(ap, bp)},Ds = {p ∈M/s ∈ (cp, dp)} respectivamente , luego:

Φt ◦ Φs = Φt+s

3. existe un inverso (Φt)
−1 = Φ−t

2.1.2. Corchete de Lie

Sobre X(M) definiremos una operación binaria llamada el corchete de Lie

DEFINICIÓN 2.8 Para X, Y ∈ X(M) definimos

[X, Y ] : C∞(M) −→ C∞(M)

[X, Y ] f = X(Y f)− Y (Xf)

PROPOSICIÓN 2.3 El corchete de Lie satisface:

1) [X, Y ] = − [Y,X]

2) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]. (R− Linealidad)

3) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X.

4) Identidad de Jacobi

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

PROPOSICIÓN 2.4 Si X, Y ∈ X(M), entonces [X, Y ] ∈ X(M).

DEFINICIÓN 2.9 Un álgebra de Lie es un espacio vectorial junto con una operación bilineal
[., .] que satisface:
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1) [X, Y ] = − [Y,X]

2) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

3) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]. (R− Linealidad)

El conjunto X(M) es un espacio vectorial sobre R. Una consecuencia de la proposición anterior
es la siguiente:

PROPOSICIÓN 2.5 X(M) con el corchete de Lie, es un álgebra de Lie sobre R.

OBSERVACIÓN 2.3 La identidad de Jacobi nos sugiere que, en general, un álgebra de Lie
no es un álgebra asociativa.

Sea Y un espacio vectorial, para efectos de notación W 6 Y significa que W es un
subespacio de Y y [y, w] ∈ W para todo w, y ∈ w.

DEFINICIÓN 2.10 Sea Y un algebra de Lie y K 6 Y
diremos que K es un ideal de Y si [x, y] ∈ K para todo x ∈ Y y todo y ∈ K. Es claro que
{0} y Y son ideales de Y , estos ideales se denominan ideales triviales.

DEFINICIÓN 2.11 Sea Y un álgebra de Lie definamos

Y(1) = span{[x, y]/x, y ∈ Y}

Aśı sucesivamente se define:

Y(n) = span{[x, y]/x, y ∈ Y(n−1)}

de esta manera obtenemos la serie de derivaciones que es simplemente:

Y = Y(0) ⊃ Y(1) ⊃ ... Y(k) ⊃ ...

teniendo aśı una cadena de ideales de Y diremos que el álgebra de Lie Y es soluble, si existe
un n ∈ N tal que Y(n) = 0

2.2. Formas diferenciales

DEFINICIÓN 2.12 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con dimV = n.
Decimos que la función ω : V k → R, donde

V k = V × V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k−veces

es una k−forma si ω es una aplicación multilineal alternada en V , es decir, si verifica las
siguientes condiciones:
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1) ω es multilineal, es decir, lineal en cada coordenada:

ω(v1, ..., avi + wi, ..., vk) = aω(v1, ..., vi, ..., vk) + ω(v1, ..., wi, ..., vk)

para todo a ∈ R y v1, ..., vk, wi ∈ V y todo i = 1, ..., k .

2) ω es alternante, es decir

ω(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vk) = −ω(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vk)

para cada i, j = 1, ..., k y i 6= j.

OBSERVACIÓN 2.4 Escribiremos∧k(V ) = { ω: V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k

→ R : ω es una k−forma}, k = 1, 2, ..., n

El conjunto
∧k(V ) tiene estructura de espacio vectorial definiendo:

1. (η + ω)(v1, ..., vk) = η(v1, ..., vk) + ω(v1, ..., vk)

2. (aω)(v1, ..., vk) = aω (v1, ..., vk).

Donde v1, ..., vk ∈ V, η, ω ∈
∧k(V ) y a ∈ R.

En el caso donde k = 1,
∧1(V ) = V ∗, el espacio dual de V y de la segunda parte de la

definición anterior tenemos que
∧k(V ) = 0 si k > n.

DEFINICIÓN 2.13 Sean ϕ1, ϕ2, ..., ϕk ∈ V ∗. Definimos el producto exterior de ϕ1, ϕ2, ..., ϕk
por

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧ ϕk(v1, v2, ..., vk) = det(ϕi(vj))

donde v1, v2, ..., vk ∈ V

OBSERVACIÓN 2.5 El producto exterior es también llamado producto cuña. Las propie-
dades básicas de la función determinante nos garantizan que la transformación dada es de
hecho multilineal y alternante. De este modo,ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧ ϕk ∈

∧k(V )

Denotemos por TpM
∗ el espacio dual de TpM . Si (x1, ..., xn) es un sistema coordenado de

M , entonces {
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, ...,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}
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es una base de TpM de donde tenemos que

{(dx1)p, ..., (dxn)p}

es una base para TpM
∗. El elemento (dxi1)p ∧ ... ∧ (dxik)p ∈

∧k TpM
∗ será denotado por

(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p para i1 < ... < ik con ij ∈ {1, 2, ..., n}. En base a esto y en virtud de la
observación (2.5) tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 2.6 El conjunto B = {(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p}, i1 < ... < ik, donde ij ∈
{1, 2, ..., n}, forma una base para

∧k TpM
∗.

DEFINICIÓN 2.14 Sea M una variedad C∞. Diremos que ω es una k-forma sobre M si esta
asigna ωp ∈

∧k TpM
∗ para cada punto p ∈M y ωp es de clase C∞ con respecto de p.

Como ωp ∈
∧k TpM

∗ tenemos que

ωp : TpM × · · · × TpM → R

y en virtud de la proposición (2.6), existen funciones fi1<···<ik tales que ωp se puede escribir
como

ωp =
∑

i1<···<ik

fi1···ik(p)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (2.1)

La expresión (2.1) es llamada la expresión local de la k-forma sobre M . Cuando las fi1<···<ik
son diferenciables, diremos que la k-forma es diferenciable.

OBSERVACIÓN 2.6 Usando la terminoloǵıa de fibrados, podemos definir

k∧
TM∗ =

⋃
p∈M

k∧
TpM

∗.

El cual también es un fibrado. Notemos que
∧1 TpM

∗ = TpM
∗. En estos términos, las k-formas

sobre M no son nada mas que secciones de
∧k TM∗ de clase C∞. Además Con la finalidad

de simplificar la notación indicaremos por I a la k−upla (i1, · · · , ik), con i1 < · · · < ik y
ij ∈ {1, 2, · · · , n} y escribiremos a ω como

ω =
∑
I

fIdxI .

Es importante mencionar que por convenio una 0−forma en M es una función diferenciable
f : M → R.

DEFINICIÓN 2.15 Sean ω y ϕ dos k − formas con ω =
∑

I fIdxI y ϕ =
∑

I gIdxI y ψ
una s − forma con ψ =

∑
J hJdxJ donde I = (i1, · · · , ik), i1 < · · · < ik y J = (j1, · · · , js),

j1 < · · · < js.
Definimos las operaciones:
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ω + ϕ =
∑
I

(fI + gI)dxI

como la suma de k − formas dando como resultado otra k − forma y

w ∧ ϕ =
∑
I,J

fIhJdxI ∧ dxJ

como el producto exterior de una k − forma con una s− forma dando como resultado una
(k + s)− forma.

PROPOSICIÓN 2.7 Si ω es una k-forma, ϕ es una s-forma y ψ es una r-forma, entonces:

a) (ω ∧ ϕ) ∧ ψ = ω ∧ (ϕ ∧ ψ);
b) ω ∧ ϕ = (−1)ksϕ ∧ ω;
c) w ∧ (ϕ+ ψ) = ω ∧ ϕ+ ω ∧ ψ, cuando r = s.

OBSERVACIÓN 2.7 Aunque dxi ∧ dxi = 0 puede ocurrir el casos donde alguna forma dife-
rencial ω cumpla que w ∧ w 6= 0.
En efecto, si ω = x1dx1 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx4, entonces

ω ∧ w = 2x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.

Ahora veremos un ejemplo clásico de gran importancia para nuestro trabajo

DEFINICIÓN 2.16 Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre variedades. Definimos
la aplicación f ∗ : lleva k − formas en N en k − formas en M de manera tal que, si ω es
una k − forma en N , p ∈ M y v1, ..., vk ∈ TpM , entonces:

f ∗(ωp)(v1, ..., vk) = ωf(p)(dfp(v1), ..., dfp(vk))

Para k = 0 definimos f ∗(g) = g ◦ f . Decimos que f ∗(ω) es el pull − back de ω por f .

Esta transformación lineal cumple las siguientes propiedades:

PROPOSICIÓN 2.8 Si f : Mn → Nm es diferenciable y ω, ω1, ω2 formas en Mm y g una
0-forma. Entonces

a) f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + f ∗(ω2)
b) f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗(ω)
c) f ∗(ω1 ∧ ω2) = f ∗(ω1) ∧ f ∗(ω2)
d) (f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω)

Vamos a mostrar f ∗ equivale a una sustitución de variable. Tomemos a Mn como Rn y
Nm como Rm.
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Sea f : Rn → Rm una aplicación diferenciable que a cada (x1, · · · , xn) ∈ Rn asocia una
(y1, · · · , ym) ∈ Rm de forma 

y1 = f1(x1, · · · , xn)
...

...
...

ym = fm(x1, · · · , xn)

(2.2)

Si ω =
∑

I aIdyI es una k-forma en Rm, Usando la proposición anterior, tenemos que

f ∗ω =
∑
I

f ∗(aI)f
∗(dyi1) ∧ · · · ∧ f ∗(dyik).

Por otra parte,
f ∗(dyi)(v) = dyi(df(v)) = d(yi ◦ f)(v) = dfi(v).

Aśı
f ∗ω =

∑
I

aI(f(x1, · · · , xn))(dfi1) ∧ · · · ∧ (dfik).

donde las fi y dfi son funciones de (x1, · · · , xn). En conclusión, aplicar f ∗ a ω, es equivalente
a sustituir en ω las variables yi junto con sus diferenciales dyi por las funciones de xk y dxk
obtenidas de (2.2).

OBSERVACIÓN 2.8 Todas estas definiciones y propiedades también son validas al restrin-
girnos a un subconjunto abierto U de Mn..

DEFINICIÓN 2.17 Si ω =
∑

I fIdxI es una k− forma, definimos la diferencial exterior de
ω como la siguiente (k + 1)− forma

dw =
∑
I

dfI ∧ dxI

Veamos algunas de sus propiedades.

PROPOSICIÓN 2.9 Sean ω1, ω2 k-formas, ω una s-forma y f una función diferenciable.
Entonces

a) d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2

b) d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2

c) d(dω) = d2ω = 0
d) d(f ∗ω) = f ∗(dω)

Veamos las formas diferenciables desde otro punto de vista. Sea w una k-forma sobre
M . Entonces el valor de wp de w en cada punto p ∈ M determina una forma alternante
TpM ×· · ·×TpM → R de grado k. Sobre la colección de todos los p, w induce una aplicación
multilineal alternante

w : X(M)× · · · × X(M)→ C∞(M) (2.3)
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Recordando que X(M) no solo es un espacio vectorial sobre R, sino que también es un
módulo sobre C∞(M). Entonces el significado de (2.3) siendo multilineal, es que también es
lineal con respecto a la multiplicación de campos vectoriales por funciones. Mas precisamente

w(X1, · · · , fXi + gX̂i, · · · , Xk) = fw(X1, · · · , Xi, · · · , Xk) + gw(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk).

Vemos que cualquier aplicación de la forma (2.3) con esas dos propiedades definen una
forma diferencial.

El siguiente teorema nos dará una caracterización de la diferencial exterior sin el uso de
la expresión local

TEOREMA 2.1 Sea ω una 1− forma diferencial sobre una variedad M y sean X y Y dos
campos diferenciales en M entonces

dω(X, Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ])

Demostración : Ver [M]. �

2.3. Derivada de Lie

DEFINICIÓN 2.18 Llamaremos derivada de Lie en relación con el campo vectorial X ∈
X(M) al operador lineal LX :

∧k TM∗ → ∧k TM∗ dado por

LX(w)(X1, · · · , Xk) = Xw(X1, · · · , Xk)−
k∑
i=1

w(X1, · · · , [X,Xi], · · · , Xk).

LXw es una forma diferencial.

PROPOSICIÓN 2.10 La derivada del Lie LX de formas diferenciales sobre una variedad M ,
respecto a un campo de vectores X ∈ X(M), verifica las siguientes propiedades para todo
α, β ∈ Ωk(M) , λ ∈ R y f ∈ C∞(M):

1. Conserva el grado de las formas: LX(Ωk(M)) ⊂ Ωk(M)

2. LX es R lineal : LX (α + β) = LXα + LXβ y LX(λα) = λLXα

3. LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ)

4. LX conmuta con la diferencial exterior: LX ◦ d = d ◦ LX
5. LXf = X f

6. LX(df) = d(Xf)
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Demostración Ver [J].
Notemos que usando el flujo las definiciones anteriores se pueden ver de la siguiente

marena:
Supongamos que X ∈ X(M) y consideremos a X como una asignación de una dirección
de Xp ∈ TpM en cada punto p de M. podemos derivar a f en la dirección de X. Esto es
Xf .Como las funciones son 0− formas podŕıamos tratar de derivar a una forma diferencial
general ω en la dirección de X.

Primero, entre la diferencial Xf de una función f ∈ C∞(M) por X y el grupo 1-paramétri-
co de transformaciones locales la relación seria

(Xf)(p) = ĺım
t→0

(Φ∗tf)(p)− f(p)

t
= ĺım

t→0

f(Φt(p))− f(p)

t
= Xpf (2.4)

El corchete de Lie [X, Y ] de campos vectoriales puede ser considerado como la derivada
de Lie de Y por X es decir LXY esto es

[X, Y ] = ĺım
t→0

(Φ−t)∗Y − Y
t

(2.5)

Aśı, la derivada de Lie para formas diferenciales esta dada de la siguiente manera.

PROPOSICIÓN 2.11 Sean X un campo vectorial sobre una variedad M de clase C∞ y {Φt}
el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales de M generadas por X. Entonces para
una k-forma w ∈ ∧k TM arbitraria, tenemos que

LXω = ĺım
t→0

Φ∗tω − ω
t

(2.6)

2.4. Sistemas diferenciales, variedades integrales

DEFINICIÓN 2.19 Sea M una variedad C∞. Una distribución o sistema diferencial D de
dimensión r sobre M es una asignación de un subespacio r-dimensional Dp de TpM en cada
punto p ∈ M tal que Dp es de clase C∞ con respecto a p. en otras palabras es una sección
del fibrado tangente de M

Además Dp es de clase C∞ con respecto a p si existen X1, · · · , Xr campos vectoriales
definidos en una vecindad del punto p de clase C∞ tal que {X1, · · · , Xr} sea una base para
Dp en todo punto q de la vecindad de p.

DEFINICIÓN 2.20 Si X ∈ X(M), sin singularidades, definimos Dp = [Xp] para todo p ∈M .
La distribución D es de dimensión 1 y es llamado campo de direcciones.
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b p
M

TpMDp

Figura 2.2: Campo de direcciones

EJEMPLO 2.1 Sea V ⊂ R3 abierto. Consideremos la ecuación diferencial

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz = 0,

donde P,Q,R ∈ C∞(V ), no nulas simultáneamente sobre V . Definimos la siguiente aplicación

p 7→ Dp = Plano perpendicular al vector definido por −→v = (P,Q,R) que pasa por el punto p.

D es un sistema diferencial 2-dimensional y de clase C∞.

DEFINICIÓN 2.21 Una subvariedad N s de Mn es llamada variedad integral de D si Dp ⊂
TpN para cada punto p ∈ N. Si existe una variedad integral en cada punto de M , se dice que
D es completamente integrable.

Diremos que un campo vectorial X sobre M pertenece a D si Xp ∈ PD para cualquier
punto p ∈M.

PROPOSICIÓN 2.12 Sea D una distribución sobre una variedad M de clase C∞. Si D es
completamente integrable, entonces para cualesquiera dos campos vectoriales X, Y pertene-
cientes a D, el corchete [X, Y ] también pertenece a D.

DEFINICIÓN 2.22 Una distribución D sobre una variedad C∞ se dice involutiva, si el cor-
chete [X, Y ] de dos campos vectoriales arbitrarios X e Y pertenecientes a D, también perte-
nece a D.

Podemos concluir que:

PROPOSICIÓN 2.13 Toda distribución completamente integrable es involutiva

TEOREMA 2.2 (Teorema de Frobenius) (via campos) Una condición necesaria y sufi-
ciente para que una distribución D sobre una variedad C∞ sea completamente integrable es
que D sea involutiva.

Demostración Ver [M]. �
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PROPOSICIÓN 2.14 Dado una distribución D de dimensión r sobre una variedad Mn de
dimensión n, existen para cada punto p ∈M , n− r formas diferenciales lineales linealmente
independientes w1, · · · , wn−r, definidas en una vecindad coordenada V del punto p, tal que

wiq(Xq) = 0, (i = 1, 2, · · · , n− r)⇔ Xq ∈ Dq,∀q ∈ V

Demostración Ver [M]. �
Una familia de formas diferenciales lineales como en la proposición anterior es llamada

una representación local de D en p.

PROPOSICIÓN 2.15 Sea Dr una distribución completamente integrable sobre una variedad
Mn, y {w1, · · · , wn−r} una representación local en p ∈ M de Dr, entonces existen (n − r)2

formas diferenciales lineales σlj, (j = 1, · · · , n − r) definidas en una vecindad coordenada V
del punto p, tal que

dwl =
n−r∑
j=1

wj ∧ σlj, (l = 1, 2, · · · , n− r)

Demostración Ver [M]. �
Colocaremos esta condición de una manera equivalente más conveniente.

LEMA 2.1 Dadas n−r formas diferenciales lineales w1, · · · , wn−r definidas en una vecindad
coordenada V de un punto en M. Son equivalentes las siguientes condiciones:

1. Existen (n− r)2 formas σlj en V tales que

dwi =
n−r∑
j=1

wj ∧ σij

2. Para i = 1, · · · , n− r
dwi ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r = 0.

Ahora si podemos enunciar el Teorema de Frobenius en términos de formas.

TEOREMA 2.3 (Teorema de Frobenius) (via formas) Una distribución D definida en
una variedad M con representación local w1, · · · , wn−r en una vecindad coordenada V de
p ∈M , es completamente integrable si y sólo si

dwi ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r = 0, (i = 1, · · · , n− r).

Demostración Ver [M]. �



Caṕıtulo 3

Geometrización de E.D.O

3.1. Descripción geométrica de las E.D.O de primer or-

den. La distribución de Cartan

En esta sección vamos a describir la estructura geométrica de las E.D.O de primer orden,
con la finalidad de comprender las condiciones necesarias y suficientes para su integración,
desde el punto de vista geométrico.

Para ello, comenzaremos por dar la definición clásica de E.D.O

EJEMPLO 3.1 Para la ecuación diferencial u′ = x2 − u2 el campo correspondiente es

X =
∂

∂x
+ (x2 − u2)

∂

∂u

 

Ahora bien, teniendo clara la definición clásica de E.D.O veamos como esta se puede
interpretar desde el punto de vista geométrico:

Tomemos el espacio R3 con las coordenadas (x, u, p), y la superficie ξ ⊂ R3 dada por la
ecuación

F (x, u, p) = 0 (3.1)

15
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Sea u = f(x) una función. Recordemos que el gráfico Γf de la función f(x) es la curva
(x, f(x)) en R2.
Luego, definamos 1−grafico de la función u = f(x) como la curva

Γ1
f : (a, b) → R3 dada por las ecuaciones

x = x , u = f(x) , p = f ′(x)

Aśı para cada solución u = f(x) de la ecuación (??) corresponde la curva Γ1
f

u = f(x), p = u′ = f ′(x). (3.2)

donde la coordenada x es tomada como un parámetro, es decir, la proyección de esta curva
al eje x es un difeomorfismo. Más aún, las funciones u y p expresadas en términos de x no
son arbitrarias, de esta manera no cualquier curva en R3 puede ser expresada como (3.2).

luego utilizando el hecho que p = f ′(x), el vector tangente a la curva Γ1
f en el punto

a0 = (x0, u0, p0) se puede expresar como :

∂

∂x
+ p0

∂

∂u
+ f ′′(x0)

∂

∂p
.

Este vector vive en el plano u − u0 = p0(x − x0) , el cual es el único plano que contiene a
los vectores ∂

∂x
+ p0

∂
∂u

+ f ′′(x0) ∂
∂p

y ∂
∂x

+ p0
∂
∂u

, en otras palabras, pertenecen al Kernel de la
1-forma en el punto a dada por

w = du− pdx (3.3)

TaE

u

x

p

E

Rećıprocamente, una curva en R3 proyectada de manera difeomorfa al eje x y que es curva
integral de la 1-forma w tiene la expresión (3.2).

La distribución 2-dimensional dada por la 1-forma (3.3) es la estructura geométrica que
distingue de una manera natural las clases de curvas que corresponden a las soluciones de
EDO de primer orden. Esta distribución es llamada distribución de Cartan y es denotada
por C.
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Figura 3.1: distribución de Cartan en R3

DEFINICIÓN 3.1 Una ecuación diferencial ordinaria es una superficie ξ en el espacio de
E.D.O de primer orden.

Mediante la distribución de Cartan, las soluciones de una ecuación diferencial ξ ⊂ R3

pueden ser interpretadas como curvas integrales de la distribución C que pertenecen a la
superficie ξ y que se proyecta al eje x sin degeneración.

OBSERVACIÓN 3.1 Un 1-gráfico es una curva integral de la distribución de Cartan, pero
En general una curva integral de la distribución de Cartan no es un 1−gráfico.
Por ejemplo, la recta vertical x = 0, u = 0, p = t es una curva integral de C pero se proyecta
a un punto en R2 entonces no es un 1−gráfico
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Figura 3.2: la recta negra es tangente a la distribución de cartan pero no es un 1-grafico

veamos mediante el teorema (2.3) que la distribución de Cartan no es completamente
integrable.

En efecto. Calculemos la 2-forma dw

dw = d(du− pdx) = d2u− (dp ∧ dx+ pd2x) = dx ∧ dp.

Consideremos la 1-forma γ = adx+ bdu+ cdp y vemos que

γ ∧ w = bpdx ∧ du+ cpdx ∧ dp+ adx ∧ du− cdu ∧ dp.

Para que C sea completamente integrable, se debe cumplir que dw = γ ∧ w, lo cual da lugar
a un sistema inconsistente.

Por lo tanto C no es completamente integrable.
Luego, tenemos que las variedades integrales maximales de la distribución de Cartan son

1-dimensional y aśı , el conjunto de puntos donde el plano de la distribución de Cartan es
tangente a la superficie ξ es un subconjunto cerrado nunca denso de ξ. Estos puntos los
llamaremos puntos singulares. Aśı, el conjunto de puntos no-singulares de la superficie ξ es
abierto y denso en todas partes.

Para encontrar los puntos singulares de la ecuación en estudio, basta con analizar la
condición de que el diferencial dF y la forma w son colineales en ese punto, más precisamente

dF ∧ w = 0 ⇔ (∂F
∂x
dx+ ∂F

∂u
du+ ∂F

∂p
dp) ∧ (du− pdx) = 0

⇔ (p∂F
∂u

+ ∂F
∂x

)dx ∧ du+ p∂F
∂p
dx ∧ dp+ ∂F

∂x
dp ∧ du = 0

⇔ ∂F
∂x

+ p∂F
∂u

= 0, ∂F
∂p

= 0
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Es decir, esta condición se puede escribir como las relaciones

∂F

∂x
+ p

∂F

∂u
= 0,

∂F

∂p
= 0.

DEFINICIÓN 3.2 Una solución generalizada de una ecuación diferencial ξ ⊂ R3 es una
curva tal que: es una curva integral de la distribución de Cartan y pertenece a ξ.

DEFINICIÓN 3.3 Sea a ∈ ξ un punto no-singular, definimos la distribución 1-dimen- sional
a 7→ La = Taξ ∩Ca, donde Taξ es el plano tangente a ξ en a y Ca es el plano determinado por
la distribución de Cartan en el punto a. Esta distribución es llamada campo de direcciones y
es denotada por C(ξ).

TaE

u

x

p

E La

Ca

Figura 3.3: Campo de direcciones y soluciones generalizadas

PROPOSICIÓN 3.1 Una curva Γ es una curva integral para el campo de direcciones C(ξ) si
y solo si es una curva integral de la distribución C y vive en ξ (con la excepción del conjunto
de puntos singulares).

por medio de esta proposición podemos ver que las soluciones de la ecuación ξ son las
curvas integrales del campo de direcciones C(ξ) proyectadas al eje x sin degeneración.

EJEMPLO 3.2 Consideremos las ecuaciones{
u3 − u+ x = 0

3u2p− p+ 1 = 0.

Las curvas dadas por este sistema de ecuaciones viven sobre la superficie determinada por
(3x − 2u)p = u y son curvas integrales de la distribución de Cartan, pero estas soluciones
no son de la forma (3.2). Esta curvas son soluciones multivaluadas de la ecuación diferencial
(3x− 2u)u′ = u. Más adelante mostraremos estos cálculos.
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EJEMPLO 3.3 Estudiemos la siguiente ecuación diferencial(
du

dx

)2

+ u2 = 1.

Desde el punto de vista geométrico esta ecuación representa un cilindro ξ en el espacio
R3 con coordenadas x, u, p donde p = du

dx
, es decir, p2 + u2 = 1. Consideremos el sistema de

coordenadas (x, ϕ) sobre ξ, donde ϕ esta determinado por

u = sen(ϕ), p = cos(ϕ).

Si restringimos la distribución C a ξ obtenemos

w|ξ = wξ = d(sen(ϕ))− cos(ϕ)dx
= cos(ϕ)dϕ− cos(ϕ)dx = cos(ϕ)d(ϕ− x)

Nuestro interes es saber cuales son los puntos sobre la superficie donde los vectores tangentes
anulan a la 1-forma w, es decir,

wE = 0 ⇔ cos(ϕ)d(ϕ− x) = 0
⇔ cos(ϕ) = 0 ó d(ϕ− x) = 0
⇔ ϕ = (2k + 1)π

2
ó ϕ = x+ C, k ∈ Z, C ∈ R.

Luego cuando ϕ = (2k + 1)π
2

tenemos los puntos singulares de la ecuación diferencial, para
la cual las soluciones singulares son u = ±1 que corresponden a la s envolventes para las
soluciones en los puntos no-singulares. Por otra parte, las curvas integrales de la distribución
C(ξ) son las hélices circulares ϕ = x+ C.

Estas curvas se proyectan sin degeneración al eje x y dan lugar a las soluciones usuales.
En este caso, podemos dar la solución de manera expĺıcita colocando ϕ en términos de u, es
decir,

u = sen(x+ C), C ∈ R

 

Figura 3.4: Las soluciones generalizadas y soluciones clasicas, las rectas son soluciones singu-
lares
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3.2. E.D.O. de segundo orden

Consideremos la ecuación diferencial

F (x, u,
du

dx
,
d2u

dx2
) = 0

la cual puede ser interpretada como una hipersuperficie en el espacio R4 con coordena-
das x, u, p1, p2 definida por F (x, u, p1, p2) = 0. Ahora bien Consideremos la distribución
2-dimensional

ω0 = du− p1dx
ω1 = dp1 − p2dx

(3.4)

Cuando p2 = 0 obtenemos la Distribución de Cartan definida anteriormente. Siguiendo la
misma notación, llamaremos a esta también Distribución de Cartan y la seguiremos deno-
tando por C.

Al considerar una función de la forma u = f(x). El gráfico de f y sus 2 primeras derivadas
es una curva en R4

Γ2
f = {(x, u, p1, p2) ∈ R4/u = f(x), p1 =

du

dx
, p2 =

d2u

dx2
}

si y solo si esta se proyecta al eje x sin degeneración. En efecto, las formas (3.4) restringidas
a Γ2

f se anulan, aśı Γ2
f es curva integral de C. Por otro lado, sea Γ una curva en R4 la

cual se puede proyectar al eje x sin degeneración, es decir, se puede escribir como Γ(x) =

(x, a1(x), a2(x), a3(x)). Por ser Γ una curva integral de C, tenemos que ai(x) = a
(i−1)
1 (x), i =

2, 3, es decir, Γ es como Γ2
f .

Como ya se vio anteriormente, la restricción C(E) de la distribución 2-dimensional E sobre
R4 sera 1-dimensional en todos sus puntos excepto en los singulares, aśı esta distribución
estará generada por un campo vectorial. Describamos este campo.

Sea Y = a ∂
∂x

+ b0
∂
∂u

+ b1
∂
∂p1

+ b2
∂
∂p2

. Como Y ∈ C(E), obtenemos que ω0(Y ) = 0 y

ω1(Y ) = 0, luego b0 = p1a y b1 = p2a. Por otro lado en cada punto p ∈ E no singular, el
vector ∇F es normal a E , por tanto ∇F (p) · Yp = 0. Aśı obtenemos la siguiente condición

a

(
∂F

∂x
+ p1

∂F

∂u
+ p2

∂F

∂p1

)
+ b2

∂F

∂p2

= 0,

la cual se puede satisfacer fácilmente haciendo

a = − ∂F
∂p2

, bk =
∂F

∂x
+ p1

∂F

∂u
+ p2

∂F

∂p1

.

Luego nuestro campo vectorial queda de la siguiente manera

YF = − ∂F
∂p2

(
∂

∂x
+ p1

∂

∂u
+ p2

∂

∂p1

)
+

(
∂F

∂x
+ p1

∂F

∂u
+ p2

∂F

∂p1

)
∂

∂p2

Este campo vectorial es llamado Campo Caracteristico.
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EJEMPLO 3.4 Para una E.D.O. de primer orden de la forma F (x, u, p) = 0, el campo
vendŕıa dado por la expresión

YF = −∂F
∂p

(
∂

∂x
+ p

∂

∂u

)
+

(
∂F

∂x
+ p

∂F

∂u

)
∂

∂p
, (3.5)

y si la E.D.O se puede expresar de la forma F (x, u, p) = f(x, u)− p, el campo seria

YF =

(
∂

∂x
+ p

∂

∂u

)
+

(
∂f

∂x
+ p

∂f

∂u

)
∂

∂p
(3.6)

que al proyectarlo al plano x, u nos queda nuestro conocido campo

∂

∂x
+ f(x, u)

∂

∂u
.

Notemos que las curvas integrales para este campo son determinadas por el sistemas de
ecuaciones {

x′(t) = 1
u′(t) = f(x(t), u(t)).

EJEMPLO 3.5 Consideremos la E.D.O. (3x−2u)u′ = u, es decir, F (x, u, p) = (3x−2u)p−u.
Apliquemos la fórmula (3.5).

YF = (2u− 3x)
(
∂
∂x

+ p ∂
∂u

)
+ (2p− p2) ∂

∂p

= (2u− 3x) ∂
∂x

+ (2u− 3x)p ∂
∂u

+ (2p− p2) ∂
∂p

= (2u− 3x) ∂
∂x
− u ∂

∂u
+ (2p− p2) ∂

∂p

Tomando x, u como coordenadas sobre E , las trayectorias del campo YF están determinadas
por el sistema{

x′(t) = 2u− 3x
u′(t) = −u cuya solución es

{
x(t) = C1e

−t + C2e
−3t

u(t) = C1e
−t.

Aśı, la solución de la ecuación diferencial está dada por x = u+ Cu3, donde C ∈ R
Además, en el punto singular (0, 0, 0) de la ecuación, no es válido el teorema de unicidad

de soluciones de E.D.O.
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EJEMPLO 3.6 Consideremos la E.D.O. u
′′ − 3u

′ − 18u = 0, es decir, F (x, u, p1, p2) =
p2 − 3p1 − 18p.Aplicando la ecuación (3.6) y procediendo de manera análoga al ejemplo
anterior tenemos que

YF = − ∂

∂x
− p1

∂

∂u
+ p2

∂

∂p1

+ (3p2 − 18p1)
∂

∂p2

Tomando los valores x, u, p1 como las coordenadas sobre E , las trayectorias del campo YP
están determinadas por el sistema

x′(t) = −1
u′(t) = −p1

p′1(t) = −p2

cuya solución es


x(t) = −t+ C1

u(t) = C1

36
e−6t + C2

9
e3t − C3t+ C4

p1(t) = C1

6
e−6t − C2

3
e3t + C3

Al proyectar estas trayectorias al plano x, u, la solucion de la ecuacion diferencial esta
dada por Ae6x +Be−3x donde A,B ∈ R.

3.3. Simetŕıas

DEFINICIÓN 3.4 Un difeomorfismo ϕ : M → M es llamado una simetŕıa (finita) de la
distribución P , si esta preserva a la distribución, es decir, ϕ∗(Pa) ⊂ Pa para todo a ∈M.

EJEMPLO 3.7 La distribución de Cartan sobre R3 dada por w = du−pdx es invariante bajo
traslaciones a lo largo de los ejes x y u, es decir, el difeomorfismo ϕ(x, u, p) = (x+a, u+ b, p)
es una simetŕıa para todo a, b ∈ R. En efecto,

ϕ∗(w) = d(u+ b)− pd(x+ a)
= du− pdx = w.

OBSERVACIÓN 3.2 Denotaremos por SymP al conjunto formado por todas las simetŕıas
de la distribución P . Si ϕ, ψ ∈ SymP , entonces ϕ ◦ ψ ∈ SymP , más aún, ϕ−1 ∈ SymP . Aśı,
SymP es una grupo con respecto a la composición.
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OBSERVACIÓN 3.3 Denotaremos por PD el C∞(M)−Módulo de campos vectoriales X
tales que Xa ∈ Pa, para todo a ∈M .

Ahora, supongamos que la distribución P es determinada localmente por los campos
vectoriales X1, · · · , Xr. Si ϕ ∈ SymP , entonces

ϕ∗(Xi) =
r∑
j=1

µijXj, i = 1, · · · , r

donde µij ∈ C∞(M).
Ahora bien, Expresemos esta condición en términos de formas.

PROPOSICIÓN 3.2 Sean w1, · · · , wn−r las 1-formas que determinan a la distribución P

DEMOSTRACIÓN 1 Supongamos que ϕ ∈ SymP , luego

ϕ∗(wi)(Xj) = wi(ϕ∗(Xj)) = wi(
∑r

k=1 µjkXk)
=

∑r
k=1 µjkwi(Xk) = 0.

Aśı ϕ∗(wi) pertenece al ideal de P el cual es denotado por I(P ). Por tanto, existen funciones
λij ∈ C∞(M) tal que

ϕ∗(wi) =
n−r∑
j=1

λijwj. (3.7)

Ahora, supongamos que (3.7) se cumple, entonces

wi(ϕ∗(Xj)) = ϕ∗(wi)(Xj)

=
∑n−r

j=1 λijwi(Xj) = 0.

Aśı, ϕ∗(Xj) ∈ PD y por tanto ϕ es una simetŕıa. �

luego con estas propiedades podemos notar lo siguiente.

Sean ϕ ∈ SymP y w1, · · · , wn−r las 1-formas que determinan a la distribución P . Supon-
gamos que (x1, · · · , xn) son coordenadas locales de M . Luego, wi =

∑n
j=1wijdxj.

Como ϕ ∈ SymP , por la proposición anterior

ϕ∗(wi) =
∑n−r

k=1 λikwk
=

∑
k,j λikwkjdxj.

con i = 1, .., n− r y j = 1, ..., n Por otra parte,

ϕ∗(wi) = ϕ∗
(∑n

j=1wijdxj

)
=

∑n
j=1wij ◦ ϕd(ϕj)

=
∑

j,swij ◦ ϕ ∂ϕ
∂xs
dxs.
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Luego, ∑
j,s

wij ◦ ϕ
∂ϕj
∂xs

dxs =
∑
k,j

λikwkjdxj.

Aśı, obtenemos las ecuaciones no lineales de Lie∑
j

wij ◦ ϕ
∂ϕ

∂xs
=
∑
k

λikwks (3.8)

El problema de resolver (3.8) no es tan sencillo, de echo puede que no sea mas fácil que el
problema de encontrar variedades integrales de la distribución en consideración.
por lo que veremos esto desde otro punto de vista.

DEFINICIÓN 3.5 Un campo vectorial X se dice que es una simetŕıa infinitesimal de la
distribución P , si el flujo At generado por X consiste de simetŕıas finitas. esto es :

(At)∗(P (a)) ⊂ P (Ata)

Denotaremos por DP el conjunto de todas las simetŕıas infinitesimales de la distribución P .

TEOREMA 3.1 Sea P una distribución sobre M . Las siguientes condiciones son equivalentes

i) X ∈ DP .

ii) Si, X1, · · · , Xr son campos vectoriales generando a P , entonces existen funciones diferen-
ciables µij tales que

[X,Xi] =
r∑
j=1

µijXj

iii) Si, w1, · · · , wn−r son 1-formas generando a P , entonces existen funciones diferenciables
λij tales que

LX(wi) =
n−r∑
j=1

λijwj

DEMOSTRACIÓN 2 i)⇒ ii). Sean X ∈ DP y At el flujo generado por X. Cada At preserva
la distribución P para todo t ∈ R, es decir, si Xi ∈ PD, entonces (At)∗(Xi) ∈ PD. Más
precisamente, existen funciones diferenciables αij(t) tales que

(At)∗(Xi) =
∑
j

αij(t)Xj.

Derivando esta expresión con respecto a t en t = 0, tenemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(At)∗(Xi) =
∑
j

d

dt

∣∣∣∣
t=0

αij(t)Xj = −
∑
j

µij(t)Xj
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donde µij(t) = − d
dt

∣∣
t=0

αij(t).
Por otra parte

d
dt

∣∣
t=0

(At)∗(Xi) = ĺımt→0
(At)∗(Xi)−Xi

t

= ĺımt→0
(A−t)∗(Xi)−Xi

−t = −[X,Xi] por(2.5)

Aśı, obtenemos que

[X,Xi] =
r∑
j=1

µijXj

ii)⇒ iii). Notemos que

LX(wi)(Xj) = X(wi(Xj))− wi([X,Xj])
= −wi(

∑r
k=1 µjkXk)

= −∑r
k=1 µjkwi(Xk) = 0.

Aśı, obtenemos que LX(wi) ∈ I(P ) y por tanto, existen funciones diferenciables λij tales que

LX(wi) =
n−r∑
j=1

λijwj.

iii)⇒ i). Veamos primero que X = d
dt

∣∣
t=0

(A∗t ).
Sean p ∈M y f ∈ C∞(M).

Xp(f) = ĺımt→0
f(At(p))−f(p)

t
por(2.4)

= ĺımt→0
A∗t (f)(p)−A∗0(f)(p)

t

= ĺımt→0
A∗t−A∗0

t
(f)(p) = d

dt

∣∣
t=0

(A∗t )(f)(p).

Aśı, X = d
dt

∣∣
t=0

(A∗t ). Ahora

X(w) = d
dt

∣∣
t=0

A∗t (w)
= d

dt

∣∣
t=s

A∗t−s(w)
= d

dt

∣∣
t=s

A∗−s(A
∗
t (w))

= A∗−s
(
d
dt

∣∣
t=s

A∗t (w)
)

⇒ A∗s(X(w)) = d
dt

∣∣
t=s

A∗t (w).

Consideremos la (n-r+1)-forma dependiente del parámetro t

Ωi(t) = A∗t (wi) ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r.

Ya que A∗0(wi) = wi, tenemos que Ωi(0) = 0

Notemos que Ωi(t) = 0, para todo t.
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En efecto,

d
dt

∣∣
t=s

Ωi(t) = d
dt

∣∣
t=s

A∗t (wi) ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r
= A∗s(X(wi)) ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r
= A∗s(

∑n−r
j=1 λijwj) ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r, X(w) = LX(w)

=
∑n−r

j=1 λijA
∗
s(wj) ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−r

=
∑n−r

j=1 λijΩj(s).

De esta manera vemos que Ωi(t) es solución del sistema lineal homogéneo de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones iniciales Ωi(0) = 0, por tanto Ωi(t) ≡ 0.

Aśı, A∗t (wi) es combinación lineal de w1, · · · , wn−r para todo t, es decir, At es una simetŕıa
de la distribución P .

�

Este teorema nos permite describir de manera local las condiciones para que un campo
vectorial X sea una simetŕıa infinitesimal de la distribución P .

Consideremos sobre M las coordenadas locales (x1, · · · , xn), un campo vectorial X =∑
iX

i ∂
∂xi

y las 1-formas w1, · · · , wn−r que determinan la distribución P , donde wi =
∑n

j=1wijdxj.
Ahora,

LX(wi)
(

∂
∂xs

)
= X(wi

(
∂
∂xs

)
)− wi

(
[X, ∂

∂xs
]
)

=
(∑

j X
j ∂
∂xj

)
(
∑

k wkidxk

(
∂
∂xs

)
)− wi

(
[
∑

j X
j ∂
∂xj
, ∂
∂xs

]
)

=
∑

j X
j ∂
∂xj
wsi −

∑
j wi

(
Xj[ ∂

∂xj
, ∂
∂xs

]− ∂Xj

∂xs
∂
∂xj

)
=

∑
j X

j ∂
∂xj
wsi +

∑
j
∂Xj

∂xs
wi

(
∂
∂xj

)
=

∑
j X

j ∂
∂xj
wsi +

∑
j
∂Xj

∂xs

∑
k wkidxk

(
∂
∂xj

)
=

∑
j X

j ∂
∂xj
wsi +

∑
j
∂Xj

∂xs
wij

Por tanto,

LX(wi) =
∑
js

(
Xj ∂

∂xj
wsi +

∂Xj

∂xs
wij

)
dxs.

Utilizando la condición (iii) del teorema anterior , la 1-forma LX(wj) la podemos escribir
como

∑
i λijwi, de donde obtenemos∑

j

(
Xj ∂

∂xj
wsi +

∂Xj

∂xs
wij

)
=
∑
j

λijwjs (3.9)

el cual es llamado sistema de ecuaciones lineales de Lie correspondientes al sistema de ecua-
ciones no-lineales de Lie (3.8).

OBSERVACIÓN 3.4 A partir de aqui, utilizaremos la palabra simetŕıa para referirnos a las
simetŕıas infinitesimales a menos que se indique lo contrario
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COROLARIO 3.1 El conjunto SymP es unR-algebra con respecto al conmutador de campos
vectoriales

DEMOSTRACIÓN 3 queremos probar las siguientes afirmaciones:

1. X,Y ∈ Sym(P) ⇒ X + Y ∈ Sym(P)

2. X ∈ Sym(P),λ ∈ R ⇒ λX ∈ Sym(P)

3. X, Y ∈ Sym(P) ⇒ [X, Y ] ∈ Sym(P).

las cuales se prueban facilmente con la propiedad iii) del teorema (3.1) y propiedades de la de-
rivada de Lie. �

EJEMPLO 3.8 supongamos que tenemos un campo vectorial Y y consideramos el campo de
direcciones generado por Y , el cual es una distribución 1-dimensional. En virtud del teorema
3.1 las simetŕıas de la distribución son campos X tales que tales que [X, Y ] = λY , para
alguna función λ. En efecto consideremos el campo vectorial Y = ∂

∂ϕ
de la esfera con las

coordenadas geógraficas ϕ y θ y tomemos un campo X = α ∂
∂θ

+ β ∂
∂α

y calculemos [X, Y ]
= −αϕ ∂

∂θ
− βϕ

∂
∂ϕ

.
Asi, X es una simetŕıa, si αϕ = 0. Luego las simetŕıas de la distribución en estudio son los
campos de la forma X = α ∂

∂θ
+ β ∂

∂α
, donde β es una función arbitraria sobre la esfera y α

es función constante sobre los paralelos.

θ

ϕ

r

Figura 3.5:

EJEMPLO 3.9 En este ejemplo discutiremos la estructura local del álgebra de simetŕıas de
una distribución completamente integrable, es claro que para cualquier distribución P com-
pletamente integrable. Existe un sistema de coordenadas especiales, llamadas coordenadas
slices de M tal que P es dado por la base

X1 =
∂

∂x1

, · · · , Xr =
∂

∂xr
.
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Sea X =
∑n

i=1 X
i ∂
∂xi

una simetŕıa de P , entonces

[X,Xi] =
∑n

j=1[Xj ∂
∂xj
, Xi]

= −∑n
j=1

∂Xj

∂xi

∂
∂xj
.

Aśı, la condición de que [X,Xi] ∈ PD es equivalente a que ∂Xj

∂xi
= 0, i > r > j.

En este caso, el campo X se puede descomponer de la siguiente manera

X =
n∑
i6r

X i ∂

∂xi
+

n∑
i>r

X i ∂

∂xi
= XL +XT

donde XL es la componente longitudinal y XT es la componente transversal del campo X. En
estos términos, el campo X es una simetŕıa de la distribución completamente integrable P , si
los coeficientes de la componente transversal del campo X son constantes en cada variedad
integrable de dimensión máxima.

b
b

b b b b

Figura 3.6:

EJEMPLO 3.10 Encontremos las simetŕıas de la distribución de Cartan C en R3. Recorde-
mos que w = du− pdx determina a nuestra distribución. Sea

X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂u
+ c

∂

∂p
(3.10)

una simetŕıa de C. Utilizando la fórmula (3.9), obtenemos

LX(ω) = (bx − pax − c)dx+ (bu − pau)du+ (bp − pap)dp. (3.11)

En efecto:
LX(ω)( ∂

∂x
) = (a ∂

∂x
+ b ∂

∂u
+ c ∂

∂p
)((du− pdx)( ∂

∂x
))− (du− pdx([X, ∂

∂x
]))

= (a ∂
∂x

+ b ∂
∂u

+ c ∂
∂p

)(−p)− (du− pdx([X, ∂
∂x

]))

= −c− (du− pdx([a ∂
∂x

+ b ∂
∂u

+ c ∂
∂p
, ∂
∂x

]))

= −c− (du− pdx([a ∂
∂x
, ∂
∂x

] + [b ∂
∂u
, ∂
∂x

] + [c ∂
∂p
, ∂
∂x

]))

= −c(du− pdx(ax
∂
∂x
− bx ∂

∂u
− cu ∂

∂p
))

= −c− pax + bx
Análogamente calculamos a LX(ω)( ∂

∂u
) y LX(ω)( ∂

∂p
) y aśı obtenemos (3.11).
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Utilizando la parte iii) del teorema (3.1), tenemos que existe una función λ tal que
LX(wi) =

∑n−r
j=1 λijwj , es decir: 

bx − pax − c = −λp
bu − pau = λ
bp − pap = 0.

De donde podemos deducir que{
c = bx + pbu − pax − p2au
bp = pap.

(3.12)

Este sistema nos dice que las simetŕıas de la distribución C son campos vectoriales de la forma
(3.10) tales que a, b y c son funciones arbitrarias relacionadas por (3.12). Consideremos la
función f = b− pa. Luego

a = −fp
b = f − pfp
c = fx + pfu

Aśı, una simetŕıa infinitesimal de la distribución de Cartan en R3, está dada por

X = (−fp)
∂

∂x
+ (f − pfp)

∂

∂u
+ (fx + pfu)

∂

∂p

de donde observamos que que el campo caracteŕıstico YF en (3.5) es una simetŕıa infinitesimal
de la distribución C ya que al tomar f(x, u, p) = F (x, u, p) = 0 obtenemos la misma expresión.

Sea X una simetŕıa de una distribución P y sea At el flujo correspondiente a lo largo
de X, At(N) es una variedad integral de P para cualquier variedad integral N esto refleja
la principal propiedad de las simetŕıas: el grupo de transformaciones 1−paramétrico de P
generado por simetŕıas actúa sobre el cojunto de variedades integrales. Sin embargo, existe
una clase muy distinguida de simetŕıas que transforman cada variedad integral maximal en
śı misma, las cuales definiremos a continuación

DEFINICIÓN 3.6 Sea P una distribución. Llamaremos simetŕıas caracteŕısticas o simetŕıa
trivial de la distribución P y lo denotaremos por Char(P ), a los elementos del conjunto

Char(P ) = DP ∩ PD.

Las simetŕıas que no pertenecen a PD son llamadas no triviales.

COROLARIO 3.2 1. Char(P ) es un ideal del álgebra de Lie Sym(P)

2. Char(P ) es un C∞(M)− módulo:

Demostración Ver [AV]
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PROPOSICIÓN 3.3 Una simetŕıa caracteŕısticas de la distribución P es tangente a cada
variedad integral maximal de P

COROLARIO 3.3 El conjunto CharP consiste en campos de vectores tangentes a la distri-
bución

Notemos que CharP es subconjunto del álgebra DP y es un ideal de DP lo que da pie a la
siguiente definición:

DEFINICIÓN 3.7 Llamaremos algebra de Lie de las simetrias no triviales al cociente del
álgebra de Lie

symP = Dp/CharP,

los elementos de symP son llamados simetŕıas barajando a P ,el termino simetŕıas barajando
en el sentido geométrico se puede explicar de la siguiente manera : denotemos por Sol(P ) el
conjunto de todas las variedades integrales maximales de P , entonces cualquier simetria X ∈
SymP genera un flujo sobre Sol(P ) y como hemos visto, las simetŕıas caracteŕısticas generan
flujos triviales, por otra parte si consideramos dos simetŕıas X, Y ∈ SymP la diferencia X−Y
∈ CharP entonces los flujos correspondientes en Sol(P ) son los mismos.

EJEMPLO 3.11 Sea la distribución P en el plano R2 −{0} con coordenadas x,y dadas por
ω = xdx+ ydy
las variedades integrales de esta distribución son circulos x2 + y2 = const , el campo vectorial:

X = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

genera simetŕıas caracteŕısticas y es un módulo sobre R2 −{0}
las clases de simetŕıas

Y = x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

es una simetŕıa no trivial barajando P



Caṕıtulo 4

Aplicaciones de simetŕıas

En los capitulos anteriores vimos que las soluciones de una E.D.O se pueden interpretar
mediante la distribución de Cartan, como curvas integrales de dicha distribución que se pro-
yectan al eje x sin degeneración , por lo que primer aspecto de las aplicaciones de las simetŕıas
no triviales, a tratar, es como ellas distorcionan una solución de la ecuación diferencial a lo
largo de las trayectorias del campo, generando aśı todas las soluciones de dicha ecuación
diferencial.
Sea X una simetŕıa de la distribución P y At el flujo correspondiente, dada una variedad
integral L de la distribución P podemos construir la familia entera At(L) de tales variedades.

EJEMPLO 4.1 consideremos la ecuación (3x − 2u)u′ = u , el campo X = u3 ∂
∂x

escrito en
coordenadas locales (x, u) en ξ conmuta con el campo caracteristico YF restricto a la superficie
ξ pues [X, Yf ] = 0.

Aśı X es una simetria de la distribución 1−dimensional C(ξ) en ξ.

Tomemos una solución L = {u = x} de la ecuación (3x− 2u)u′ = u.
Los cambios de esta solución a lo largo de las trayectorias del campo X generan todas las
soluciones de la ecuación (excepto para el cero)
de hecho los cambios de estas soluciones a lo largo de las trayectorias del campo X en el
tiempo vienen dadas de la siguiente manera :{

x = u3
0t− x0

u = u0

A partir de estas ecuaciones deducimos que la imagen de la recta L = {u = x} es la curva
At(L) = {x = tu3 + u}

32
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X

(x,u)u

(x0 ,u0)

0

L

Figura 4.1:

4.1. Integración de ecuaciones por cuadratura

El segundo aspecto de las aplicaciones de las simetŕıas no triviales al que queremos ha-
cer referencia es la integración de ecuaciones por cuadratura. El punto es que si para una
distribución completamente integrable conocemos un algebra de Lie soluble de las simetrias
no triviales cuya dimensión es igual a la codimensión de la distribución, entonces podemos
hallar las variedades integrales de esta distribución mediante cuadraturas.

Antes de describir este procedimiento daremos la siguiente definición:

DEFINICIÓN 4.1 Una función f ∈ C∞(M) es llamada primera integral de la distribución
P si X(f) = 0 para cualquier X ∈ PD.

OBSERVACIÓN 4.1 Si f es una primera integral de la distribución P , entonces esta es
constante en cada variedad integral de la distribución P , o en otras palabras, cada variedad
integral de P esta contenida en una superficie de nivel {f = c} de la primera integral.

EJEMPLO 4.2 Encontremos las primeras integrales del ejemplo(3.8)
en este ejemplo el campo viene dado por X = ∂

∂ϕ
donde ϕ es la coordenada acimutal de la

esfera como lo muestra la figura
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θ

ϕ

r

Figura 4.2:

Luego como la esfera es una variedad integral tenemos por la observación anterior que las
primeras integrales del campo X = ∂

∂ϕ
son funciones constantes en los paralelos de la esfera.

Este ejemplo es fácil de generalizar en el caso de una distribución 1−dimensional arbitraria.

Las primeras integrales de una distribución completamente integrable dada localmente por
los campos:

X1 = ∂
∂x1

, ..., Xl = ∂
∂xl

son dadas de la siguente manera f(Xl+1, ...,Xn) donde f es una función arbitraria.

EJEMPLO 4.3 La distribución de Cartan no posee primeras integrales no triviales
en efecto, consideremos el ejemplo (3.10) y encontremos sus primeras integrales.

En este ejemplo la distribución a tratar es la distribución de Cartan la cual viene dada por
ω = du− pdx, supongamos que f es una primera integral de esta distribución.

A demás sabemos que los campos X = ∂
∂p

y Y = ∂
∂x

+p ∂
∂u

están contenidos en la distribución

de Cartan. Aśı, X y Y ∈ PD, luego de la definición de primera integral tenemos que X(f) =
0 y Y(f) = 0 esto es : ∂f

∂p
=∂f
∂x

+ p∂f
∂u

= 0 Luego ésta ecuación tiene sentido siempre y cuando
f sea constante, por tanto la distribución de Cartan no posee primeras integrales no triviales.

DEFINICIÓN 4.2 Un subespacio lineal Y ⊂ symP es denominado no degenerativo si para
algún punto x ∈ M y algún campo X ∈ Y

Xx ∈ Px ⇔ X = 0

Sea x ∈ M y Yx = {Xx/X ∈ Y} si el subespacio es no degenerativo entonces por la
definición anterior tenemos :
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dimY = dimYx ≤ codimP

Sean ω1,..., ωk representantes locales de la distribución P y X1, ..., Xl una base del subes-
pacio no degenerativo Y ⊂ symP , es evidente que l < k y la matriz ‖ ωi(Xj) ‖ tiene rango l
en algun punto de la variedad M si l = k entonces det ‖ ωi(Xj) ‖ = 0, podemos elegir otro
conjunto de formas que definen la distribución P .

Sean ω′1,..., ω′k tal que ω′i(Xj) = δij para esto es suficiente multiplicar la columna (ω1, ..., ωk)
t

por la matriz inversa de ‖ ωi(Xj) ‖ , asumamos que el espacio Y es cerrado con respecto a la
conmuación, entonces tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 4.1 Sea P una distribución completamente integrable definida por el conjunto
de 1−formas ω1, ..., ωk y sea X1, ..., Xk una base de un álgebra de Lie no degenerativo Y de
simetŕıas de esta distribución.
supongamos que ωi(Xj) = δij y [Xi, Xj] =

∑
j C

s
ijXs, donde Cs

ij son constantes, entonces :

dωs = −1
2

∑
i,j C

s
ijωi∧ ωj

Demostración Por el teorema de frobenius existe una 1−forma γij tal que :

dws =
∑

j γsj ∧ wj
Además como Xi ∈ SymP tenemos que la 1−forma Xi(ws) = Xi(dws) se anula en vectores
de la distribución P , esto es :
Xi(dws) =

∑
j γsj(Xi)wj − γsi implica que la forma γsj se anula en vectores de P y por tanto

γij =
∑

s a
s
ij ws para algunas funciones asij ∈ C∞(M)

Asi dws =
∑

i<j a
s
ij wi ∧ wj .

Luego,tenemos que:

dws(Xi, Xj) = asij con i < j

Por otro lado:

dws(Xi, Xj) = Xi(ws(Xj)) − Xj(ws(Xi)) − ws[Xi, Xj] = −ws(
∑

t c
t
ijXt) = −csij

Por tanto asij = −csij y aśı

dws = −∑i<j c
s
ij wi ∧ wj = −1

2

∑
ij c

s
ij wi ∧ wj

�

COROLARIO 4.1 Bajo las condiciones del teorema anterior, asumamos que el álgebra Y
es conmutativa, entonces todas las formas ωi son cerradas y por consiguiente, localmente
exactas ωi = dhi para alguna función diferenciable hi estas primeras integrales pueden ser
encontradas localmente computando las integrales:

hi(a) =
∫ a
a0
ωi
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donde a0 es un punto fijo da la variedad.

En particular desde la que las ecuaciones diferenciales ordinarias son identificadas con distri-
buciones 1−dimensionales en variedades (k + 1)− dimensional el corolario anterior implica
lo siguiente

COROLARIO 4.2 si la distribución correspondiente a una ecuación diferencial ordinaria de
orden k, tiene un algebra de Lie no degenerativa conmutativa k dimensional de simetrias,
entonces esta ecuación es integrable por cuadratura.

EJEMPLO 4.4 Consideremos una ecuación de primer orden du
dx

=f(u) y asumamos que el
lado derecho de la ecuación no depende de x.
la distribución correspondiente a esta E.D.O es la distribución de Cartan C la cual es definida
en la superficie p = f(u) por la 1−forma w = du− fdx .
Luego consideremos el campo X = ∂

∂x
y notemos que este campo es tangente a la superficie

y es una simetŕıa no trivial de la dictribución C(ξ) , luego por el Teorema 4.1 y el corolario
4.2 la forma wξ/f es exacta, de hecho:

wξ/f =
1

f
(du− fdx)︸ ︷︷ ︸

(1)

= d(
∫

du
f(u)
− x)

observando (1) uno facilmente reconoce los metodos de separación de variables para resolver
ecuaciones del tipo considerado, por tanto este metodo transforma la 1−forma definiendo la
ecuación en una exacta.

El ejemplo anterior sirve para ilustrar que si X es una simetŕıa no trivial de la distribución P
dada por la 1− forma w entonces la forma fw con f = 1

w(x)
es cerrada, en este caso las hojas

de P coinciden con la superficie de nivel de la integral de estas formas. esto es (las soluciones
de esta ecuación se pueden encontrar mediante cuadratura)

EJEMPLO 4.5 consideremos la distribución como el ejemplo anterior, donde los coeficientes
de la forma

w = du + 1−cos(u)
y

dx − sen(u)
y

dy

no dependen de x , el campo X = ∂
∂x

es una simetria de P y además w(X) = (1−cos(u))
y

6= 0

Aśı X es una simetŕıa no trivial y por tanto f = 1
w(X)

= y
1−cos(u)

y

fw = dx− sen(u)
1−cos(u)

dy + y
1−cos(u)

du = d(x− ycot(u
2
))

La ecuación x− ycot(u
2
) = c , c = const define todas las hojas de la distribución excepto la

hoja {u = 0} pues la función f es indefinida en u = 0.

EJEMPLO 4.6 La ecuación de primer orden homogénea ξ
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u′ = ϕ(u
x
)

tiene la simetŕıa X = λ ∂
∂x

+ u ∂
∂u

de hecho en las coordenadas x y u la distribución de
Cartan en ξ es dada de la siguiente manera :

wξ = du− ϕ(u
x
)dx

facilmente podemos notar que X(ϕ) = 0 y X(wξ = wξ
Luego X es una simetŕıa para un factor integrate Aśı f = 1

wξ(X)
= 1

u−xϕ(u
x

)
en particular para

la ecuación del ejemplo (3.8) la cual es equivalente a la ecuación

u′ = u
3x−2u

en todos lados excepto en la recta 3x− 2 = 0 tenemos:

ϕ(ξ) = ξ
3−2ξ

f = 3x−2u
2u(x−u)

por lo tanto

w′ξ = 3x−2u
2u(x−u)

wξ = d(1
2
Ln u3

x−u

Aśı Como anteriormente, esto produce las soluciones de la ecuación en estudio:

u3

(x−u)
= c donde c = const

4.2. Teorema de Bianchi-Lie

TEOREMA 4.2 Si una distribución completamente integrable P de codimension k tiene un
algebra de Lie soluble no degenerativo k dimensional Y ⊂ symP entonces P es integrable
por cuadratura ( esto es : podemos encontrar un conjunto completo de primeras integrales
de P .

TEOREMA 4.3 si una ecuación diferencial ordinaria de orden k tiene un algebra de Lie
soluble no degenerativa k−dimensional entonces es integrable por cuadratura.

Demostración
consideremos la ecuación diferencial ordinaria de orden k

aku
(k) + ... + a1 u

(1) + a0 u = f

y sea Y un algebra de Lie soluble k−dimensional no degenerativa de simetŕıas de una distri-
bución completamente integrable P .
consideremos el subalgebra conmutador :

Y1 = [Y ,Y ] = {∑[X, Y ]/X, Y ∈ Y}

supongamos que Y(1) 6= Y y l = codim Y(1) asi podemos escoger campos basicosX1,...,Xl,...,Xn

de Y tal que:
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X1,...,Xl 6∈ Y(1) pero Xl+1,...,Xn ∈ Y(1)

luego consideremos wi con i = 1, ..., l las formas que generan la distribución P y por el
teorema de frobenius dwi = 0
sean :

H1 =
∫

Γ
w1 , ..., Hl =

∫
Γ
wl

las correspondientes primeras integrales,entonces definimos la subvariedad:

Mc = { H1 = c1 , ..., Hl = cl }

donde c1 ,...,cl ∈ Rl son constantes con respecto al conmutador Y(1) de esta manera
tenemos que:

Xi(Hj) = dHj(Xi) = wj(Xi) = 0 con i = l + 1, ..., n y j = 1, ..., l

denotemos por Pc la restriccion de P en Mc, donde Hi son las primeras integrales de Pc
ademas como P es completamente integrable por el teorema (4.1)

dωs = −1
2

∑
i,j C

s
ijωi∧ ωj

con s > l + 1
y como la forma wi se anula en Hc tenemos por el teorema de frobenius que Pc es completa-
mente integrable, de dimension n y codim = dimY(1),un cambio a lo largo de las trayectorias
de cualquier campo X ∈ Y(1) mueve las hojas de P y preserva la variedad Hc por lo tanto
tambien debe mover las hojas de Pc pues es la resctricción de P en Hc y asi Y(1) es un algebra
de simetŕıa para Pc
Mas aún Y(1) es no degenerativa pues ‖wi(Xj)‖ con i > r y j < k es la matriz unitaria. si
realizamos este procedimiento a la distribución Pc en el proximo conmutador

Y(2) = [Y(1),Y(1)]

donde Y(2) 6= Y(1) ocurre lo mismo. ademas como Y es soluble tenemos que existe un r tal
que Y(r) = 0 y obtenemos la secuencia :

Y ⊃ Y(1) ⊃ Y(2) ⊃ ...⊃ Y(r−1) ⊃ Y (r) = 0

este procedimiento muestra que podemos encontrar la secuencia completa de las primera
integrales. Mas aun la solubilidad de Y garantiza que Y es un algebra conmutativa y asi
satisface las hipotesis del colorario (4.2) y por tanto

aku
(k) + ... + a1 u

(1) + a0 u = f

es integrable por cuadratura

EJEMPLO 4.7 consideremos la ecuación de segundo orden

(u′′ − u′)u = 1
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como la variable independiente x no esta e la ecuación explicita tenemos que el campo

X1 = ∂
∂x

es una simetŕıa. por otro lado, es fácil probar que el campo

X2 = ex[ ∂
∂x

+ u ∂
∂u

+ u ∂
∂p

]

es una simetŕıa de la ecuacion diferencial en consideración.

La interpretación geómetrica de esta ecuación diferencial de dada por la hipersuperfi-
cie E en el espacio cuatro-dimensional con coordenadas x, u, p, q donde p y q son u′ y u′′

respectivamente, definida por la ecuación

(q − p)u = 1

junto con la distribución unidimensional en E dada por las formas

ω1 = du− pdx
ω2 = dp− qdx

Las funciones x, u, p pueden darse por coordenadas en E . Consideremos la matriz

M = ‖ωi(Xj)‖ =

(
−p ex(u− p)
−q ex(u− q)

)
.

la matriz inversa es de la forma

M−1 =
1

4

(
ex(u− q) −ex(u− p)

q −p

)
.

donde 4 = detM = exT con T = u(q − p).
Multiplicando M−1 por la columna que consiste en ω1 y ω2 obtenemos nuevas formas básicas
definiendo C(E)

ω′1 = 1
T

[(u− q)du− (u− p)dp] + dx
ω′2 = 1

4qdu− pdp

y por el teorema (4.1) la forma ω′1 es cerrada, además [X1, X2] = X2 .Notemos que f = T
es una primera integral de la distribución y por el teorema (4.1) la ecuación diferencial es
integrable por cuadratura.

EJEMPLO 4.8 consideremos la ecuación diferencial de segundo orden

u′′ = u′ + un − 2n+2
(n+3)2

u

donde n 6= 3 , n ∈ R .
la variable independiente x no esta en la ecuación explicta por tanto el campo
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X1 = ∂
∂x

es una simetria

por otro lado no es dificil probar que

X2 = ekx ∂
∂x

+ k+1
2
u ∂
∂u

+ (k(k+1)
2

u+ 1−k
2
p) ∂

∂p

donde k = (1−n)
(n+3)

, es una simetŕıa de la ecuación diferencial en consideración .
desde el punto de vista geómetrico esta ecuación representa una hipersuperficie E en el espacio
cuatro dimensional con coordenadas x, u, p, q donde p y q son u′ y u′′ respectivamente, definida
por la ecuación

q = p+ un − 2n+2
(n+3)2

u

junto con la distribución unidimensional en E dada por las formas

ω1 = du− pdx
ω2 = dp− qdx

Las funciones x, u, p pueden darse por coordenadas en E . Consideremos la matriz

M = ‖ωi(Xj)‖ =

( −p ekx(k+1
2
u− p)

−q ekx(k(k+1)
2

u+ 1−k
2
p− q)

)
.

la matriz inversa es de la forma

M−1 =
1

4

(
ekx(k(k+1)

2
u+ 1−k

2
p− q) −ekx(k+1

2
u− p)

q −p

)
.

donde 4 = detM = ekxT con T = −k(k+1)
2

up+ 1−k
2
p2 + k+1

2
uq.

Multiplicando M−1 por la columna que consiste en ω1 y ω2 obtenemos nuevas formas básicas
definiendo C(E)

ω′1 = 1
T

[(k(k+1)
2

u+ 1−k
2
p− q)du− (k(k+1)

2
u− p)dp] + dx

ω′2 = 1
4qdu− pdp

y por el teorema (4.1) la forma ω′1 es cerrada, además [X1, X2] = X2 .
Ahora bien, para encontrar las primeras integrales notemos que

1. ∂T
∂u

= 1−k2
2
p + (1− k)un + (k+1)2(k−1)

4
u

2. ∂T
∂p

= 1−k2
2
u− (1− k)p

por tanto, si k 6= 1 podemos escribir la forma ω′1 de la siguente manera:

ω′1 = 1
(k−1)T

(∂T
∂u
du+ ∂T

∂p
dp) + dx = 1

k−1
dln(Te(k−1)x
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aśı f = Te(k−1)x es una primera integral de la distribución. Tenga en cuenta que hemos
reducido el orden de la ecuación diferencial, ya que es equivalente a la familia de primer
orden ecuaciones de la forma

k−1
2
p2 + 1−k2

2
up + k+1

2
un+1 + (k+1)2(k−1)

8
u2 − ce(1−k)x = 0

donde c es una constante arbitraria . Vamos ahora a restringir la distribución C ( E ) a la
superficie Hc denfidas por ( 4.2 ). en esta superficie p es expresada en términos de x y u de
la siguiente manera :

p = k+1
2
u±

√
1+k
1−ku

n+1 + 2c
k−1

e(1−k)x

por lo tanto note que en Hc tenemos 4 = cex y aśı

ω′2 |Hc= −d( e
−xp2

2c
) + e−x

c
(p+ un + k2−1

4
u)du− e−x

2c
p2dx

luego por el teorema (refteorema) a partir de la demostración del Teorema 4.4 se se deduce
que esta forma es cerrada ; su integral es

g = − e−x

2c
(k+1

2
u±

√
1+k
1−ku

n+1 + 2c
k−1

e(1−k)x)2 + e−kx

k(k+1)
+ e−x

c
(u

n+1

n+1
+

(k+1)2

8
u2)± e−x

c

∫ u
0

√
1+k
1−kη

n+1 + 2c
k−1

e(1−k)xdη)

Todas las soluciones de la ecuación diferencial vienen dadas por la impĺıcita relación g = c1

, c1 = const . El teorema de Chebyshev implica que la integral g es una función elemental
siempre 2 = (n+ 1)es entero.
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