UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL “LISANDRO ALVARADO”
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA

Una aplicacién de las simetrias no triviales
“El teorema de Bianchi-Lie”.

AUTOR: BR. CELISMAR RoA
TuTOR: M.cs. Luis MORENO

BARQUISIMETO, VENEZUELA
Marzo, 2016



UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL “LISANDRO ALVARADO”
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA

Una aplicacién de las simetrias no triviales
“El teorema de Bianchi-Lie”.

AUTOR: BR. CELISMAR RoOA
TUuTOR: M.cs. Luits MORENO

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Presentado ante la ilustre
Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”
como requisito final para optar al grado de
Licenciado en Ciencias Matemaéticas.

BARQUISIMETO, VENEZUELA
Marzo, 2016



11

Dedicado, a mis padres.



III

Agradecimientos.

Le agradezco a Dios por haberme acompanado y guiado a lo largo de mi carrera, por ser
mi fortaleza en los momentos de debilidad y por brindarme una vida llena de aprendizajes,
experiencias y sobre todo felicidad.

Le doy gracias a mis padres Marfa Rincon y Merardo Roa por su apoyo incondicional, por
los valores que me han inculcado, y por haberme dado la oportunidad de tener una excelente
educacion en el transcurso de mi vida. Sobre todo por ser el mejor ejemplo seguir.

A mi tutor Luis Moreno por brindarme sus conocimientos y por todo el tiempo que me ha
dado, por sus sugerencias e ideas de las que tanto provecho he sacado, por el respaldo y la
amistad.

A Yves Nogier por su incomparable ayuda.

A mis hermanas Simonelis Roa y Meraldi Roa por siempre haberme dado su fuerza, por
llenar mi vida de alegria, amor cuando mas las he necesitado y por su apoyo incondicional.

A mi novio Carlos cestra, mi pilar y companero gracias bbe
A mi mejor he incondicional amiga Isamar Cifuente por aguantarme y por escucharme en
todo momento, por motivarme a seguir adelante en los momentos de desesperacién y sobre

todo por hacer de su familia una familia para mi.

A todas aquellas personas que de alguna u otra forma han influido en mi vida para cumplir
mis metas.



v

RESUMEN

En el campo de las matematicas, un tema de estudio muy importante es el caso de las
ecuaciones diferenciales (ED). Existen algunos tipos de ecuaciones diferenciales elementales
para las cuales se cuenta con procedimientos candnicos que permiten resolverlas y que redu-
cen las soluciones al calculo de integrales. En este caso se dice que las ecuaciones diferenciales
se resuelven por cuadraturas o por integracion.

En consecuencia la siguiente investigacion busca mostrar y desarrollar la estructura geométri-
ca de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer y segundo orden, asociando
una variedad ¢ a la ecuacién diferencial junto con un sistema diferencial D (una distribucién)
que permita interpretar las curvas integrales de D que pertenecen a la variedad como las
soluciones de la ecuacion diferencial en estudio. De este modo , las variedades integrales ma-
ximales del sistema diferencial D se pueden describir haciendo uso de la teoria de simetrias.
En consecuencia, la siguiente investigacion se enfoca en comprender y detallar la prueba del
teorema de Bianchi — Lie, el cual muestra el uso de las simetras no triviales para integrar
ecuaciones por cuadratura.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde los comienzos del calculo diferencial los matematicos han visto la necesidad de
construir conjuntos cuyos elementos fuesen funciones, como en las ecuaciones diferenciales
donde la solucion de un problema conduce a estudiar el conjunto de funciones solucién de
dicho problema y al estudio de sus propiedades.

En 1895, el matemadtico noruego Sophus Lie (1842 —1899) hace un aporte muy importante a
las matematicas en el area de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, con la con-
tribucién de nuevas lineas de estudio bajo el enfoque de dlgebra y de geometria diferencial,
Lie desarrollo la teoria de Galois de ecuaciones diferenciales de donde se origino el anélisis
de los grupos de Lie y simetrias de Lie que es de una de las mas poderosas herramientas para
encontrar la solucion general de ecuaciones diferenciales ordinarias, Lie plantea asociar una
variedad £ a la ecuacién diferencial junto con un sistema diferencial D (una distribucién)
que permita interpretar las curvas integrales de D que pertenecen a la variedad como las
soluciones de la ecuacion diferencial en estudio. Luego el matematico italiano Luigi Bianchi
(1865 — 1928) influenciado por el trabajo de sophus Lie establece que si una ecuacién dife-
rencial ordinaria de orden k posee una k-dimensional dlgebra de Lie soluble no degenerada
de simetrias, entonces ésta es integrable por cuadratura, este teorema es el famoso teorema
de Bianchi — Lie .En este trabajo nos enfocaremos en comprender y detallar la prueba de
este teorema, el cual da una condicién y un algoritmo constructivo para la integrabilidad en
cuadraturas de una distribucién , en términos de un algebra de Lie soluble de las simetrias
no triviales.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presenta el material basico que nos servird en los desarrollos de los
capitulos posteriores. Concretamente, se estudian conceptos de la geometria de contacto,
campos vectoriales , formas diferenciales, derivada de Lie, sistemas diferenciales, para una
mayor comprencion del desarrollo de la estructura geométrica de las E DO de primer y segun-
do orden, tambien estudiaremos los grupos de Lie y derivada de Lie, teorema de Frobenius
pues se pretende desarrollar en los capitulos posteriores la demostracion del teorema de
Bianchi — Lue.

Ademas trabajaremos solamente, salvo mensién de lo contrario,con variedades diferenciables
M (n — dimensional) de clase C* sin borde.

2.1. Campos vectoriales

DEFINICION 2.1 Un campo vectorial X sobre M es una aplicacién que asigna a cada punto
p de M un vector tangente X, € T,M .Asi, podemos ver el campo vectorial X a lo largo de
una curva « : [a,b] — M como una aplicacién X : [a,b] — T'M la cual levanta a o en T M,
estoes, To X = a.

W
e S

Figura 2.1: Campo vectorial

Denotaremos por X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre M.
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DEFINICION 2.2 Un campo vectorial X es llamado campo vectorial suave (C*) a lo Largo
de «a si la aplicacién X : [a,b] — TM es C™.

Sea X un campo vectorial sobre M. Para cada punto p de M, X(p) = X, es un vector
tangente a M en py, por consiguiente, es una derivacion local (en el conjunto de las funciones
diferenciables en un entorno de p ) de manera que los campos vectoriales se pueden considerar
como derivaciones sobre el algebra de las funciones diferenciables sobre la variedad.

X : C®°(M) — C=(M)
Dada por

X(f): M - R
p = X(f)(p) = Xp(f)

Esta interpretacion permite caracterizar a los campos de vectores como aquellos que trans-
forman funciones diferenciables en funciones diferenciables.

PROPOSICION 2.1 Un campo de vectores X es diferenciable si, y solo si, X(f) es una
funcion diferenciable para toda funcion diferenciable f

OBSERVACION 2.1 Si (U, z1, ..., %,,) es un sistema de coordenadas locales de M, para cada
punto p € U, X puede ser escrito como

=3l g v X0 = %00 = YN0 5 )

donde a; y A; son funciones definidas en U. Diremos que X, es de clase C* si a; € C*°(M)
para i=1,...,m.

OBSERVACION 2.2 Notemos que:
1. Si X, Y € X(M) definimos la operaciéon X + Y : C®°(M) — C*(M) por:

(X+Y)(f): M =R
(X +Y)(N)p) = Xp(f) + ()

2. 81X € X(M)y fe C®M) definimos la operaciéon fX : C®°(M) — C*(M) por:

(fX)(g9): M =R
(fX)(9)(p) = f(p)X,(9)

con las operaciones anteriores el conjunto X (M) admite estructura de médulo sobre el anillo
C>(M) de las funciones diferenciables.
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Veamos a continuacion que es posible caracterizar un campo de vectores como una deri-
vacién sobre C*°(M)

DEFINICION 2.3 Una derivacién sobre C*°(M) es una funcién D : C®(M) — C*(M)
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. (linealidad): D(af + bg) = aD(f) + bD(g), para a,b € Ry f, g € C(M).
2. (Regla de Leibnitz): D(fg) = D(f)g + fD(g).

Como una consecuencia de esta definicién, todo campo diferenciable de vectores X es una
derivacién sobre C*°(M), considerando X como una aplicacién f — X (f).

2.1.1. Flujos de campos de vectores

Comenzamos dando un nombre, posiblemente ya conocido, a las trayectorias obtenidas a
partir de un campo de vectores.

DEFINICION 2.4 Sea X un campo vectorial suave sobre M. Una curva a sobre M es un
curva integral de X si el vector velocidad &(t) € To@yM coincide con el valor de X en cada
punto, es decir,

para cada t € Dom(a).

DEFINICION 2.5 Dado p € M, se dice que a es una curva integral mazimal con a(0) = p
de un campo X si su dominio de definicién I es el mayor posible en el sentido de la inclusién.

DEFINICION 2.6 Se dice que un campo de vectores en una variedad es completo si las curvas
integrales maximales o = a(t) estan definidas para todo ¢t € R.

DEFINICION 2.7 El flujo de un campo vectorial X sobre M es una transformacién:

d:MxR =R
(p, 1) = @(p,t)= ay(t)

donde a,(t) es la curva integral maximal del campo X que en ¢ = 0 pasa por p € M.

Si en ®(p,t) p es mantenido fijo entonces ®(p,t) es justamente la curva integral a,(t),
por otro lado si se mantiene t = cnste ®(p,t) define un difeomorfismo
b M — M
p — ®(p)
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en cual envia un punto p de la variedad al punto ®;(p) que esta localizado a una distancia
paramétrica ¢ sobre la curva integral a,(t).

Si el campo vectorial X es completo las transformaciones ®; forman un grupo de trans-
formaciones de M parametrizadas por los nimeros reales llamado el grupo 1-pardmetro de

X.

PROPOSICION 2.2 El flujo ®, es un grupo local 1—paramétrico de difeomorfismos ,es decir,
®, satisface:

1. ® es la identidad

2. la ley de composicién : sean t,s € R y ®; y ®, ,con dominio ®, = {p € M/t €
(ap,by)}, D5 ={p € M/s € (cp,d,)} respectivamente , luego:

(I)t o (I)s - (I)t+s

3. existe un inverso (®;)"' = &_,

2.1.2. Corchete de Lie

Sobre X(M) definiremos una operacién binaria llamada el corchete de Lie
DEFINICION 2.8 Para X,Y € X(M) definimos
[(X,Y]: C®(M) — C*(M)
(X, Y]f = X(YVf) = Y(X[)
PROPOSICION 2.3 El corchete de Lie satisface:
1) [X,Y]=-1V,X]
2) [aX +bY,Z] = a[X, Z] + b)Y, Z]. (R — Linealidad)
3) [fX,gY] = fglX. Y]+ [(Xg)Y —g(Y /)X
4) Identidad de Jacobi

[X7 [Ya ZH + [Y> [Z? XH + [Za [X> Y“ =0

PROPOSICION 2.4 Si X, Y € X(M), entonces [X,Y] € X(M).

DEFINICION 2.9 Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial junto con una operacién bilineal
[.,.] que satisface:
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) XY =~ [V, X
2) (X, Y. Z]| + [Y, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = O
3) [aX +bY,Z] =alX, Z] + b[Y, Z]. (R — Linealidad)

El conjunto X(M) es un espacio vectorial sobre R. Una consecuencia de la proposicién anterior
es la siguiente:

PROPOSICION 2.5 X (M) con el corchete de Lie, es un algebra de Lie sobre R.

OBSERVACION 2.3 La identidad de Jacobi nos sugiere que, en general, un dlgebra de Lie
no es un algebra asociativa.

Sea ) un espacio vectorial, para efectos de notacion W < Y significa que W es un
subespacio de Y y [y, w] € W para todo w,y € w.

DEFINICION 2.10 Sea ) un algebra de Liey K < Y
diremos que K es un ideal de Y si [z,y] € K para todo z € Y y todo y € K. Es claro que
{0} y Y son ideales de Y, estos ideales se denominan ideales triviales.

DEFINICION 2.11 Sea ) un &lgebra de Lie definamos
YW = span{[z,y]/z,y € V}
Asi sucesivamente se define:
Y™ = span{lz,yl/z,y € YV}
de esta manera obtenemos la serie de derivaciones que es simplemente:
Yy=y05y0 5 y® 5

teniendo asi una cadena de ideales de ) diremos que el dlgebra de Lie Y es soluble, si existe
un n € N tal que ym =0

2.2. Formas diferenciales

DEFINICION 2.12 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con dimV = n.
Decimos que la funcién w : V¥ — R, donde

Vk:yxVx...xV

k—veces

es una k—forma si w es una aplicacion multilineal alternada en V', es decir, si verifica las
siguientes condiciones:
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1) w es multilineal, es decir, lineal en cada coordenada:
W(U1, vy QU + Wiy ooy V) = AW(V1, ooy Uy ooy V) + W(VL, ey Wy ey V)

paratodoa € Ry vy, ...,v,w; € Vytodoi=1,....k.

2) w es alternante, es decir
W(V1, ooy Uiy ooy Vs ooy Ug) = —W(V1, ooy Vg ooy Uiy o,y Upp)
para cada i,j = 1,....k y i # 7.

OBSERVACION 2.4 Escribiremos

ANOV)={w Vx..xV—>R:wesunak—forma}, k=1,2,...n
k

El conjunto A\"(V) tiene estructura de espacio vectorial definiendo:
L. (77 + W)(Ul, "'7Uk> = U(Ula ...,Uk) + w<vla "'7Uk)
2. (aw)(vy, ...y vg) = aw (vy, ..., V).

Donde vy,...,v; € Vin,w e A*(V) y a € R.

En el caso donde k£ = 1, /\l(V = V™, el espacio dual de V' y de la segunda parte de la
definicién anterior tenemos que A“(V) =0si k > n.

DEFINICION 2.13 Sean @y, ¢y, ..., ox € V*. Definimos el producto exterior de o1, pa, ..., o
por
©1 N\ o Ao N g(v1, Vg, ..., vk) = det(pi(v;))

donde v, vq,...,v, €V

OBSERVACION 2.5 El producto exterior es también llamado producto cuna. Las propie-
dades basicas de la funcién determinante nos garantizan que la transformacion dada es de
hecho multilineal y alternante. De este modo,g1 A o A ... A g € N¥(V)

Denotemos por T, M* el espacio dual de T,M. Si (xy, ..., x,) es un sistema coordenado de

M, entonces
0 0
6x1 D

g eeny 8xn

p
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es una base de T, M de donde tenemos que

{(dxl)m 3] (dxn>p}

es una base para T,M*. El elemento (dz;,), A ... A (dz;), € N T,M* serd denotado por
(dxiy N ... Ndz;, ), para ip < ... < i con i; € {1,2,...,n}. En base a esto y en virtud de la
observacion (2.5) tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.6 El conjunto B = {(dz; A ... Ndx;,),}, i1 < ... < ig, donde i; €
{1,2,...,n}, forma una base para /\k T,M*.

DEFINICION 2.14 Sea M una variedad C™. Diremos que w es una k-forma sobre M si esta
asigna w, € /\]c T,M* para cada punto p € M y w, es de clase C*° con respecto de p.

Como w, € A" T,M* tenemos que
wp  TyM x - xT,M — R

y en virtud de la proposicién (2.6), existen funciones fi, <..<;, tales que w, se puede escribir
como
Wp = Z f'LIZk (p)dxil A A dlL’Zk (21)
11 <<t

La expresion (2.1) es llamada la expresion local de la k-forma sobre M. Cuando las f; <..<;,
son diferenciables, diremos que la k-forma es diferenciable.

OBSERVACION 2.6 Usando la terminologia de fibrados, podemos definir

k k
ATM = \T,M.

peEM

El cual también es un fibrado. Notemos que A’ T,M* = T,M*. En estos términos, las k-formas
sobre M no son nada mas que secciones de A" TM* de clase C*°. Ademds Con la finalidad
de simplificar la notacién indicaremos por I a la k—upla (i1, ,ix), con i3 < -+ < Qg y
i; € {1,2,--- ,n} y escribiremos a w como

W = Z f[d.%‘[.
1

Es importante mencionar que por convenio una 0 — forma en M es una funcién diferenciable
f: M — R.

DEFINICION 2.15 Sean w y ¢ dos k — formas con w = Y, frdz; y ¢ = >, grdx; y ¢
una s — forma con ¢ = Y hydr; donde I = (iy,--- ,ix), 41 < -+ <igy J = (J1, -, Js)s
J1 < <Js

Definimos las operaciones:
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Wt =Y (fr+g)des
I
como la suma de k — formas dando como resultado otra k — forma y

wA¢:Zf1thx1Ade
1,J

como el producto exterior de una k — forma con una s — forma dando como resultado una
(k +s) — forma.

PROPOSICION 2.7 Siw es una k-forma, ¢ es una s-forma y 1 es una r-forma, entonces:

a) (WAQ)AY =wA(pA);
b) wAe=(=1kypAw;
) wA(p+y)=wAho+wA, cuando r = s.

OBSERVACION 2.7 Aunque dz; A dx; = 0 puede ocurrir el casos donde alguna forma dife-
rencial w cumpla que w A w # 0.
En efecto, si w = x1dxy A dxy + xodx3 A dxy, entonces

w AW = 2x1x2dx1 A dre A\ drs A dzy.
Ahora veremos un ejemplo clasico de gran importancia para nuestro trabajo

DEFINICION 2.16 Sea f : M — N una aplicacién diferenciable entre variedades. Definimos
la aplicacion f* : lleva k — formas en N en k — formas en M de manera tal que, si w es
una k — formaen N, p € M y vy, ...,v, € T,M, entonces:

fr(wp)(v1, o vn) = Wy (dfp(v1), . dfp (V)
Para k = 0 definimos f*(g) = g o f. Decimos que f*(w) es el pull — back de w por f.

Esta transformacién lineal cumple las siguientes propiedades:

PROPOSICION 2.8 Si f : M™ — N™ es diferenciable y w,w;,ws formas en M™ y g una
0-forma. Entonces

a) frwr +wp) = f(wr) + fH(w2)
b) fr(gw) = f*(9)f*(w)
c) frwi Aw) = f*(wi) A f*(w2)
d) (fog)w=g"(f'w)

Vamos a mostrar f* equivale a una sustitucién de variable. Tomemos a M"™ como R" y
N™ como R™.
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Sea f : R™ — R™ una aplicacién diferenciable que a cada (x1,---,z,) € R™ asocia una
(y17 e Jym) S R™ de forma

B = fl(zla"' 7$n)
Do : (2.2)
Ym = fm(a:la to 7$n>
Siw = );ardys es una k-forma en R™, Usando la proposicién anterior, tenemos que
Frw=>"fan)f (dy,) A= A f*(dys,).
I
Por otra parte,
JH(dy:)(v) = dyi(df (v)) = d(y; o f)(v) = dfi(v).
Asi
Frw=>Y ar(flxr,- an)(dfs) A Adf,).
I
donde las f; y df; son funciones de (x1,-- - ,x,). En conclusién, aplicar f* a w, es equivalente

a sustituir en w las variables y; junto con sus diferenciales dy; por las funciones de ) v dxy,
obtenidas de (2.2).

OBSERVACION 2.8 Todas estas definiciones y propiedades también son validas al restrin-
girnos a un subconjunto abierto U de M™..

DEFINICION 2.17 Siw = ), fidz; es una k — forma, definimos la diferencial exterior de
w como la siguiente (k + 1) — forma

dw = " df; Adax;
I

Veamos algunas de sus propiedades.

PROPOSICION 2.9 Sean wi,w, k-formas, w una s-forma y f una funcién diferenciable.

Entonces
w1 + we) = dwy + dws

a) d(
b) d(wi Aws) = dwy Awy + (—1)Fwi A dws
¢) d(dw) = d*w =0
d) d(f'w) = f*(dw)

Veamos las formas diferenciables desde otro punto de vista. Sea w una k-forma sobre
M. Entonces el valor de w, de w en cada punto p € M determina una forma alternante
T,M x---xT,M — R de grado k. Sobre la coleccién de todos los p, w induce una aplicacion
multilineal alternante

w:X(M)x - xX(M)— C*(M) (2.3)
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Recordando que X(M) no solo es un espacio vectorial sobre R, sino que también es un
moédulo sobre C*(M). Entonces el significado de (2.3) siendo multilineal, es que también es
lineal con respecto a la multiplicacién de campos vectoriales por funciones. Mas precisamente

~

w(Xlu"' 7fX’L+g)?Zv 7Xk) :fw(Xla )Xia"' ,Xk)‘f‘QU)(Xh aXi7”' an)

Vemos que cualquier aplicacién de la forma (2.3) con esas dos propiedades definen una
forma diferencial.

El siguiente teorema nos dard una caracterizacién de la diferencial exterior sin el uso de
la expresion local

TEOREMA 2.1 Sea w una 1 — forma diferencial sobre una variedad M y sean X y Y dos
campos diferenciales en M entonces

dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) — w([X,Y])

Demostracion: Ver [M].

2.3. Derivada de Lie

DEFINICION 2.18 Llamaremos derivada de Lie en relacién con el campo vectorial X €
X(M) al operador lineal Ly : A* TM* — A" TM* dado por

Lac(w)(Xy, -, Xi) = Xw(X1,-- X)) = Y w(Xp,-, [X, X, Xp).

i=1
Lxw es una forma diferencial.

PROPOSICION 2.10 La derivada del Lie Ly de formas diferenciales sobre una variedad M,

respecto a un campo de vectores X € X(M), verifica las siguientes propiedades para todo
a,B€QF(M), NeRy feC®M):

1. Conserva el grado de las formas: Lx(Q2*(M)) C QF(M)
2. Lx esR lineal : Lx (o + ) = Lxa + Lxf y Lx(Aa) = ALx«

Lx(a N B) = (Lxa) N + a N (Lxp)

~ W

Ly conmuta con la diferencial exterior: Ly od = d o Lx
5 Lxf=Xf

6. Lx(df) = d(Xf)
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Demostracion Ver [J].

Notemos que usando el flujo las definiciones anteriores se pueden ver de la siguiente
marena:
Supongamos que X € X(M) y consideremos a X como una asignacién de una direccién
de X, € T,M en cada punto p de M. podemos derivar a f en la direcciéon de X. Esto es
X f.Como las funciones son 0 — formas podriamos tratar de derivar a una forma diferencial
general w en la direccion de X.

Primero, entre la diferencial X f de una funcién f € C*°(M) por X y el grupo 1-paramétri-
co de transformaciones locales la relacion seria

(®:f)(p) — [(p)
t

(X/)(p) = lim

El corchete de Lie [X,Y] de campos vectoriales puede ser considerado como la derivada
de Lie de Y por X es decir LxY esto es

)Y —Y
X,Y] g 2 =Y

t—0 t

(2.5)

Asi, la derivada de Lie para formas diferenciales esta dada de la siguiente manera.

PROPOSICION 2.11 Sean X un campo vectorial sobre una variedad M de clase C*° y {®,}
el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales de M generadas por X. Entonces para
una k-forma w € /\k T M arbitraria, tenemos que

(2.6)

2.4. Sistemas diferenciales, variedades integrales

DEFINICION 2.19 Sea M una variedad C*°. Una distribucion o sistema diferencial D de
dimension r sobre M es una asignaciéon de un subespacio r-dimensional D,, de T),M en cada
punto p € M tal que D, es de clase C* con respecto a p. en otras palabras es una secciéon
del fibrado tangente de M

Ademés D, es de clase C* con respecto a p si existen Xj,---, X, campos vectoriales
definidos en una vecindad del punto p de clase C* tal que {X3,---, X,.} sea una base para
D,, en todo punto ¢ de la vecindad de p.

DEFINICION 2.20 Si X € X(M), sin singularidades, definimos D, = [X,)] para todo p € M.
La distribuciéon D es de dimension 1 y es llamado campo de direcciones.
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Figura 2.2: Campo de direcciones

EJEMPLO 2.1 Sea V C R? abierto. Consideremos la ecuacién diferencial

P(z,y,z)dr + Q(z,y,2)dy + R(x,y,2)dz = 0,
donde P, @, R € C*°(V), no nulas simultaneamente sobre V. Definimos la siguiente aplicacién
p — D, = Plano perpendicular al vector definido por v = (P,Q, R) que pasa por el punto p.
D es un sistema diferencial 2-dimensional y de clase C*°.

DEFINICION 2.21 Una subvariedad N* de M"™ es llamada variedad integral de D si D, C
T,N para cada punto p € N. Si existe una variedad integral en cada punto de M, se dice que
D es completamente integrable.

Diremos que un campo vectorial X sobre M pertenece a D si X, € PD para cualquier
punto p € M.

PROPOSICION 2.12 Sea D una distribucion sobre una variedad M de clase C*°. Si D es
completamente integrable, entonces para cualesquiera dos campos vectoriales X,Y pertene-
cientes a D, el corchete [ X,Y| también pertenece a D.

DEFINICION 2.22 Una distribucién D sobre una variedad C™ se dice involutiva, si el cor-
chete [X, Y] de dos campos vectoriales arbitrarios X e Y pertenecientes a D, también perte-
nece a D.

Podemos concluir que:
PROPOSICION 2.13 Toda distribucién completamente integrable es involutiva

TEOREMA 2.2 (Teorema de Frobenius) (via campos) Una condicién necesaria y sufi-
ciente para que una distribucién D sobre una variedad C* sea completamente integrable es
que D sea involutiva.

Demostracion Ver [M].
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PROPOSICION 2.14 Dado una distribucién D de dimensién r sobre una variedad M™ de
dimension n, existen para cada punto p € M, n — r formas diferenciales lineales linealmente
independientes w',--- ,w™™", definidas en una vecindad coordenada V del punto p, tal que

wh(X,) =0, (i=1,2,-,n—r)e X, €D, VgeV

Demostracion Ver [M].
Una familia de formas diferenciales lineales como en la proposicion anterior es llamada
una representacion local de D en p.

PROPOSICION 2.15 Sea D" una distribucién completamente integrable sobre una variedad
M", y {w',--- ,w" "} una representacién local en p € M de D", entonces existen (n — r)?
formas diferenciales lineales aé-, (j =1,---,n —r) definidas en una vecindad coordenada V'
del punto p, tal que

dwl:ij/\aé-, (l=1,2,---,n—r)
j=1

Demostracion Ver [M].
Colocaremos esta condicién de una manera equivalente méas conveniente.

LEMA 2.1 Dadas n—r formas diferenciales lineales w', - -- ,w™™ " definidas en una vecindad
coordenada V' de un punto en M. Son equivalentes las siguientes condiciones:

1. Existen (n —r)? formas o\ en V tales que
n—r
i _ i A i
dw' = Zw N
j=1
2. Parat=1,---,n—r
dw' Nwt A+ Aw™ T =0,

Ahora si podemos enunciar el Teorema de Frobenius en términos de formas.

TEOREMA 2.3 (Teorema de Frobenius) (via formas) Una distribuciéon D definida en
una variedad M con representacién local w',--- ,w™ " en una vecindad coordenada V de
p € M, es completamente integrable si y sélo si

dw' ANwt A AT =0, (t=1,---,n—r).

Demostracion Ver [M].



Capitulo 3

Geometrizacion de E.D.O

3.1. Descripcién geométrica de las E.D.O de primer or-
den. La distribucion de Cartan

En esta seccion vamos a describir la estructura geométrica de las E.D.O de primer orden,
con la finalidad de comprender las condiciones necesarias y suficientes para su integracion,
desde el punto de vista geométrico.

Para ello, comenzaremos por dar la definicién clasica de E.D.O
EJEMPLO 3.1 Para la ecuacién diferencial v’ = 2? — u? el campo correspondiente es

0 0
X:— 2 2\ 7
8x+<$ “)au

1 T T T
oo ‘b\s\\\\\\\_&f
’/y‘b\‘\.&\\\&\*‘

//‘;%\\ﬂ‘;/
B N
e
e
e N

06
04
02
0
0.2
R
0.6

08 /%E\\\\“"%/

T Ta |
1 L \. L
-1 0.5 0 0.5 1

Ahora bien, teniendo clara la definicién cldsica de E.D.O veamos como esta se puede
interpretar desde el punto de vista geométrico:
Tomemos el espacio R? con las coordenadas (z,u,p), y la superficie £ C R? dada por la
ecuacion
F(z,u,p) =0 (3.1)

15
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Sea v = f(x) una funcién. Recordemos que el grafico I'y de la funcién f(z) es la curva
(z, f(x)) en R?.

Luego, definamos 1—grafico de la funcién u = f(z) como la curva

I'}: (a,b) — R? dada por las ecuaciones

r=x,u=f(x),p=f(x)
Asf para cada solucién u = f(x) de la ecuacién (??) corresponde la curva I'}

u=f(z), p=1u = f(). (3.2)

donde la coordenada x es tomada como un parametro, es decir, la proyeccion de esta curva
al eje x es un difeomorfismo. Mas atin, las funciones u y p expresadas en términos de x no
son arbitrarias, de esta manera no cualquier curva en R? puede ser expresada como (3.2).

luego utilizando el hecho que p = f'(x), el vector tangente a la curva F} en el punto
ag = (o, ug, po) se puede expresar como :

0 0 y 0
— tPor— + 1 (%o) -
ox p”au 7 O)Gp
Este vector vive en el plano u — ug = po(z — ) , el cual es el tinico plano que contiene a
los vectores a% + poa% + (xo)a% y a% + poa%, en otras palabras, pertenecen al Kernel de la
1-forma en el punto a dada por

w = du — pdx (3.3)

Reciprocamente, una curva en R? proyectada de manera difeomorfa al eje x y que es curva
integral de la 1-forma w tiene la expresion (3.2).

La distribucién 2-dimensional dada por la 1-forma (3.3) es la estructura geométrica que
distingue de una manera natural las clases de curvas que corresponden a las soluciones de
EDO de primer orden. Esta distribucién es llamada distribucion de Cartan y es denotada
por C.
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Figura 3.1: distribucién de Cartan en R3

DEFINICION 3.1 Una ecuacién diferencial ordinaria es una superficie & en el espacio de
E.D.O de primer orden.

Mediante la distribucién de Cartan, las soluciones de una ecuacién diferencial ¢ € R3
pueden ser interpretadas como curvas integrales de la distribucién C que pertenecen a la
superficie £ y que se proyecta al eje x sin degeneracion.

OBSERVACION 3.1 Un l-gréfico es una curva integral de la distribucién de Cartan, pero
En general una curva integral de la distribucion de Cartan no es un 1—gréafico.

Por ejemplo, la recta vertical x = 0, u = 0, p =t es una curva integral de C pero se proyecta
a un punto en R? entonces no es un 1—grafico
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Figura 3.2: la recta negra es tangente a la distribucién de cartan pero no es un 1-grafico

veamos mediante el teorema (2.3) que la distribucién de Cartan no es completamente
integrable.
En efecto. Calculemos la 2-forma dw

dw = d(du — pdz) = d*u — (dp A dz + pd*z) = dx A dp.
Consideremos la 1-forma v = adx + bdu + cdp y vemos que
vy Aw = bpdx A du + cpdzx N dp + adx N\ du — cdu A dp.

Para que C sea completamente integrable, se debe cumplir que dw = vy A w, lo cual da lugar
a un sistema inconsistente.

Por lo tanto C no es completamente integrable.

Luego, tenemos que las variedades integrales maximales de la distribucién de Cartan son
1-dimensional y asi , el conjunto de puntos donde el plano de la distribucién de Cartan es
tangente a la superficie ¢ es un subconjunto cerrado nunca denso de &. Estos puntos los
llamaremos puntos singulares. Asi, el conjunto de puntos no-singulares de la superficie £ es
abierto y denso en todas partes.

Para encontrar los puntos singulares de la ecuacién en estudio, basta con analizar la
condicién de que el diferencial dF' y la forma w son colineales en ese punto, mas precisamente

dF Nw=0 & (%—I;d:ﬂ+g—5du+%—idp)A(du—pd9€):0

< (p§h + 55)de Adu+ pGda Adp + Godp Adu =0
& SL4pif=0, =0
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Es decir, esta condicion se puede escribir como las relaciones

oF n or or 0
or  Pou " op

DEFINICION 3.2 Una solucién generalizada de una ecuacién diferencial ¢ C R? es una
curva tal que: es una curva integral de la distribuciéon de Cartan y pertenece a &.

DEFINICION 3.3 Sea a € £ un punto no-singular, definimos la distribucién 1-dimen- sional
a— L, ="T,6NC,, donde T, € es el plano tangente a € en a y C, es el plano determinado por
la distribucién de Cartan en el punto a. Esta distribucion es llamada campo de direcciones y
es denotada por C(§).

Figura 3.3: Campo de direcciones y soluciones generalizadas

PROPOSICION 3.1 Una curva I' es una curva integral para el campo de direcciones C(§) si
y solo si es una curva integral de la distribucién C y vive en & (con la excepcion del conjunto
de puntos singulares).

por medio de esta proposicion podemos ver que las soluciones de la ecuacién & son las
curvas integrales del campo de direcciones C(€) proyectadas al eje = sin degeneracion.

EJEMPLO 3.2 Consideremos las ecuaciones

w—ut+z = 0
3ulp—p+1 = 0.

Las curvas dadas por este sistema de ecuaciones viven sobre la superficie determinada por
(3x — 2u)p = w y son curvas integrales de la distribucién de Cartan, pero estas soluciones
no son de la forma (3.2). Esta curvas son soluciones multivaluadas de la ecuacién diferencial
(3x — 2u)u’ = u. Més adelante mostraremos estos cédlculos.
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EJEMPLO 3.3 Estudiemos la siguiente ecuacién diferencial

du\? 9
— =1.
(dx) +u

Desde el punto de vista geométrico esta ecuacion representa un cilindro £ en el espacio
R? con coordenadas x,u, p donde p = Z—Z, es decir, p? + u? = 1. Consideremos el sistema de
coordenadas (z,¢) sobre £, donde ¢ esta determinado por

u=sen(p),  p=cos(p).
Si restringimos la distribucion C a £ obtenemos
wle = we = d(sen(y)) — cos(¢)da
= cos(p)dp — cos(p)dz = cos(p)d(p — x)

Nuestro interes es saber cuales son los puntos sobre la superficie donde los vectores tangentes
anulan a la 1-forma w, es decir,

we =0 < cos(p)d(p—x)=0
& cos(p) =0 6 dlp—z)=0
& o=02k+1)F 6 p=x+C, keZ,CeR.

Luego cuando ¢ = (2k 4 1)F tenemos los puntos singulares de la ecuacién diferencial, para
la cual las soluciones singulares son u = £1 que corresponden a la s envolventes para las
soluciones en los puntos no-singulares. Por otra parte, las curvas integrales de la distribucion
C(&) son las hélices circulares ¢ = x + C.

Estas curvas se proyectan sin degeneracion al eje x y dan lugar a las soluciones usuales.
En este caso, podemos dar la solucién de manera explicita colocando ¢ en términos de u, es
decir,

u = sen(z + C), CeR

Figura 3.4: Las soluciones generalizadas y soluciones clasicas, las rectas son soluciones singu-
lares
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3.2. E.D.O. de segundo orden

Consideremos la ecuacion diferencial

du d*u

F _— ) =
(z,u, dx’ diL‘2)

la cual puede ser interpretada como una hipersuperficie en el espacio R* con coordena-
das z,u,p1,pe definida por F(z,u,p;,ps) = 0. Ahora bien Consideremos la distribucién

2-dimensional
wy = du— pidx

3.4
wy = dp; — podx ( )

Cuando p, = 0 obtenemos la Distribucién de Cartan definida anteriormente. Siguiendo la
misma notacién, llamaremos a esta también Distribucion de Cartan y la seguiremos deno-
tando por C.

Al considerar una funcién de la forma u = f(x). El grafico de f y sus 2 primeras derivadas
es una curva en R*

du d*u
F?‘ ={(z,u,p1,p2) € R*/u= f(x),p1 = —,pp = —

dx’ dx?

si y solo si esta se proyecta al eje x sin degeneracién. En efecto, las formas (3.4) restringidas
a ch se anulan, asi I’} es curva integral de C. Por otro lado, sea I' una curva en R* la
cual se puede proyectar al eje x sin degeneracidn, es decir, se puede escribir como I'(z) =
(x,a1(x),as(x),az(x)). Por ser I una curva integral de C, tenemos que a;(z) = agi_l)(x), P =
2,3, es decir, T' es como T'}.

Como ya se vio anteriormente, la restriccion C(£) de la distribucién 2-dimensional £ sobre
R* sera 1-dimensional en todos sus puntos excepto en los singulares, asi esta distribucién
estard generada por un campo vectorial. Describamos este campo.

Sea Y = aZ + boa% + bla%l + bgaim. Como Y € CE), obtenemos que wy(Y) = 0y
w1(Y) = 0, luego by = pra y by = pea. Por otro lado en cada punto p € £ no singular, el
vector VF es normal a £, por tanto VF(p) - Y, = 0. Asi obtenemos la siguiente condicién

oF n oF n oF b OF 0
a —_— — —_— —_—
ar | Play P2 op * Ops ’
la cual se puede satisfacer facilmente haciendo
OF b OF n OF n OF
a=——=— = — — -
opy’ KT r TP, TP op1

Luego nuestro campo vectorial queda de la siguiente manera

Y—_a_F 24_ 2_’_ i + a_F_|_ a_F_|_ a_F i
E Ops \ Oz plau p2(9p1 ox P ou p28p1 Opa

Este campo vectorial es llamado Campo Caracteristico.
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EJEMPLO 3.4 Para una E.D.O. de primer orden de la forma F(x,u,p) = 0, el campo
vendria dado por la expresion

OF (0 s, OF  OF\ 0
= (24,4 CASCai Ba .
r dp (8x +p6’u> N <3x +p8u) p’ (8:5)

y si la E.D.O se puede expresar de la forma F(x,u,p) = f(x,u) — p, el campo seria

(0 0 af af\ o
Yr = (% —i—p%) + <% —i—p%) a_p (36)
que al proyectarlo al plano z,u nos queda nuestro conocido campo
0 0

Notemos que las curvas integrales para este campo son determinadas por el sistemas de
ecuaciones

{x’(t) =1
u'(t) = f((t), ult)).

EJEMPLO 3.5 Consideremos la E.D.O. (3x—2u)u’ = u, es decir, F(z,u,p) = (3z—2u)p—u.
Apliquemos la férmula (3.5).

Yr = (2u—3x) (,8% +p2) + (2p —pz)a%
(2u — 3x)p8% +(2p — pQ)a%
(2u —32) &% — ug, + (2p — p*) 5,
Tomando x,u como coordenadas sobre &, las trayectorias del campo Y estan determinadas
por el sistema

{x’(t) = 2u—3zx

u(t) = —u

cuya solucién es x(t) = Cre™ 4 Coe™
' U’(t) = C'le_t.

Asi, la solucién de la ecuacién diferencial estd dada por = u + Cu?, donde C' € R
Ademas, en el punto singular (0,0, 0) de la ecuacién, no es valido el teorema de unicidad
de soluciones de E.D.O.
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EJEMPLO 3.6 Consideremos la E.D.O. v — 3u’ — 18u = 0, es decir, F(x,u,p;,ps) =
pa — 3p1 — 18p.Aplicando la ecuacién (3.6) y procediendo de manera andloga al ejemplo
anterior tenemos que

0 0

0
Yp=—— — 1
F B ]91a -irpza 0 + (3p2 8]91)8 s

Tomando los valores x, u, p; como las coordenadas sobre &, las trayectorias del campo Yp
estan determinadas por el sistema

() = —1 z(t) = —t+C)
w'(t) = —p; cuya solucién es u(t) = Ste S+ SQQ e — Cst + Cy
pi(t) = —po p(t) = Se - 2e¥ 4 (04

Al proyectar estas trayectorias al plano z,u, la solucion de la ecuacion diferencial esta
dada por Ae% + Be™3% donde A, B € R.

3.3. Simetrias

DEFINICION 3.4 Un difeomorfismo ¢ : M — M es llamado una simetria (finita) de la
distribucién P, si esta preserva a la distribucion, es decir, p.(P,) C P, para todo a € M.

EJEMPLO 3.7 La distribucién de Cartan sobre R? dada por w = du— pdz es invariante bajo
traslaciones a lo largo de los ejes = y u, es decir, el difeomorfismo ¢(z,u,p) = (z+a,u+0b,p)
es una simetria para todo a,b € R. En efecto,

e*(w) = d(u+b)—pd(z+a)
= du— pdx = w.

OBSERVACION 3.2 Denotaremos por SymP al conjunto formado por todas las simetrias
de la distribucién P. Si ¢, € SymP, entonces ¢ o) € SymP, més atin, o~ € SymP. Asi,
SymP es una grupo con respecto a la composicion.
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OBSERVACION 3.3 Denotaremos por PD el C*®(M)—Mdédulo de campos vectoriales X
tales que X, € P,, para todo a € M.

Ahora, supongamos que la distribucion P es determinada localmente por los campos
vectoriales Xy, -+, X,.. Si ¢ € SymP, entonces

(p*(XZ):ZI’LUX]7 7::17... N
j=1

donde Wij € COO(M)

Ahora bien, Expresemos esta condicién en términos de formas.
PROPOSICION 3.2 Sean wy, -+ ,w,_, las 1-formas que determinan a la distribucién P
DEMOSTRACION 1 Supongamos que ¢ € SymP, luego

P (w)(Xy) = wilpe(X)) = wi(They s Xo)
= D ke Hjrwi(Xy) = 0.

Asi o*(w;) pertenece al ideal de P el cual es denotado por Z(P). Por tanto, existen funciones
Aij € C(M) tal que

o*(wi) =Y Aijwy. (3.7)
j=1
Ahora, supongamos que (3.7) se cumple, entonces

wi(p«(X;5)) = @ (wi)(X;)
= Yo Ajwi(X;) = 0.

Asi, ¢.(X;) € PD y por tanto ¢ es una simetria.

luego con estas propiedades podemos notar lo siguiente.

Sean ¢ € SymP y wy, -+ ,w,_, las 1-formas que determinan a la distribucién P. Supon-

gamos que (z1,- - ,x,) son coordenadas locales de M. Luego, w; = Z?Zl wi;dx;.

Como ¢ € SymP, por la proposicion anterior

" (wi) = f1 ik Wi
= Zk,j )\ikwkjdxj.

coni=1,...n—ryj=1,..,n Por otra parte,
r(w) = ¢ (S wida)

= D i Wij o pd(p;)
= Zj,s w;; © cpaa—fgdxs.
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Luego,
O
Z Wij; © gpa—i]d.ﬁs = Z /\,;kwkjdxj.
S kl,j

3,8

Asi, obtenemos las ecuaciones no lineales de Lie
Op

El problema de resolver (3.8) no es tan sencillo, de echo puede que no sea mas facil que el
problema de encontrar variedades integrales de la distribucién en consideracion.
por lo que veremos esto desde otro punto de vista.

DEFINICION 3.5 Un campo vectorial X se dice que es una simetria infinitesimal de la
distribucién P, si el flujo A; generado por X consiste de simetrias finitas. esto es :

(A0)+(P(a)) C P(Awa)
Denotaremos por Dp el conjunto de todas las simetrias infinitesimales de la distribucién P.

TEOREMA 3.1 Sea P una distribucion sobre M. Las siguientes condiciones son equivalentes
i) X € Dp.

ii) Si, Xi,---, X, son campos vectoriales generando a P, entonces existen funciones diferen-
ciables p;; tales que

X, X3 =) i X;
=1

iii) Si, wy, - ,w,_, son l-formas generando a P, entonces existen funciones diferenciables
Aij tales que

LX(wz) = Z )\Z’j’w]'
j=1

DEMOSTRACION 2 i) = ii). Sean X € Dp y A, el flujo generado por X. Cada A; preserva
la distribucién P para todo t € R, es decir, si X; € PD, entonces (A;).(X;) € PD. Més
precisamente, existen funciones diferenciables a;;(t) tales que

(Ap)«(Xy) = Z%’(t)Xj~

Derivando esta expresion con respecto a t en t = 0, tenemos

d

dt

(40.(X) =3 4

J

(1) X = — Z i (1) X

t=0 t=0
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donde yu;;(f) = — %‘t:o a;(t).
Por otra parte
A« (X;) = lmy g w

‘ (
dt |t=0

Asi, obtenemos que
X, X3 =) i X;
j=1

i1) = i11). Notemos que

Lx(wi)(X;) = X(wi(X;)) —wi([X, Xj])
= —wi(D oy 1jnXr)

Asi, obtenemos que Ly (w;) € Z(P) y por tanto, existen funciones diferenciables \;; tales que
Lx(wz) = Z )\ijwj.
j=1

i11) = 1). Veamos primero que X = %L:o (A7).
Seanpe My feC®M).

X,(f) = limy o LARII@ 009 4)
lim, o 2DE-4())

ltmy0 2745 (f)(p) = L], (AD()(p).

im0 47 ()
AL w)
iy AT (A7 (W)
A%, (il o, 41 (0)

= Al(X(w) = 4]_ A(w).

X(w) =

t

a|a|a

Consideremos la (n-r+1)-forma dependiente del parametro ¢

Ya que Aj(w;) = w;, tenemos que €2;(0) =0

Notemos que €;(t) = 0, para todo ¢.
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En efecto,

L ) = L] Arw) Awi A A w,

A:(X(wl>) ANwy A-e N Wpy

AT QI Njwg) ANwr A Ay, X (w) = Ly (w)
Z;Zf Nij A (wi) Nwy A -+ A wy—y

> i1 i€ (s)-

De esta manera vemos que 2;(¢) es solucién del sistema lineal homogéneo de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones iniciales €2;(0) = 0, por tanto €;(t) = 0.

Asi, A} (w;) es combinacién lineal de wy, - - - , w,_, para todo t, es decir, A; es una simetria
de la distribucién P.

O

Este teorema nos permite describir de manera local las condiciones para que un campo
vectorial X sea una simetria infinitesimal de la distribucién P.

Consideremos sobre M las coordenadas locales (z1,---,x,), un campo vectorial X =
i 0 . . . 1% _ n
> X'5. ylas I-formas wy, - -+, wy—, que determinan la distribucién P, donde w; = 37, wi;dz;.
Ahora,

Lo () = o () (5.2
B <Z]~ Xj@%-) (2ok wradwy, (ais>) — <[Zj X 307 ais])
= > Xj%wsi — D Wi <Xj[%v a?:s] - %%)
= T Xt T, 5w ()
= X+ 5, 8 S o ()
=3, Xj%wsi + 30, Ewy

Por tanto,

-0 0X7
Lx(wl) = Z (Xjﬁl»-wSi + O U}ij) des.

; J

js
Utilizando la condicién (iii) del teorema anterior , la 1-forma Ly(w;) la podemos escribir
como Y, \;jw;, de donde obtenemos

-0 ¢
Z (X] axthi + O wi]‘) = Z )\ijsz (39)
B S J

j J

el cual es llamado sistema de ecuaciones lineales de Lie correspondientes al sistema de ecua-
ciones no-lineales de Lie (3.8).

OBSERVACION 3.4 A partir de aqui, utilizaremos la palabra simetria para referirnos a las
simetrias infinitesimales a menos que se indique lo contrario
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COROLARIO 3.1 El conjunto SymP es un R-algebra con respecto al conmutador de campos
vectoriales

DEMOSTRACION 3 queremos probar las siguientes afirmaciones:
1. XY € Sym(P) = X + Y € Sym(P)
2. X € Sym(P),A € R = AX € Sym(P)
3. X, Y € Sym(P) = [X,Y] € Sym(P).

las cuales se prueban facilmente con la propiedad iii) del teorema (3.1) y propiedades de la de-
rivada de Lie.

EJEMPLO 3.8 supongamos que tenemos un campo vectorial Y y consideramos el campo de
direcciones generado por Y, el cual es una distribucién 1-dimensional. En virtud del teorema
3.1 las simetrias de la distribucién son campos X tales que tales que [X,Y] = AY, para
alguna funcion \. En efecto consideremos el campo vectorial Y = % de la esfera con las

coordenadas gedgraficas ¢ y € y tomemos un campo X = « % + B % y calculemos [ X, Y]
0

- _q. 2 _ 9
N . acp 89 /Bcp‘ aLp ' . . . . . .

Asi, X es una simetria, si a, = 0. Luego las simetrias de la distribucién en estudio son los
campos de la forma X = « % + B %, donde (8 es una funcién arbitraria sobre la esfera y «

es funcién constante sobre los paralelos.

— = S
_— il - o

Figura 3.5:

EJEMPLO 3.9 En este ejemplo discutiremos la estructura local del dlgebra de simetrias de
una distribuciéon completamente integrable, es claro que para cualquier distribucion P com-
pletamente integrable. Existe un sistema de coordenadas especiales, llamadas coordenadas
slices de M tal que P es dado por la base

9, 9,

Xi=—\ ... XT: .
! 81’17 ’ 8.737«
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Sea X = > | X'-2 una simetrfa de P, entonces
- -

(X, Xi] = YialXg ,Xl]
_ ox7
- Z] 1 Oz 83?]
Asi, la condicién de que [X, X;] € PD es equivalente a que =0,i>r>j.

En este caso, el campo X se puede descomponer de la 81gu1ente manera

X = ZXZ +ZXZ —XL+XT

i<r

donde X, es la componente longitudinal y X1 es la componente transversal del campo X. En
estos términos, el campo X es una simetria de la distribuciéon completamente integrable P, si
los coeficientes de la componente transversal del campo X son constantes en cada variedad
integrable de dimensién maxima.

//'

=
prass S8

o
A
Figura 3.6:

EJEMPLO 3.10 Encontremos las simetrias de la distribucién de Cartan C en R?. Recorde-
mos que w = du — pdr determina a nuestra distribucién. Sea

0 0 0

una simetria de C. Utilizando la férmula (3.9), obtenemos
Lx(w) = (by — pa, — ¢)dx + (b, — pay)du + (b, — pa,)dp. (3.11)
En efecto: 5 5
Lx(w)(z) = (ag Gy boe + Cop
- ( oz + baau + Coap
= —c—(du—pdx [a§+ +caap,86x]))
= —C—= (du - pdl’ [aaaxa 393] [baaua ax] + [0%7 %]))
= (du—pdm(ama‘i —b, 2 8))

z Ju —Cu Op

((du — pdz) (L)) — (du — pdz([X, £]))
L) (—p) — (du—pdx([X75%]))

/\/‘\

= —c—pa, +b,

Andlogamente calculamos a Ly (w)(Z) v Lx (w)(a%) y asi obtenemos (3.11).
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Utilizando la parte iii) del teorema (3.1), tenemos que existe una funcién A tal que
n—r .
Lx(w;) = > 252) Aijw; , es decir:

by —pa, —c = —\p
b, —pa, = A\
b, —pa, = 0.
De donde podemos deducir que
_ _ 2
{ ¢ = by + pby — pa, — p’a, (3.12)
b, = pa,.

Este sistema nos dice que las simetrias de la distribucién C son campos vectoriales de la forma
(3.10) tales que a,b y ¢ son funciones arbitrarias relacionadas por (3.12). Consideremos la
funcion f = b — pa. Luego

a = —f
= f - pf P

Asi, una simetria infinitesimal de la distribucién de Cartan en R?, est4 dada por
0 0 0
de donde observamos que que el campo caracteristico Yz en (3.5) es una simetria infinitesimal

de la distribucién C ya que al tomar f(x,u,p) = F(x,u,p) = 0 obtenemos la misma expresién.

Sea X una simetria de una distribucién P y sea A; el flujo correspondiente a lo largo
de X, A;(N) es una variedad integral de P para cualquier variedad integral N esto refleja
la principal propiedad de las simetrias: el grupo de transformaciones 1—paramétrico de P
generado por simetrias actia sobre el cojunto de variedades integrales. Sin embargo, existe
una clase muy distinguida de simetrias que transforman cada variedad integral maximal en
si misma, las cuales definiremos a continuacion

DEFINICION 3.6 Sea P una distribucién. Llamaremos simetrias caracteristicas o simetria
trivial de la distribucién Py lo denotaremos por Char(P), a los elementos del conjunto

Char(P) = DpN PD.
Las simetrias que no pertenecen a PD son llamadas no triviales.

COROLARIO 3.2 1. Char(P) es un ideal del dlgebra de Lie Sym(P)
2. Char(P) es un C*°(M)— médulo:

Demostracion Ver [AV]
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PROPOSICION 3.3 Una simetria caracteristicas de la distribucién P es tangente a cada
variedad integral maximal de P

COROLARIO 3.3 El conjunto CharP consiste en campos de vectores tangentes a la distri-
bucion

Notemos que CharP es subconjunto del algebra Dp y es un ideal de Dp lo que da pie a la
siguiente definicién:

DEFINICION 3.7 Llamaremos algebra de Lie de las simetrias no triviales al cociente del
algebra de Lie
symP = D, /CharP,

los elementos de sym P son llamados simetrias barajando a P ,el termino simetrias barajando
en el sentido geométrico se puede explicar de la siguiente manera : denotemos por Sol(P) el
conjunto de todas las variedades integrales maximales de P, entonces cualquier simetria X €
SymP genera un flujo sobre Sol(P) y como hemos visto, las simetrias caracteristicas generan
flujos triviales, por otra parte si consideramos dos simetrias X, Y € SymP la diferencia X —Y
€ CharP entonces los flujos correspondientes en Sol(P) son los mismos.

EJEMPLO 3.11 Sea la distribucién P en el plano R?* —{0} con coordenadas z,y dadas por
w = zdr + ydy
las variedades integrales de esta distribucién son circulos #? + y? = const , el campo vectorial:

Xz—ya%ﬂan%

genera simetrias caracteristicas y es un médulo sobre R? —{0}
las clases de simetrias

_ g Q . ’ « . .
Y=uz5+y 5y € una simetria no trivial barajando P



Capitulo 4

Aplicaciones de simetrias

En los capitulos anteriores vimos que las soluciones de una E.D.O se pueden interpretar
mediante la distribucién de Cartan, como curvas integrales de dicha distribucién que se pro-
yectan al eje x sin degeneracion , por lo que primer aspecto de las aplicaciones de las simetrias
no triviales, a tratar, es como ellas distorcionan una solucién de la ecuacién diferencial a lo
largo de las trayectorias del campo, generando asi todas las soluciones de dicha ecuacién
diferencial.

Sea X una simetria de la distribuciéon P y A; el flujo correspondiente, dada una variedad
integral L de la distribucién P podemos construir la familia entera A;(L) de tales variedades.

EJEMPLO 4.1 consideremos la ecuacién (3z — 2u)u’ = u , el campo X = u*Z escrito en

coordenadas locales (z,u) en £ conmuta con el campo caracteristico Yz restricto a la superficie
¢ pues [X, Y] =0.

Asi X es una simetria de la distribucién 1—dimensional C () en €.

Tomemos una solucién L = {u = z} de la ecuacién (3x — 2u)u’ = w.

Los cambios de esta solucion a lo largo de las trayectorias del campo X generan todas las
soluciones de la ecuacién (excepto para el cero)

de hecho los cambios de estas soluciones a lo largo de las trayectorias del campo X en el
tiempo vienen dadas de la siguiente manera :

T = uit— g
U = U

A partir de estas ecuaciones deducimos que la imagen de la recta L = {u = x} es la curva
Ay(L) = {z = tu® + u}

32
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)
X L
(X0 1Uo)
0
7 <
Figura 4.1:

4.1. Integracién de ecuaciones por cuadratura

El segundo aspecto de las aplicaciones de las simetrias no triviales al que queremos ha-
cer referencia es la integracién de ecuaciones por cuadratura. El punto es que si para una
distribucién completamente integrable conocemos un algebra de Lie soluble de las simetrias
no triviales cuya dimension es igual a la codimension de la distribucion, entonces podemos
hallar las variedades integrales de esta distribucion mediante cuadraturas.

Antes de describir este procedimiento daremos la siguiente definicién:

DEFINICION 4.1 Una funcién f € C*°(M) es llamada primera integral de la distribucién
P si X(f) = 0 para cualquier X € PD.

OBSERVACION 4.1 Si f es una primera integral de la distribucién P, entonces esta es
constante en cada variedad integral de la distribucion P, o en otras palabras, cada variedad
integral de P esta contenida en una superficie de nivel {f = ¢} de la primera integral.

EJEMPLO 4.2 Encontremos las primeras integrales del ejemplo(3.8)
en este ejemplo el campo viene dado por X = % donde ¢ es la coordenada acimutal de la
esfera como lo muestra la figura
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Figura 4.2:

Luego como la esfera es una variedad integral tenemos por la observacion anterior que las

primeras integrales del campo X = % son funciones constantes en los paralelos de la esfera.

Este ejemplo es facil de generalizar en el caso de una distribucién 1—dimensional arbitraria.

Las primeras integrales de una distribucién completamente integrable dada localmente por
los campos:

X =2, ..X =2

oz

son dadas de la siguente manera (X1, ..., X,) donde f es una funcién arbitraria.

EJEMPLO 4.3 La distribucién de Cartan no posee primeras integrales no triviales
en efecto, consideremos el ejemplo (3.10) y encontremos sus primeras integrales.

En este ejemplo la distribucion a tratar es la distribuciéon de Cartan la cual viene dada por
w = du — pdx, supongamos que f es una primera integral de esta distribucién.

A demas sabemos que los campos X = a% yY = a% + pa% estan contenidos en la distribucion
de Cartan. Asi, Xy Y € PD, luego de la definicién de primera integral tenemos que X(f) =
0y Y(f) =0estoes: g_i :g—i + pg—{b = 0 Luego ésta ecuacion tiene sentido siempre y cuando

f sea constante, por tanto la distribucion de Cartan no posee primeras integrales no triviales.

DEFINICION 4.2 Un subespacio lineal Y C symP es denominado no degenerativo si para
algin punto x € M y algin campo X € Y

X, €eP, & X=0

Seax € My Y, = {X,/X € Y} si el subespacio es no degenerativo entonces por la
definicién anterior tenemos :
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dim) = dim), < codimP

Sean wy,..., wy representantes locales de la distribucion P y Xi, ..., X; una base del subes-
pacio no degenerativo Y C symP, es evidente que | < k y la matriz || w;(X;) || tiene rango !
en algun punto de la variedad M si | = k entonces det || w;(X;) || = 0, podemos elegir otro
conjunto de formas que definen la distribuciéon P.

Sean wi,..., wj, tal que w}(X;) = J;; para esto es suficiente multiplicar la columna (wy, ..., wy)"
por la matriz inversa de || w;(X;) || , asumamos que el espacio ) es cerrado con respecto a la
conmuacion, entonces tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 4.1 Sea P una distribucion completamente integrable definida por el conjunto
de 1—formas wy, ...,wy y sea Xi, ..., X, una base de un algebra de Lie no degenerativo Y de
simetrias de esta distribucion.

supongamos que w;(X;) = d;; y [Xi, Xj] = >, CF;Xs, donde Cy; son constantes, entonces :

_ _1 S . .
dws - p) ZZJ wal/\ Wy
Demostraciéon Por el teorema de frobenius existe una 1—forma +;; tal que :

dws = Zj Vsj N\ Wj

Ademads como X; € SymP tenemos que la 1—forma X;(ws) = X;(dws) se anula en vectores
de la distribucién P, esto es :

Xi(dws) =, 7sj(Xi)w; — 75 implica que la forma ~4; se anula en vectores de Py por tanto
Yij = D, Gf; ws para algunas funciones aj; € C°(M)

Ast dws = )7, i af; wi A w; .

Luego,tenemos que:

dws(X;, Xj) = aj; con i < j
Por otro lado:

dw(Xi, X;) = Xi(ws(X;)) — Xj(ws(Xe)) — ws[ X, Xj] = —ws (3, ¢ Xa) = —c;

ij
Por tanto aj; = —c¢j; y asi

- _ S ap: = 1 S s .

0

COROLARIO 4.1 Bajo las condiciones del teorema anterior, asumamos que el algebra )
es conmutativa, entonces todas las formas w; son cerradas y por consiguiente, localmente
exactas w; = dh; para alguna funcion diferenciable h; estas primeras integrales pueden ser
encontradas localmente computando las integrales:

hl(a) = (¢ Wi

ao
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donde ag es un punto fijo da la variedad.

En particular desde la que las ecuaciones diferenciales ordinarias son identificadas con distri-
buciones 1—dimensionales en variedades (k + 1)— dimensional el corolario anterior implica
lo siguiente

COROLARIO 4.2 si la distribucién correspondiente a una ecuacion diferencial ordinaria de
orden k, tiene un algebra de Lie no degenerativa conmutativa k dimensional de simetrias,
entonces esta ecuacion es integrable por cuadratura.

EJEMPLO 4.4 Consideremos una ecuacién de primer orden 2“=f(u) y asumamos que el
lado derecho de la ecuacién no depende de x.

la distribucion correspondiente a esta E.D.O es la distribucién de Cartan C la cual es definida
en la superficie p = f(u) por la 1—forma w = du — fdz .

Luego consideremos el campo X = a% y notemos que este campo es tangente a la superficie
y es una simetria no trivial de la dictribucién C(€) , luego por el Teorema 4.1 y el corolario
4.2 la forma we/; es exacta, de hecho:

1
we/p = f(du—fdx ) = d( ff(u )
1)

observando (1) uno facilmente reconoce los metodos de separacién de variables para resolver
ecuaciones del tipo considerado, por tanto este metodo transforma la 1—forma definiendo la
ecuacion en una exacta.

El ejemplo anterior sirve para ilustrar que si X es una simetria no trivial de la distribucién P
dada por la 1— forma w entonces la forma fw con f = ( j es cerrada, en este caso las hojas

de P coinciden con la superficie de nivel de la integral de estas formas. esto es (las soluciones
de esta ecuacién se pueden encontrar mediante cuadratura)

EJEMPLO 4.5 consideremos la distribucion como el ejemplo anterior, donde los coeficientes
de la forma

w = du + 1— cos(u)dx N sezl/(u) dy

no dependen de x , el campo X = a% es una simetria de P y ademds w(X) = % #0
Asi X es una simetria no trivial y por tanto f = w(lx) = 1_Cgs(u) y

fw:dx— sen(u) dy+

1—cos(u)

—L—du = d(x — ycot(3))

1- cos(u

La ecuacién x — ycot(5) = ¢ , ¢ = const define todas las hojas de la distribucién excepto la
hoja {u = 0} pues la funcién f es indefinida en u = 0.

EJEMPLO 4.6 La ecuacién de primer orden homogénea &
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u = p(%)

tiene la simetria X = )\8% + u% de hecho en las coordenadas x y u la distribucion de

Cartan en £ es dada de la siguiente manera :
we = du — p(%)dw

facilmente podemos notar que X (¢) =0y X (we = wg
Luego X es una simetria para un factor integrate Asi f =

ws%X) - u—$ip(£) en particular para

la ecuacion del ejemplo (3.8) la cual es equivalente a la ecuacion

I u
U = 39,

en todos lados excepto en la recta 3x — 2 = 0 tenemos:

_ _¢£ _ 3xz—2u
()0(6) T o3-2¢ f T 2u(z—u)

por lo tanto

/. 3x—2u _ 1 ud
We = 2u(z—u) We = d(Ean

Asi Como anteriormente, esto produce las soluciones de la ecuacion en estudio:

(;”_3”) = c donde ¢ = const

4.2. Teorema de Bianchi-Lie

TEOREMA 4.2 Si una distribucion completamente integrable P de codimension k tiene un
algebra de Lie soluble no degenerativo k dimensional Y C symP entonces P es integrable

por cuadratura ( esto es : podemos encontrar un conjunto completo de primeras integrales
de P.

TEOREMA 4.3 si una ecuacion diferencial ordinaria de orden k tiene un algebra de Lie
soluble no degenerativa k—dimensional entonces es integrable por cuadratura.

Demostracién
consideremos la ecuacién diferencial ordinaria de orden k

apu® + 4+ auM Fagu=f

y sea ) un algebra de Lie soluble k—dimensional no degenerativa de simetrias de una distri-
buciéon completamente integrable P .
consideremos el subalgebra conmutador :

Y=Y = {3XY]/X, Y ey}

supongamos que Y1) #£ YV y | = codim Y1) asi podemos escoger campos basicos X7,....X;,.... X,
de Y tal que:
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X1,...X ¢ YU pero Xi41,...,X, € YW

luego consideremos w; con ¢ = 1,...,1 las formas que generan la distribucién P y por el
teorema de frobenius dw; = 0
sean :

H1 = frwl y ey Hl = frwl
las correspondientes primeras integrales,entonces definimos la subvariedad:
Mc:{lecl ,...,Hl:Cl}

donde ¢; ..., € R! son constantes con respecto al conmutador Y de esta manera
tenemos que:

XZ(H]) = de(Xz) = U)j(Xl) =0coni=I[1+ 17 N YJ = ]_, ,l

denotemos por P, la restriccion de P en M., donde H; son las primeras integrales de P,
ademas como P es completamente integrable por el teorema (4.1)

_ _1 S .
dws = —5 3 ; Chwil\ w;

cons>1+1

y como la forma w; se anula en H. tenemos por el teorema de frobenius que P, es completa-
mente integrable, de dimension n y codim = dimY™ un cambio a lo largo de las trayectorias
de cualquier campo X € Y mueve las hojas de P y preserva la variedad H, por lo tanto
tambien debe mover las hojas de P. pues es la resctriccién de P en H, v asi Y es un algebra
de simetria para P,

Mas atin Y es no degenerativa pues ||w;(X;)|| con i > r y j < k es la matriz unitaria. si
realizamos este procedimiento a la distribucion P, en el proximo conmutador

Y@ = [y(l), y(l)]

donde Y@ =+ YD ocurre 1o mismo. ademas como ) es soluble tenemos que existe un r tal
que Y = 0 y obtenemos la secuencia :

Yo YW 5Y@ 5 5yl 5 yn =g

este procedimiento muestra que podemos encontrar la secuencia completa de las primera
integrales. Mas aun la solubilidad de ) garantiza que ) es un algebra conmutativa y asi
satisface las hipotesis del colorario (4.2) y por tanto

aru® + 4+ auM Fagu=f
es integrable por cuadratura

EJEMPLO 4.7 consideremos la ecuacion de segundo orden

(W —u)u=1
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como la variable independiente x no esta e la ecuacion explicita tenemos que el campo
-0
Xl T Oz
es una simetria. por otro lado, es facil probar que el campo
I R .
Xy = e[z tug, + “ap]

es una simetria de la ecuacion diferencial en consideracidn.

La interpretacién geémetrica de esta ecuacion diferencial de dada por la hipersuperfi-
cie £ en el espacio cuatro-dimensional con coordenadas x,u,p,q donde p y ¢ son u' y u”
respectivamente, definida por la ecuacion

(¢—plu=1
junto con la distribucién unidimensional en £ dada por las formas

wy = du — pdx
wo = dp — qdx

Las funciones z, u, p pueden darse por coordenadas en £. Consideremos la matriz
—p e(u—p

M=)l = (2 S ).

q e (u—q)

la matriz inversa es de la forma

Y= % ( em(uq— q) —e“(_up— p) ) ‘

donde A =detM = e*T con T = u(q — p).
Multiplicando M ~! por la columna que consiste en w; y wy obtenemos nuevas formas bésicas
definiendo C(€)

[(u = @)du — (u — p)dp] + dx
wh = sqdu — pdp

Sl

A
wl_

y por el teorema (4.1) la forma w) es cerrada, ademas [X;, Xo| = X5 .Notemos que f =T
es una primera integral de la distribucién y por el teorema (4.1) la ecuacién diferencial es
integrable por cuadratura.

EJEMPLO 4.8 consideremos la ecuacion diferencial de segundo orden

2n+-2
(n+3)2

v =+ u" — u

donden#3 , neR.
la variable independiente x no esta en la ecuacion explicta por tanto el campo
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X, = Z es una simetria
ox

por otro lado no es dificil probar que

X, = kxa _’_k-gl £L+(k(k;l)“+%p)agp

donde k = ; es una simetria de la ecuacion diferencial en consideracion .
desde el punto de vista gedmetrico esta ecuacién representa una hipersuperficie £ en el espacio
cuatro dimensional con coordenadas x, u, p, ¢ donde py ¢ son v’ y u” respectivamente, definida

por la ecuacion

qg=p+u"— (iﬁi%?zu

junto con la distribucién unidimensional en £ dada por las formas

wy = du — pdx
=dp — qdx

Las funciones x, u, p pueden darse por coordenadas en £. Consideremos la matriz

kx k+1
p e (F- p)
M = ||wi(X;)]| = 2
[Jwi (X;5) ] ( _q ¢ (k(k+1) 9) )

QP

la matriz inversa es de la forma

M—lzl( kx( (k+1) u+ L = p q) _ekx<%u_p))'
A q —p

donde A = detM =eMT con T = (k;l)up + 5Ep? + Hlug.
Multiplicando M ~! por la columna que consiste en w; y wo obtenemos nuevas formas basicas
definiendo C(&)

wi = F(5 u + 5 — g)du — (“GHu — p)dp] + do
w2 = Aqalu — pdp

y por el teorema (4.1) la forma w] es cerrada, ademds [ X7, Xo] = X, .
Ahora bien, para encontrar las primeras integrales notemos que

ou u

2. %—z = 1’2’“27,@— (1—k)p

por tanto, si k # 1 podemos escribir la forma wj de la siguente manera:

wy = (k_ﬂ)T(g—Zdu + %—gdp) +dv = Lodin(Te~1"
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asi f = Te** es una primera integral de la distribucién. Tenga en cuenta que hemos
reducido el orden de la ecuacién diferencial, ya que es equivalente a la familia de primer
orden ecuaciones de la forma

k21p2 41 up + k+1 w4 (k+1)8(k D2 — cel=kz —
donde ¢ es una constante arbitraria . Vamos ahora a restringir la distribucién C ( E ) a la
superficie He denfidas por ( 4.2 ). en esta superficie p es expresada en términos de x y u de
la siguiente manera :

p=Etly \/1+kun+1 2e_e(1-k)
por lo tanto note que en Hc tenemos A = ce” y asi
—ap? —x 2__ -z
wh | ge= —d(%) + eT(p 4+ u™ 4 %u)du — 62—Cp2dm

luego por el teorema (refteorema) a partir de la demostracién del Teorema 4.4 se se deduce
que esta forma es cerrada ; su integral es

x n+1

c e~k e % ru
9= —5 % + el Y + s + TR

k c _
(+1 fo \/1+inn+l+%e(l R dp)

Todas las soluciones de la ecuacion diferencial vienen dadas por la implicita relacion g = ¢;
, ¢p = const . El teorema de C'hebyshev implica que la integral ¢ es una funcién elemental
siempre 2 = (n + 1)es entero.
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