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Resumen

El objetivo planteado en este trabajo es, primero, estudiar y analizar el algoritmo
de optimizacion de la busqueda lineal con condicién de Wolfe y mayor descenso en R”",
desarrollado por J. Nocedal y S. Wright [2], y segundo, dar detalles de los pasos de los
requerimientos que W. Ring y B. Wirth [2] realizan, para llevar esta bisqueda lineal con

condicion de Wolfe a variedades Riemannianas.
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Introduccion

En palabras de Absil, Mahony y Sepulchre [16], la mayoria de las técnicas numéricas
disponibles para la optimizacion y las ecuaciones no lineales asumen como base un espacio
euclidiano. Sin embargo, muchos problemas de cédlculo se plantean en espacios no eucli-
dianos. Varios autores [3,4, 5,6, 7] han propuestos algoritmos abstractos que explotan la
geometria subyacente (por ejemplo, la simétrica, la homogénea, la Riemanniana) de las
variedades sobre las que se proyectan los problemas, pero la conversion de estos algoritmos
geométricos abstractos en procedimientos numéricos en situaciones practicas, es a menudo
una tarea no trivial que depende fundamentalmente de una adecuada representacion de la

variedad.

El objetivo planteado en este trabajo es, primero, estudiar y analizar el algoritmo
de optimizacién de la busqueda lineal con condiciéon de Wolfe y mayor descenso en R",
desarrollado por J. Nocedal y S. Wright [2], v segundo, dar detalles de los pasos de los
requerimientos que W. Ring y B. Wirth [2] realizan, para llevar esta biisqueda lineal con

condicion de Wolfe a variedades Riemannianas.
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Hay un ntimero de problemas que puede ser expresado como una minimizacién de una
funciéon f : M — R sobre una variedad riemanniana M. Si la variedad M puede ser in-
mersa en un espacio de dimensiones superiores o si se define a través de una igualdad con
limitaciones, entonces existe la posibilidad de emplear las herramientas muy avanzadas de
optimizacién con restricciones (ver [2] para una introduccién). A menudo, sin embargo,
esta inmersién no estd a la mano, y uno tiene que recurrir a métodos de optimizacién
disenados para variedades de Riemann. Aunque, si se obtuviera una inmersién,uno podria
esperar, que un método de optimizacién Riemanniano se realizaria mas eficientemente
ya que aprovecharia la estructura geométrica de la variedad subyacente. Para ello, varios
métodos se han ideado, desde el mas simple, como el de descenso del gradiente en varieda-
des [9], y hasta mads sofisticado, como lo es el de region de confianza [8]. Previamente, se
presentaron los primeros intentos de adaptar los métodos de optimizacién estandar para
problemas en variedades por Gabay [3], quien presenté los algoritmos de los métodos de
descenso mas rapido, de Newton, y cuasi-Newton; indicando sus propiedades globales y
locales de convergencia (sin embargo, sin dar detalles de los andlisis para el caso cuasi-
Newton). Udriste [7] también indica un algoritmo para el método de maximo descenso y
para el método de Newton en variedades de Riemann; prueba convergencia (lineal) del pri-
mero bajo la suposicion de la busqueda lineal exacta. Muy recientemente, Yang tomo estos
métodos y analizé la convergencia del método de méximo descenso y de Newton para el

control del paso de Armijo [9].
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En comparacién con los métodos de bisqueda lineal estandar en los espacios vectoria-
les, en la variedad, como se ha dicho en el parrafo anterior, todo se aproxima a sustituir
el paso lineal de la direccion de busqueda por un paso a lo largo de una curva geodésica.
Sin embargo, las geodésicas pueden ser dificil de obtener. En los enfoques alternativos, las
geodésicas a menudo son reemplazadas por caminos mas generales, sobre la base de las
llamadas retracciones (una retraccién R, es una aplicacién del espacio tangente, T, M, a
la variedad M en x € M; es decir, R, : T,M — M , ver definicién (4.1.1)). Usando esta
retraccion, por ejemplo, la funcién objetivo f : M — R es elevada a una funcién objeti-
Vo, f; = f o R, sobre T, M. Ya que T, M es un espacio euclidiano, es posible definir un
modelo cuadratico de fz y adaptar los métodos cldsicos en R" para calcular (en general,
aproximadamente) un minimizador del modelo dentro de una regién factible alrededor de
0, € T, M. Este minimizador es entonces regresado de T, M a M mediante la retraccién
R,. Por lo tanto, tenemos un punto que sera un candidato para la nueva iteracién, el cual
se acepta o se rechaza en funcion de la calidad de coincidencias entre el modelo cuadratico

y la funcién f misma.

Notese, como se vera en el capitulo 4, que tedricamente es posible escoger como retrac-
cién global en una variedad de Riemann, a la aplicacién exponencial exp, : T,M — M,
v — exp, v, definida como exp, v = y(1), donde = resuelve una ecuacién diferencial or-
dinaria de segundo orden con condiciones iniciales v(0) = = y +/(0) = v (ver 3.7). Esto

corresponde a una estrategia para utilizar métodos numéricos de optimizacién en varieda-



4 INDICE GENERAL

des de Riemann, cuando se calcula la exponencial sobre un vector director con el fin de

obtener un nuevo iterado o direccion de movimiento.

Asi que, el esquema de trabajo que seguiremos es el siguiente, en el capitulo 1, tendre-
mos las nociones basicas requeridas; en el capitulo 2, veremos el métodos de optimizacién
de busqueda lineal con condicién de Wolfe en R"™; en el capitulo 3, las variedades y ele-
mentos de optimizacién sobre las mismas y, en el capitulo 4, el métodos de optimizacién
de busqueda lineal con condicion de Wolfe sobre variedades, siguiendo el procedimien-
to estdndar de espacios vectoriales de dimensién finita [1]; ademas, se da el andlisis del
método de maximo descenso bésico presentando convergencia. Y finalizaremos, con una

aplicaciéon del método del Armijo al cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria [16].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Nociones Basicas: En R"

Funciones a valores reales: Sea f: X — R, donde X C R"” es abierto.

Definicién 1.1.1 fes diferenciable en T € X si eziste un vector V f(z) (el gradiente de

f por T) y una funcion 0z(y) : X — R con

lim 0z(y) = 0,

y—0

tal que para cada x € X
fla) = f@) + V@) (x—2)+ [z - 2)|0a(z — 7).

f es diferenciable en X si f es diferenciable para todo T € X. El vector gradiente es el

vector de las deriwadas parciales

vﬂ@:(%f%w%fnf

La derivada direccional de f por T en la direccion d es

o JEH2D) — @)

_ AT
A0 A = V(@) d.
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Definicién 1.1.2 La funcion f es dos veces diferenciable en T € X si existe un vector
Vf(Z) y una matriz simétrica n x n, H(T) (el Hessiano de f por T ) tal que para cada

re X
flx)=f@)+ V@) (z-7)+ %(w —2)TH(@)(z = 2) + ||z — 7°(Z, 2 — 7).

Yy con

lim a(Z,y) = 0.

y—0
f es dos veces diferenciable en X si f es dos wveces diferenciable para todo ¥ € X. El
Hessiano, que denotamos por H(x) es la matriz de las sequndas derivadas

0*f(@)

y para funciones con sequndas derivadas continuas, este serd siempre simétrica

*f(@)  f(@)
8@-81‘]- n al‘]al’z

Funciones a valores vectoriales: Sea f: X — R™, donde X C R" es abierto.

fi(zy, ..., zp)
F@) = Fa o) = | 2
fm(fﬁl, ...,xn)

donde cada una de las funciones f; es una funcion a valores reales.
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Definicién 1.1.3 El Jacobiano de la funcion f en T es la matriz cuya j-ésima fila es el
gradiente de f; por T traspuesta. Mds especificamente, el Jacobiano de f en & es definido

como V f(Z)T, donde V f(Z) es la matriz con entrada

Vi@, = 22,

Ndotese que la j-ésima columna de V f(Z) es el gradiente de f; en T

1.2. Nociones Basicas en Optimizaciéon

1.2.1 Tipos de problemas en Optimizacion

Algunas terminologias(ver [10]): La funcién f(z) es la funcién objetivo. Las restric-
ciones h;(x) = 0 se refieren a las restricciones de igualdad; mientras que g;(x) < 0 se
refiere a las restricciones de desigualdad. Notese que no se utiliza restricciones de la forma
gi(z) < 0.

Problema de Optimizacién sin restricciones

(P)  min  f(x)

T

sujetoa x € X,

donde z = (21, ...,7,)T € R", f: R® - R, y X es un abierto (usualmente X = R").



Problema de Optimizacién con restricciones

(P)  min  f()

xT

sujetoa gi(zr) <0 i=1,..,m

r e X

Colocando g(z) = (g1(), ..., gm(2))T : R™ — R™, h(z) = (hy (), ...

tonces (P) se puede reescribir como

(P) min  f()
sujeto a g(x) <0

h(z) =0

1.2.2 Restricciones y Regiones Factibles

CAPITULO 1. PRELIMINARES

hy(2))T - R® — R! En-

Un punto x es factible para (P) si satisface todas las restricciones; en el caso de pro-

blemas sin restricciones, z € X. El conjunto de todos los puntos factibles forman la region

de puntos factibles, o conjunto factible que denotaremos por S.

Se dice que la restriccién de desigualdad g¢;(x) < 0 es activa en el punto factible Z, si

9:(Z) =0, y no activa si g;(T) < 0 (todas las restricciones de desigualdad se consideraran

activa en cualquier punto factible).
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1.2.3 Tipos de Solucién Optima

Considere el problema de optimizacién general

Py o g T

Recordemos que una e-vecindad de ¥ o la bola centrada en Z de radio ¢ es:

B(Z,e) = N(Z) :={z : ||z — || < e}.

Tendremos la siguiente definicién local/global, minimizador y méaximizador estricto/no

estricto.

Definicién 1.2.1 En el problema de optimizacion (P),
» 2 € S es un minimizador global de (P) si f(z) < f(y) para todo y € S.

» r € S es un minimizador global estricto de (P) si f(x) < f(y) para todo y € S, con

y#a.

» 2 € S es un minimizador local de (P) si existe € > 0 tal que f(z) < f(y) para todo

y € B(z,e)N S.

z € S es un minimizador local estricto de (P) si existe € > 0 tal que f(z) < f(y)

para todo y € B(x,e) NS, y#x .

» z € S es un maximizador global estricto de (P) si f(x) > f(y) para todo y € S, con

y# .
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» 2 € S es un méximizador global de (P) si f(x) > f(y) para todo y € S.

» 2 € S es un méaximizador local de (P) si existe € > 0 tal que f(x) > f(y) para todo

y € B(z,e)N 8.
» z € S es un maximizador local estricto de (P) si existe € > 0 tal que f(x) > f(y)
para todo y € B(x,e) NS, cony # x .
1.2.4 Existencia de Solucion para Problemas de Optimizacion
Nos interesamos en :

= la existencia de la solucién 6ptima,
= caracterizacién de la solucion 6ptima, y

= algoritmos para calcular la soluciéon éptima.

Para el primer caso por ejemplo, considere el siguiente problema de optimizacién:

1+z

(P)  min

xT

x
sujeto a x = 1.

Aqui no existe solucién éptima porque la regién factible no es acotada.

(P)  min

xT

8

sujetoa 1<z <2

Aqui no existe solucién éptima porque la regiéon factible no es cerrada.
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(P)  min f()

T

sujetoa 1<z <2,

donde f(z) =
1, =2

Aqui no existe solucion éptima porque la funcién f no es continua.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Weierstrass para sucesiones) Sea {x;} una sucesion
infinita de puntos en el conjunto compacto S .Entonces existe una subsucesion {xy,} de

{zr} que converge a un punto de S.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Weierstrass para funciones) Sea f una funcién con-
tinua sobre el conjunto compacto no vacio S C R™ . Entonces existe un punto en S que

minimiza ( maximiza ) a f; es decir, f alcanza un minimo absoluto (mdzximo absoluto) en

S.

1.2.5 Condiciones de Optimalidad para Problemas Sin Restricciones

Las condiciones para las soluciones local y global de problemas de optimizacién son in-
tuitivas, y usualmente imposible de chequear directamente. En consecuencia, mostraremos
mas adelante como verificar facilmente, las condiciones que son tanto necesarias para que
un punto sea un minimizador local (lo que nos ayudaria a identificar los candidatos a ser
minimizadores), como suficientes (que nos permitirfa confirmar que el punto considerado

es un minimizador local), o, algunas veces ambas.
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(P)  min  f(z)
sujeto a x € X,

donde z = (z1,...,7,)T € R", f: R" - R, y X es un abierto (usualmente X = R").

1.2.6 Condiciones de Optimalidad: Necesarias y suficientes

“ Z es un minimizador local de (P),

Condicién necesaria para optimalidad local: si
then 7 debe satisfacer...” Tal condicién nos permite identificar todos los candidatos para

la optimizacion local.

Teorema 1.2.3 Suponga que f es diferenciable en T . Si existe un vector d tal que
Vf(@)Td < 0, entonces para todo A > 0 suficientemente pequerio, f(T + Ad) < f(Z)

(d se llama la direccion de descenso si satisface la iltima condicion).
Prueba: Tenemos que
F@+Ad) = f(Z) + AVF(@)" d + N|d]|o(F; Ad),

donde a(7; Ad) — 0 cuando A — 0. Acomodando tenemos

f@+Ad) - [(T)
)

= Vf(@)"d+ ||d]|a(@; \d).

Ya que Vf(Z)Td < 0y a(Z; A\d) — 0 cuando A — 0, f(Z+ A\d) — f(Z) < 0 para todo A > 0

suficientemente pequeno.o

Corolario 1.2.1 Suponga que f es diferenciable en x. Si T es un minimizador local,

entonces V f(Z) =0 (a tal punto se le llama estacionario).
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Prueba: Si Vf(z) # 0, entonces d = —V f() es una direccién de descenso, por lo cual =

no puede ser un minimizador local.c

El corolario arriba es una condiciéon de optimalidad necesaria de primer orden para un
problema de optimizacién sin restricciones. Sin embargo, un punto estacionario puede ser
un minimizador local, un maximizador local o ninguno de los dos. El siguiente teorema

probard una condicion de optimalidad necesaria de segundo orden. Primero, una definicién:

Definicién 1.2.2 Una matriz M de orden n X n es llamada simétrica si M;; = Mj;. Una

matriz simétrica M de orden n X n es llamada

definida positiva si x' Mz > 0Vr € R", 2 # 0
» semidefinida positiva si 2T Mz > 0 Vo € R"
» definida negativa si x’ Mz < 0V € R", 2 #0
» semidefinida negativa si 27 Mz < 0 Vo € R”

» indefinida si Iz, y € R : 2T Mx >0 A y" My <0

Decimos que M es SDP si M es simétrica y definida positiva. Similarmente, decimos que
M es SSDP si M es simétrica y semidefinida positiva.

Ejemplo 1
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es definida positiva.

Ejemplo 2

M=
-1 1

es definida positiva. Para ver esto, notese que para x # 0,
vT Mz = 827 — 2mymy + 15 = To] + (21 — 22)* > 0.

Ya que M es una matriz simétrica, todos sus autovalores son nimeros reales. Se puede
demostrar que M es SSDP si y solo si todos sus autovalores son no negativos, definida

positiva si todos sus autovalores son positivos, etc.

Teorema 1.2.4 Suponga que [ es dos veces diferenciable en T . Si T es un minimizador

local d entonces, Vf(z) =0 y H(Z) (el Hessiano en T) es semidefinido positivo.

Prueba: De la condicién necesaria de primer orden se tiene V f(Z) = 0 . Supongamos que
H(Z) no es semidefinido positivo. Entonces 3 d tal que V f(Z)d < 0. Tenemos que
F@+ M) = f(@)+ V(@) d+ INd"H(Z)d + || d|*a(T; Ad)
= f(@)+ INd"H(@)d + N?||d||*a(T; M)
donde «(7; Ad) — 0 cuando A — 0. Acomodando tenemos

T+ - f@ 1
et Ag &) _ SNAH@)d + V| d]Pa(@ M),

Si d"H(z)d < 0y a(Z;Ad) — 0 cuando A — 0, f(ZT + Ad) — f(Z) < 0 para todo A > 0

suficientemente pequeno -contradiccion.o
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Ejemplo 1 Sea

1
f(x) = —I% + 2122 + 2133 — 4 — 4dxy — J:g

2
Entonces
Vf(.l’) = ((L’l + T9 — 4, T+ 41’2 —4— 3$§)T,
Y
1 1
H(z) =
1 4-— 6£L'2

Vf(x) =0 tiene exactamente dos soluciones: T = (4,0) y & = (3,1).Pero

es indefinida, en consecuencia, el unico candidato para un minimo local es T = (4,0).

La condicién necesaria solamente nos permiten obtener una lista de puntos candidatos
a ser minimizadores. Ahora, la condicién suficiente para optimalidad: ”si T satisface...,

b

entonces T es un minimizador local de (P).

Teorema 1.2.5 Suponga que [ es dos veces diferenciable por . Si Vf(z) = 0 y H(Z)

es definido positivo, entonces T es un minimizador local(estricto).

Prueba: Tenemos que
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Suponga que T no es un minimizador local estricto. Entonces existe una sucesion x, — T

tal que x # 7Ty f(zx) < f(Z) para todo k.Defina dy = TR T Bntonces

Itz = )]

) = 1)+ an = P (GoEH @ + a(Eian 7)),

asi
1 . . o fl) — f(@)
—dFH@)dp + a(Tr 0, — 7) = 2222 L0,
A e

Ya que ||dg|| = 1 para cualquier k, existe una subsucesién de d que converge hacia algin

punto d tal que ||d|| = 1 (por el teorema 1.2.1). Sin perder generalidad suponga que dj, — d.

Entonces
ol R SRR U
lim —d, H(Z)dy + a(T; 2, — Z) = =d” H(Z)d,
k—oo 2 2
que contradice el hecho de que H(Z) es definido positivo.o
Nota:
» Si Vf(x) =0y H(z) definido negativo, entonces = es un maximizador local.

» Si Vf(z) = 0y H(r) semidefinido positivo, no se puede asegurar que T es un

minimizador local.

1.2.7 Convexidad y Minimizacion

Definicién 1.2.3

» Sean x,y € R", los puntos de la forma A\x + (1 — Ny para X € [0,1] son llamados
combinacion convexa de x con y . Mds generalmente, el punto y es combinacion

convexa de los puntos xy,...,xy Si Yy = Zle o;x; dondea; 20 Vi oy Zle a; = 1.
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» Un subconjunto S C R™ es llamado convexo si Vz,y € § y X € [0;1],

A+ (1=NyeS.

» Una funcion f: S — R"”, donde S es un conjunto convero no vacio es una funcion

convexa St

fOz+ (1 =Ny) < Af(2)+ (1 =N f(y) Vz,ye S, VIel0;1].

s Un funcion f como arriba es llamada estrictamente convexa si la desigualdad arriba

es estricta para todo x #y y A € (0,1).

» Una funcion f: S — R" es llamada céncava (estrictamente céncava) si es convexa

(estrictamente convexa).

Consideraremos el problema de optimizaciéon que escribiremos abajo y enunciaremos al-

gunos teoremas cuyas demostraciones se pueden ver en [10]:

(CP)  min f(x)

x

sujetoa x € S.

Teorema 1.2.6 Suponga que S es un conjunto convexo no vacié , f : S — R es una
funcion convexa, y T es un minimizador local de (C'P). Entonces T es un minimizador

global de f sobre S .

Prueba:(ver [10])

Nota:
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» Un problema de minimizar una funcién convexa sobre una regién factible convexa(tal
como se ha considerado en el teorema) es un problema de programacién convexa.

= Si f es estrictamente convexa, un minimizador local es el inico minimizador global.

= Si f es (estrictamente) concava, un méximizador local es un (inico) maximizador

global.

El siguiente resultado nos ayuda a determinar cuando una funcién es convexa.

Teorema 1.2.7 Suponga que X C R™ es un conjunto convexo abierto no vacio. Y que
f: X — R es diferenciable. Entonces f es convexa si y solo si ésta satisface la desigualdad

del gradiente:
fly) = f) + Vf(2) (y —2) VoyeX
Prueba:(ver [10])

En una dimension, la desigualdad de gradiente tiene la forma

f) = flx) + fx)(y —x) Vo,yeX

El siguiente teorema proporciona otra condicién suficiente y necesaria, para el caso cuando

f es dos veces continuamente diferenciable.

Teorema 1.2.8 Suponga que X C R™ es un conjunto convexo abierto no vacio, f : X - R
es dos veces diferenciable. Entonces f es convexa si el Hesiano de f, H(x), es semidefinido

positivo YV € X.
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Prueba:(ver [10])
En una dimensién, el Hesiano es la segunda derivada de la funcion, la condicién de semi-
definido positivo se puede declara como f” >0 Vz € X.

Otro teorema relacionado al anterior (condicién suficiente) es:

Teorema 1.2.9 Suponga que X C R" es un conjunto convexo abierto no vacio, f : X - R
es dos veces diferenciable. Entonces f es conveza si el Hesiano de f, H(z), es definido

positivo Vo € X.

Para problemas de optimizacién (sin restricciones) convexos, las condiciones de optimali-
dad de lo dicho en la seccién anterior puede ser simplificada significativamente, proporcio-

nando una unica condicién necesaria y suficiente para optimalidad global:

Teorema 1.2.10 Suponga que f : X = R es convexa y diferenciable en X. Entonces ¥ € X

es un minimizador global si y solo si V f(Z) = 0.

Prueba:
La necesidad de la condiciéon V f(Z) = 0 fue establecida con independencia de la conve-
xidad de la funcién.

Suponga que V f(Z) = 0. Entonces, por la desigualdad del gradiente

fly) = f@) + V@) (y—2) = f(@)

para todo y € X, y asi  es un minimizador global.c
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Ejemplo 2 Sea

flz)=—=In(1 =21 —x9) — Inzy — Inxs.
Entonces
1 _ 1
Vf(l') _ l—xz1—x2 1 :
1 _ 1
1—x1—x2 X2
Y
H(I’) _ <l—xi—m2)2 + (;r_ll)Q (l—mi—ajg)Q
(1—I1—I2)2 (1—:(:1—952)2 + (é)Q

Es fdcil probar que f(x) es una funcion estrictamente convexa, y por lo tanto H(z) es
definido positivo en su dominio X = {(x1,22) 1 £1 > 0,29 > 0, 21422 < 1} . EnT = (3, 3)

tendremos que Vf(x) =0, y asi T es el unico minimizador local de f.

En el capitulo 2, se dard a conocer en detalle, el método de bisqueda lineal con con-

dicién de Wolfe en R" y en el capitulo 4 en Variedades Riemannianas.



Capitulo 2

Método de Biusqueda Lineal con Condicién de Wolfe en R”

2.1. Algoritmo de Optimizacién General

Recordemos: se quiere resolver el problema

xX
sujetoa x € R"

Casi siempre, las soluciones de los problemas de optimizacion, son imposible de obtener
directamente; salvo algunas excepciones. En consecuencia, en su mayor parte, se resolveran
esos problemas con algoritmos iterativos. Estos algoritmos normalmente requieren que el
usuario suministre un punto de partida zy. Comenzando por xy, un algoritmo iterativo
generard una sucesién de puntos {zx}3, llamados iterados. Ahora bien, en la decisién
de como generar el préximo iterado, .1, el algoritmo utiliza la informacién de como se
comporta la funcién f en el iterado actual, x;, y algunas veces en los iterados pasados
X, .-, Tr_1. En la practica, mas que construir una sucesion infinita de iterados, el algorit-

mo se detiene, cuando se satisface un criterio de finalizacién apropiado, indicando ya sea

21
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que el problema ha sido resuelto dentro de una precision deseada, o que no se puede hacer

ninguin progreso.

La discusion, en nuestro caso, caera en la categoria de los algoritmos de busqueda lineal:

Algoritmo de Optimizacion de Bisqueda Lineal General
Inicio Especifique un valor inicial de la solucién x.
Iteracion Para k= 1,2, ...
Si z, es el 6ptimo, parar.

De lo contrario,

= Determine d; — una direccion de biusqueda

= Determine A\ > 0 — el tamano del paso

= Determine zy,.1 = 2 + A\pdr — un nuevo estimado de la solucién

La eleccion de la direccién. Tipicamente, se requiere que d; sea una direccion de

descenso de f por xy, es decir,

f(l’k -+ )\dk) < f(l‘k) VA e (0, 8]

para algin € > 0. Para el caso cuando f es diferenciable, se demostré en el Teorema 1.2 que
si Vf(z) # 0, cualquier di que cumpla con V f(x;)7d), < 0 es una direccién de descenso.

Frecuentemente, la direccién es de la forma
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donde Dy es una matriz simétrica no singular.

Los siguientes son dos métodos béasicos para escoger la matriz Dy por cada iteracion;

ello da como resultado dos algoritmos cldsicos de optimizacion sin restricciones:

= Descenso de mayor pendiente: D =1,k =1,2,...

» Método de Newton : Dy, = H(xzy)™' (probado que H(zy) = V?f(xy) es definido

positivo. )

Ahora si tenemos que Dj, es una aproximacién del Hessiano, estamos hablando del método
Cuasi-Newton que se va actualizando en cada iteracién mediante una férmula de bajo-

rango. Cuando dj, es definido en (2.1) y Dy es definida positiva, tendremos
Vf(z)' dy = — V() DpVf(x) <0,

y en consecuencia dj es una direcciéon de descenso.

La eleccion del Tamano del Paso. En el calculo de la longitud del paso, Ag, nos
encontramos ante una disyuntiva. Nos gustaria elegir \; para dar una reduccion sustancial
de f, pero al mismo tiempo, no queremos gastar demasiado tiempo en hacer la eleccion.
Esto es, después de que dj sea fijado, lo ideal seria que A resolviera el problema de

optimizacién unidimensional

min [y + M)
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Minimizador

™~ / / \ Global

7 7 N 7

Primer punto Primer ~
estacionario minimizador
local

Figura 2.1: La longitud del paso ideal es el minimizador global.

Este problema de optimizacion suele ser también imposible de resolver exactamente. En
su lugar, Ay se calcula(a través de un procedimiento iterativo denominado bisqueda
lineal), ya sea para resolver aproximadamente el anterior problema de optimizacién, o
para asegurar una ~suficiente” disminucién en el valor de f. En detalle, la opcion ideal

serfa el minimizador global de la funcién univariable w(-) definida por

w\) = flze+ Mdi), A>0, (2.2)

pero en general, cuesta mucho identificar este valor (véase la Figura 2.1). Para encontrar
incluso un minimizador local del w con una precision moderada, generalmente requiere de-

masiados evaluaciones de la funcién objetivo f vy, posiblemente, del gradiente V f. Otras
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estrategias practicas realizan bisquedas lineales inexactas para identificar la longitud del

paso que logran una adecuada reduccién en f con un costo minimo.

Tipicamente el algoritmo de busqueda lineal prueba una sucesién de valores candidatos
para A y, se detiene para aceptar uno de estos valores cuando se cumplen ciertas condicio-
nes. La busqueda lineal se realiza en dos fases: Una fase de horquillado o pruebas sucesivas
para encontrar un intervalo que contiene longitudes de paso ideales, y una fase de biseccién

o interpolacion que calcula una buena longitud de paso dentro de este intervalo.

Ahora discutiremos varias condiciones de finalizacién para el algoritmo de busqueda
lineal y mostrar que la longitud del paso efectiva no necesita yacer cerca del minimizador

de la funcién real w definida en (2.2).

Una simple condicién que podriamos imponer a \; es que produzca una reduccion
en f, es decir, f(zg + \edi) < f(zr) . Que este requisito no es suficiente para producir
convergencia hacia T se ilustra en la Figura (2.2), en la cual el valor minimo de la funcién
es f = —1, pero una sucesién de iterados zj para los cuales f(z)) = %, k=12 ..
admite un decrecimiento por cada iteracién pero el valor del limite de funcién es cero. La

dificultad es que no hay un decrecimiento suficiente de f en cada paso, pero este tema, lo

discutiremos a continuacion.
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Figura 2.2: Insuficiente reduccién en f.

2.2. La Condicion de Wolfe

Una condiciéon comun de buisqueda lineal inexacta estipula que, Ax debe en primer lugar
dar una disminucion suficiente a la funcién objetivo f, tal como se mide por la siguiente

desigualdad:
f(&?k + )\dk) < f($k> + Cl)\Vf(l'k)Tdk, (23)
para alguna constante ¢; € (0, 1). En otras palabras, la reduccién en f debe ser proporcio-

nal tanto a la longitud del paso Ay y la derivada direccional V f(x3)?d,. La desigualdad

(2.3) se llama la condicion de Armijo. La regla de Armijo es uno de varios métodos de
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busqueda de lineal inexactas que garantiza un grado de precisién suficiente para asegurar
la convergencia del algoritmo. La condiciéon de disminucién suficiente se ilustra en la figura
2.3. Aqui, w(\) = f(x), + Ady) implica que w’(A\) = Vf(xy, + Adg)Tdy v, como dj es una
direccién de descenso, se tiene que w’(0) < 0. Entonces, la aproximacién de primer orden
de w(A) por A = 0 es dada por w(0) + Aw’(0). En consecuencia, el lado derecho de (2.3),
es una funcién lineal, que la denotamos por I(\). La funcién I(.) tiene pendiente negativa
1V f(zr)Tdy, pero a causa de que ¢; € (0,1), su grafica esta por arriba de la grafica de
w para pequenos valores positivos de A. Entonces la condiciéon de disminucion suficiente
declara que A es aceptable solo si w(A) < I(A). Los intervalos sobre los cuales esta condi-
cién se satisface se muestran en la figura 2.3. En la practica, ¢; se escoge muy pequeno,

digamos ¢; = 107,

La condiciéon de disminucion suficiente no basta por si misma para garantizar que el
algoritmo haga un progreso razonable, ya que como vemos en la figura 2.3, ésta se satisface
para valores suficientemente pequenos de A. Para descartar avances cortos inaceptables
introducimos un segundo requisito, que llamaremos condicion de curvatura, la cual requiere

que )\ satisfaga la siguiente desigualdad
Vf(@r 4+ Medi) di = 2V f (zi) " di, (2.4)

para alguna constante c; € (c¢q,1), donde ¢; es la contante de (2.3). Nétese que el lado
izquierdo es simplemente la derivada w’(\g) , por lo que la condicién de curvatura asegura

que la pendiente de w en A\ es mayor que ¢y veces la pendiente inicial w’(0). Esto tiene
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(A1) = f(x, +Ad,)

1(4)

aceptable aceptable

Figura 2.3: Condicién de suficiente reduccién.

sentido porque si la pendiente w’(Ay) es fuertemente negativa, tenemos una indicaciéon que
podemos reducir significativamente a f moviéndonos mas alla de la direccién elegida. Por
otro lado, si w’(Ax) es sélo ligeramente negativa, o incluso positiva, seria un signo que
no podemos esperar mas disminucion de f en esta direccién, por lo que tendria sentido
suspender la busqueda lineal. La condicién de curvatura se ilustra en la Figura 2.4. Los
valores tipicos de co son 0,9 cuando se elige la direccion de bisqueda di por un método de
Newton o cuasi-Newton, y 0,1 cuando dj, se obtiene a partir de una método del gradiente

conjugado no lineal.

Las condiciones de disminucién suficiente y de curvatura se conocen colectivamente
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(A1) = f(x, +Ad,)

pendiente deseada

7
b \\\\

tan gente

aceptable aceptable

Figura 2.4: Condicién de curvatura.

como las condiciones de Wolfe. Las ilustramos en la figura 3.5 y las reiteramos aqui para

futuras referencias:

Vf(.??k + )\kdk)T)\k 2 CQVf((Ek)Tdk, (25b)

con 0 < ¢; < ¢g < 1. Una longitud de paso puede satisfacer las condiciones de Wolfe
sin estar particularmente cerca de un minimizador de w, como se muestra en la Figura
2.5. Podemos, sin embargo, modificar la condicién de curvatura y forzar a A, a caer en
al menos en una vecindad amplia de un minimizador local o de un punto estacionario

de w. También se tiene las condiciones fuerte de Wolfe, que requiere que \; satisfaga las
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siguientes desigualdades:

(A1) = f(x, +Ad,)

SN s \\\\ linea de decrecimiento suficiente
| AN // S ~
| /A /o
\ /
\ /o

pendiente deseada
/

12

aceptable aceptable

N|

Figura 2.5: Longitudes de pasos que cumplen las condiciones de Wolfe .

f(l'k + /\kdk) < f(l’k) + Cl/\ka({Ek)Tdk, (26&)

| V(g + Medie) N | < o | V(@) dy |, (2.6b)

con 0 < ¢; < ¢ < 1. La tnica diferencia con las condiciones de Wolfe es que ya no permi-

timos que la derivada w’()\;) sea demasiado positiva. Por lo tanto, se excluye puntos que

estan lejos de los puntos estacionarios de w.

No es dificil demostrar que existen longitudes de paso que satisfacen las condiciones
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de Wolfe para cada funcién f que sea suave y acotada por debajo.

Lema 2.2.1 Suponga que f : R™ — R es diferenciable continuamente. Sea dj, una direc-
cion de descenso por xy, con [ acotada por abajo a lo largo del rayo {xy + \di/A > 0}.

Entonces s1 0 < ¢1 < ¢y < 1, emisten intervalos de longitud de paso que satisfacen las

condiciones de Wolfe 2.5 y la condicion fuerte de Wolfe 2.6

Demostracién 2.2.1 Ya que w(\) = f(z + Adx) es acotada por abajo para toda A > 0 y
tenemos que 0 < ¢; < 1, entonces la recta I(\) = f(xx) + AerVf(zr)Tdy debe interceptar

el grafico de w por lo menos una vez. Sea X' > 0 el mads pequeno de estos valores, es decir,

La condicion de disminucion suficiente (2.5a) claramente se cumple para toda longitud de
paso menor que \'.

Por el teorema del valor medio, existe A" € (0,\’) tal que
Flax +Ndi) = F(ag) = 'V f(w, + N "dy)d. (2.8)
Por combinar (2.7) y (2.8), tenemos que
Vf(zn+A"dp) dy = 1V ) di = oV f(a)" di, (2.9)

ya que ¢; < ¢y y Vf(zp)Tdy < 0. Por tanto, \" satisface las condiciones de Wolfe 2.5,
con desigualdad estricta en ambas ecuaciones (2.5a) y (2.5b) . Asi, ya que f es suave,

existe un intervalo que contiene a X" para el cual las condiciones de Wolfe se sostienen.
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Mas ain, ya que el término del lado izquierdo de (2.9) es negativo, las condiciones fuertes

de Wolfe 2.6 se cumplen en el mismo intervalo.o



Capitulo 3

Variedades

En este capitulo daremos a conocer el ambito en donde extenderemos el método de

busqueda lineal con condicién de Wolfe, las variedades diferenciables:

Definicién 3.0.1 Una variedad diferenciable de dimension n, es un conjunto M vy una
familia de aplicaciones inyectivas X, : U, — M, a € I, definidas en abiertos U, de R™ en

M tales que cumplen las siguientes condiciones:

« M= X(U)

ael
» Para todo par X, y Xz con X,(Uy) N Xs(Ug) = W # @, los conguntos X' (W) y
XB_I(W) son abiertos en R™ y las aplicaciones Xﬁ_l o X, : X' (W) — XB_I(W) son

diferenciables.

El par (Uy, X,) con p € X,(Uy,) es llamado una parametrizacion de M de p, X,(U,) es
llamada vecindad coordenada de p . Una familia {(U,, X,)} satisfaciendo los items 1 y 2

es llamada estructura diferenciable de M.

33
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Proposicion 3.0.1 Toda superficie reqular de R™ de dimension k es una variedad dife-

renciable de la misma dimension.

Prueba:ver [14]

Proposicion 3.0.2 Si My y My son dos variedades diferenciables de dimension mq y ms
respectivamente, entonces el producto cartesiano My X My es una variedad de dimension

mi +mo .

Prueba:Ver [16]

3.1. Aplicaciones diferenciables entre variedades

Definicién 3.1.1 Sea f : U C M — R una funcion definida en un subconjunto abierto
U de una variedad diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en p € U, si pa-
ra alguna parametrizacion X, : U, CR™ — M, con p € X,(U,) C U, la composicion
folX,:U, CR" = R es diferenciable en X, (p). Se dice que f es diferenciable en U si

es diferenciable en todo punto de U.

Definicién 3.1.2 Una curva v sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion
v: 1 — M donde I = (—¢,¢). Diremos que v es diferenciable en ty € I si para alguna pa-
rametrizacion X, : U, CR™ — M con con y(to) € Xa(Uy), la compuesta X, oy : I — U,

es diferenciable en to, donde v(I) C X,(U,). Se dice que 7y es diferenciable en I si es di-
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ferenciable en todo t € I.

Definicién 3.1.3 Sean M, y Ms variedades diferenciables de dimension m y n respectiva-
mente. Una aplicacion o : My — My es diferenciable en p € V | si dadas Xy : Uy C R" —
M parametrizacion de My enp y Xy : Uy C R™ — My parametrizacion de My en o(p),
con (X1 (U})) C Xy(Us), la aplicacion Xy ' opo X : Uy C R* — R™ es diferenciable en

X~ 1(p)

Definicién 3.1.4 Una aplicacion ¢ : My — My es diferenciable entre dos variedades

1

diferenciables. Decimos que @ es difeomorfismo si ¢ es biyectiva y " es diferenciable.

3.2. Espacio Tangente

Definicién 3.2.1 Sea M una variedad diferenciable. Consideremos una curva diferencia-
ble v : (—e,e) = M, donde v(0) = p y sea D, el conjunto de las funciones de M en
R diferenciables en p, D, = {f : M — R/ fes diferenciable en p}. Se define el Vector

Tangente a la curva v ent =0 como la funcion v'(0) : D, — R dada por :

d(f o)

Y(0)f = el A

. | € Dy. (3.1)

Definicién 3.2.2 (Espacio tangente). El espacio tangente a una variedad M en un punto
p representado por T,M, es el conjunto de todos los vectores tangentes a M en p. Asi,

T,M = {v € R™ : v es un vector tangente en p}.
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Observacion 3.2.1 Si escogemos una parametrizacion X, : U C R" — M con p = X,(0)

y q € U podemos restringir la funcion f y la curva v en esta parametrizacion por :

foX(q) = fla) = flar, - qn) y

X_l o) 'Y(t) = (QI<t)7 "'7Qn<t))a

restringiendo f a vy, tenemos

YO)F = Form| = TR, )

dt t=0 t=0

i ¢(0) (2; ®) = (i 4:(0) (azi)() f

i=1

Y0 =Y 0 (D), 32)

es la expresion del vector tangente a f en p con relacion a la parametrizacion X .

Observaciéon 3.2.2 La expresion (3.2) muestra que el vector tangente a una curva y en p

depende de las derivadas, ¢,(0), de vy en un sistema de coordenadas. De la eleccion de una
. ., 9 0

parametrizacion obtenemos n vectores {(8_:101)’ cey (67)} en T,M que generan, por (3.2),

los vectores en T, M.

Proposicion 3.2.1 El espacio tangente de una variedad diferenciable que es un subcon-

gunto abierto de R™ es el propio R™ .

Prueba: Ver [14]



3.3. METRICAS RIEMANNIANAS 37

Definicién 3.2.3 Sean M y My dos variedades diferenciables de dimension n y m res-
pectivamente y sea ¢ : My — My una aplicacion diferenciable. Para cada p € My vy cada
v € T,M;, escojamos una curva diferenciable o : (—e,e) = M, con a(0) =p y /(0) = v.

Definiendo 5 = p o « la aplicacion:
ngp : Tle — Tgo(p)Mg,

dada por dp,(v) = ['(0) es una aplicacion lineal que no depende de la eleccion «. Esta

aplicacion es llamada la diferencial de ¢ en p.

3.3. Meétricas Riemannianas

Definicién 3.3.1 Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana es una
aplicacion que asocia a cada p € M un producto interno (bilineal, simétrico y definido
positivo) (,),, dado por :

()p=T,M x T,M = R,

que varia diferenciablemente en el siquiente sentido: si X : U C R™ — M es un sistema

de coordenadas locales en torno de p, con X(x1,22,23,....0,) = q € X(U) y ai_(q) =

dX,(0,0,...,0,1,0,...,0,0), entonces la funcion: g;; : U — R definida por:

0 0

9ij (21, T2, ooy Tp) = <—81_'(Q), _(?x-(Q)> )
i J

p

es una funcion diferenciable en U.
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Las funciones g;; son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema coor-

denado X y la matriz G = (g;;) es la representacién de la métrica riemanniana.

Definicién 3.3.2 (Variedad riemanniana). Una variedad diferenciable para la cual se

define una métrica riemanniana se denomina una variedad riemanniana.

Definicién 3.3.3 El Producto interno de dos vectores u,v € T,M es definido por (u,v), =

gz(u,v), donde g, es la métrica riemanniana evaluada en el punto x. La norma de un vector

veET,M es | vl,=+/(v,0)

Definicién 3.3.4 Un grupo de Lie es una variedad diferenciable M con una estructura

L es diferenciable.

de grupo x, tal que la aplicacion M x M — M dada por (x,y) — x*y~
Para un elemento y € M la traslacion a izquierda por x es el mapeo L, : M — M definido

por L,(y) = x xy, el cual es un difeomorfismo.

Definicién 3.3.5 Sea M un grupo de Lie. Una métrica riemanniana G en M es invariante

por la izquierda st

(u,v)y = (d(Ly)u,d(Ly)v, ), para todo x,y € M yu,v € T,M.

3.4. Subvariedades Encajadas (Embedding)

Un conjunto X puede admitir varias estructuras multiples. Sin embargo, si el conjun-
to X' es un subconjunto de una variedad (M,U,), entonces, esta admite a lo mas una

estructura de subvariedad.
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3.4.1 Teoria General

Sean (M,U,) y (N,V,) variedades tal que N C M. La variedad (N,V,) es llamada
una subvariedad inmersa de (M,U,,) si la aplicacién inclusiéon i : N — M, i(x) = x es una
inmersion.

Sea (N, V,) una subvariedad de (M,V,). Ya que M y N son variedades, también son
espacios topoldgicos con su variedad topoldgica. Si la variedad topologica de N coincide
con su topologia de subespacio inducida desde el espacio topolégico M, entonces N se

llama subvariedad encajada o embedded, o una subvariedad reqular, o simplemente una

subvariedad de la variedad M.

Proposicién 3.4.1 Sea N un subconjunto de un variedad M. Entonces N admite a lo

mds una estructura diferenciable que hace que sea una subvariedad encajada o embedded

de M.

Prueba: Ver [16]
A M en la proposicién anterior se le llama el espacio encajo o embedding. Asi por
ejemplo, cuando el espacio incrustado R"™ o un subconjunto abierto de R"*? | decimos

que N es una subvariedad matriz

Proposicién 3.4.2 Un subconjunto N de una variedad M es una subvariedad encajada
d-dimensional de M si y solo si, alrededor cada punto x € N, existe una carta (U, p) de
M tal que

NNU={zclU:p(d)ecR?x{0}}.
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En este caso, la carta (N NU, (p), donde ¢ es vista como una aplicacion en R?, es una

carta de la subvariedad encajada N .

Prueba: Ver [16]
Las siguientes proposiciones proporcionan condiciones suficientes para que los subcon-
juntos de variedades puedan ser subvariedades encajadas o embedded, simplemente una

subvariedad de la variedad M.(Para las pruebas ver [16])

Proposicién 3.4.3 (Teorema de submersion) Sea Sea F : My — My una aplicacion suave
entre dos variedades de dimension dy y do, di > ds, y sea ¢ un punto de My. Si c es un
valor reqular (es decir, si el rango de F es igual a dy para cada punto de F~(c)) entonces

F~(c) es una subvariedad encajada cerrada de My, y dim(F~'(c)) = di — do.

Proposicion 3.4.4 (Teorema de subinmersion) Sea Sea F : M; — My una aplicacion
suave entre dos variedades de dimension dy y da, y sea ¢ un punto de F(My). Si F' tiene
rango constante igual a k < di en una vecindad de (F~(c)), entonces (F~'(c)) es una

subvariedad encajada cerrada de My de dimension igual a dy — k.

Las funciones en subvariedades embebidas no plantean ninguna dificultad en particular.
Sea N una subvariedad encajada de una variedad M. Si f es una funciéon suave en M,
entonces f|N, la restriccion de F sobre N, también es una funcién suave en N. Contra-
riamente, cualquier funcién suave en N se puede escribir localmente como una restriccién

de una funcién suave definida en un subconjunto abierto U C M.
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3.5. Campos de vectores, conexiones afines y deriva-
da covariante

Definicién 3.5.1 (Campo de vectores en una variedad diferenciable). Un campo de vec-
tores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que a cada punto p € M

asocia un vector X (p) € T,M.

Considerando una parametrizacion X : U C R™ — M, es posible escribir:

X =3 aslp) 5

donde cada a; : M — R es una funcién en M y {(;2),} es una base asociada a X,

i

1 <7 < n. Diremos que X es diferenciable si y solo si las funciones a; son diferenciables.

Definicién 3.5.2 (Campo de vectores a lo largo de curvas). Un campo vectorial V' a lo
largo de una curva « : I — M es una aplicacion que a cada a(t) € M asocia un vector

tangente V (t) € TouyM.

Conexiones Afines.

Denotemos T'M como el conjunto de espacios tangentes definidos en M. Sea H = H(M) =
{X: M — TM :para cada p € M, X(p) € T,M, y X € C*} el conjunto de campo de
vectores de clase C*y D = D(M) ={f : M — R : f € C®} el conjunto de funciones

reales de clase C*™.
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Definicién 3.5.3 Una conexion afin es una aplicacion V : H x H — H donde a cada par
de campos (X,Y) se asocia otro campo V xY tal que para todo X,Y,Z € H, y f,g € D

se cumple:
i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ;
iil) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;

iil) VxfY = fVxY + X(f)Y, donde X(f) = 30, a;(-) %

ox;

Proposicién 3.5.1 (Derivada Covariante) Sea M una variedad diferenciable con una co-

nexion afin V. Entonces existe una unica aplicacion que asocia a un campo vectorial V a
. . .. DV

lo largo de una curva diferenciable o : I — M otro campo vectorial s a lo largo de «,

denominado derivada covariante de V' a lo largo de «, tal que para todo V,W campo de

vectores a lo largo de o y f : I — R una funcion diferenciable en I se cumple:

DV DW
)—(v W)=—rt

df
1)—(fV) pn +f—.

D
iii) si V(t) =Y («(t)), donde Y € H, entonces d_}f/ = VY.

Prueba: Ver [17]
Expresiéon de la conexion afin en términos de las coordenadas locales. Suponga
que los campos de vectores X,Y € H son representados en una cierta vecindad local

X U CR"” — M de un punto p, por:

X = i%’X@',Y = i%’Xﬂ
i=1 i=1
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donde X; =

representan los vectores de la base del sistema de coordenadas locales.
i

Usando las propiedades de la definiciéon de la conexion afin:

VxY = Vsyux,

] 2]
_ szlzijxx +Z:@[Z<ay] )]

escribiendo Vx, X, en funcién de la base local:

VX, = ZF X, (3.3)

sustituyendo en la ecuacion anterior obtenemos:
= K - 8951
k=1 \i,7=1 z
Definicién 3.5.4 Los simbolos de Christoffel, o coeficientes de la conexion afin V en U,

son las funciones diferenciables Ffj : U C M — R definidas por (3.3)

Expresiéon de la derivada covariante en términos de las coordenadas locales y
de los simbolos de Christoffel.
Sea X : U — M un sistema de coordenadas locales en torno de p € M. Un resultado

obtenido al demostrar la Proposicion (3.5.1) es

DV dv? ~ dx;
= th +Zvﬂ Vi, X,

Jj=1 t,j=1
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sutituyendo Vx, X; = Z F X r en la ecuacién anterior tenemos
k=1

n

% = dU]X Zvjdxz (ZFka>

j 1 i,j=1
dv? & ;A
S5 SRS 3) SELVEY
j=1 k=1 1i,5=1
y asi,
Dv " dv - d:rl %
%:;(dt + 2 — T >Xk, (3.4)

es la expresién de la derivada covariante en términos de coordenadas locales y de los

simbolos de Christoffel.

Definicién 3.5.5 (Geodésicas) Una curva parametrizada o : I — M es una geodésica si

« .
el campo tangente u verifica:

D da
%(E) = (3.5)
Definicién 3.5.6 (Campos paralelos) Dado M una variedad diferenciable, una conezion

afin V. y un campo V' a lo largo de una curva diferenciable o : I — M, V es denominado

campo paralelo si

DV

=0, Vtel 3.6
s € (3.6)

. , o
Asi, si a es una geodésica, entonces o 6 paralelo.

Proposicién 3.5.2 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Sea o :

I — M una curva diferenciable en M y Vi un vector tangente a M en «(t,), to € I.
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Entonces existe un unico campo de vectores paralelo V a lo largo de «, tal que V (tg) = Vj

(V(t) es llamado transporte paralelo de V (to) a lo largo de o).

Prueba: Ver [17]
Ecuaciones Geodésicas

De la expresion (3.4), un campo paralelo V es determinado por las ecuaciones

" [ do* " dwy
Z(EJF A v’ dt%)Xk:Ov

k=1 i,j=1

de forma equivalente,

Cuando se trata de una geodésica a(t) = (ay(t), ..., a,(t)(t)), se tiene v' = % , entonces

esta ultima ecuacién se transforma en:

d (doy " dajdoy
O (e Tk 0 k=19, ...
i) Acdar T T e
asi
d’ay, - dov; doy;
ME—2—1 =0, k=1,2,.. .
TR IR il 2, .., (3.7)

2,7=1
el cual es un sistema de n ecuaciones diferenciales de 2do. orden, que posee soluciéon tnica
dz
en algin intervalo I = [a, b], verificando z(0) = «(0) =p y E(O) =a/(0) = v.

Conexion afin en variedades riemannianas

Definicién 3.5.7 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y una métri-

ca riemanniana (,). Se dice que V es compatible con la métrica (,), si para todo par de
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campos de vectores V. y W a lo largo de la curva diferenciable oo : I — M se tiene:

d DV DW

a V) (38)

Proposicién 3.5.1 Si la conexion afin V es compatible con (,) y V., W son campos para-

lelos a lo largo de una curva diferenciable oo : I — M entonces, (V,W) es constante. En

particular si a(t) = (o (t), ..., a1(t)) es una geodésica, (%, 923 es constante.

Prueba: Ver [17]

Definicién 3.5.8 Una conezion afin V en una variedad riemanniana M es compatible

con (,) si y solamente si:
XY, Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ), ¥V X,Y,Z € H.

Definicién 3.5.9 Una conezion afin V en una variedad riemanniana M es llamada simétri-
ca Si.

VxY —VyX = [X,Y] VX,Y,€H, donde[X,Y]=XY —YX.

Definicién 3.5.10 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una tinica

conexion afin V en M satisfaciendo las condiciones:
a) V es simétrica.
b) V es compatible con la métrica riemanniana.

(Esta conezion es denominada conexion riemanniana).



3.6. CURVATURA DE UNA VARIEDAD RIEMANNIANA 47

Definicién 3.5.11 Dado un sistema de coordenadas (U, X), las funciones conocidas como

simbolos de Christoffel Fi?‘j :U C M — R que definen los coeficientes de conezxion
Vx, Xj = Z FZ’XM
k=1
estan relacionados con la métrica de la siguiente manera :
l~( 0 0 0
e =- {— %+ =— Z——Z} k. 3.9
K 2%: 8:Big]k+8xjgk axkgj g (39)

donde g;; = <8%7_, %> son elementos de la matriz G(x) y g” los elementos de la inversa

3.6. Curvatura de una variedad Riemanniana

Definicién 3.6.1 Una curvatura K de una variedad Riemanniana M es una correspon-

dencia que asocia a cada par X,Y € H una aplicacion K(X,Y) : H — H dada por

K(X,Y)Z =VyVxZ -~ VxVyZ+VixyZ, Z € H,

donde V es una conexion de Riemanniana de M.

Observacién 3.6.1 Si consideramos un sistema de coordenadas (U, X) en torno del punto

py{Xi},i=1,2,..,n es una base de T,M obtenemos:
K(Xz, XJ>X]€ = (VXjVX,' - VXivXj)Xk

Proposicién 3.6.1 La curvatura K de una variedad Riemanniana cumple las siguientes

propiedades:
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i) K es bilineal en H X H, esto es,

K(fX1+9Xe, Y1) = [K(X,Y1)+gK(Xe, Y1),

K(X1, fY1+gYs) = fK(X,Y1)+ gK(Xy,Y2),
donde f?g € COO(M)7 XlaXQaYi7Y2 € H.
ii) Para todo X,Y € H el operador curvatura K(X,Y') es lineal, esto es,

KX, Y)Z+W) = KX, Y)Z+K(X, Y)W,

K(X,Y)fZ = [K(X,Y)Z,
donde f € C*(M), Z,W € H.
iii) La curvatura es antisimétrica, esto es

K(X,Y) = —K(Y, X).
Prueba: Ver [17]

Proposicién 3.6.2 Sea (U, X) un sistema de coordenadas en torno de p € M y {X;} una

base de T,M en este sistema de coordenadas. Entonces:

K(X;, X)X, = > K}, X,

=1

donde Kfjk son dadas por :

Kijp = X — Xl + Z L5 - Z LTl
s=1 s=1
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Prueba: Ver [17]

Observacién 3.6.2 Si en las coordenadas (U, X) escribimos X = Y1 w'X;, Y =30 07V,
Z=% 1 w7, por la linealidad de K tenemos:
K(X.Y)Z= Y Kuvu"X, (3.10)
0,4 k,l=1
Curvatura Seccional. [ntimamente relacionado con el operador curvatura R esta la

curvatura seccional (o riemanniana) que definiremos a continuacién.

Definicién 3.6.2 Dado un espacio vectorial V, indicaremos por |x A y| a la expresion

VIzPlyl? = (o, y)?,

que representa el drea del paralelogramo bidimensional definido por un par de vectores

r,yeVv

Definicién 3.6.3 Sea 0 C TpM un subespacio bidimensional del espacio vectorial Tp M

y sean x,y € o, dos vectores linealmente independientes. Entonces,

(K(z,y)z,y)

K(z,y) = Z A

Y

no depende de la eleccion de los vectores x e y.

Definicién 3.6.4 (Curvatura Seccional). Dado un punto p € M y un subespacio bidimen-
sional 0 C TpM . El nimero K(x,y) = K(0), donde {x,y}es una base de o, es llamado

Curvatura Seccional de M.
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Si K(x,y) <0 para todo z,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad rieman-
niana es no positiva.
Si K(x,y) = 0 para todo z,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad rieman-

niana es no negativa.

Variedades completas

Definicién 3.6.5 Una variedad Riemanniana M es llamada (geodésicamente) completa
st para todo p € M, la aplicacion exponencial, exp,, estdn definidas para todos v € TpM.;
es decir, las geodésicas que parten de p estdan definidas para todos los valores del pardmetro

teR.

Definicién 3.6.6 Dados dos puntos p y q en M, la distancia Riemanniana de p a q en la

variedad, denotada por d(p,q), es definida por

b
distlp.q) = int [ @) | de (3.11)

~:[a,b]—M
p=7(a),q=7(b)

Proposicién 3.6.1 Con la distancia geodésica (3.11) M es un espacio métrico.

Teorema 3.6.1 (Hopf-Rinow) Sea M una variedad Riemanniana y sea p € M. Las si-

gquientes afirmaciones son equivalentes:
a) exp, estd definida en todo TpM para algin p € M

b) Los limitados y cerrados de M son compactos.
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c) M es completo como espacios métrico.
d) M es geodésicamente completa.
e) Para todo g € M existe una geodésica uniendo p y q con d(p, q) = inf, f: |7/ (t) | dt.

Prueba: Ver [18].

Teorema 3.6.2 En una variedad Riemanniana completa M de dimension finita con cur-

vatura seccional no-negativa, tenemos:

I3 <2+ 15— 215 cos0, (3.12)
donde l; denota la longitud de oy, i = 1,2, I3 = d(aq(lh), az(l2)) y 6 = Z(/(0), a5(0)).

Prueba: Ver [18].

Definicién 3.6.7 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R, se define campo

vectorial grad(f) (gradiente de la funcion f) como el inico campo vectorial que cumple:

df (X (p)) = (gradf (p), X(p))s, Yz € H. (3.13)

Observacion 3.6.3 Sea M C R" una variedad Riemanniana con la métrica definida
por (v,w), = vIG(x)w donde G(x) es una matriz simétrica definida positiva. Se puede

caracterizar el campo gradiente como:

gradf (q) = G (q) f'(q), (3.14)
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donde G—' = g (q) es la matriz inversa de G(q) y f'(z) = (2L a—fn) es el vector de

Ox1’ """ Ox

derivadas parciales de la funcion f o X. En efecto,

df ,(X(p) = f'(0)"v = f(0)" (G"(a))" Gla)v = (G~ () f'(9)) Gla)v = (G~ () f'(q), ),

Definicién 3.6.8 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R una funcion de clase
C*,k > 2.La Hessiana de f, denotada por HY es definida como la derivada covariante del

campo vectorial gradiente, esto es,

D
H! = %(gmdf).

La Hessiana en el punto p, en la direccion de v € T,M es:

HE (0, 0) = (2 (gradf)(p), w)..

- , (3.15)

3.7. Preliminares de optimizaciéon sobre Variedades

Definicién 3.7.1 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R, definimos por Punto

Critico, los puntos donde :
(gradf(z),v), = 0,2 € M yVv € T,(M). (3.16)

Definicién 3.7.2 Sea f: M — R,, x* € M y una U vecindad abierta de x*, entonces,
z* es un Punto Minimo Local de f, si se cumple que f(x*) < f(x) Vx € UN A; si la

desigualdad se cumple para todo x € M, entonces z* es un Punto Minimo Global de

fen A
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Definicién 3.7.3 Se dice que una funcion f : M — R es semicontinua inferiormente en

T € M, si para toda sucesion {x*} de M convergente a T se tiene que:

lim inf f(a*) > f(@).

k—o00

St f es semicontinua inferiormente para todo x € M, entonces decimos que f es semicon-

tinua inferiormente en M.

Teorema 3.7.1 (Weierstrass) si f : M — R es semicontinua inferiormente y M es

compacto, entonces existe un punto minimo global de f.

Prueba: Ver [13].

Teorema 3.7.2 (Condicién necesaria de primer orden). Sea f : M — R de clase C*. Si

x* es un punto de minimo local, entonces gradf (xz*) = 0.

*

Demostracién 3.7.1 Seanv € T,»M y~v : R — M una curva geodésica tal que y(0) = x
y 7' (0) = v. Definamos la aplicacion h : R — R tal que h(t) = f(v(t)). Como z* es punto
de minimo local de f, existe € > 0 tal que h(0) = f(z*) < f(7(0)) = h(t), para todo
t € (—¢,¢), porlo que ent =0 tenemos un punto de minimo local de h. Por la condicion
necesaria de primer orden en R se tiene h'(0) = (gradf(z*),v) = 0. En particular para

v = gradf (z*) tenemos que gradf(z*) = 0.

Teorema 3.7.3 (Condicién necesaria de sequndo orden). Sea f: M — R de clase C?. Si

x* es un punto de minimo local, entonces (v, Hg{*w >0, VveT,-M.
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Demostracién 3.7.2 Seanv € T,- M y~ : R — M una curva geodésica tal que y(0) = z*
y 7' (0) = v. Definamos la aplicacion h : R — R tal que h(t) = f((t)). De la demostracion
del teorema anterior, sabemos t = 0 hay un punto de minimo local de h, entonces por la
condicion necesaria de sequndo orden en R se tiene, h'(0) = 0, luego h"(0) > 0. Ahora

bien,

W) = (gradf((8).7/ (1)
W) = (2 gradi(+(1), /(1)) + {gradf (+(1), (1))
= (H]/(0,7'(1)

= (Hlv,v) > 0.

Teorema 3.7.4 (Condicidn suficiente de sequndo orden). Sea f : M — R de clase C?. Si

x* € M cumple:
= gradf(z*) =0,
. H;; definida positiva,
entonces, r* es un punto de minimo local estricto de f.

Prueba: Ver [13].

Definicién 3.7.4 Sea A C M donde M es una variedad Riemanniana completa. Se dice
que A es un Congunto Totalmente Convexo si contiene toda geodésica vy de M que

conecte a p y q, con p,q € A.
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Definicién 3.7.5 Sea A C M donde M es una variedad Riemanniana completa. Diremos
que A es convexo si para todo par de puntos p y q de A existe una geodésica minimal que

une p y q contenido en A.

Definicién 3.7.6 Sea f : M — R; diremos que f es convera si y solo si para toda
geodésica v : R — M, la compuesta fo~vy:R — R es convera como una funcion real, es

decir, Ya,b € R, VA € [0, 1] se cumple:

Oy =Aa+A0) < (1 =N f(v(a)) + A f((b)). (3.17)

Teorema 3.7.5 Sea f: M — R y M una variedad Riemanniana. Entonces f es conveza
si y sélo si para todo p € M y para toda geodésica v : [0,4+00) — M tal que v(0) = p se

cumple:

fFOy(8) = fp) = t{gradf (p),~'(0)) cont € [0, +00). (3.18)

Demostracion 3.7.3 Supongamos que f es convexa, entonces para toda geodésica vy : R —
M; f o~ es convezxa, en particular para h : [0,400) — R dada por h(t) = f(y(t)) con
t €10, +00).

Como h es convexa como funcion real, entonces se cumple

h(t) = h(0) + th'(0). (3.19)

Por otro lado

W (t) = (f o) = (gradf(v(1)),'(t)),
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evaluando h' en 0

h'(0) = (gradf(v(0)),7(0))

= (gradf(p),7'(0))

sustituyendo la igualdad anterior en 3.19 tenemos:

h(t) = h(0) + t{gradf (p),7'(0))
lo que tmplica que:

f(y(t)) = f(p) = +t{gradf(p),~'(0)).

Reciprocamente, supongamos que se cumple que:

f(y(t)) = f(p) = t{gradf(p),7'(0)) con t € [0, +00),

con vy :R — M la geodésica tal que ~v(0) = p.
Sea h: [0,+00) = R dada por h(t) = f(y(t)) con t € [0, +00).
como +(0) = p y 1(0) = (gradf (p),/(0)), ocurre que h(t) — h(0) > t/(0),

de esto se tiene que h = f o~y es convexa y por lo tanto f es conveza.

Corolario 3.7.1 Si f : M — R es convexa entonces todos los puntos criticos de f son

minimos globales de f.

Demostracién 3.7.4 Sea p € M un punto critico de f, entonces gradf(p) = 0. Dado

q € M con q # p, existe por teorema de Hopf-Rinow’s una geodésica v : [a,b] — M que
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conecta a p con q donde y(a) = p yy(b) = q. Como f es convezxa por teorema de condicion
de primer orden para convexidad se cumple: f(y(b)) — f(y(a)) = (gradf(p),~7'(0)) y dado
que q es punto critico f(q) = f(p) VYq. Por lo tanto, todo punto critico de una funcion

convexa es un minimo global.

Teorema 3.7.6 Sea M una variedad Riemanniana, una funcion f : M — R es convexa

si y solo si el Hessiano de f (H') es semi-definido positivo.

Demostracién 3.7.5 Supongamos que f es conveza, seanp € M yv € T,M y~y la inica
geodésica tal que v(0) = p y +'(0) = v. Definamos h : R — R dada por f o~y = h por lo
que h es convexa. Asi, por la teoria de convexidad, h"(t) > 0 Vt, ahora por definicion de

derivada
W(t) = (gradf (v(t)), v)
luego
h'(0) = (Hjv,v) > 0.
Reciprocamente, supongamos <Hgv, v) = 0. Definiendo h : R — R dada por f o~y = h,
se tiene que h"(t) > 0 y h = fo~ : R — R es convera, finalmente por la definicion de

convexidad f es conveza.

Definicién 3.7.7 Sea M una variedad Riemanniana completa y f : M — R una funcion

real. f es llamada cuasi-convexa en M si para todo x,y € M, t € [0,1], se cumple:

Fy (@) < maz{f(x), f(y)},
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para toda curva geodésica vy : [0,1] — M, tal que v(0) =z y y(1) = y.

Teorema 3.7.7 Sea f: M — R una funcion diferenciable y cuasi-convera en una varie-

dad Riemanniana completa M y sean x,y € M. Si f(x) < f(y) entonces:

(gradf(y),~'(0)) <0

donde v es la curva geodésica tal que v(0) =y y v(1) = .

Prueba: Ver [13].

Definicién 3.7.8 Sea I' > 0 una constante y f : M — R, si para cada p,q en M y el
segmento geodésico 7y : [0,a] — M que conecta a p y q con ¥(0) =p y+'(a) = q dada por:

[(y0.t) = longitud del segmento [y(0),~(t)] = f(f |7/ (t)||dt cumple lo siguiente

lgradf (v(t)) — Pygradf (p)|| < T|[1(70,)ll,

se dice que f tiene gradiente I' -lipschitziana.

Definicién 3.7.9 Sea f : M — R, una funcion da la variedad M a los reales, se denomina

conjunto de subnivel a: M* ={x € M : f(z) < a} cona € R
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3.8. Funciones Convexas en Subvariedades de Rie-

mamnn

3.8.1 Gradiente y Hessiano en Subvariedades

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién n + p y N una subvariedad de

dimensién n cuya métrica inducida es denotada también por g . Denotamos por &1, ..., §, el
. ’ ., . .

campo de vectores local sobre N que suponemos normal. Si V' es la conexion Riemanniana

sobre M y V es la conexién Riemanniana sobre IV, entonces la formula de Gauss se sostiene
ViY =VxY +alX,Y),

donde X y Y son campos de vectores sobre N, y

aX,Y) =) Q(X,Y)&,

es la sequnda forma fundamental sobre N.

Sea f : M — R una funcién de clase C?. La restriccién de f sobre N serd denotada

por fn. Observe que

P
grady f = grady fn + Z a’ &, (3.20)

s=1

donde

a* = g(grady f,€,) = df (&),
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En consecuencia, si x, € M es un punto critico de f y si x, € N, entonces x, es un punto

critico de fy. Més, x, € N es un punto critico de fy siy sélo si

p

grady f(z,) = Z a®(x,) Es(,) € Ty, N*.

s=1

Teorema 3.8.1 Si f : M — R es una funcién de clase C* y fn es su restriccion sobre

N, entonces
p

Hessy f = Hessy fn — Z a® ).

s=1

Prueba: Ver [7].
Ya que una subvariedad N puede ser accidentalmente un subconjunto convexo total-

mente de M, aceptamos aqui que una funcién f es convexa sobre N si Hess f|x = 0.

Corolario 3.8.1 1. Si f : M — R es convexa y grady f es tangente a N, entonces

fn es convexa.

2. St f: M — R es convexa y N es una subvariedad geodésica totalmente, entonces fy

es convexa.

3. Si f: M — R es convexa y df (o) es semidefinida positiva, entonces fy es convezxa.

Prueba: Ver [7].

Ejemplos.

1. Lafuncién f: R — R, f(z,y,2) = e* es convexa y tendremos que grad f = (0,0, ¢?).
Sea N el cilindro circular 22 + y? = 1 en R3. El campo de vectores unitarios sobre

N es £ = (z,9,0). Entonces (&, grad f) = 0 y en consecuencia fy es convexa.
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2., ,2
2. Sea [ :R3 — R, f(x,y,z):ezyN:z:x ;—y :
Como
—x,—y, 1 dx? + dy?
U=, =TT g drAdy
’1+$2+y2 /1_|_x2_|_y2
Se sigue que
eZ
af(E) = ————
©) V1+22 492
Yy
dz? + dy?
Hessy fy = Hessgs f +df(§) Q = €* (dz2 + %) )N.
En consecuencia fy es convexa.
3. La funcién
2, ,2
JRSR, flryz) =t
es convexa. Considerando el paraboloide de rotacion
2 + 12
N:z=
z 5
orientado por
6 _ (—QZ, -V, 1)
V142?42
par el cual la segunda forma fundamental es
Q- dx? + dy? ‘
V1+ a2+ 2
Se sigue que
da? + dy?

Hessy fnv = Hessgs f +df (£) 2 = 1+az—2+y2 N
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y en consecuencia fy es convexa.

Generalizacién. Si f : R? — R es convexa, entonces f : R* = R, f(z,y,2) = f(z,y) es

convexa. La restriccion de f al grafico de f es también convexa.



Capitulo 4

Método De Descenso Clasico Sobre Variedades.

En la optimizacién clasica en espacios vectoriales, los métodos de bisqueda lineal se
utilizan ampliamente. Se basan en la actualizacién de la iteracién por la eleccién de una
direccion de busqueda y luego se adiciona un multiplo de ésta a la iteracion anterior. Es

decir, la busqueda lineal en R™ se basa en la férmula iterativa

Try1 = Tk + )\kdk; (41)

donde di, € R™ es la direccion de busqueda y A\, € R™ es la longitud del paso. La adicién de
un multiplo a la direccién de busqueda requiere, obviamente, la estructura de un espacio
vectorial y, en general, esto no es posible en variedades. El objetivo de este capitulo es
desarrollar una teoria similar para problemas de optimizacion planteados en variedades no
lineales. La extensién natural a variedades es seguir la direccién de busqueda a lo largo
de una curva; mas especificamente, la generalizacién de (4.1) a una variedad M consiste
en seleccionar d como un vector tangente a M en xj, y realizar la bisqueda a lo largo
de una curva en M cuyo vector tangente en t = 0 sea di. La elecciéon de la curva se basa

en el concepto de retraccion, que veremos en la siguiente seccién. Cabe destacar, que la

63
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escogencia de una retraccion eficiente computacionalmente es una decisién importante en

el diseno de algoritmos numéricos de alto rendimiento en variedades no lineales.

4.1. Retracciones

Conceptualmente, el método mas sencillo para la optimizacién de una funcién dife-
renciable es trasladar un punto de prueba z(t) continuamente en la direccién de méxima
pendiente,—grad f(x), sobre el conjunto de restricciones hasta que se llegue a un punto
en que la pendiente se anule. Los puntos « donde grad f(xz) = 0 se llaman puntos es-
tacionarios o puntos criticos de f. Una implementaciéon numérica de la aproximacion de
descenso del gradiente de forma continua, requiere de la construccién de una curva ~ de tal
manera que v'(t) = —grad f((t)) para todo t. Excepto en circunstancias muy especiales,
la construccién de una curva utilizando métodos numéricos es poco practico. La analogia
numérica més cercana es la clase de métodos de optimizacién que utilizan procedimien-
tos de busqueda lineal, es decir, algoritmos iterativos que, dado un punto z, calcula una
direccién de descenso A = —grad f(x) (o alguna aproximacion del gradiente) y se mueve
en la direccién de A\ hasta que se encuentre una disminuciéon “razonable” de f. En R",
el concepto de movimiento en la direcciéon de un vector es sencillo. En una variedad, la
nocion de moverse en la direccion de un vector tangente, durante su estadia en la misma,
es generalizada por la nocion de la funcion de retraccion.

Podemos ver a una retraccién R por x, denotada por R, (ver [8]), como una funcién de

T,.M a M con una condicion rigida que preserva el gradiente por x; ver figura 4.1.
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Figura 4.1: Retraccion.

Definicién 4.1.1 Una retraccion sobre una variedad M es una funcion R del fibrado

tangente T'M sobre M con las siguientes propiedades. Sea R, la restriccion de R a T, M,

asi
1. R es continuamente diferenciable.
2. R.(0,) = x, donde 0, denota el elemento cero de T, M.
3. Con la identificacion canonica Ty, T, M ~ T, M, R, satisface
DR,(0,) = idr,nr, (4.2)

donde idr,p denota la funcion identidad sobre T, M.
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Por lo general, suponemos que el dominio de R es todo el fibrado tangente T'M. En cuanto
a la condicion (4.2), nétese que, ya que R, es una funcién de T, M a M que envia a 0, a z,
se sigue que DR,(0,) es una aplicaciéon de Ty (T, M) a T, M. Ya que T, M es un espacio
vectorial, existe la identificacién natural Ty, (T, M) ~ T,M. De aqui, por el teorema de
la funcién inversa, R, es un difeomorfismo local por 0,, que ademés, no solamente es C*
sino que también es biyectiva con inversa diferenciable en una vecindad V de 0, en T, M.
Aqui nos referiremos a la condicién DR, (0,) = idr,p como la condicion de rigidez local.
Equivalentemente, para cada vector tangente & en T, M, la curva ¢ : t — R, (t) satisface
7¢(0) = &. El moverse a lo largo de esta curva v, es pensado como ir en la direccién de £
estando senido a la variedad M.

Ademas de convertir los elementos de T, M en puntos de M, un segundo proposito impor-
tante de una retracciéon R, es transformar la funcién costo definida en una vecindad de
x € M en una funcién costo sobre el espacio vectorial T, M. Esto es, dada una funcion f
a valores reales sobre una variedad M dotada con una retraccién R, colocamos f: foR

el cual denota el pullback de f a través de R. Asi, para x € M se tiene

fo=foR,, (4.3)
que es la restriccion de ]/C\ a T, M. Notese que J/C; es una funcién a valores reales sobre un
espacio vectorial. También, por la condicién de rigidez (4.2) tendremos (con la identifi-
cacién canonica T,€ ~ &, £ espacio vectorial ) que D]/”;(Ox) = Df(z). Ahora, si M esta

dotada con una métrica de Riemannian (y 7,,M con un producto interno), tendremos que

grad J/”;(Ox) = grad f(z). (4.4)
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Posteriormente, retomaremos este segundo propédsito de las retracciones, para conocer
mejor su uso en combinacién con el transporte paralelo de vectores.

Cada variedad que admite una métrica Riemannian también admite una retraccién
definida por la aplicacién exponencial Riemanniana(lo que veremos méas adelante). Més,
cualquier otra retracciéon se puede pensar como una aproximacién de la aplicacién ex-
ponencial, aunque su dominio no necesariamente es todo T'M; en tal caso M tiene que
ser completa (ver 3.6.5). Vamos a dar un ejemplo de retraccién utilizando la aplicacion
exponencial. Antes, vamos exponer algunos detalles tedricos que hacen falta.

Recordemos del capitulo 3 que, una geodésica ( ver 3.5.5) sobre una variedad M dotada

con una conexioén afin V (ver 3.5.3), es una curva con aceleracién nula:

D2

@7(25) =0, (4.5)

para todo t en el dominio de 7.
Cualquier conexion esté ligada con la nocién de transporte paralelo (ver 3.5.2). Dada

una curva suave v : [0, 1] — M, el problema de valor inicial

V. int = 0,v(0) = vy, (4.6)

y(t

define una manera de transportar el vector vy € T, )M hacia el vector v(t) € TyuM.
Para la conexion Levi-Cevita considerada aqui, esto implica que el producto interior
Gv)(v(t), u(t)) es constante para cualquier par de vectores v(t) y u(t), transportados pa-
ralelamente a lo largo de v. Para x = v(0), y = ~(¢), denotaremos el transporte paralelo

de v € T,M a v(t) € T,M por v(t) = Tov(0) (si existieran més de un ¢ con y = y(t), la
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correcta interpretacion llegard a ser clara en el contexto). Como se detalla més adelante
T;,f v, podra ser interpretado como la derivada de la aplicacién P, : T, M — M. Como con-
sideraremos M completa, entonces por el teorema de Hopf-Rinow (ver 3.6.1 ) cualquier
par de puntos z,y € M se pueden conectar por una geodésica 7y : [0, 1] — M con x = v(0),

y = (1), donde la longitud de esta curva es

1
L0) = [ o 050).
0
Y la métrica inducida por esta longitud en M es

dist = inf L
ist(x,y) ot ]
x=v(0),y=(1)

Ya que la geodésica vy que conecta a x con y es unica, entonces 4(0) € T,M denota la
aplicacién logaritmo de y con respecto a x, log, y. Esta satisface dist(z,y) = ||log, y||. -
La geodésica puede calcularse via la aceleracién nula,Vs)y(t) = 0; esto es, resolviendo
la ecuacién (3.7) . La aplicacién exponencial exp, : T,M — M, v — exp,v , es definida
como exp, v = (1) donde v es solucién de la ecuacién ordinaria dada (3.7) con condiciones
iniciales 7,(0) = x,%,(0) = v. Ademas, por la propiedad de homogeneidad de 7, tenemos

la siguiente igualdad 7, () = v,(kt), de la que resulta

expx(tv) = Vkv(l) = /yv(t)v (47)

con lo que tenemos otra posibilidad de describir una geodésica. Obviamente se tiene

expr(0) = 7(0) = =
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Proposicién 4.1.1 Sea M una variedad completa con una conexion V yp € M. Entonces

D exp,(0,) = idr, - (4.8)
Y en particular exp, es un difeomorfismo local en 0.

Demostracion:

d

d d
D exp,(0,)(v) = — L) = —| (1) = = () =, 4.9
eap(0)(0) = 7| eap() = 2| s =%| w@=v.  (19)

para todo v € M, de donde se tiene la igualdad (4.8). Ahora, por el teorema de la funcién
inversa, exp, es un difeomorfismo local en 0.¢

De la proposicién (4.1.1), se tiene que la inversa de exp, sobre esta vecindad es log,; con
lo que la exp, es una parametrizacién (local) de M via T,,M. Por tanto, existen vecindades
U yUde0, € T,M y x € M, respectivamente. Si U es estrellada (es decir, v € U implica
que tv € ﬁpamo <t < 1), entonces U se llama vecindad normal convera de x. De esto

se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2 Sea M una variedad completa con conexion afin V. La aplicacion

exponencial sobre M inducida por V es una retraccion, llamada la retracciéon exponencial.

Prueba: Ver [14].
Bien, a continuacién el ejemplo prometido de una retraccién via la exp, : considere
la geodésica v : R — M con v(0) = z, parametrizada por longitud de arco, defina la

retraccion P, : T, M — M como

P,(v) = expy (Tl 0 = 7 (0)]). (4.10)
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donde p,(v) = exp,(m,(v)) y ™, denota la proyeccién ortogonal sobre el generador de 4(0).
Esta retracciéon, corresponde a moverse a lo largo de la linea geodésica v de acuerdo con
la componente de v paralela a %(0); luego, se sigue una nueva geodésica en la direccién

del transporte paralelo de la componente de v ortogonal a §(0) (ver figura 4.2).

\
/
/

M
R B —
~__- vor,() =

-
/ ~_ .
\\\ : ///
P W)= exp,(r, ()

/ ~
|

S

Nueva geodésica a seguir

segln la retraccion P,

Figura 4.2: Retraccién via la exponencial.

Mas adelante tendremos que considerar el transporte paralelo de un vector del espacio
tangente T, M a otro de T}, M; es decir, consideraremos el isomorfismo 7, , : T, M — T, M.
Pero estamos interesados en el operador Tf; que representa la derivada D R,(v) de R,
por v € T, M con R,(v) = y. En ese sentido el transporte paralelo 7; 5 ¢ a lo largo de una
geodésica 7y que conecta a x con y pertenece a la retracciéon P,. Por ejemplo, de nuevo por

la variacién de la aplicacion exponencial, podemos definir el transporte vectorial evaluado
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por el representativo de y en T, M como,
T = Dexp,(log. v), (4.11)

que lleva a vy € T, M sobre el vector tangente %(0) de 7 :t — exp,(log. y + tvy). Tam-
bién se pueden considerar para el trasporte vectorial T} ,, los adjuntos <T£ ;) *, (Tyf’ipy)
(definidos por g, (v, T, w) = go(Ty v, w) Vv € TyM,w € T, M) o las inversas (Tzf%)_17
(T;ﬁpy>l . Noétese que ng es una isometria con sz, = (T;’D;>* = (Tf]}), donde v es la
geodésica que conecta x con y y §(-) = y(—-). Ademds, log, y se puede transportar sobre
el mismo vector T, log, y = ¥(1) por ng, o por Tp7P* o por sus adjuntos o por sus
inversas.

Bien, volviendo al segundo propdsito de las retracciones, en detalle seria: Dada una funcién
suave f: M — R, definimos su derivada D f(z) en x € M como un elemento del espacio
dual de T, M via Df(z)v = v f. El teorema de representaciéon de Riez (ver [19]), implica

la existencia de un V f(z) € T, M tal que Df(x)v = ¢.(V f(z),v) para todo v € T, M,

que denota el gradiente de f en x. Luego, sobre T, M, se define

fr, = [ o Ry, (4.12)

para la retraccién R,. Ya que D R,(0) = id tendremos que D fr,(0) = D f,. Ademds,

fr. = fr, o R, o R,, donde R, existe y asf para y = R,(v), tenemos que

D fr(v) = D fr, (0) DRo(v) = D f(y) Tl ¥ fr(v) = (T/%) 9 £ ().
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4.2. Busqueda Lineal: minimizacién sobre Variedades

Como se dijo al comienzo de este capitulo, los métodos de busqueda lineal, estan
basados en la actualizacion de la iteracion, por la eleccién de una direccién de bisqueda,
hay que agregar un multiplo (el tamano o longitud del paso) a ésta direccién, lo que
obviamente, requiere de la estructura de un espacio vectorial y, en general, esto no es
posible en variedades. La extensién natural a variedades es seguir la direccion de bisqueda
a lo largo de una curva. Entonces, vamos a considerar el algoritmo iterativo de la siguiente
forma genérica.

Algoritmo 1
Entrar: f: M — R, iterado inicial o € M, k = 0.

repetir

escoja una direccién de descenso dj € T, M

escoja una retraccion R, € T, M — M

escoja una longitud de paso A\ € R

colocar xp41 = Ry, (A di)

k+—k+1

hasta que z;,; minimice suficientemente a f. ¢
Como dj, es direccién de descenso entonces D f(zy) dj, = ((grad f)(zx), dy,) < 0. Esta pro-

piedad asegura que la funcion objetivo o costo, f, en verdad decrece en la direccion de



4.2. BUSQUEDA LINEAL: MINIMIZACION SOBRE VARIEDADES 73

busqueda.

Para la escogencia de la longitud del paso \g, existen varias posibilidades. En general,
la escogencia de d, tiene que satisfacer ciertos requerimiento de calidad, en nuestro ca-
so d, = —Df(xy). Para el objetivo de lo que estamos estudiando en este trabajo, nos
concentraremos en la condicion de Wolfe, es decir, para una direccién de descenso dada

d € T, M, la escogencia de la longitud del paso A tiene que satisfacer

f(Re(Ad)) < f(z) + el ADf(x)d, (4.13a)

Df(Rs(Ad)) T, gy d = 2D f () d, (4.13b)

)

donde 0 < ¢; < ¢ < 1. Nétese que ambas condiciones se pueden reescribir como

fr.(Ad)) < fr,(0) + ctA D fr,(0)d, (4.14a)

D (Ad)d > 3D fr, (0) d, (4.14b)

que es la condicion de Wolfe cldsica para minimizar la funcién fr, del espacio vectorial

T, M a R. Si la segunda condicién (4.13b) es reemplazada por

IDf(R(Ad) Ty, gy d] < —caDf(x)d, (4.15)

z,Ry
obtenemos la condicién fuerte de Wolfe (generalmente se utiliza esta condicién para un
andlisis dltimo en un esquema cuasi-Newton). Ahora, en muchos algoritmos de optimiza-
ci6én basta que la primera condicién (4.13a) sea satisfecha, obviamente es la condicién de

Armijo; que en este caso es la generalizada y que trabajaremos mas adelante utilizando la
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aplicacion exponencial como retraccion.
Similar al lema 2.2.1 para el caso R", se tiene que, dada una direccion de descenso d, una

longitud de paso factible A > 0 siempre se puede encontrar.

Proposicién 4.2.1 (Longitud de paso factible). Sea x € M, d € T, M una direccion de
descenso y fr, : span{d} — R diferenciable continuamente. Entonces existe X\ > 0 que

satisface las condiciones (4.13) y (4.15).

Prueba

Al reescribir las condiciones de Wolfe como en (4.14) (4.15, respectivamente), el argumento
clasico que se tiene para estas condiciones en espacios vectoriales se puede aplicar.

Bien, para ver los detalles, consideraremos los siguientes ingredientes:

Sean xy € M(completa); ¢ > 0, los conjuntos B(zg,e) = {x € M : d(z,x9) < €} y
B(zg,e) = {x € M : d(x,79) < €}, donde d es la distancia Riemanniana sobre M. D,
es el conjunto de vectores v € T, M tal que la méxima geodésica ,(t) estd definida en
[0, 1]. El conjunto X(M) denotara los campos de vectores sobre M y §(M) el de funciones
suaves sobre M.

Luego, para © € B(xg,¢), consideraremos, d, € Dy, v4,(\) = R.(\d,) la geodésica que

parte de z en direccién de d, y por &, = 7’4, (\) el campo vectorial de X(M), tangente

a lo largo de 74, () en donde & = d,. Asi, colocando w(\) = f(R.(Ad;)) — f(x) y como

DR,(\d,)

3 = &) resulta, por el desarrollo de Taylor de primer orden de w en 0 que

f(Ra(Adz)) = f(z) = w(A) —w(0) = Aw’ (0) + o(})
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- )\<V ), dx> +o(A) = M grad f(z),dy) + o(\)

A
= Ae{grad f(z),d,) + N[(1 —¢) (grad f(x),d,) + Q], (4.16)
y ya que h+ ()\) =0, ¢ < 1y dg es direccion de descenso para la cual se cumple
T—+00

que D f(xy)dy = < grad f)(xy) dk> < 0 en el Algoritmo 1, entonces, la ultima rama
de (4.16) es negativa para A suficientemente pequeno. En consecuencia, tenemos para d,
que f(R.(\d.)) < f(z) + Ace(grad f(z),d,) con X suficientemente pequenio. Es decir, la
condicién (4.13a) se cumple.

Por otra parte, para obtener la segunda condicién (4.13b), observe que, fr, es acotada en
D,, puesto que f lo es en el compacto B(zg,€) y R, en D, . Esto es, ya que d, es direccién
de descenso, se tiene que f es acota por debajo en {x € B(xg,¢) : f(R.(\d,)) < f(2)},

con lo que fg, es acotada por abajo en el conjunto

{6r € Dyt fr.(6)) < fr,(02)} (4.17)

Ahora, para cualquier A no negativo definimos

BN) = fr,(Ndy) + c1\*{ grad f(x),d,) (4.18)
Entonces tenemos que
) — 5(0 Ady) — 0,
AE%I+M:)£%1+ In.( ))\ fr.(0:) = (grad f(x),d,) < 0.

Luego, existe un A’ > 0, tal que para A € (0, \’] se tiene que

BA) — B0)

< 0. 4.1
2 <o (419)
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Por (4.17) tenemos que

A——+00 A

puesto que este limite es

Km fRz()\ dx) — fRz(Ox)

Jlm ) + 1 M grad f(x),d,) |,

donde el primer sumando es acotado y el segundo no.

Sea

~ A) —
A'—mf{A>o:M—o}.
Por el teorema del valor intermedio y (4.19), tenemos que A’ satisface

M — 0. (4.20)

)\/
Asi, para cada A € (0, )T’], se tiene que

BA) = B(0)

< 0. 4.21
- (421)

Aplicando el teorema del valor medio y (4.20) tenemos que existe 8’ € [0,1] tal que
(@' A" =0.

Por tanto,

Dfr, (0’ N'dy)dy +2¢10' X' { grad f(z), d,) = 0.

Es decir, si 0 < ¢; < 3 < 1 tenemos que

Dfp, (0" Ndy)dy = —2¢,0' X (grad f(z),ds) > —2¢,0' X' (grad f(z).d,).  (4.22)
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Al sustituir A = /A7 < X’ y cancelando términos semejantes en (4.22), tenemos la
condicién de Wolfe (4.13b): més, de (4.21) y (4.22) concluimos que A = 8’ X es la longitud

del paso que se requiere.o

4.3. Convergencia para el método de busqueda lineal

en variedades

El estudio de convergencia en variedades es una generalizacion directa del caso R™.
Asi que, una sucesion infinita {z;} de puntos de una variedad M se dice que es convergente
si existe una carta (U, ) de M, un punto z* € U, y un conjunto K > 0 tal que = € U
para todo k € K y la sucesién {p(zx)} converge a ¢(z*). El punto gp‘l(klin;o o(xy)) se
llama el limite de la sucesién convergente {z;}. Cada sucesion convergente de una variedad
(Hausdorff) tiene uno y sélo un punto limite ( ver [16]).

La convergencia de los algoritmos de busqueda lineal, naturalmente dependen, tanto de
una buena escogencia de la longitud del paso como de una buena direccién de bisqueda.
Con este objetivo en mente, vamos a utilizar el teorema de Zoutendijk dado en R" ( ver
[2]) el cual asocia una serie numérica con direcciones de busquedas que son véalidas para el
método del gradiente conjugado y en general para algoritmos de descenso, adaptado a una
variedad Riemanniana M (ver [1]) . Igual que en R", definimos en M, el angulo 6 entre

una direccién de busqueda dy v la direccion de descenso de mayor pendiente, el gradiente
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negativo —D f(z), como
—D f(z) dy

1D f (k) ||1 || el (4.23)

cos 0, =

Teorema 4.3.1 (Teorema de Zoutendijk). Sea f : M — R acotada por abajo y de clase
Ct. Suponga que \ en el Algoritmo 1 satisfaces las ecuaciones (4.14). Si las funciones
[r,, son diferenciables continuamente sobre el spandy y existe una constante Lipschit-

ziana uniforme L > 0 tal que

(4.24)
Entonces, la serie numérica
> cos O |Df(zy)||2, < o0, (4.25)
k=0
converge.
Prueba:
De la condicién de Wolfe (4.14b) tenemos que

Luego, utilizando la condicién de Lipschit, resulta que

A L HdkH?ck > (DfRzk()\k d) di — DfRzk (0)dy) = (c2 — 1) D f () dy,

de la cual obtenemos que

(co = 1)Df(w) dy
L ||d]2,

A =
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Ahora, del Algoritmo 1 y de la condicién de Wolfe (4.14a)se tiene que

fren) < Fa) — oo T2 o, D2,

(1 — 02)
L

Colocando ¢ = ¢; > ( y, sumando esta expresion sobre todos los indices menores

que k , obtenemos
k
f(xrer) < flwo) = ¢ cos® 0 |Df ()17,
=0
Ya que f es acotada por debajo, existe una constante C tal que f(z) > C para cualquier

x € M. Luego

k
C < flwrs) < flzo) — ¢ Y cos” 0 |Df(x;)I3,- (4.27)

j=0

Asi, tomando limite en (4.27) obtenemos

> cos?Oh IDf(xp)|I2, < f(‘”“)%c < o0,

k=0
lo que concluye la prueba.o

Bien, la condicién de Zoutendijk (4.25) implica que
cos® O | Df (z)|2, — 0. (4.28)

Si nuestro método para la eleccién de la direccién de busqueda di en el Algoritmo 1
garantiza que el angulo 6 definido por (4.25) esté acotado y alejado de 90°, existe una

constante positiva o tal que

cosb, > 96 >0 Vk.
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Pero si esto es asi, tenemos de (4.28), que
lim ||Df(z)| = 0. (4.29)
k— o0

En otras palabras, podemos asegurar que la norma del gradiente || D f(xy)|| converge a
cero, siempre que las direcciones de bisqueda no sean demasiado cercanas ortogonalmente
al gradiente. En particular, el método de descenso de mayor pendiente (para el cual la
direccién de busqueda djes paralela al gradiente negativo ) produce una sucesién de

gradientes que converge a cero, si se utiliza una bisqueda lineal que satisface la condicién

de Wolfe.

Corolario 4.3.1 (Convergencia: Descenso de mayor pendiente generalizado ). Suponga
que la direccion de bisqueda en el Algoritmo 1 es solucion de By(dy,v) = —D f(xy)v
para todo v € T,, M, donde las By son formas bilineales acotadas y coercitivas unifor-
memente en Ty, M (el caso Bg(.,.) = gu, (.,.) admite la direccion de descenso de ma-

yor pendiente ). Entonces, bajo las mismas condiciones del teorema (4.3.1)se tiene que

I1Df (@) ||z, — 0.

Prueba:

Siendo las By, acotadas y coercitivas uniformemente en 7, M ,tenemos By (dy,v) — 400
By (dy, dy.)
1B (dr, di) | ||z,

acotadas por encima de cero. Luego la convergencia se obtiene aplicando el teorema de

cuando ||(dg,v)|| — +o0; con lo que cosfy = son uniformemente

Zoutendijk. ¢

Por la continuidad del gradiente D f, y el corolario anterior, se tiene que, cualquier punto
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limite z* de la sucesién {x;} es un punto estacionario de la funcién f. Por lo tanto en
variedades de dimensién finita, si {x € M : f(z) < f(zo)} es acotado, {z;} se puede
descomponer en subsucesiones que converjan a un punto estacionario. En variedades de
dimension infinita , donde sélo puede esperarse una convergencia débil de las subsucesiones,
en general, esto no es cierto (lo cual no es sorprendente, dado que no se concede ni
siquiera la existencia de puntos fijos, sin condiciones mas fuertes sobre f, tales como
secuencialmente débil semi-continua inferiormente ). Més atn, el punto limite puede no
ser unico. A continuacion, trataremos un caso especial de convergencia global, inspirada
por la teoria clasica en R, donde algunas restricciones se le haran a la direccién de descenso

dr v a la longitud del paso A (ver [16]).

Definicién 4.3.1 (Sucesion gradiente-relacionada) Dada una funcion costo f sobre una
variedad Riemanniana M, una sucesion {dy}, dp € T, M, es gradiente-relacionada si,
para cualquier subsucesion {x}rex de {xr} que converge a un punto no critico de f, la

correspondiente subsucesion {dp}rex es acotada y satisface que

limsup (grad f(zy),dx) < 0.

k— oo, keK
La siguiente definicién, esta relacionada con el tamano del paso A\, en la condiciéon de

Armijo.

Definicién 4.3.2 ( Punto de Armijo ) Dada una funcién costo f sobre una variedad
Riemanniana M con retraccion R, un punto x € M, un vector tangente d € T, M, y

escalares @ > 0, B, ¢ € (0, 1), el punto de Armijo es el numero real \* tal que d* =
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Md = pmad, donde m es el entero no negativo mds pequeno que satisface la condicion

de Armijo
J(R(B™ G ) f(2) < c{grad f(z), B @ d),.

El numero real N4 = B™ @ es el tamario del paso de la condicion de Armijo.

Nétese que, si escogemos 71 = R, (A dy) en el paso 4 del Algoritmo 1, la condicién
de Armijo (4.13a) se cumple; pero no es obligatoria esta escogencia. Esta condicién de
Armijo da mucho margen de maniobra para sacar bastante informacién relacionada con
un problema que puede conducir a un Algoritmo eficiente. Por ejemplo, se podria escoger
Tpp1 = Ry (A dy), donde \; = arg m/\l’n f(Rz, (Ady)) satistace (4.13a); si la bisqueda

lineal se lleva eficientemente.

Teorema 4.3.2 (Punto critico de la funcion objetivo) Sea {xy} una sucesion infinita de
iterados generados por el Algoritmo 1. Entonces cada punto de acumulacion de {xy} es

un punto critico de la funcion costo f.

Prueba:

Por reduccién a lo absurdo, supongamos que existe una subsucesion {xy }rex conver-
giendo a un punto z* con grad f(z*) # 0. Ya que {f(xk)} es no creciente, se sigue que
toda ella converge a f(z*). En consecuencia f(zy1) — f(zx) se va a cero. Ahora, de la

construccién del algoritmo se tiene que,

f(ra) — flar) < coXelgrad f(ar), di ).
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Ya que {d}} es gradiente-relacionada, resulta que {A; }rex — 0. Como los \; son determi-
nados por la condiciéon de Armijo, entonces para todo k£ mas grande que algtin %, se tiene

~ . Ak
que A\, = ™ @, donde my, es un entero mas grande que cero. Pero esto significa que — dj,

g
no satisface la condicion de Armijo. Por lo que
A A ~
F(Ro, <? dk)) ~ f(zy) > 0E<gmd faw). di), VkeK k>F.
Colocando
- dy S _ el
d = y = 2%l
[ d|] 5
en la desigualdad anterior tenemos
e dr) = fr. (0, - -
fre k)x S, (O > o {grad f(zy), dy >mk, VkeK, k>k
k
donde fr, = fo Ry,. Por el teorema del valor medio, existe 7 € [O,Z\\k] tal que
Dle,k (T c/i\k) c?k >0 <gradf(xk), c?k >1‘k’ Vke K, k> E, (4.30)

donde la diferencial se toma sobre el espacio vectorial T,, M. Ya que {\;}rex — 0y la
sucesion {dy} es gradiente-relacionada, por tanto acotada, resulta que {Xk}keK — 0. Maés
ain, ya que c?k es de norma uno, éste pertenece a un conjunto compacto, con lo que existe
un conjunto de fndice K C K para el cual {&\k}kef( — d, para algiin d, con H(ZkH =1
Tomando limite en (4.30) sobre K y va que la métrica Riemanniana es continua, f € C!,

con Dfr, (0z,) dy, = (grad f(zy), dy >xk, tenemos que

<grad f(z.), c/l\*> >0 <gradf(x*), c/i\*>

Ty Ty
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De donde se tiene que

(grad f(z.), d. ), (1—0)>0.

Pero o < 1, asi que

(grad f(z.), j*> > 0.

&

Por otra parte, la sucesién {d;} es gradiente-relacionada, con lo que

<g7’adf(:1c*), C/l\* >r <0,

*

obteniéndose una contradiccién.o

4.4. Aplicacién

Ejemplo1.[Con Descenso (ver [7]). Buscando el minimo sobre la esfera unitaria S* |
Sea S?% : 22 +y? + 22 = 1 la esfera en R3. Ya que S? es un conjunto compacto, cualquier
funcién que sea por lo menos continua sobre S? tiene un minimo y un maximo global.
Sea f: R* - R, f(z,y,2) = €. Si queremos determinar los extremos de f sobre la
esfera S? : 2 + 9% + 22 = 1, podemos utilizar los multiplicadores de Lagrange y encontrar
que, p = (0,0,1) y ¢ = (0,0, —1) serian los puntos criticos. En el punto p tendriamos el
méximo de f, max f = f(p) = e, en el punto ¢ el minimo, min f = f(q) = 1/e.

Ahora de acuerdo a lo estudiado anteriormente es este capitulo, el problema se puede

resolver como sigue.Sea f : 52 - R, f(z,y,2) = ¢*. Encontramos, aplicando la teorfa de
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subvariedades que,(ver [3.20])

gra f=1(0,0,¢%), { = (z,y,2) a = g(gradgs f,§) = df (§) = (0,0,€%) - (w,y,2) = z¢”.

Luego

gradg: f = gradgs f —a& = (0,0,¢*) — ze* (x,y, 2),

de donde tenemos que

gradg: f = e* (—xz, —yz, 1 — 2?).

De aqui que los puntos criticos son p = (0,0,1) y ¢ = (0,0, —1) como se dijo antes.

Con respecto a la geodésica en la esfera S?, tenemos las siguientes ecuaciones paramétricas
(

T =acost+dsent

y="bcost+ esent

z=ccost+ fsent, teR,
\

donde (a, b,b) y (a,b,b) son versores ortogonales ,es decir, de médulo uno. Colocando el

punto inicial como

1 1
)
P1 < \/5 \/5
Ya que gradgs: f(p) = k = (0,0,1), la direccién y el sentido de descenso de f por p; son

indicado por —k . La geodésica que inicia en p; en direccién de —k es
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con lo que

1
r = ——cost, y=—=-cost, z = —sent, t € [0,00).

V2 V2

Sea
w(t) = f(a(t),y(t), 2(t)) = e, t € [0, 00).

Asf que, en t = w/2,w(m/2) = £(0,0,—1) = f(q) = e~!, obtiene su minimo por ¢. Ahora,

como gradsz f(q) = 0, se tiene que ¢ es un punto critico de f; més, es un minimo global,

pues el Hessiano en este punto es definido positivo. Este extremo se obtuvo después de

realizar un tnico paso. Bien para chequear este resultado, fijamos un punto de inicio
1

Dy = <7§, 0, \/Li) Encontramos que

N | —

i+

N | —

o i) =

P).

De esta forma el versor v = 7~ \%, indica la direccion y el sentido de f por ps. Aqui,

-

la geodésica que comienza por py en direccion de v es

= (cost + sent), y =0, z = (cost — sent) t € [0, 00).

1 1
V2 V2

Ya que la funcion

o(t) = f(z(t),y(t), 2(t)) = esen(m/4—t)

obtiene su minimo e~! por t = 37/4, es decir, por z = 0, y = 0, z = —1; de nuevo llegamos
al punto ¢ (ver figura 4.3).

Ejemplo 2.[Con Armijo (ver [16]). Minimizando el Cociente de Rayliegh sobre 8" ']
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Figura 4.3: Método de descenso en S2.

Definicién 4.4.1 (Cociente de Rayleigh) Si x es autovector de la matriz A, entonces su

correspondiente autovalor es dado por

T Ax

xT x

'LL =
Este cociente se llama el Cociente de Rayleigh.

Se sabe que este cociente de Rayleigh puede acelerar convergencia en los métodos iterativos.
Con el objetivos de presentar una aplicacién del Algoritmo 1, vamos a utilizarlo aqui.

Se aplicara el Algoritmo 1 al problema de encontrar un minimizador de
f:8"' %R donde f(xr)=2a" Ax, (4.31)

que denota el cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria. La matriz A es simétrica

(A = AT) y no necesariamente definida positiva (ver 1.2.2). Sea ju; el autovalor més
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pequeno de A cuyo autovector asociado de norma unitaria es v;.

Counsidere la funcién costo
F:8"" SR donde f(m) =2l Az, (4.32)

cuya restriccion a la esfera unitaria S"~! admite (4.31). Aqui, estamos viendo a S"~! como

una subvariedad Riemanniana del espacio euclideo R™, dotada con la métrica Riemanniana

g(u,v) = u’ v,
Dado z € 8", tendremos que
va = vl Ax+ 2T Av=2v" Az,
para todo v € T,,R™ ~ R". De la definicién de gradiente se tiene que
grad f(x) =2Ax.
El espacio tangente a S"~!, visto como subvariedad de T,R™ ~ R" es

T,8" ' ={veR": 27 v =0}.

El espacio normal es

(TmSn_l)L ={zp:peR}

Las proyecciones ortogonales al espacio tangente y al normal son

P,v=v—zz"v, Proy=2a2a2"v.
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Recordemos que cualquier elemento v € T, R™ se puede escribir como la suma directa
v="P,v+Plu.

Ahora, ya que en general, si f es la funcién costo sobre una variedad M y f su restriccion

a la subvariedad M, el gradiente de f es el gradiente de J?proyectado sobre T,, M, es decir,

~

grad f(z) = P, grad f(x).

Asi que en nuestro caso
grad f(z) =2P,(Az) =2 (Az —za" Ax). (4.33)

La retraccién R, sobre T,R" ~ R" es definida como R, v = x + v asi que en T,S8" !, la

podemos definir como

r+v

R,v=—.
[l + ]|
Pero va que 8"~ ! pertenece al grupo de matrices ortogonales, una alternativa para la

retraccion también es

RxUZQf(‘r+U)7

donde p f(A) denota el @ factor de la descomposicién de A € R?*P como A = @) R donde
Q pertenece a las St(p,n) = {X € R™? : X" X = [,} y R es una matriz triangular
superior n X p con los elementos de la diagonal estrictamente positivos.

Todas las formulas dadas arriba estdn resumidas en el cuadro (4.1).
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Variedad (S"1) Espacio de embedding (R")

Funcién Costo | f(z) =27 Az, x € 8" | f(z) =27 Az, 2 € R"

Métrica Métrica inducida g(u,v) =ulv
Espacio Tangente veER: 2Tv=0 R
Espacio Normal veR":v=ax 0
Proyeccién sobre P,v=(I—-z2")v Identidad

el Espacio Tangente

~ ~

Gradiente | grad f(z) = P, grad f(z) | grad f(z) =2Ax

Retraccion R.v=qf(x+wv) R,v=1z+v

Cuadro 4.1: Cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria

Las siguientes proposiciones nos hablan sobre los puntos criticos, minimos, maximos y

puntos sillas del cociente de Rayleigh. Las pruebas respectivas se pueden ver en [5].

Proposicién 4.4.1 Sea A = AT una matriz simétrica de orden nxn. Un vector de norma
unitaria x € R™ es un autovector de A si y solo si este es un punto critico del cociente de

Rayleigh.

Proposicién 4.4.2 Sea A = AT una matriz simétrica de orden n x n con autovalores

1 < ... < iy, Y autovectores ortonormales asociados vy, ..., v,. Entonces

» + vy son minimizadores locales y globales del Cociente de Rayleigh (4.31) si el auto-

valor py es simple (multiplicidad 1), con lo que serian los inicos minimizadores.
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» +u, son mdzximizadores locales y globales del Cociente de Rayleigh (4.31) si el au-

tovalor ., es simple, con lo que serian los unicos minimizadores.

» +u, son los autovectores correspondientes a los autovalores interiores( que estdn

estrictamente entre py y i, ), son los puntos sillas del Cociente de Rayleigh (4.31) .

Se desprende de la Proposicién (4.4.1) y el andlisis de convergencia global del métodos
de busqueda lineal (Proposicién 4.3.2), que todos los métodos dentro de la clase del Al-
goritmo 1, producen iteraciones que convergen en el conjunto de vectores propios de
A. Y como estamos considerando el método de descenso, si el autovalor u; es simple, se

tendra convergencia estable para 4+ v; e inestable para todos los demas autovectores.

Luego, en el caso que nos interesa para el Algoritmo 1, vamos a colocar la direccién

(gradiente-relacionada)como
dp = —grad f(xy) = —2 (A Ty — Tk :C;;FAxk)

En lo siguiente, para no complicar el asunto referente a la retraccion ya comentada, tome-

mos

Ryv— 21V (4.34)
|z + v

donde ||, || representa la norma euclidiana de R™ dada por,|| z || = V2T z. Otra posibilidad

es

R, v =x cos HvH—i—Hv—Hsin v,
v



92 CAPITULO 4. METODO DE DESCENSO CLASICO SOBRE VARIEDADES.

para la cual la curva t — R, (tv) en un circulo grande de la esfera.

Bien, ya con todos los ingredientes necesario planteamos el Algoritmo 1 en el siguiente

cuadro: Este algoritmo presenta resultados numéricos ya probados (ver [5]), por ejemplo

Algoritmo 1* Busqueda lineal de Armijo para el Cociente de Rayleigh sobre S"~!

Requiere: La matriz simétrica A, escalares A > 0, 8,0 €(0,1).
Entrada: Iterado inicial xq, ||zo]|.
Salida: Sucesién de iterados {xy}.
1: Para k =0, 1, 2,...hacer
2:  Caleular dj, = =2 (Azy, — zzf Axy).
3:  Encontrar el entero mas pequeno m > 0 tal que
f (RoyNB™ ) < f (wx) — o AB™ df dy
con f definida en (4.31) y R en (4.34).
4: Colocar
Ty = Ry, (Xﬂm dy,).

5: Finalizar

se puede tomar la matriz A como, A = diag(1,2,...,100),0 = 0,5,A =1 y38 = 0,5; el
punto de inicio zy se escoge normalizando un vector cuya entradas son seleccionadas de
una distribucion normal. Pero el asunto aqui, es que éste mismo algoritmo, por la teoria

expuesta, también presenta convergencia al agregar la segunda condicién de Wolfe (4.13b);
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inclusive la condicion fuerte. El mismo quedaria de la forma siguiente:

Algoritmo 1* Busqueda lineal de Armijo para el Cociente de Rayleigh sobre S"~!

Requiere: La matriz simétrica A, escalares A > 0, 5,0 €(0,1).
Entrada: Iterado inicial xq, ||zo]|.
Salida: Sucesién de iterados {x}.
1: Para k =0, 1, 2,...hacer
2:  Calcular d, = =2 (Azy, — zp 2] Axy).
3:  Encontrar el entero més pequeno m > 0 tal que 0 < ¢; = o ™ < % <1

F(Ro, (N B™ dy)) < f(ax) — o XS dE dy,

D f(Rey(NB™ dp) T\, Gy B S e dr.
con f definida en (4.31), R en (4.34) y T es el
transporte vectorial escalar que representa la derivada D R,, de la
retraccion R, sobre M.
4: Colocar

5: Finalizar

[Se hace la siguiente observacién, el valor de m dado en el punto de Armijo (4.3.2), no es

c
facil de conseguir. En general se toma de tal forma que 0 < ¢; = o ™ < =<1 ]
m






Conclusion

En cuanto al objetivo planteado en este trabajo, hemos presentado la bisqueda lineal
con condicion de Wolfe dada en R™, sobre variedades Riemannianas. Valiéndonos para ello,
de instrumentos de la geometria diferencial como son las retracciones junto con el trans-
porte vectorial paralelo, que nos permitieron caminar sobre la estructura no euclidiana e
implementar las estrategias necesarias para conseguir convergencia en estos tipos de méto-
dos. Por su puesto, se buscé destacar los detalles de las demostraciones que, en general,
cuando se trata de variedades se opta por decir, que si se cumple en el R™ correspondiente,

de igual forma debe ocurrir en la misma.
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