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Introduccion

Desde hace un poco mas de una década una propuesta de mundo brana conocida
como el escenario de Randall y Sundrum ha llamado enormemente la atencién de una
gran parte de la comunidad cientifica de la fisica tedrica. Las razones de esto se en-
cuentran impresas en un par de articulos publicados por L. Randall y R. Sundrum, en
donde en ambos trabajos, el universo cuadridimensional que conocemos es una 3-brana
embebida en un espaciotiempo cincodimensional o bulk. También en el modelo se dota
a la geometria del bulk con curvatura (A) y a la brana con una tensién o, volviendo a
la brana un objeto gravitante que interactia dindmicamente con el bulk. Esto hace que
los modelos sean muy interesantes desde el punto de vista de la Relatividad General.

En el primer articulo [I] se aborda y se resuelve el Problema de Jerarquia que consiste
en una enorme brecha entre las escalas naturales de la fuerza gravitacional comparada
con las escalas de las otras tres fuerzas fundamentales. Se proponen dos branas de
tension oy y 09 embebidas en un bulk AdSs localizadas en y = 0 y y = L siendo y la
coordenada adicional. Se impone ademds simetria Zy por la identificacién (z*,y) con
(z*, —y) y tomando y periodica i.e, que la dimensién extra es compacta con la topologia
de orbifold S;/Z,. Las ecuaciones de Einstein a resolver son:

1
Rap — §gabR = AsGap (1)

Requiriendo que la brana preserve la invariancia Lorentz, se elige un ansatz métrico

ds* = a*(y)nudadz” + dy* (2)

Con la métrica y la condiciones de contorno se obtiene que la solucion a las ecuaciones

de Einstein viene dada por
a(y) = e 2/t (3)

Ademas se encuentra que las tensiones en las branas son iguales y opuestas. El término
a(y) se conoce como el factor warped y decae expoencialmente desde la brana de tensién
positiva a la negativa. Si vivimos en la brana de tensién negativa se muestra (en [1])
que la masa de Plank efectiva M, medida sobre la brana esta dada por:

az =M

R ()



donde M estd en la escala de masa electrodébil y r. es radio de compactificacion de la
coordenada adicional. Asi podemos entonces ajustar el factor 2kr.m hasta alcanzar los
ordenes de magnitud que requiere el Problema de Jerarquias.

En el segundo articulo [2] el modelo consta de una sola brana de tensién positiva
cuya coordenada adicional y puede ser infinita i.e, no-compacta. La métrica es la misma
que en el primer modelo y posee simetria Z5. En este trabajo se encuentra la expresion
para el potencial newtoniano y se observa que un modo masivo normalizable genera
el potencial newtoniano cuadridimensional y que una torre de estados masivos prove-
nientes del hecho que y es infinita genera correcciones a altas energias en el potencial
newtoniano. En la seccifon 1.1 se discute este modelo con mas detalle.

Los trabajos de Randall-Sundrum han tenido desde su publicacién, varias generaliza-
ciones ([3],[4],[5],[6] ,[7], [8]) entre otras, basados en branas de espesor finito originadas
por paredes de dominio provenientes de un campo escalar y considerando que la brana
de Randall-Sundrum (que tienen espesor infinitesimal) son el limite de espesor cero de
estas branas gruesas.

Una descripcion no perturbativa de la gravitacion sobre una 3-brana delgada fué hecha
por Shiromizu, Maeda y Sasaki en 2000 [10], donde la idea central es usar las ecua-
ciones de Gauss-Codazzi de la Geometria Riemaniana para proyectar las ecuaciones de
Einstein 5D sobre la brana para obtener ecuaciones de campo de Einstein cuadridimen-
sionales efectivas sobre ella. Estas ecuaciones efectivas poseen dos términos adicionales
a la ecuacion de Einstein conocida: uno de ellos es un término local a la brana y el otro
es un término no-local que proviene del bulk. Si se considera que el espaciotiempo es
esféricamnte simetrico, estatico y vacio, el término local, proporcional a 7,5 se anula
quedando solamente el no-local jugando un papel de tensor energia-momento inducido
en la ecuacacién de campo de Einstein. Este tensor posee propiedades andlogas al ten-
sor energia-momento para la solucién de Reissner-Nordstrom (R-N) de la relatividad
general. Por eso es de esperar obtener soluciones de mundos brana cuyo espaciotiempo
tenga una estructura matematica semejante a (R-N).

Las primeras soluciones de mundo brana esféricamente simétricos, estaticos y en el
vacio fueron encontradas por Dhadich, Maartens, Papadopoulos, Rezania [I1] y por
Germani y Maartens en 2001 [12]. En el primero de estos trabajos la solucién tiene la
forma de la solucién (R-N) donde el pardmetro @) llamado carga tidal juega un papel
parecido a la carga eléctrica de (R-N). La solucién se encuentra imponiendo 7,5 =0y
un tensor de curvatura de Weyl no nulo sobre la brana.

En este contexto, las solucién de vacio esféricamente simétrica y estatica de las ecua-
ciones de campo de Einstein fueron encontradas por Schwarszchild en 1916 [13], justo
un ano después de la formulacién de la Relatividad General. De acuerdo al Relatividad
General, la métrica de Schwarszchild es la tnica que describe el espaciotiempo alrede-
dor de un objeto esférico en el universo y forman las bases para el estudio tedrico de
las pruebas observacionales clésicas de la Relatividad: precesién de perihelio, deflexién



de la luz por un objeto masivo y tiempo de retardo en la sefial de radar. En [21], [22]
se estudian estas pruebas para el espaciotiempo generado por la solucion DMPR en-
contrando una cota superior para el parametro (), usando un formalismo general para
espaciotiempos esféricamente simétricos y estaticos desarrollado Bohemer, Harko, De
Risi y Lobo (BHLR)

El siguiente trabajo queda estructurado como sigue. En el capitulo 1 se discute
acerca del modelo de Randall-Sundrum 2 (RS2), se encuentra el potencial newtoniano
perturbando el background métrico. También se desarrollan las ecuaciones de Einstein
sobre una 3-brana usando un enfoque no perturbativo muy elegante desarrollado por
Shiromizu, Maeda y Sasaki. En el capitulo 2 se estudia la precesién de perihelio para
espaciotiempos tipo Schwarszchild. En el capitulo 3, se desarrolla el formalismo BHLR
y se estudia la precesion de perihelio para la métrica de Schwarszchild y para la métrica
de la solucion DMPR. Finalmente se estudia la precesion de perihelio via las geodésicas
de la métrica para la solucién DMPR, realizando la integracién en las variables u(¢) y
expandiendo a primer orden el término Q) /7.



Modelo de Randall-Sundrum y teorias
efectivas sobre una brana

1.1 Modelo de Randall-Sundrum

El modelo de mundo brana de Randall-Sundrum 2 (RS-2) [2] consiste de una hiper-
superficie 6 3-brana embebida en un espaciotiempo cinco dimensional AdS, con una
simetria Z5 6 de reflexion a lo largo de la dimension extra z. El background curvo so-
porta un estado no masivo ligado localizado sobre la brana, con el anadido de una torre
de modos masivos de Kaluza-Klein. El estado ligado reproduce la gravedad cuadridi-
mensional sobre la brana, mientras que los modos KK producen correcciones pequenas
al potencial Newtoniano sobre esta. En lo que sigue daremos una breve descripcion de
este escenario.

Consideremos la métrica de RS-2 en coordenadas conformes
Jap = A (ndaldal + dz"dz)) (1.1)

donde A(z) = —In(1+k|z|), k = (|A]|/6)/? asociada a la constante cosmoldgica negativa
del bulk AdS5 y 1, = diag(—1,1,1,1). Para encontrar la expansién en modos KK del
graviton se parametriza las fluctuaciones del graviton en la forma estandar

Gap = €246) ((nw + ilm,> dxtidxry + dzfjdzé’) : (1.2)

donde el graviton viene descrito por la componente transversa y sin traza de la pertur-
bacién métrica hy,. Imponiendo ademds en calibre axial h,, en [6] se encontré que la
perturbacion viene determinada por la solucién a

1_._ . . .2
= 5V Vehar + Riosj hea + Rishye = 3V ha, (1.3)

siendo Rfab)d y R¢ los tensores de Riemann y Ricci para la métrica sin perturbar 1}



El potencial V' para esta métrica viene dado por:

Xd@:—gA%d—GA%@. (1.4)

Sustituyendo los tensores de Riemann, Ricci en (|1.3)) se obtiene

(02 + 3A'(2)0, + 0°04) hyw =0 (1.5)

Proponiendo el cambio de variables fl,“, = ¢PreAR)/ 21,(2) se tiene que los modos
gravitacionales 1, (2) satisfacen la ecuacién tipo Schrodinger

(_j_ " VQM) bur(2) = M (2) (1.6)

donde p? = m?, con m la masa cuadridimensional de las excitaciones de Kaluza-Klein.
El potencial tipo Mecédnico Cudntico escrito en funcién de la variable métrica A(z) viene

dado por
9 3

VQM = ZAIQ(Z) + 514//2(2), (17)
que para el caso de Randall-Sundrum es
15 k2
Vou = ———— — 3kd(2). 1.8
= Y A R0 (18)

El procedimiento a seguir para encontrar la solucién a (|1.6)) es el siguiente: Se en-
cuentra la funcién de onda del gravitén para el modo cero m = 0, se prueba si el
modo cero es normalizable. En el caso afirmativo, esto implica que se puede recuperar
gravedad Newtoniana sobre la brana. Luego, los modos masivos m # 0 proveeran las
correcciones al potencial debido a la coordenada extra del modelo.

1.1.1. Modo cero.

Para el caso de masa cero, la ecuacién (|1.6) queda

P§;+wm1%@y:0 (1.9)

El potencial (1.7]) puede escribirse

d2
Vau = == (€/240)) e78/24), (1.10)



y al sustituirse en ([1.9)) queda

dQ@/)O(Z) B d263/2A(Z) -1
T U (2) = = (V1) (1.11)
de donde se obtiene
o(z) = Noe* 4. (1.12)
Normalizando el modo no masivo
/ [Yo(2)[Pdz =1, (1.13)

haciendo la integracion en las regiones (—oo, 0], [0, +00) y despejando se tiene

No=Vk (1.14)

1.1.2. Modos masivos

La solucién a (|1.6)) viene dada en forma general

Um(2) = m, (2)O(=2) + Yy (2)O(+2) (1.15)

donde ¥y, (2), ¥m,(2) son las soluciones a ambos lados de la brana, las cuales vienen
dadas por

) = T (AT (A + BY; (A () (1.16)
Yrnl2) = o (€.l (mfn(2)) + DYa (mfa(2)] (117)
fr " (2)

donde Jo(z) y Ya(z) son las funciones de Bessel de primer y segunda especie; fi(z) =
(k=' —2) y fr(z) = (k™! + 2). Las constantes A, B, C, D son constantes que se deter-
minaran por las condiciones de integrabilidad de la ecuacién de Schrodinger . La
constante N, viene determinada por la condiciéon de ortonormalizacion

+o0

Ur ()80 (2) = 6(m — m/) (1.18)

Sin embargo para m = m’ la delta de Dirac del lado derecho de la ecuaciéon anterior
diverge, y por tanto es necesario usar algin mecanismo de regularizacién. En [7] se
colocan branas reguladoras a cada lado de la brana, posicionadas en z, y z_, truncando
asi el espacio. Al final se toma z4 — oco. De esta manera, la condicién queda:

lim /Z+ e ()5 (2)dz = 1; (1.19)

z4+—to0



donde ¥°(z) es la solucién clasica ((1.15) de la ecuacién (1.6)). Usando (1.16)), (1.17)) v
escribiendo convenientemente ([1.19)) se tiene

1 y 1 /0
- = m —
2 N2 z—o0 2,

(1.20)
cuya integracion se realiza considerando el comportamiento asintético de las funciones
de Bessel cuando sus argumentos son grandes. Integrando e invirtiendo ((1.20) queda:

NE = \/7”” (A2 4 B2 4 C? 4+ D?)"! (1.21)

2

Fijando una constante, digamos C' = 1 y usando los vinculos (ver [7])

46, (0) = 0 (1.22)
U (07) = 45, (07) (1.23)
d d

—¢ (07) — —4p% (07) = —3ky<, (0) = 0 1.24
U 07) = S0 (07) = —3ks,0) =0, (1.24)

se obtiene el valor para las 3 constantes restantes

Jg[mk'_l]

’ Yo[mk—1] (1.25)

Un procedimiento andlogo se usa para encontrar la solucion distribucional de la
ecuacion (|1.6). La constante de normalizacién se haya de la misma forma que para la
solucion clasica

N = \/Wzm (424 B2y C2 4 D2, (1.26)

pero ahora los vinculos que determinan las constantes son:
Y5 (0%) = 45, (07) (1.27)
M (07) = —15,(07) (1.28)

donde 7,,(2) es igual a 1,,(z) pero son funciones de Bessel de orden 1. El tercer vinculo
se obtiene de imponer la ortogonalidad de las soluciones clasica y distribucional

+2zr
(V5 (2), Y (2)) = Ui (2)U,(2)dz = 0, (1.29)
con lo cual se obtiene: B B B B
AA+ BB+ CC+ DD = 0. (1.30)

Ahora, de las ecuaciones ([1.27)) y ((1.28) se tiene
AJo[mk™Y) + BY3[mk™] = CJy[mk ™Y + DYy [mk™] (1.31)

fi(2) [Ads[mfi(2)] + BYa[mfi(2)]*+ / " (@) [Calmfa(=)] + DYalm ()]}



AJymk™Y + BYi[mk™' = —CJi[mk™'] + DYi[mk™']. (1.32)

Fijando C' = 1, el sistema dado por ((1.30)), (1.31) y (1.32) admite como solucién

A=—-1 ;B=p= 2" | (1.33)

Usando el valor de las contantes, expandiendo la solucion para m < k y evaluando
la solucién distribucional sobre la brana (z = 0) queda

1/2
Y2 (0) ~ — (22%) [mI/Q — # (ln (%) +y— %) m5/2} : (1.34)

Las correspondientes densidades de estados para el modo cero vy(z) y para los modos
masivos ¢ (z) y %2 (z) , son usados para calcular el Potencial Newtoniano, el cual
estd dado en el espacio de coordenadas por ( ver [§]):

6*3A(2b) mimes

V(r)= Ve [|¢0(2b)|2+%/0 OOZW%(ZI,)FeWZTdm] (1.35)

r

donde se observa la contribuciéon del modo cero gravitacional localizado y una torre
de estados masivos de KK. Sustituyendo t(z), ©¥¢,(2), %% (z), evaluando en 2z, = 0 y
realizando la integracién se tiene

k  mims 2 1 4 4 1
~ l+2—+— (In2kr—- — 1.
vir) Ar M3 r { + 3 k2r2 * kArd (n " 3)] +O(7"7) (1.36)

El primer término de (1.36)) es el potencial newtoniano cuadridimensional usual, el
segundo término es la correccién a primer orden reportada por Randall-Sundrum y el
ultimo es la correccién a segundo orden reportada por Callin y Finn [§].

Un procedimiento andlogo al anterior es usado en [9] pero sin la simetria Zs; lo que
implica tener un escenario mundo brana con dos constantes cosmoldgicas diferentes a
cada lado de la brana y por ende se genera una modificacion del potencial Newtoniano
sobre ella.

En lo que sigue, se derivaran las ecuaciones de Einstein efectivas sobre la 3-brana. El
bulk del espaciotiempo se asumira cincodimensional. En principio no se impondra ningu-
na condicion sobre el bulk, pero luego se asumira simetria Zs y confinamiento del tensor

energia-momento sobre la brana, en concordancia con los escenarios de mundos brana
como el de RS2.



1.2 Teorias Efectivas en mundos brana

En el escenario de mundos brana, nuestro mundo 4-dimensional esta descrito por
una pared de dominio infinitamente delgada (3-brana ¢ hipersuperficie), considerada
como un subvariedad M con métrica h,s embebida en una variedad V' con métrica
Jap que corresponde con el espaciotiempo 5H-dimensional. La curvatura de la brana es
inducida via proyeccion del tensor de curvatura de la variedad M sobre V' por medio
de la ecuacién de Gauss [10] escrita de la forma ]

Ragys = Rapeacteheles + KasKpy — Koy Kps (1.37)

donde a,b = 0,..,4y p,v = 0,.,3 , Rapeq €s €l tensor de Riemann 5-dimensional,
R,pys el tensor de Riemman 4-dimensional, K3 el tensor de curvatura extrinseca de
M y e = dx®/dy® el vector tangente a las curvas contenidas en la hipersuperficie (ver
apéndice A)

Subiendo el indice a con h*P = g“beg‘ef (métrica inducida) y realizando la contraccién
de indices en la ecuacién , se obtiene el escalar de Ricci

a

Rps = Ry ecehes + KKps — K§ Kpa. (1.38)

Intercambiando indices convenientemente y contrayendo el tensor de Ricci en
obtenemos el escalar de curvatura 4-dimensional (Y R en funcién del escalar de curvatura
5-dimensional ®)R.

WR =) R~ Rinn® — K"K, + K2, (1.39)

Ahora, a partir del tensor de Einstein 4-dimensional:

1
Gop = Rap — 5(4)3%6 (1.40)

y de la ecuacion de Gauss contraida, se obtiene para el tensor de Einstein 4-dimensional

1
_(K2 — K" Kp)hag — </16 (1.41)

1
Ga,B = Gabege% + §Rl?77a7]bh’0</3 + KK&,B — Kchw — 5

donde se ha definido E/,; = R, n.n‘ele

Por otra parte, el tensor de Riemann 5D puede descomponerse en el tensor de Ricci,
el escalar de curvatura y el tensor de Weyl [14] de la forma

a 2 a a 1 a a
bed = 3 (9% Rap — goie Ry — ERQ 9o + Wheq (1.42)

Inotacién usada en el libro General Relativity de Eric Poisson



con el tensor de Weyl cumpliendo las mismas propiedades geométricas del tensor de
Riemann:

d __ d
Wape = ~Whac
d __
w[abc} =0
Wabed = —Wabde

con el agregado que es de traza nula w%,, = 0. Se obtiene a partir de ([1.41]) la ecuacién
de campo de Einstein sobre la hipersuperficie 6 brana

1 2 1
Gop = { {Rab - ERgab:| 3 {90Ria — gale Ry} nan® + gRg[dcgb}andnc} cach
1 d d c 1 d c 1 d c
+ 5 [g[cRa]a - ga[cRa}] nan — ERg[cga]andn + Ewcndn hozﬁ

1
—Kj Koy + KKop + 3 (K* - KJ%) hag — wjd,ndncegeg

Usando la ecuacion de Einstein en cinco dimensiones R, — %(5)Rgab = k%T,;, siendo
T, el tensor de energia-momento y k la constante asociada a la gravitacion 5D, se
obtiene la ecuacién de campo de Einstein cuadridimencional sobre la hipersuperficie

2> 1
Gap = - {Tabegeg + {Tabnanb — ZTg] haﬁ} — KJK.y

1
+ K Ko+ Shap (K? = K'Kqoy) — Eap. (1.43)

donde se ha definido E.p = wgcbndncege%.

1.2.1. Ecuaciéon de campo efectiva sobre la brana

El tensor Energia-Momento en cinco dimensiones del mundo brana viene dado por
Tw = —Aga + [(Taﬁ — 0hag) ecfleﬁb d(y) (1.44)

donde A es la constante cosmolégica del espaciotiempo cinco dimensional, 7,5 es el
tensor de energia-momento convencional sobre la brana, o es la tension de la brana y
d(y) la funcién delta de Dirac evaluada en la coordenada adicional y (ver apéndice B).

La forma singular del tensor energia-momento, la cual viene representada por la
funcién 6(y), permite localizar este tltimo sobre la brana. Integrando ([1.44}) a lo largo
de la dimensién extra desde y = —e a y = +¢ y tomando luego el limite ¢ — 0 se llega
a las condiciones de juntura de Darmois-Israel sobre la brana [15],[16].

his —hos =0 Continuidad de la métrica (1.45)



1
Kig— K 5= —k? |:(Ta5 — 0hap) — ghag(T — 0'):| (1.46)

Imponiendo la simetria Z; en la brana, esto es K3 = —K_j, se encuentra de (1.46)

67
la curvatura extrinseca en funcién del tensor energia-momento (ver apéndice B)

1 2 1
Kaﬁ = —§k2 <—§O'ha5 + TaB — gThaﬁ) (147)

Usando la definicién para la traza del tensor de curvatura extrinseca K = h** K,
se obtiene

K = —%kQ(T—U) (1.48)

Junto con las ecuaciones ([1.47) y (1.48) se pueden reescribir los términos KgKm,
KK,.p, hagK?, y K"™K,.; y usando (1.44)) la ecuacién de campo de Eintein ((1.43))
queda

Gop = —Nihop + 8TGNTap + k' Tlap — Eap (1.49)

donde Ay = 1k? (A + £k?0?) es la constante cosmoldgica sobre la hipersuperficie, la

cual depende de la constante cosmoldgica cinco dimensional y de la tension sobre la
. 4

brana; k* = 6k2/0 6 lo que es lo mismo Gy = 4’“8—7ra, donde G representa la constante

de gravitacion cuadrimensional, y los tensores

1 1 1 s 1
M5 = _ZTMTg + g7 Tes t ghasTheT" — ﬁhaﬂTQ (1.50)
y d b
Eaﬁ = W acbndnceaae B (15].)

que representan los términos adicionales en la ecuacion de campo de Einstein estandar
(1.49), consecuencia directa de haber introducido una dimensién adicional al modelo.

El tensor E,p se interpreta como la proyeccién del tensor de Weyl sobre la brana.
Ademas este tensor también posee las mismas propiedades geométricas del tensor de
Weyl, valgase decir entre otras, antisimetria en los indices E,3 = —Fg, y traza nula

E% = 0 (ver [[42)

El primer término Ay = 1k? (A + ¢k?0?) es la constante cosmoldgica sobre la brana.
Noétese que si la brana es Minkowskiana (A4 = 0) se tiene que la constante cosmologica
del bulk A = —£k%0? al igual que para el modelo RS-2 (vease seccién 1.1).

El segundo término 87Gy7,s3 corresponde a la contribucién de la materia cuadridi-

mensional. En el modelo Gy = ’Z;—;‘r, estd determinada por la tensién de la brana y la

constante gravitacional cincodimensional. Se esperaria entonces que en modelo o oc k=4



al menos para asegurar que Gy permanezca fija en el limite £k — 0 ( bajas energias ) y
asi poder recuperar la ecuaciéon de campo estandar.

El tercer término corresponde al primer término adicional en la ecuacién de Einstein.
Este es cuadrético en 7,43 y por tanto es un término local, en el sentido que no proviene
del bulk, y es una correccién a la fisica de altas energias. Se espera que se anule en el
limite de bajas energias; para esto es necesario demostrar que en tal limite, este sea
despreciable frente al tensor energia-momento sobre la brana. Se observa entonces que

k4|, N k4|7'a77'g + ..

~ 0, 1.52
e e (1.52)

en el limite &k — 0.

Finalmente el cuarto término E,z (el segundo término adicional ) es visto, desde el
punto de vista de un observador en la brana, como un efecto no local ya que este lleva
la informacion del campo gravitacional exterior a la brana.



Precesion de Perihelio para la solucién de
Schwarzschild

El espaciotiempo generado alrededor de una fuente de campo gravitacional de masa
M, estatico y con simetria esférica viene dado por la métrica de Schwarzschild

2M oM\~
ds® = — (1 — 7) dt* + (1 — T) dr® +r* (d6” + sin® 0d¢?) (2.1)

con componentes métricas diagonales

2M oM\ .
900=—<1—T); 911:(1—7) ;g =17 gs=r’sin®f (2.2)

que determinan el Lagrangeano que rige la dindmica del sistema

dzx® dxP
L=¢g,——— 2.3
Jop dr dr (2.3)
Asi .
2M N\ . 2MN\ . .
L=— (1 — T) &+ (1 — T) i? + r°0 4 r*sin® 0¢° (2.4)

donde ¢ = dt/dr, 6 = db /dr, ect. Esto es, las trayectorias de una particula moviendose
en el campo gravitacional estan parametrizadas por el tiempo propio 7 . Las ecuaciones
de movimiento vienen dadas por las ecuaciones de Euler Lagrange.

dilT [(1 - g) i} =0 (2.5)

di (7‘2 sin? 9(]5) =0 (2.6)

s Para t.

= Para ¢



= Para 6
d

29) = 12 sin 0 cos 0¢° 2.7
dr < ¢ (27)
Las orbitas en la solucién de Schwarzschild estan restringidas al plano definido por la
fuente del campo grav1ta(:1onal y la particula que se mueve en él. Es decir, 6 = 7/2;
0 = 0. Asf la ecuacién se satisface identicamente mientras que las ecuaciones 1.’

y (2.6) implican que:

2M\ .
(1 - —) t = E = constante (2.8)
r
r?¢ = L = constante (2.9)

donde F esta relacionado con la energia y L con el momento angular del sistema.
Considerando el movimiento de particulas masivas, las geodésicas descritas son del tipo
tiempo, esto es (ds/dt)? = —1. Usando este hecho, despejando 7, ¢ de , y
sustituyendo en la ecuacion queda.

1:(1—ﬂ>1E2—(1—%) rQ—L—Q (2.10)

r r

Para estudiar la trayectoria seguida por la particula, es conveniente tener una depen-
dencia angular de 7, 7(¢) es vez de tener dependencia temporal como aparece en (2.10)).
Proponiendo el cambio de variable.

dr dr dr T 7‘2
/ LTy 2.11
Td¢ drdé § L (2.11)

Despejando 7 de la ecuacion (| - y sustituyendo en la ecuacién (2.10) se tiene:

12 2
(1 - ﬂ) - B2 (1 - %) L (2.12)
T

T r r2

Con el proposito de tener una ecuacién diferencial mas sencilla de resolver, se propone

el siguiente cambio
1 , Ldu W
_1o s ldu v 2.13
w7 u? dgb u? (2.13)
Sustituyendo lo anterior en (2.12)) y despejando v’

E*—1 2M
u? = 7z + Ta U~ u? + 2Mu? (2.14)
Existen varias formas de realizar la integracién de la ecuacién (2.14): Una de ellas es
encontrar las raices del polinomio
E? -1 2M
T IE
del lado derecho de (2.15)para las cuales v’ = 0. Sean uy, us, us las tres raices del
polinomio P(u). La factorizacién se escribe:

P(u) = ro(u — u1)(u — ug)(u — uz) (2.16)

P(u) = u—u® + 2Mu® (2.15)

siendo ro = 2M.



Andlisis de las raices.

» Considerando que la trayectoria que sigue el planeta es eliptica, el afelio u, = 1/r,-
la distancia més grande entre el planeta y el Sol- y el perihelio u, = 1/7,- la
distancia més corta- corresponden a los valores extremos de la funcién u(¢) donde
v’ = 0. De esta manera u; = u, y Us = Up.

= La tercera raiz se obtiene a partir de la formula de Vieta

an—1
Xh_up = — 2.17
n=1U a, ( )
Para el polinomio de grado 3 de la ecuacién (2.15): a,—1 = —1; a, = 1o, de esta
manera 1
ug = — — (uq + up) (2.18)
To
De (2.18)y ([2.16)), la ecuacién ([2.14]) queda:
u = j:\/(u—ua)(u—up) [rou — (1 — 1o (uq + uyp))] (2.19)

donde el signo sera positivo si u es creciente (v’ > 0) y negativo en caso contrario.
Para efectos de hacer la integracion més facil, se reescribe el término entre corchetes de

E19) como,

To
(1 —ro(uq + u,

)>u1 (2.20)

[rou — (1 —ro(uq +up))] = — [1 — ro(ua + up)) [1 —

asi, la ecuacién (2.19)) queda en su forma integral
du

/d¢ . i/ \/(u — ) (up ” )u] 2

_-u)[l —'To(ua'+‘up)][1'— Tro(uatay)

donde la integracion del lado derecho puede hacerse expandiendo los dos términos entre
corchetes del numerador.

Justificacién de la expansién: Para el caso de mercurio E|, en unidades naturales se

tiene
To . 2GNM

r c3r

~ 51078 (2.22)

lyer Moller General Relativity



siendo Gy la constante gravitacional, r la distancia media Sol-Mercurio, M la masa del
Sol y ¢ la velocidad de la luz. Para otros planetas esta relacién es mas pequena aun.

Con esto en mano podemos hacer la expansion en serie de Taylor a primer orden en
r = 7”0/7” < 1.

= Primera expansion
1
-1/2 _ -1/2 n
[1—ro(ug +uy)] 2 =1 —az)™ 2~ 1+ 0z + O(z") (2.23)
donde a = r(u, + uy,)
= Segunda expansion

To
1
[ 1 —ro(uq + up

—1/2
)u] —[1—bz(1—azx)'] a1+ %bx—l— O(z™) (2.24)

donde b = ru

Sustituyendo las aproximaciones (2.23) y (2.24) en (2.21)) se tiene

/d¢ + [1 4o / N e _1 ;mz)_ —du (2.25)

La integracién de la ecuacion anterior se realiza de la siguiente manera: Partiendo del
afelio (¢,f.) y cuando se pasa al perihelio siguiente (¢,er.sig) © crece; se tiene entonces

1+m)

—u)

(bper.sig - (bafe = 1 "‘ ua + Up / \/ du (226)

De forma andloga cuando se pasa del perihelio anterior (¢q,;) al afelio presente (¢, )
u decrece, se tiene

(1+ 2u)

du 2.27
\/ U — ug)(up — u) (2.27)

¢afe - ¢per.ant |:1 + = Ua + Up

Sumando las ecuaciones ([2.26]) y (2.27)) se tiene que la variacién del angulo entre dos
perihelios consecutivos (ver ﬁguraZ 1) viene dada por:

1 + ’"Ou)

\/u—u - _u)du—27r (2.28)
a)(Up

5¢—2[1+ (ta + )]

donde el factor 27 proviene de que se da una vuelta completa en la trayectoria.



Planet

Figura 2.1: Precesion de perihelio mostrando la variacién de d¢

Realizando la integracion se obtiene:

0p = gm“o(ua + u,) (2.29)

En unidades naturales 7o = 2GM/c?, ademds u, = 1/r,, u, = 1/r,. Por otra parte
el perihelio y el afelio [20] estén relacionados con la excentricidad e por:

rp,=a(l—¢); ro=a(l+e¢) (2.30)

Figura 2.2: Parametros para una orbita eliptica

donde a es el semieje mayor de la elipse (ver figura2.2). Finalmente sustituyendo 7

y (2.30) en (2.29) queda

6mrGM
00 = ac?(1 —€?)

el cual es el resultado estandar relativista para la precesion de perihelio.

(2.31)

Ahora se estimara el valor para la precesion de perihelio para Mercurio, tomando
M = 1,989210%3gr la masa del Sol, a = 57,91210" cm el semieje mayor de Mercurio-
Sol, € = 0,2056 la excentricidad de la érbita, G = 6,672x10 %cm3gr—'s=2 la constante



gravitacional y ¢ = 2,998210'cm /s la velocidad de la luz en el vacio. Por otra parte,
se sabe que la duracién de la orbita es de 88 dias y da 415 orbitas cada 100 anos. Con
estos datos, el valor del d4ngulo de precesién en cada vuelta serd 5,0165210~"rad y que
al ser multiplicado por las 415,0139 érbitas por siglo, se obtiene 2,0819210*rad/siglo.
Finalmente al convertir a segundos de arco () da

A¢ = 42,94" /siglo (2.32)



El mundo Brana de DMPR

3.1 La solucion DMPR

Consideremos una solucién de vacio de[I.49, esto implica tomar 7,53 = 0 con lo cual
.5 = 0 (ver [L.50). Impongamos ademés una brana de Minkowski (A4 = 0) con lo que
se tiene que el espaciotiempo en el bulk es AdS5 con constante cosmologica A = —%k%?.
Las soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein se resumen en resolver

1
Gag = Rag — ihaﬂR = —Lp. (3.1)

Tomando la traza se tiene

1 A
Wﬁw—éw%wR:JW&w

R—

4R = —E°,

N | —

pero el tensor E,z3 es de traza nula, lo que implica que el escalar de curvatura cuadridi-

mensional R = 0. En la ecuacién de campo m E, 5 juega el papel de un tensor energia-
momento no convencional en el sentido que este tensor es inducido por la proyeccion del
tensor de curvatura del Weyl. Es decir, los efectos del bulk sobre la fisica en la brana
son vistos a traves del tensor E,z, determinado por Eu,(€ = 0) = E,z6%6; [19].

Las ecuaciones de campo se reducen a resolver
R.s = —FE.3, E% =0, (3.2)
y junto con la ecuacién proveniente de la identidad de Bianchi

V" Eas =0 (3.3)



forman un sistema de ecuaciones cerrado sobre la brana, ya que el sistema de ecuaciones
que surgen ((3.2)) no determinan la soluciéon completamente debido a que el término E,g
agrega grados de libertad al sistema provenientes del bulk cincodimensional, como se
vera mas adelante. Para encontrar una solucion al sistema se necesita en primer lugar
conocer la geometria 4D sobre la brana, i.e, la forma funcional de la métrica y de
segundo saber la estructura tensorial completa del tensor E,g.

Debido a que E,p es desconocida desde el punto de vista de la brana, y ya que este
actia como un tensor de energia-momento inducido por el bulk sobre la brana; en |3.1
este tensor se descompone con respecto a un campo de velocidades u® ; ver [I§].

k' 1
Eocﬂ - = (k’_4> |:U (uauﬁ + ghaﬂ> + Paﬁ + 2(](O¢Uﬂ):| (34)

donde hog = gap +uaup. Eup se considera como un flujo de Weyl efectivo, con densidad
de energfa inducida U, densidad de momento g, y un tensor de flujo anisotrépico P,pg,
dados por

U=- Oéguo‘uﬁ
qu = hMaEaﬁuﬁ
1
PO(,B = ghaﬁh'uy - h,uahljﬁ E,u,l/ (37)

Si la geometria del espaciotiempo es esféricamente simétrica y estdtica, ¢* = 0 ;
Po.g = P(r) (rars — $hagp), siendo 7 un vector radial unitario y P(r) una funcién de
anisotropia radial, queda

1 4
gDaU(T) + gU(T)aa +DPP,s+d’P =0 (3.8)

siendo a® = u® 75 u® la 4-aceleracién de una particula sobre la brana y D, = h 'V ,,.

Por otra parte, siendo E,g antisimétrico y de traza nula, posee las mismas propiedades
algebraicas del tensor energia-momento electromagnetico de la Relatividad General
of » 1o que conduce a hacer la correspondencia —FE,g <> 175" Por tanto, es de esperar
que soluciones del sistema Finstein-Maxwell en RG conduzcan soluciones de mundos
brana en el vacio en una geometria 5-dimensional.

Solucién Reissner-Nordstréom:

La métrica de Reissner-Nordstrom es una solucién estatica a las ecuaciones de campo
de Einstein-Maxwell, que corresponde al campo gravitacional de un cuerpo de masa M,
con carga ¢, no rotante y esféricamente simétrico y donde 7,43 estd dado por

1 A 1 A
i == =9 FaaF3o + ~GapFroa I



el cual posee traza nula, F,, = 0,A, — 0,A, el tensor de Maxwell con la propiedad

F,, = F,,, i.e, es antisimétrico que satisface las ecuaciones de Maxwell

JH =0, sin fuente
FlI”'=0, Identidad Bianchi
8[MF ] = 0

La solucion a estas ecuaciones viene dada por
2 2m ¢ 2 2m  q - 2 2 1092
ds*=—|(1——+ = |d"+ |1 - —+ = dr® 4+ r*d§2
r r2 r r2

Notese que para g = 0 se recupera la solucion de Schwarszchild.

Considerando la métrica esféricamente simétrica y estatica dada por
ds® = —e’dt* + Xdr® + r2dQ? (3.9)

donde dQ? = d#? + sin® Ad¢? es el elemento de angulo sélido de una 2-esfera, las ecua-
ciones de campo de Einstein (3.1]) junto con la ecuacién de conservacién para E,p dada

por [3.8 se escriben

B 1 N 1 487G
Ri==e” (‘ - 7) T = e U0 (310)
ro e (Vg L)y o1 16nG
Rl =e <7’ + Ta) 5= "y (U(r) +2P(r)) (3.11)

0 o o u 1/_/2 V=X VNN 32nG B
Ry =RJ =e (V to T 5 ) = iy (U(r) — P(r)) (3.12)

6P
V/(2U + P) = ~(U'+2P') = = (3.13)

Noétese que en el limite 1/0 — 0 las ecuaciones de campo (3.10)), (3.11]) y (3.12)) se
convierten en la ecuaciones de campo relativistas para la métrica de Schwarszchild [13].

Asumiendo v(r) = —A(r) se tiene de las ecuaciones (3.10)) y (3.11])

Ur) = —%P(r). (3.14)



Usando ([3.14)), la ecuacién (3.13]) queda

12
0=—(U"—4U") — —U vy separando variables
r

1dU  dr . ; d d
——— = — integran
1T " egrando queda
B
donde (3 es una constante de integracién. Definiendo e ") = a(r) y haciendo
487G S
= 3.16
Q=" (3.16)
en [3.10] se obtiene
/ 1 Q
od+-==-=
roor o

cuya solucién es:

a=1+ ¢ + QQ,
roor
donde la constante de integracion C' se identifica bajo el requisito de que la solucién
tienda a la solucién de Schwarszchild cuando el parametro () — 0. Por tanto, C =
—2M. La forma final de la solucién encontrada originalmente por Dadhich, Marteens,
Papadopoulos y Rezania (DMPR) [11] es

v(r) — ,=A(r) — [ — - 3.17
e e . + 2 ( )

Asi, el elemento de linea de la solucion DMPR, corresponde a

oM IM -1
ds* = — 1——+Q dt* + 1——+Q dr® + r*dQ? (3.18)
r r2 r r2

Notese que en la solucion DMPR el parametro () juega un papel parecido a la carga
eléctrica de la solucion Reissner-Norstrom de la Relatividad General, pero en este caso
esa carga tidal es originada por los efectos del bulk sobre la brana.

En la siguiente seccién se estudiara la precesién de perihelio en el espaciotiempo
generado por el mundo brana de DMPR.



3.2 Precesion de Perihelio para la solucion DMPR

A continuacién se desarrolla un formalismo general [21],[22] que facilita el anélisis de
las pruebas de la Relatividad General para cualquier métrica esféricamente simétrica.
Luego se usara la métrica DMPR para encontrar el angulo de perihelio de un planeta
en el sistema Solar, en particular para Mercurio.

Partiendo de la ecuacién que relaciona la coordenada radial w = 1/7 con el dngulo ¢
(2.14]) escrita para una métrica esféricamente simétrica y estética en general

u = u .
donde se ha definido

y
flu)=1—e, (3.21)

donde A y v son las funciones métricas de (3.9)).

La ecuacién diferencial ordinaria (3.19) no lineal puede escribirse como una ecuacién
diferencial de segundo orden. Derivando con respecto a ¢

du d*u du  dS)du
2 Y = — 22
dode® Ve T dudg’ (322)

simplificando
dQ_u +u = x(u) (3.23)
002 u=x(u )
donde se ha definido L d9(u)
U
= — ) .24
X(w) = 5 (321)

La integracién de la ecuacion (3.23)) se realiza considerando una solucién perturbada
u(¢) = up(¢) + cui(¢) a primer orden en el pardmetro ¢ alrededor de una solucién
conocida ug tal que ug = x(ug) y donde u;(¢) es la solucién perturbada

d*uy dx
i@ [1 B (%>:] nh )

la cual admite como solucion

uy(¢) = Acos (we + ), (3.26)

con A y (B constantes de integracion y w = /1 —  siendo v = (j—:

)u:uo )



Apelando a la periodicidad de la érbita

y sabiendo que el angulo de perihelio varia poco en una rotacién completa ( ver capitulo
2) se expande w alrededor de v < 1, teniendo asi que ¢ queda

¢ =2m(1+ %’y). (3.28)

Finalmente, en una rotacién completa la variacion del angulo de precesion es

Ap = ¢ —2m,
de donde se obtiene p
X
A pr— = —_— .2
p=my=m <du)u:u0 (3.29)

La secuencia para la determinacion del perihelio de un planeta en una orbita alrede-
dor del Sol es

e"(r), A f(u), B, L = Q(u) = x(u) > v — Ag¢ (3.30)

Usando primeramente este formalismo para el espaciotiempo de Scwharzschild se tiene

_2GM _ | 2GM

v A 1 . -
cer C

e =€ = u

Usando ([3.21)

2GM
fly = 25,
de la ecuacionesn ((3.20) y (3.24])
2GM , 2GM 1
Qu) = 2 U + 224" T2
_3GM , GM

X (u) (3.31)

U
c? L2c2

Usando la condicién de ug = ctte, ug = x(up) se obtiene

3GM , GM
Uy + 1202

= U s
c? 0
cuya solucién aproximada a primer orden en el pardmetro r2/L? < 1, siendo 1y =
2GM/c? es
GM

Uy = 55
c2[?

(3.32)



Asi de (3.29) se tiene
_ 6nGPM? 1

A L2

A¢ (3.33)

En lo siguiente se encuentra una expresion para el momento angular en funcién de
los pardmetros de una orbita eliptica. De con x(u) = GM/L*c* proveniente de
donde se ha despreciado el primer término si se supone que este tltimo no afecta
significativamente la trayectoria de la érbita eliptica. Asi se tiene la ecuacion diferencial

d*u GM
dTﬁQ +u = 1202 (334)
cuya solucién es
GM
U= Tog (14 ¢ecos(e)) - (3.35)
Esta es la ecuacién en coordenadas polares de una elipse si hacemos u = 1/r.

Asi podemos identificar la constante € con la excentricidad de la érbita. Si evaluamos
enr=r,=a(l+¢) para ¢ = 7 se tiene

1 GM
a(l+¢e)  L2c2

(1—¢), (3.36)

despejando se obtiene

L c (3.37)
L2 GMa(l — £2) '
Finalmente, sustituyendo (3.37)) en (3.33) se obtiene
6rGM
Ap = ——— 3.38
¢ 2a(l —e?) (3:38)

el cual concuerda con la solucién para el perihelio obtenida en el capitulo 2.

Ahora, usando el formalismo para el espaciotiempo de DMPR, se obtiene de (3.21))

en unidades SI MG GO
= —F—u——-u’, (3.39)

f(u)

c
de la ecuacion ([3.20)

2
) = MG o GQ . B 1 2MGGQ

c2 c2 c2L?2  [?2 2[2 v 02L2u ’ (3.40)

y de la ecuacién |3.24

MG, 2GQ 5 MG GQ
2 u = 2 u C2L2_C2L2U'

x(u) = (3.41)



Usando nuevamente la condicién x(ug) = ug se obtiene

3MG , 2GQ ; MG GQ
Up — 22 C2L2Uo -

X (uo) = Ug, (3.42)

2
la cual es una ecuacién ctibica para ug. Asumiendo (Q/L?*) < 1 [22] y tomando solo el
término lineal en ug, se tiene

MG

el cual es el mismo para el caso de Schwarszchild.
El avance de perihelio dado por (3.29|) viene dado por
6rGM 2
Ap = —— e Q (3.44)

2a(l —e2)  GMa(l — £?)

Nétese que el primer término de ([3.44) corresponde a la expresion relativista para
la precesién de perihelio (ver [2.31]) con un término adicional proveniente del modelo
cincodimensional.

Se conoce que el valor para el avance del perihelio de Mercurio observacional es
Adops = 43,11 £ 0,21 arcseg por siglo. La expresion analitica estandar para la precesiéon
de Mercurio da el valor A¢rg = 42,94 arcseg por siglo. Entonces, la diferencia

Adprypr = Apops — Aprag = 0,17arcseg/siglo,

puede deberse a otros efectos. Si se asume que esta diferencia es debido al segundo
término de , i.e, a los efectos del bulk cincodimensional sobre la estructura local
de nuestro universo cuadridimensional, que modifica la geometria del espaciotiempo,
podemos inferir un valor para el parametro

GMa(1 — £?)

Q=- 3 A¢prrr (3.45)

e

El valor numérico para el pardmetro de carga tidal es |Q|< 5,17210%cm?.

Si comparamos la expresién para el pardametro ) de la ecuacion ((3.45)) con la ecuacién
(3.16)) y despejando la tensién en la brana se tiene

B 487223
MCL]C4<1 — 52>A¢DMPR,

(3.46)

g =

Para tener consistencia con la constante gravitacional cuadridimensional del modelo
4 . .

de branas Gy = 4];_7#7 > 0 se debe imponer que la constante 3 sea negativa con lo que se

tiene que la tension de la brana debe ser positiva al igual que en el modelo de Randall-

Sundrum.



Ademads, tener un parametro () negativo en la métrica DMPR indica que
este término ( el cual es la contribucién debido a la dimensién adicional ) contribuye
positivamente con el potencial gravitacional ya que la componente g;; = 1— % — % tiene
dos términos negativos. Esto implica que el campo gravitacional se hace mas intenso,
caso contrario al de R-N donde el potencial eletrostatico lo debilita, trayendo consigo
implicaciones en la formacion de los horizontes en el caso de colapso gravitacional, el

cual no fué tratado en este trabajo (ver [11]).



Precesion de Perihelio via geodésicas de la
métrica DMPR: Un enfoque alternativo

En el escenario mundo brana de DMPR ([3.18)), la dindmica que rige el movimiento
de una particula viene dada por el Lagrangeano

—1
£=—<1—@+%)i2+<1—r—°+Q) 2 4+ 120% + 12 sin? ¢ (4.1)
T r T

3
donde ry = 2Gm/c* en unidades del SI.

De las ecuaciones de Euler-Lagrange

3= (i (5)-5) 4

i=1

donde z; = t, 7,0, ¢; se desprende

d (0L . Cy

— (=) =0 = —mM——— 4.3

dT<at) A Fpry (432)
d (0L _ e

siendo C y (5 constantes de integracion asociadas con la energia y el momento angular
del sistema.

Sustituyendo las expresiones para f y q§ y considerando el movimiento de particulas
materiales, es decir, geodésicas tipo tiempo (ds?/dt?> = —1) se tiene de (3.18)

dr\ 2
(é;) = agrt + a1 + a9r?® + asr + ay (4.4)

c2-1 " (C2+Q)
donde ag = =75 a1 = g ag = — "5z -5 a3 = 7p; ag = —Q
2 2 2



Haciendo el cambio de variable u = 1/r, (4.4]) queda
u' = ++/G(u) (4.5)

donde v = du/d¢. El signo serd positivo si u es creciente (u’ > 0) y negativo en caso
contrario (v’ < 0) y G(u) es un polinomio de grado 4 dado por

G(u) = asu’ + azu® + au® + ayu + ag. (4.6)

La integracién de requiere conocer las 4 raices de G(u), los cuales son los puntos
donde v’ = 0, ademés esta se vuelve complicada debido a la estructura matematica de
G(u). Si suponemos el caso en que @ = 0, es decir que la geometria del espaciotiempo
cuadridimensional es la de Schwarzschild clésica, y por ende, el polinomio G(u) es igual
al polinomio P(u) definido en el capitulo 2. Para la integracién de se comienza y
escribiendo el polinomio G(u) como

Gu)=—-Q (u—wuy) (u—us) (u—u3)(u—uy), (4.7)

donde los u; corresponden a las raices del polinomio G(u). Tres de las raices correspon-
den con las raices del polinomio P(u) y la cuarta raiz se obtiene de la formula de Vieta

asi se tiene
Gu) = —Q (u— ua) (u — uy) [u - (1 o, +u,,>)} [u - (TO ) Q)] s

To To

Por otra parte, escribamos la forma integral de ({4.5))

/ do = / ﬁdu, (4.9)

y supongamos que partimos del afelio hasta el perihelio siguiente (¢, 5); en este caso
u crece mientras que cuando vamos del perihelio anterior (¢,,) al afelio u decrece.
Integrando en estas dos regiones

UP 1
s — Qaf = — du 4.10a
Cp. Paf /ua m ( )
ta 1
Paf — Ppa = —/ G(u)du (4.10b)

Sumando ambas ecuaciones tenemos la variacion del angulo entre dos perihelios con-
secutivos

up 1
Ap = 2/% <l du — 2w (4.11)



cuyo integrando queda

_1/2 B . —1/2 , —-1/2
1 (]_ — To(ua + up)) / (]. — %) 1/2 |:1 — W(MU} [1 - 52/ 07,2Ui|

G(u) \/(u — Ug) (U, — u)

Demostracién: Si comparamos (4.7)) con (4.8]) se tiene

U— U3 =U— (l—(uaJrup))

To

1= To(Z)a + u,) (1 ~ T TOEZZJF u,,)))

también

Noétese que los dos primeros términos de son constantes para efectos de la
integracién; aun asi, tal integracion es extensa. Recordando que la solucion (3.44)) es una
solucién aproximada a primer orden en Q/L* < 1, realizaremos una aproximacién en
,esto es, consideraremos al igual que para el caso de Schwarzschild puro ("¢ < 1),
la aproximacién adicional (Q/rg < 1) la cual es justificable si los efectos del bulk sobre
la brana no alteran en gran medida la fisica que conocemos. Esto permite escribir
como

(1+ 2u) Q Q
A—Q(l . 1+ -0+ -2 +0((Q/r2)?)| du—2
o=2 (1t Jurw) [T iy B b 0@ | auar
(4.13)
Reescribiendo la integral convenientemente, como la suma de tres integrales
1 + I u)
2 (1 + 0y + up du — 2 (4.14)
V(= ug)(uy — u)

Q

27"0

1+T° )
2(1+ (tq + 1) /\/ u)du] (4.15)




1+ ’”Ou)

Q
2<1—|— (uq + up) /\/u—ua up_u)du (4.16)

27’0

Al realizar cada una de las tres integraciones, se tiene que la integral se
corresponde con la integral para la precesion de perihelio en la geometria de
Schwarzschild. Esta da la contribucion relativista. La contribucion a la precesion de
perihelio debido al mundo brana proviene de las otras dos integrales. Las integrales

(#.15) y (4.16) quedan

) 23
— g(ua + up)g + —mro(u, + up)QQ + -

— 4.17
ro 8 ro  a3(l—g?)3rd ( )

Finalmente, sumando las contribuciones de (4.17)) a (4.13)) y sabiendo que u, = 1/,
donde r, = a(l —¢) y u, = 1/r, siendo r, = a(1 +¢) (ver [20]), el 4ngulo de precesién
entre dos perihelios consecutivos queda:

67Gm 27 5 1o Q 2r  Q
Ao = — 1-—- ||+ 4.18
¢ 2a(1 —€2)  a(l —e?) ( 4a(l— 52)) ro a3(1—¢e?)3rd ( )
Anadlisis de la solucién: Si definimos
To
= 4.1

y evaluamos numéricamente usando los datos del capitulo 2 para el planeta Mercurio,
donde la precesién de perihelio es mds notoria, se tiene que ry ~ 10%cm y el factor
a(1—&?) =~ 10" em. Se tiene entonces que el factor x ~ 1075, el cual es un término muy
pequeno comparado con 1. Asi este tercer término es despreciable frente al segundo,

que corresponde exactamente con el obtenido por Bohemer, Harko, De Ricci y Lobo
[22] en (3.44]).

Por otra parte es de notar que en el ultimo término, el cual es la correccién a primer
orden en el pardmetro Q/rZ, posee un término x® ~ 107!% el cual es mucho méas pequetio
que el tercer término y puede despreciarse si Q/r3 < 1, como es el caso.



CONCLUSIONES

= Una soluciéon mundo brana para un espaciotiempo con geometria esférica y estatica
(DMPR), permitié establecer una relacién entre los pardmetros provenientes del
bulk cincodimensional y los parametros cuadridimensionales de la brana.

= Estudiando las geodésicas de la métrica para la solucion DMPR, la cual corre-
sponde con la soluciéon mundo brana para un espaciotiempo con simetria esférica y
estatica del tipo Reissner-Nordstrom de la Relatividad General, permitié recobrar
el resultado encontrado en [22],

= El mayor resultado de este trabajo es que se puede obtener la precesion entre dos
perihelios consecutivos haciendo la aproximacién Q/r3 < 1, que serfa equivalente
a la aproximacién Q/L? < 1 hecha en [22].Tal aproximacién es justificable si los
efectos del bulk cincodimensional son muy pequenos comparados con los efectos
de la gravedad cuadridimensional a escalas de energias ”pequenas”. Se espera
que al igual que en modelos de branas como Randall-Sumdrun los efectos de los
parametros fisicos del bulk empiezen a jugar un papel importante en la fisica a
energias considerablemente grandes.

= Como comentario adicional, se espera usar este formalismo alternativo para las
otras pruebas de la Relatividad General: deflexién de la luz y tiempo de retardo del
eco de radar para espaciotiempos mundo brana y contrastarlos con los estudiados
en [22].



APORTES

Considerando la solucion DMPR [11], la cual corresponde a una solucién de mundo
brana de las ecuaciones de Einstein en el vacio con simétria esférica y estatica, es
decir, una generalizacién de la solucién de Schwarzschild, [21], [22] encuentran que los
parametros asociados con la dimensién adicional proveen una correccion a la expresion
relativista clasica de la precesién de perihelio de Mercurio. Los datos observacionales de
la precesion fijan una cota para el parametro de carga tidal () del bulk cincodimensional.
En el presente trabajo se consideraron las geodésicas de la métrica de la solucion DMPR
en el plano § = 7 /2, vinculando las variables r y ¢, permitiendo generar un mecénismo
alternativo para encontrar la variaciéon del angulo para la precesion de perihelio en el
limite cuando Q/r? es pequefio.



La ecuacion de Gauss

En el presente apéndice se deduce la ecuacion de Gauss de la Geometria Riemanniana

Definiendo ecuaciones

En una variedad espaciotemporal cincodimensional (V, g,), una hipersuperficie ¥ es
una subvariedad espaciotemporal cuadridimensional (M, h,g) la cual se define por la
ecuacion parametrica

2 =zy") ; a=0,1..,4a=0,1.3 (A.1)

donde y son las coordenadas intrinsecas a la hipersuperficie. Nétese que x%(y*) describe
curvas contenidas en X.

Un vector unitario n® ortogonal a ¥ posee la propiedad

“ - —1 si X es tipo tiempo,
+1 si X es tipo espacio

Métrica inducida

La métrica inducida se obtiene restringiendo el elemento de linea para desplazamien-
tos sobre la hipersuperficie ¥.. De las ecuaciones paramétricas x%(y®) se tiene que los

vectores .

Q

i
Y

o
Q

(A.2)

Q



son tangentes a las curvas contenidas en el Y. Para desplazamientos en X

ds® = gabdx“dmb

ox® Ox?
— @ = .8
=ou (Gt ) (57

= gaeleydy*dy’
= h/a,@ dyadyﬁ

donde se ha definido
haﬁ = gabegega <A3)

la cual se conoce como la métrica inducida. Lo anterior refleja que g,,-la métrica de la
variedad V- induce una métrica sobre Y via los vectores tangentes.

Derivada covariante intrinseca

Para el caso de vectores tangentes a la hipersuperficie se tiene

A% = A% A%, =0, A, = Ane® (A.4)

Se define la derivada covariante intrinseca de A, como la proyeccién de A, sobre
3.

DﬂA = Aabe 65 (A5)

Veamos que la derivada covariante esta definida en la forma usual en términos de
una conexion I'%. compatible con la métrica h,p. En principo sabemos que

(Aae?) e e’y = Aape®s’s + Aae’y e’ (A.6)
entonces
Agpe’ e’y = (Age” ) € e’y — Aue’ €%

a b
= Aa;be 8 A €aa;p€ g

b a b
= Aape s — ATe% Canpf s

81404 axb a b
= oxt P €%, Caasp€ g A7
= Ao — [yapA’

donde se ha definido T'ya5 = €% €qappe’s. Entonces

DyAa = 05Aa — T 4A, (A7)



Derivada extrinseca

La ecuacién (A.5) puede verse como las componentes tangenciales del vector A% €.
A continuacién se encontraran las componentes ortogonales [[] de este vector.

Expresando el vector A“;bebﬁ como g“mA%ebﬁ y descomponiendo la métrica en sus
partes tangencial y normal de la forma ¢* = en®n® + ho? e“aebﬁ se tiene

A%els = (en“nm + W e eum) AThe’s (A.8)
. Usando la ecuacion (A.4) y (A.5) se tiene
A%e’s = DgA%e®, — eA” (nm;be”&ebﬂ) n” (A.9)
Definiendo ahora
Ko = na;beaaebﬂ (A.10)
Asi,
A";bebﬂ = DgA%", — c A" K pn* (A.11)

de donde se observa que el primer término del lado derecho corresponde a la parte
tangencial y el segundo término es la parte normal. De (A.11)) se concluye que la com-
ponente normal es cero si su curvatura extrinseca es cero.

Haciendo A% = 62 = dy®/dy*, lo cual implica de 1) que A" = oge, = €%,y
sustituyendo en (A.11]) queda:

eaa;bebﬂ =1",5¢% — eKopn* (A.12)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Gauss-Weingarten, y serd usada para
el calculo de la ecuacion de Gauss.

Ecuacion de Gauss

Teniendo la definicion de la métrica inducida y la derivada intrinseca, podemos definir
un tensor de curvatura intrinseca sobre Y mediante

DDA — DoDgAY = =R’ ;A (A.13)
y usando la ecuacién (A.7)), se tiene que
RW&O{B = F’YzSB,a - 1“50{75 - FWWFg‘ﬁ - Fvugruaa (A-14)

Partiendo de la ecuaciéon de Gauss-Weingarten (A.12]) y desarrollando cada lado

I perpendicular a la brana



» lado izquierdo

a b c _ _a b ¢ a b c
(e a;b® ﬁ);ce v T Caspe€ C oy T CapC picC

b —

__a b ¢ 4 a a b
= €€ 5 T 15,5067 — eR e’ n

- eaa;bcebﬁecv + Faﬁv (Féaéeaé - EKama) - 5Kﬁveaa;b77b

» lado derecho
(F‘Saﬁe“é — 5Ka5n“);c e, = F‘Saﬁ;ce“(;eﬂ/ + 1“‘5@56“5;0607 —eKapeetn" — eKapn'€,
aByy

=T° %+ F‘LB (F%veag - 5K5,y77“> —eKopm"

— eKapnie’,

Restando ambos lados, luego despejando eaa;bcebﬁe§ y restandole después una ex-

¥4 a c, b 4 : a m b _c 4 :
presion para e, ,e5e’; se genera el término —R , e e’ze’ . Arreglando términos se
obtiene

Rggceaaebﬁe‘; = R g6y +&(DyKap — DaKoy) 0™ + € (Kapnie, — Kavn%e%) (A.15)

Proyectando esta ecuacién a lo largo de e,
Rabcdeaaebﬁe%ed& = Roég,yg +¢e (K@Kﬁv - Ka—yK,Bé) (A.16)

se obtiene la ecuacion de Gauss. Esta se traduce en que la curvatura inducida viene
dada por la proyeccion de la curvatura de la variedad ambiente o bulk y la curvatura
extrinseca sobre la hipersuperficie.



Tensor Energia-Momento 5D

La accién de un sistema correspondiente a una 3-brana embebida en un bulk cinco
dimensional es

S = Sbulk + Sbranm (Bl)

con

s [V

siendo ¢(® la métrica en todo el bulk, R el escalar de curvatura y A la constante
cosmoldgica en el bulk

R— A] d°x, (B.2)

La accién para una 3-brana viene dada por
1
Sbrana = / vV —g |:FK:E — 0':| d4l’ (BS)
M 5

donde g es la métrica definida sobre la subvariedad M; K la traza de la curvatura
extrinseca a cada lado de la brana; o la tensién en la brana y k2 = 87G5 la constante
gravitacional 5D.

Efectuando la variacién de la accién del bulk se tiene

ng (v g“”Rab>— ( —g(5>>=0 (B.4)

Variaciones de cada término

1
5 (\/ —g<5>> 9" Ry = 3 —9®g.a(0g°) g™ Rap

—g®6(g*") Rap = =/ =9 9" 4" (gea) Rap (B.5)



V=9 g"6(Ra) = 0, (\/ g“”) (Ty) — 8b( —9(5)9‘“’) 5(T%)

Considerando que la coordenada adicional y es compacta, ademés, usando (B.4)),(B.5)
y empleando el teorema de Gauss (para anular los términos con la conecciones I') se
obtiene la variaciéon completa de la accién para el bulk

0Sputk = /d »T/ dy/ —g®) — %2 (—59@3 + Rap + k Agab) 59 (B.6)

La variacién para la accién de la brana queda

1 1
5Shrana = 5 / d*z\/—gh* (FKi — a) Py (B.7)
5

Usando el hecho de que §(hy,) = 6(gape®,€”,), la accién completa queda

1 1 1 1
6S = /d4x/dy {ﬁ\/—g@) [Rab — igabR + k?Agabl — 5\/—ge“ae”bhw, <ﬁKi - a) 5(y)} 5g®
5 5

(B.8)

Finalmente, para 65 = 0 se tiene
1
Rab - igabR = kg [Agab + (eluaeybhuVKi - euaeybhll”g) 5(y)} ) <B9)

donde hemos considerado que /—¢g/+/—¢® =1 como para el caso de un mundo brana
tipo Randall-Sumdrun. Asi

1
Rab - EgabR = kgTab (BlO)
cuyo tensor Energia-Momento cinco dimensional es
Top = —ANgap + (Ty — ohy )€t e’d(y) (B.11)

donde se ha hecho uso de la traza K = —3kZ (1 — o) (1.48)y donde podemos definir sin

pérdida de generalidad, el tensor energla-momento sobre la brana como

Sa/g = (Taﬁ — O'hag) (B12>



Condiciones de Juntura de Darmois-Israel
sobre una 3-brana

En las ecuaciones de campo sobre una hipersuperficie X (3- brana) se formula el
tensor energia-momento sobre ella. En forma general se escribe

Tvm, = S0 (O(2)) (C.1)

donde ¢ es una constante, ®(x) es una curva pardametrica sobre X, ¢ la delta de Dirac
y Sy la contribucion del tensor energfa-momento proporcional a 9.

Exigiendo continuidad de la métrica sobre ¥ se tiene que [hy] = 0; escribiendo
entonces la métrica en la forma

gab = 9O (P () + g0, O(— () (C.2)

Ademas, las ecuaciones de campo de Einstein son véalidas sobre ambos lados de la
hipersuperficie, asi que el interes es trabajar sobre ¥ donde se espera que la curvatura
y el tensor de Einstein sean proporcionales a §. Entonces las componentes del Ricci
tendran términos proporcionales a 62, las cuales se ignora.

Derivando ((C.2)) se obtiene

Gab,c = acgab + (.g(—;) - ga_b) (5(@(1’))80@(1') (03)

Pero el segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior es cero debido a la
exigencia de la continuidad de la métrica

[9ab) = 92 — 9, = 0 (C4)



Derivando (|C.3))

Gav.ed = [9ab.c]0a®P ()5 (P (x)) (C.5)

Los tnicos términos del tensor de Ricci que contribuyen a primer orden el ¢ son

Rap =T — Tope (C.6)
donde
ach = %g,ab (C.7)
y
Loye = %gm (Gdabe + Gab.ac — Gab.de) (C.8)

Usando (C.7) y (C.8) el tensor de Ricci queda

1

Ry = ( 5, [0,1000(0) - [J0.0() ) 8(0(2) (©9)

Definiendo el tensor ., como:

Qw:(%wu&—wm)aﬂm (C.10)

Se puede escribir la ecuacién de campo de Einstein como:

1
Qab — 5@ = —k*Sa (C.11)

siendo Sy, €l tensor energia-momento con soporte sobre la hipersuperficie (Ver A.1)

y Q = gaanb

Finalmente con (C.10]),(C.11)) y sabiendo que Q. = [K,s] sobre la hipersuperficie

se obtiene la version 4D de la ecuacion de Sen.



[Kag) = —K (Saﬁ — %haBS) (C.12)

Usando (B.12) se tiene

[Kap) = ~F[(7es = Mag) = has(r = )] (€13

5 se encuentra finalmente que

Apelando a la simetria Z5 se tiene que K;rﬁ =K,

1 2 1
Ka,g = —§k2 (—ghagA + Tap — ghwﬂ') (C.14)

K= —%/#(T — ) (C.15)
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