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Barquisimeto, Enero 2015



UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA
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Introducción

Desde hace un poco más de una década una propuesta de mundo brana conocida
como el escenario de Randall y Sundrum ha llamado enormemente la atención de una
gran parte de la comunidad cient́ıfica de la f́ısica teórica. Las razones de esto se en-
cuentran impresas en un par de art́ıculos publicados por L. Randall y R. Sundrum, en
donde en ambos trabajos, el universo cuadridimensional que conocemos es una 3-brana
embebida en un espaciotiempo cincodimensional o bulk. También en el modelo se dota
a la geometŕıa del bulk con curvatura (Λ) y a la brana con una tensión σ, volviendo a
la brana un objeto gravitante que interactúa dinámicamente con el bulk. Esto hace que
los modelos sean muy interesantes desde el punto de vista de la Relatividad General.

En el primer art́ıculo [1] se aborda y se resuelve el Problema de Jerarquia que consiste
en una enorme brecha entre las escalas naturales de la fuerza gravitacional comparada
con las escalas de las otras tres fuerzas fundamentales. Se proponen dos branas de
tensión σ1 y σ2 embebidas en un bulk AdS5 localizadas en y = 0 y y = L siendo y la
coordenada adicional. Se impone además simetŕıa Z2 por la identificación (xµ, y) con
(xµ,−y) y tomando y peŕıodica i.e, que la dimensión extra es compacta con la topoloǵıa
de orbifold S1/Z2. Las ecuaciones de Einstein a resolver son:

Rab −
1

2
gabR = Λ5gab (1)

Requiriendo que la brana preserve la invariancia Lorentz, se elige un ansatz métrico

ds2 = a2(y)ηµνdx
µdxν + dy2 (2)

Con la métrica y la condiciones de contorno se obtiene que la solución a las ecuaciones
de Einstein viene dada por

a(y) = e−2|y|/L (3)

Además se encuentra que las tensiones en las branas son iguales y opuestas. El término
a(y) se conoce como el factor warped y decae expoencialmente desde la brana de tensión
positiva a la negativa. Si vivimos en la brana de tensión negativa se muestra (en [1])
que la masa de Plank efectiva Mp medida sobre la brana está dada por:

M2
p =

M3

k

[
1− e−2krcπ

]
(4)



donde M está en la escala de masa electrodébil y rc es radio de compactificación de la
coordenada adicional. Aśı podemos entonces ajustar el factor 2krcπ hasta alcanzar los
ordenes de magnitud que requiere el Problema de Jerarqúıas.

En el segundo art́ıculo [2] el modelo consta de una sola brana de tensión positiva
cuya coordenada adicional y puede ser infinita i.e, no-compacta. La métrica es la misma
que en el primer modelo y posee simetŕıa Z2. En este trabajo se encuentra la expresión
para el potencial newtoniano y se observa que un modo masivo normalizable genera
el potencial newtoniano cuadridimensional y que una torre de estados masivos prove-
nientes del hecho que y es infinita genera correcciones a altas enerǵıas en el potencial
newtoniano. En la seccíıon 1.1 se discute este modelo con más detalle.

Los trabajos de Randall-Sundrum han tenido desde su publicación, varias generaliza-
ciones ([3],[4],[5],[6] ,[7], [8]) entre otras, basados en branas de espesor finito originadas
por paredes de dominio provenientes de un campo escalar y considerando que la brana
de Randall-Sundrum (que tienen espesor infinitesimal) son el ĺımite de espesor cero de
estas branas gruesas.

Una descripción no perturbativa de la gravitación sobre una 3-brana delgada fué hecha
por Shiromizu, Maeda y Sasaki en 2000 [10], donde la idea central es usar las ecua-
ciones de Gauss-Codazzi de la Geometŕıa Riemaniana para proyectar las ecuaciones de
Einstein 5D sobre la brana para obtener ecuaciones de campo de Einstein cuadridimen-
sionales efectivas sobre ella. Estas ecuaciones efectivas poseen dos términos adicionales
a la ecuación de Einstein conocida: uno de ellos es un término local a la brana y el otro
es un término no-local que proviene del bulk. Si se considera que el espaciotiempo es
esféricamnte simetŕıco, estático y vaćıo, el término local, proporcional a ταβ se anula
quedando solamente el no-local jugando un papel de tensor enerǵıa-momento inducido
en la ecuacación de campo de Einstein. Este tensor posee propiedades análogas al ten-
sor enerǵıa-momento para la solución de Reissner-Nordstróm (R-N) de la relatividad
general. Por eso es de esperar obtener soluciones de mundos brana cuyo espaciotiempo
tenga una estructura matemática semejante a (R-N).

Las primeras soluciones de mundo brana esféricamente simétricos, estáticos y en el
vaćıo fueron encontradas por Dhadich, Maartens, Papadopoulos, Rezania [11] y por
Germani y Maartens en 2001 [12]. En el primero de estos trabajos la solución tiene la
forma de la solución (R-N) donde el parámetro Q llamado carga t́ıdal juega un papel
parecido a la carga eléctrica de (R-N). La solución se encuentra imponiendo ταβ = 0 y
un tensor de curvatura de Weyl no nulo sobre la brana.

En este contexto, las solución de vaćıo esféricamente simétrica y estática de las ecua-
ciones de campo de Einstein fueron encontradas por Schwarszchild en 1916 [13], justo
un año después de la formulación de la Relatividad General. De acuerdo al Relatividad
General, la métrica de Schwarszchild es la única que describe el espaciotiempo alrede-
dor de un objeto esférico en el universo y forman las bases para el estudio teórico de
las pruebas observacionales clásicas de la Relatividad: precesión de perihelio, deflexión



de la luz por un objeto masivo y tiempo de retardo en la señal de radar. En [21], [22]
se estudian estas pruebas para el espaciotiempo generado por la solución DMPR en-
contrando una cota superior para el parámetro Q, usando un formalismo general para
espaciotiempos esféricamente simétricos y estáticos desarrollado Bohemer, Harko, De
Risi y Lobo (BHLR)

El siguiente trabajo queda estructurado como sigue. En el caṕıtulo 1 se discute
acerca del modelo de Randall-Sundrum 2 (RS2), se encuentra el potencial newtoniano
perturbando el background métrico. También se desarrollan las ecuaciones de Einstein
sobre una 3-brana usando un enfoque no perturbativo muy elegante desarrollado por
Shiromizu, Maeda y Sasaki. En el caṕıtulo 2 se estudia la precesión de perihelio para
espaciotiempos tipo Schwarszchild. En el caṕıtulo 3, se desarrolla el formalismo BHLR
y se estudia la precesión de perihelio para la métrica de Schwarszchild y para la métrica
de la solución DMPR. Finalmente se estudia la precesión de perihelio v́ıa las geodésicas
de la métrica para la solución DMPR, realizando la integración en las variables u(φ) y
expandiendo a primer orden el término Q/r0.



1

Modelo de Randall-Sundrum y teoŕıas
efectivas sobre una brana

1.1 Modelo de Randall-Sundrum

El modelo de mundo brana de Randall-Sundrum 2 (RS-2) [2] consiste de una hiper-
superficie ó 3-brana embebida en un espaciotiempo cinco dimensional AdS, con una
simetŕıa Z2 ó de reflexión a lo largo de la dimensión extra z. El background curvo so-
porta un estado no masivo ligado localizado sobre la brana, con el añadido de una torre
de modos masivos de Kaluza-Klein. El estado ligado reproduce la gravedad cuadridi-
mensional sobre la brana, mientras que los modos KK producen correcciones pequeñas
al potencial Newtoniano sobre esta. En lo que sigue daremos una breve descripción de
este escenario.

Consideremos la métrica de RS-2 en coordenadas conformes

gab = e2A(z) (ηµνdx
µ
adx

ν
b + dzµadz

ν
b ) (1.1)

donde A(z) = − ln(1+k|z|), k = (|Λ|/6)1/2 asociada a la constante cosmológica negativa
del bulk AdS5 y ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). Para encontrar la expansión en modos KK del
gravitón se parámetriza las fluctuaciones del gravitón en la forma estandar

gab = e2A(z)
((
ηµν + ĥµν

)
dxµadx

ν
b + dzµadz

ν
b

)
, (1.2)

donde el gravitón viene descrito por la componente transversa y sin traza de la pertur-
bación métrica hab. Imponiendo además en calibre axial ĥza en [6] se encontró que la
perturbación viene determinada por la solución a

− 1

2
∇c∇cĥab +Rc d

(ab) ĥcd +Rc
(aĥb)c =

2

3
V ĥab, (1.3)

siendo Rc d
(ab) y Rc

a los tensores de Riemann y Ricci para la métrica sin perturbar (1.1).



El potencial V para esta métrica viene dado por:

V (z) = −3

2
A′′(z)− 6A′2(z). (1.4)

Sustituyendo los tensores de Riemann, Ricci en (1.3) se obtiene(
∂2z + 3A′(z)∂z + ∂α∂α

)
ĥµν = 0 (1.5)

Proponiendo el cambio de variables ĥµν = eip.xeA(z)/2ψµν(z) se tiene que los modos
gravitacionales ψµν(z) satisfacen la ecuación tipo Schrodinger(

− d2

dz2
+ VQM

)
ψµν(z) = m2ψµν(z) (1.6)

donde p2 = m2, con m la masa cuadridimensional de las excitaciones de Kaluza-Klein.
El potencial tipo Mecánico Cuántico escrito en función de la variable métrica A(z) viene
dado por

VQM =
9

4
A′2(z) +

3

2
A′′2(z), (1.7)

que para el caso de Randall-Sundrum es

VQM =
15

4

k2

(1 + k|z|)
− 3kδ(z). (1.8)

El procedimiento a seguir para encontrar la solución a (1.6) es el siguiente: Se en-
cuentra la función de onda del gravitón para el modo cero m = 0, se prueba si el
modo cero es normalizable. En el caso afirmativo, esto implica que se puede recuperar
gravedad Newtoniana sobre la brana. Luego, los modos masivos m 6= 0 proveeran las
correcciones al potencial debido a la coordenada extra del modelo.

1.1.1. Modo cero.

Para el caso de masa cero, la ecuación (1.6) queda[
− d2

dz2
+ VQM

]
ψ0(z) = 0. (1.9)

El potencial (1.7) puede escribirse

VQM =
d2

dz2
(
e3/2A(z)

)
e−3/2A(z), (1.10)



y al sustituirse en (1.9) queda

d2ψ0(z)

dz2
ψ−10 (z) =

d2e3/2A(z)

dz2
(
e3/2A(z)

)−1
(1.11)

de donde se obtiene
ψ0(z) = N0e

3/2A(z). (1.12)

Normalizando el modo no masivo∫ ∞
−∞
|ψ0(z)|2dz = 1, (1.13)

haciendo la integración en las regiones (−∞, 0], [0,+∞) y despejando se tiene

N0 =
√
k (1.14)

1.1.2. Modos masivos

La solución a (1.6) viene dada en forma general

ψm(z) = ψml
(z)Θ(−z) + ψmR

(z)Θ(+z) (1.15)

donde ψml
(z), ψmR

(z) son las soluciones a ambos lados de la brana, las cuales vienen
dadas por

ψml
(z) =

Nm

f
−1/2
l (z)

[AJ2 (mfl(z)) +BY2 (mfl(z))] (1.16)

ψmR
(z) =

Nm

f
−1/2
R (z)

[CJ2 (mfR(z)) +DY2 (mfR(z))] (1.17)

donde J2(x) y Y2(x) son las funciones de Bessel de primer y segunda especie; fl(z) =
(k−1 − z) y fR(z) = (k−1 + z). Las constantes A,B,C,D son constantes que se deter-
minaran por las condiciones de integrabilidad de la ecuación de Schrodinger (1.6). La
constante Nm viene determinada por la condición de ortonormalización∫ +∞

−∞
ψ∗m′(z)ψm(z) = δ(m−m′) (1.18)

Sin embargo para m = m′ la delta de Dirac del lado derecho de la ecuación anterior
diverge, y por tanto es necesario usar algún mecanismo de regularización. En [7] se
colocan branas reguladoras a cada lado de la brana, posicionadas en z+ y z−, truncando
aśı el espacio. Al final se toma z± →∞. De esta manera, la condición (3.33) queda:

ĺım
z±→±∞

∫ z+

z−

ψcm(z)ψcm(z)dz = 1; (1.19)



donde ψc(z) es la solución clásica (1.15) de la ecuación (1.6). Usando (1.16), (1.17) y
escribiendo convenientemente (1.19) se tiene

1

zrN2
m

= ĺım
zr→∞

1

zr
{
∫ 0

−zr
fl(z) [AJ2[mfl(z)] +BY2[mfl(z)]]2+

∫ zr

0

fR(z) [CJ2[mfR(z)] +DY2[mfR(z)]]2}

(1.20)
cuya integración se realiza considerando el comportamiento asintótico de las funciones
de Bessel cuando sus argumentos son grandes. Integrando e invirtiendo (1.20) queda:

N c
m =

√
πm

zr
(A2 +B2 + C2 +D2)−1 (1.21)

Fijando una constante, digamos C = 1 y usando los v́ınculos (ver [7])

ψcm(0) = 0 (1.22)

ψcm(0+) = ψcm(0−) (1.23)

d

dz
ψcm(0+)− d

dz
ψcm(0−) = −3kψcm(0) = 0, (1.24)

se obtiene el valor para las 3 constantes restantes

A = −1 ;B = −D =
J2[mk

−1]

Y2[mk−1]
(1.25)

Un procedimiento análogo se usa para encontrar la solución distribucional de la
ecuación (1.6). La constante de normalización se haya de la misma forma que para la
solución clásica

Nd
m =

√
πm

zr

[
Ā2 + B̄2 + C̄2 + D̄2

]−1
, (1.26)

pero ahora los v́ınculos que determinan las constantes son:

ψdm(0+) = ψdm(0−) (1.27)

ηdm(0+) = −ηdm(0−) (1.28)

donde ηm(z) es igual a ψm(z) pero son funciones de Bessel de orden 1. El tercer v́ınculo
se obtiene de imponer la ortogonalidad de las soluciones clásica y distribucional(

ψcm(z), ψdm(z)
)

=

∫ +zr

−zr
ψcm(z)ψdm(z)dz = 0, (1.29)

con lo cual se obtiene:
AĀ+BB̄ + CC̄ +DD̄ = 0. (1.30)

Ahora, de las ecuaciones (1.27) y (1.28) se tiene

ĀJ2[mk
−1] + B̄Y2[mk

−1] = C̄J2[mk
−1] + D̄Y2[mk

−1] (1.31)



ĀJ1[mk
−1] + B̄Y1[mk

−1] = −C̄J1[mk−1] + D̄Y1[mk
−1]. (1.32)

Fijando C̄ = 1, el sistema dado por (1.30), (1.31) y (1.32) admite como solución

A = −1 ;B = D = −J1[mk
−1]

Y1[mk−1]
. (1.33)

Usando el valor de las contantes, expandiendo la solución para m � k y evaluando
la solución distribucional sobre la brana (z = 0) queda

ψdm(0) ≈ −
(

π

2zrk

)1/2 [
m1/2 − 1

2k2

(
ln
(m

2k

)
+ γ − 1

2

)
m5/2

]
. (1.34)

Las correspondientes densidades de estados para el modo cero ψ0(z) y para los modos
masivos ψcm(z) y ψdm(z) , son usados para calcular el Potencial Newtoniano, el cual
está dado en el espacio de coordenadas por ( ver [8]):

V (r) =
e−3A(zb)

4πM3

m1m2

r

[
|ψ0(zb)|2+

4

3π

∫ +∞

0

∑
i

|ψim(zb)|2e−mrzrdm

]
(1.35)

donde se observa la contribución del modo cero gravitacional localizado y una torre
de estados masivos de KK. Sustituyendo ψ0(z), ψcm(z), ψdm(z), evaluando en zb = 0 y
realizando la integración se tiene

V (r) ' k

4πM3

m1m2

r

[
1 +

2

3

1

k2r2
+

4

k4r4

(
ln 2kr − 4

3

)]
+O(

1

r7
) (1.36)

El primer término de (1.36) es el potencial newtoniano cuadridimensional usual, el
segundo término es la corrección a primer orden reportada por Randall-Sundrum y el
último es la corrección a segundo orden reportada por Callin y Finn [8].

Un procedimiento análogo al anterior es usado en [9] pero sin la simetŕıa Z2; lo que
implica tener un escenario mundo brana con dos constantes cosmológicas diferentes a
cada lado de la brana y por ende se genera una modificación del potencial Newtoniano
sobre ella.

En lo que sigue, se derivaran las ecuaciones de Einstein efectivas sobre la 3-brana. El
bulk del espaciotiempo se asumira cincodimensional. En principio no se impondrá ningu-
na condición sobre el bulk, pero luego se asumira simetŕıa Z2 y confinamiento del tensor
enerǵıa-momento sobre la brana, en concordancia con los escenarios de mundos brana
como el de RS2.



1.2 Teoŕıas Efectivas en mundos brana

En el escenario de mundos brana, nuestro mundo 4-dimensional está descrito por
una pared de dominio infinitamente delgada (3-brana ó hipersuperficie), considerada
como un subvariedad M con métrica hαβ embebida en una variedad V con métrica
gab que corresponde con el espaciotiempo 5-dimensional. La curvatura de la brana es
inducida v́ıa proyección del tensor de curvatura de la variedad M sobre V por medio
de la ecuación de Gauss [10] escrita de la forma 1

Rαβγδ = Rabcde
a
αe

b
βe

c
γe
d
δ +KαδKβγ −KαγKβδ (1.37)

donde a, b = 0, .., 4 y µ, ν = 0, ., 3 , Rabcd es el tensor de Riemann 5-dimensional,
Rαβγδ el tensor de Riemman 4-dimensional, Kαβ el tensor de curvatura extŕınseca de
M y eaα = dxa/dyα el vector tangente a las curvas contenidas en la hipersuperficie (ver
apéndice A)

Subiendo el ı́ndice α con hαβ = gabeαae
β
b (métrica inducida) y realizando la contracción

de ı́ndices en la ecuación (1.37), se obtiene el escalar de Ricci

Rβδ = Ra
bcde

c
ae
b
βe

d
δ +KKβδ −Kα

δ Kβα. (1.38)

Intercambiando ı́ndices convenientemente y contrayendo el tensor de Ricci en (1.38)
obtenemos el escalar de curvatura 4-dimensional (4)R en función del escalar de curvatura
5-dimensional (5)R.

(4)R =(5) R−Ra
bηaη

b −KγαKγα +K2, (1.39)

Ahora, a partir del tensor de Einstein 4-dimensional:

Gαβ = Rαβ −
1

2
(4)Rhαβ (1.40)

y de la ecuación de Gauss contraida, se obtiene para el tensor de Einstein 4-dimensional

Gαβ = Gabe
a
αe

b
β +

1

2
Ra
bηaη

bhαβ +KKαβ −Kγ
βKαγ −

1

2
(K2 −KγρKγρ)hαβ −E ′αβ (1.41)

donde se ha definido E ′αβ = Ra
bcdηaη

cebαe
d
β

Por otra parte, el tensor de Riemann 5D puede descomponerse en el tensor de Ricci,
el escalar de curvatura y el tensor de Weyl [14] de la forma

Ra
bcd =

2

3

[
ga[cRd]b − gb[cR a

d]

]
− 1

6
Rga[cgd]b + ωabcd (1.42)

1notación usada en el libro General Relativity de Eric Poisson



con el tensor de Weyl cumpliendo las mismas propiedades geométricas del tensor de
Riemann:

ω d
abc = −ω d

bac

ω d
[abc] = 0

ωabcd = −ωabdc
con el agregado que es de traza nula ωabad = 0. Se obtiene a partir de (1.41) la ecuación
de campo de Einstein sobre la hipersuperficie ó brana

Gαβ =

{[
Rab −

1

2
Rgab

]
− 2

3

{
gd[cRb]a − ga[cRd

b]

}
ηdη

c +
1

6
Rgd[cgb]aηdη

c

}
eaαe

b
β

+

{
1

3

[
gd[cRa]a − ga[cRd

a]

]
ηdη

c − 1

12
Rgd[cga]aηdη

c +
1

12
ωdcηdη

c

}
hαβ

−Kγ
βKαγ +KKαβ +

1

2

(
K2 −Kγα

αγ

)
hαβ − ωdacbηdηceaαebβ

Usando la ecuación de Einstein en cinco dimensiones Rab − 1
2
(5)Rgab = k2Tab, siendo

Tab el tensor de enerǵıa-momento y k la constante asociada a la gravitación 5D, se
obtiene la ecuación de campo de Einstein cuadridimencional sobre la hipersuperficie

Gαβ =
2k2

3

{
Tabe

a
αe

b
β +

[
Tabη

aηb − 1

4
T aa

]
hαβ

}
−Kγ

βKαγ

+KKαβ +
1

2
hαβ

(
K2 −KγαKαγ

)
− Eαβ. (1.43)

donde se ha definido Eαβ = ωdacbηdη
ceaαe

b
β.

1.2.1. Ecuación de campo efectiva sobre la brana

El tensor Enerǵıa-Momento en cinco dimensiones del mundo brana viene dado por

Tab = −Λgab +
[
(ταβ − σhαβ) eαae

β
b

]
δ(y) (1.44)

donde Λ es la constante cosmológica del espaciotiempo cinco dimensional, ταβ es el
tensor de enerǵıa-momento convencional sobre la brana, σ es la tensión de la brana y
δ(y) la función delta de Dirac evaluada en la coordenada adicional y (ver apéndice B).

La forma singular del tensor enerǵıa-momento, la cual viene representada por la
función δ(y), permite localizar este último sobre la brana. Integrando (1.44) a lo largo
de la dimensión extra desde y = −ε a y = +ε y tomando luego el ĺımite ε→ 0 se llega
a las condiciones de juntura de Darmois-Israel sobre la brana [15],[16].

h+αβ − h
−
αβ = 0 Continuidad de la métrica (1.45)



K+
αβ −K

−
αβ = −k2

[
(ταβ − σhαβ)− 1

3
hαβ(τ − σ)

]
(1.46)

Imponiendo la simetŕıa Z2 en la brana, esto es K+
αβ = −K−αβ, se encuentra de (1.46)

la curvatura extŕınseca en función del tensor enerǵıa-momento (ver apéndice B)

Kαβ = −1

2
k2
(
−2

3
σhαβ + ταβ −

1

3
τhαβ

)
(1.47)

Usando la definición para la traza del tensor de curvatura extrinseca K = hαβKαβ

se obtiene

K = −1

3
k2(τ − σ) (1.48)

Junto con las ecuaciones (1.47) y (1.48) se pueden reescribir los términos Kγ
βKαγ,

KKαβ, hαβK
2, y KγαKαγ; y usando (1.44) la ecuación de campo de Eintein (1.43)

queda
Gαβ = −Λ4hαβ + 8πGNταβ + k4Παβ − Eαβ (1.49)

donde Λ4 = 1
2
k2
(
Λ + 1

6
k2σ2

)
es la constante cosmológica sobre la hipersuperficie, la

cual depende de la constante cosmológica cinco dimensional y de la tensión sobre la
brana; k4 = 6k24/σ ó lo que es lo mismo GN = k4

48π
σ, donde GN representa la constante

de gravitación cuadrimensional, y los tensores

Παβ = −1

4
ταγτ

γ
β +

1

12
τταβ +

1

8
hαβτγδτ

γδ − 1

24
hαβτ

2 (1.50)

y
Eαβ = ωdacbηdη

ceaαe
b
β (1.51)

que representan los términos adicionales en la ecuación de campo de Einstein estandar
(1.49), consecuencia directa de haber introducido una dimensión adicional al modelo.

El tensor Eαβ se interpreta como la proyección del tensor de Weyl sobre la brana.
Además este tensor también posee las mismas propiedades geométricas del tensor de
Weyl, válgase decir entre otras, antisimetŕıa en los ı́ndices Eαβ = −Eβα y traza nula
Eα

α = 0 (ver 1.42)

El primer término Λ4 = 1
2
k2
(
Λ + 1

6
k2σ2

)
es la constante cosmológica sobre la brana.

Nótese que si la brana es Minkowskiana (Λ4 = 0) se tiene que la constante cosmólogica
del bulk Λ = −1

6
k2σ2 al igual que para el modelo RS-2 (vease sección 1.1).

El segundo término 8πGNταβ corresponde a la contribución de la materia cuadridi-

mensional. En el modelo GN = k4σ
48π

, está determinada por la tensión de la brana y la
constante gravitacional cincodimensional. Se esperaŕıa entonces que en modelo σ ∝ k−4



al menos para asegurar que GN permanezca fija en el ĺımite k → 0 ( bajas enerǵıas ) y
aśı poder recuperar la ecuación de campo estandar.

El tercer término corresponde al primer término adicional en la ecuación de Einstein.
Este es cuadrático en ταβ y por tanto es un término local, en el sentido que no proviene
del bulk, y es una corrección a la f́ısica de altas enerǵıas. Se espera que se anule en el
ĺımite de bajas enerǵıas; para esto es necesario demostrar que en tal ĺımite, este sea
despreciable frente al tensor enerǵıa-momento sobre la brana. Se observa entonces que

k4|Παβ|
GN |ταβ|

∼
k4|ταγτ γβ + ..|
GN |ταβ|

∼ 0, (1.52)

en el ĺımite k → 0.

Finalmente el cuarto término Eαβ (el segundo término adicional ) es visto, desde el
punto de vista de un observador en la brana, como un efecto no local ya que este lleva
la información del campo gravitacional exterior a la brana.



2

Precesión de Perihelio para la solución de
Schwarzschild

El espaciotiempo generado alrededor de una fuente de campo gravitacional de masa
M , estático y con simetŕıa esférica viene dado por la métrica de Schwarzschild

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(2.1)

con componentes métricas diagonales

g00 = −
(

1− 2M

r

)
; g11 =

(
1− 2M

r

)−1
; g22 = r2; g33 = r2 sin2 θ (2.2)

que determinan el Lagrangeano que rige la dinámica del sistema

L = gαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
(2.3)

Aśı

L = −
(

1− 2M

r

)
ṫ2 +

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2 (2.4)

donde ṫ = dt/dτ , θ̇ = dθ/dτ , ect. Esto es, las trayectoŕıas de una part́ıcula moviendose
en el campo gravitacional están parámetrizadas por el tiempo propio τ . Las ecuaciones
de movimiento vienen dadas por las ecuaciones de Euler Lagrange.

Para t.
d

dτ

[(
1− 2M

r

)
ṫ

]
= 0 (2.5)

Para φ
d

dτ

(
r2 sin2 θφ̇

)
= 0 (2.6)



Para θ
d

dτ

(
r2θ̇
)

= r2 sin θ cos θφ̇2 (2.7)

Las órbitas en la solución de Schwarzschild están restringidas al plano definido por la
fuente del campo gravitacional y la part́ıcula que se mueve en él. Es decir, θ = π/2;
θ̇ = 0. Aśı la ecuación (2.7) se satisface identicamente mientras que las ecuaciones (2.5)
y (2.6) implican que: (

1− 2M

r

)
ṫ = E = constante (2.8)

r2φ̇ = L = constante (2.9)

donde E está relacionado con la enerǵıa y L con el momento angular del sistema.
Considerando el movimiento de part́ıculas masivas, las geodésicas descritas son del tipo
tiempo, esto es (ds/dt)2 = −1. Usando este hecho, despejando ṫ, φ̇ de (2.8), (2.9) y
sustituyendo en la ecuación (2.1) queda.

1 =

(
1− 2M

r

)−1
E2 −

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 − L2

r2
(2.10)

Para estudiar la trayectoŕıa seguida por la part́ıcula, es conveniente tener una depen-
dencia angular de r, r(φ) es vez de tener dependencia temporal como aparece en (2.10).
Proponiendo el cambio de variable.

r′ =
dr

dφ
=
dr

dτ

dτ

dφ
=
ṙ

φ̇
=
r2

L
ṙ (2.11)

Despejando ṙ de la ecuación (2.11) y sustituyendo en la ecuación (2.10) se tiene:(
1− 2M

r

)
= E2 − L2 r

′2

r4
−
(

1− 2M

r

)
L2

r2
(2.12)

Con el proposito de tener una ecuación diferencial más sencilla de resolver, se propone
el siguiente cambio

r =
1

u
; r′ = − 1

u2
du

dφ
= − u

′

u2
(2.13)

Sustituyendo lo anterior en (2.12) y despejando u′

u′2 =
E2 − 1

L2
+

2M

L2
u− u2 + 2Mu3 (2.14)

Existen varias formas de realizar la integración de la ecuación (2.14): Una de ellas es
encontrar las raices del polinomio

P (u) =
E2 − 1

L2
+

2M

L2
u− u2 + 2Mu3 (2.15)

del lado derecho de (2.15)para las cuales u′ = 0. Sean u1, u2, u3 las tres raices del
polinomio P (u). La factorización se escribe:

P (u) = r0(u− u1)(u− u2)(u− u3) (2.16)

siendo r0 = 2M .



Análisis de las raices.

Considerando que la trayectoŕıa que sigue el planeta es eĺıptica, el afelio ua = 1/ra-
la distancia más grande entre el planeta y el Sol- y el perihelio up = 1/rp- la
distancia más corta- corresponden a los valores extremos de la función u(φ) donde
u′ = 0. De esta manera u1 = ua y u2 = up.

La tercera ráız se obtiene a partir de la formula de Vieta

Σn
n=1ui = −an−1

an
(2.17)

Para el polinomio de grado 3 de la ecuación (2.15): an−1 = −1; an = r0, de esta
manera

u3 =
1

r0
− (ua + up) (2.18)

De (2.18)y (2.16), la ecuación (2.14) queda:

u′ = ±
√

(u− ua)(u− up) [r0u− (1− r0(ua + up))] (2.19)

donde el signo será positivo si u es creciente (u′ > 0) y negativo en caso contrario.
Para efectos de hacer la integración más facil, se reescribe el término entre corchetes de
(2.19) como,

[r0u− (1− r0(ua + up))] = − [1− r0(ua + up)]

[
1− r0

(1− r0(ua + up))
u

]
(2.20)

aśı, la ecuación (2.19) queda en su forma integral∫
dφ = ±

∫
du√

(u− ua)(up − u) [1− r0(ua + up)]
[
1− r0

1−r0(ua+up)u
] (2.21)

donde la integración del lado derecho puede hacerse expandiendo los dos términos entre
corchetes del numerador.

Justificación de la expansión: Para el caso de mercurio 1, en unidades naturales se
tiene

r0
r

=
2GNM

c2r
≈ 5x10−8 (2.22)

1ver Moller General Relativity



siendo GN la constante gravitacional, r la distancia media Sol-Mercurio, M la masa del
Sol y c la velocidad de la luz. Para otros planetas esta relación es más pequeña aun.

Con esto en mano podemos hacer la expansión en serie de Taylor a primer orden en
x = r0/r � 1.

Primera expansión

[1− r0(ua + up)]
−1/2 = (1− ax)−1/2 ≈ 1 +

1

2
ax+O(xn) (2.23)

donde a = r(ua + up)

Segunda expansión[
1− r0

1− r0(ua + up)
u

]−1/2
=
[
1− bx(1− ax)−1

]−1/2 ≈ 1 +
1

2
bx+O(xn) (2.24)

donde b = ru

Sustituyendo las aproximaciones (2.23) y (2.24) en (2.21) se tiene∫
dφ = ±

[
1 +

r0
2

(ua + up)
] ∫ (

1 + r0
2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du (2.25)

La integración de la ecuación anterior se realiza de la siguiente manera: Partiendo del
afelio (φafe) y cuando se pasa al perihelio siguiente (φper.sig) u crece; se tiene entonces

φper.sig − φafe = +
[
1 +

r0
2

(ua + up)
] ∫ up

ua

(
1 + r0

2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du (2.26)

De forma análoga cuando se pasa del perihelio anterior (φant) al afelio presente (φafe)
u decrece, se tiene

φafe − φper.ant = −
[
1 +

r0
2

(ua + up)
] ∫ ua

up

(
1 + r0

2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du (2.27)

Sumando las ecuaciones (2.26) y (2.27) se tiene que la variación del ángulo entre dos
perihelios consecutivos (ver figura2.1) viene dada por:

δφ = 2
[
1 +

r0
2

(ua + up)
] ∫ up

ua

(
1 + r0

2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du− 2π (2.28)

donde el factor 2π proviene de que se dá una vuelta completa en la trayectoria.



Figura 2.1: Precesión de perihelio mostrando la variación de δφ

Realizando la integración se obtiene:

δφ =
3

2
πr0(ua + up) (2.29)

En unidades naturales r0 = 2GM/c2, además ua = 1/ra, up = 1/rp. Por otra parte
el perihelio y el afelio [20] están relacionados con la excentricidad ε por:

rp = a(1− ε); ra = a(1 + ε) (2.30)

Figura 2.2: Parámetros para una órbita eĺıptica

donde a es el semieje mayor de la elipse (ver figura2.2). Finalmente sustituyendo r0
y (2.30) en (2.29) queda

δφ =
6πGM

ac2(1− ε2)
(2.31)

el cual es el resultado estandar relativista para la precesión de perihelio.

Ahora se estimara el valor para la precesión de perihelio para Mercurio, tomando
M = 1,989x1033gr la masa del Sol, a = 57,91x1011cm el semieje mayor de Mercurio-
Sol, ε = 0,2056 la excentricidad de la órbita, G = 6,67x10−8cm3gr−1s−2 la constante



gravitacional y c = 2,998x1010cm/s la velocidad de la luz en el vaćıo. Por otra parte,
se sabe que la duración de la órbita es de 88 d́ıas y dá 415 órbitas cada 100 años. Con
estos datos, el valor del ángulo de precesión en cada vuelta será 5,0165x10−7rad y que
al ser multiplicado por las 415,0139 órbitas por siglo, se obtiene 2,0819x10−4rad/siglo.
Finalmente al convertir a segundos de arco (”) da

∆φ = 42,94′′/siglo (2.32)



3

El mundo Brana de DMPR

3.1 La solución DMPR

Consideremos una solución de vaćıo de 1.49, esto implica tomar ταβ = 0 con lo cual
Παβ = 0 (ver 1.50). Impongamos además una brana de Minkowski (Λ4 = 0) con lo que
se tiene que el espaciotiempo en el bulk es AdS5 con constante cosmológica Λ = −1

6
k2σ2.

Las soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein (1.49) se resumen en resolver

Gαβ = Rαβ −
1

2
hαβR = −Eαβ. (3.1)

Tomando la traza se tiene

hαβRαβ −
1

2
hαβhαβR̂ = −hαβEαβ

R̂− 1

2
4R̂ = −Eα

α

pero el tensor Eαβ es de traza nula, lo que implica que el escalar de curvatura cuadridi-

mensional R̂ = 0. En la ecuación de campo 3.1, Eαβ juega el papel de un tensor enerǵıa-
momento no convencional en el sentido que este tensor es inducido por la proyección del
tensor de curvatura del Weyl. Es decir, los efectos del bulk sobre la f́ısica en la brana
son vistos a traves del tensor Eαβ, determinado por Eab(ξ = 0) = Eαβδ

α
a δ

β
b [19].

Las ecuaciones de campo se reducen a resolver

Rαβ = −Eαβ, Eα
α = 0, (3.2)

y junto con la ecuación proveniente de la identidad de Bianchi

5α Eαβ = 0 (3.3)



forman un sistema de ecuaciones cerrado sobre la brana, ya que el sistema de ecuaciones
que surgen (3.2) no determinan la solución completamente debido a que el término Eαβ
agrega grados de libertad al sistema provenientes del bulk cincodimensional, como se
verá más adelante. Para encontrar una solución al sistema se necesita en primer lugar
conocer la geometŕıa 4D sobre la brana, i.e, la forma funcional de la métrica y de
segundo saber la estructura tensorial completa del tensor Eαβ.

Debido a que Eαβ es desconocida desde el punto de vista de la brana, y ya que este
actúa como un tensor de enerǵıa-momento inducido por el bulk sobre la brana; en 3.1
este tensor se descompone con respecto a un campo de velocidades uα ; ver [18].

Eαβ = −
(
k

k4

)4 [
U

(
uαuβ +

1

3
hαβ

)
+ Pαβ + 2q(αuβ)

]
(3.4)

donde hαβ = gαβ +uαuβ. Eαβ se considera como un flujo de Weyl efectivo, con densidad
de enerǵıa inducida U , densidad de momento qα y un tensor de flujo anisotrópico Pαβ,
dados por

U = −Eαβuαuβ (3.5)

qµ = h α
µ Eαβu

β (3.6)

Pαβ =

[
1

3
hαβh

µν − hµαhνβ
]
Eµν (3.7)

Si la geometŕıa del espaciotiempo es esféricamente simétrica y estática, qα = 0 ;
Pαβ = P (r)

(
rαrβ − 1

3
hαβ
)
, siendo rα un vector radial unitario y P (r) una función de

anisotropia radial, 3.3 queda

1

3
DαU(r) +

4

3
U(r)aα +DβPαβ + aβPαβ = 0 (3.8)

siendo aα = uβ 5β u
α la 4-aceleración de una part́ıcula sobre la brana y Dα = h µ

α∇µ.

Por otra parte, siendo Eαβ antisimétrico y de traza nula, posee las mismas propiedades
algebraicas del tensor enerǵıa-momento electromágnetico de la Relatividad General
T emαβ , lo que conduce a hacer la correspondencia −Eαβ ↔ T emαβ . Por tanto, es de esperar
que soluciones del sistema Einstein-Maxwell en RG conduzcan soluciones de mundos
brana en el vaćıo en una geometŕıa 5-dimensional.

Solución Reissner-Nordstróm:

La métrica de Reissner-Nordstróm es una solución estática a las ecuaciones de campo
de Einstein-Maxwell, que corresponde al campo gravitacional de un cuerpo de masa M ,
con carga q, no rotante y esféricamente simétrico y donde Tαβ está dado por

T emαβ =
1

4π

(
−gλσFαλFβσ +

1

4
gαβFλσF

λσ

)



el cual posee traza nula, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ el tensor de Maxwell con la propiedad
Fµν = Fνµ, i.e, es antisimétrico que satisface las ecuaciones de Maxwell

Jµ = 0, sin fuente

F µν
;µ = 0, Identidad Bianchi

∂[µFµν] = 0

La solución a estas ecuaciones viene dada por

ds2 = −
(

1− 2m

r
+

q

r2

)
dt2 +

(
1− 2m

r
+

q

r2

)−1
dr2 + r2dΩ2

Nótese que para q = 0 se recupera la solución de Schwarszchild.

Considerando la métrica esféricamente simétrica y estática dada por

ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2dΩ2 (3.9)

donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 es el elemento de ángulo sólido de una 2-esfera, las ecua-
ciones de campo de Einstein (3.1) junto con la ecuación de conservación para Eαβ dada
por 3.8 se escriben

R t
t = −e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
=

48πG

k4σ
U(r) (3.10)

R r
r = e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= −16πG

k4σ
(U(r) + 2P (r)) (3.11)

R θ
θ = R φ

φ = e−λ
(
ν ′′ +

ν ′2

2
+
ν ′ − λ′

r
− ν ′λ′

2

)
=

32πG

k4σ
(U(r)− P (r)) (3.12)

ν ′(2U + P ) = −(U ′ + 2P ′)− 6P

r
(3.13)

Nótese que en el ĺımite 1/σ → 0 las ecuaciones de campo (3.10), (3.11) y (3.12) se
convierten en la ecuaciones de campo relativistas para la métrica de Schwarszchild [13].

Asumiendo ν(r) = −λ(r) se tiene de las ecuaciones (3.10) y (3.11)

U(r) = −1

2
P (r). (3.14)



Usando (3.14), la ecuación (3.13) queda

0 = −(U ′ − 4U ′)− 12

r
U y separando variables

−1

4

dU

U
=
dr

r
integrando queda

U(r) =
β

r4
(3.15)

donde β es una constante de integración. Definiendo e−λ(r) = α(r) y haciendo

Q =
48πGβ

k4σ
, (3.16)

en 3.10 se obtiene

α′ +
α

r
=

1

r
− Q

r3

cuya solución es:

α = 1 +
C

r
+
Q

r2
,

donde la constante de integración C se identifica bajo el requisito de que la solución
tienda a la solución de Schwarszchild cuando el parámetro Q → 0. Por tanto, C =
−2M . La forma final de la solución encontrada originalmente por Dadhich, Marteens,
Papadopoulos y Rezania (DMPR) [11] es

eν(r) = e−λ(r) = 1− 2M

r
+
Q

r2
(3.17)

Aśı, el elemento de linea de la solución DMPR corresponde a

ds2 = −
(

1− 2M

r
+
Q

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q

r2

)−1
dr2 + r2dΩ2 (3.18)

Nótese que en la solución DMPR el parámetro Q juega un papel parecido a la carga
eléctrica de la solución Reissner-Norstróm de la Relatividad General, pero en este caso
esa carga tidal es originada por los efectos del bulk sobre la brana.

En la siguiente sección se estudiará la precesión de perihelio en el espaciotiempo
generado por el mundo brana de DMPR.



3.2 Precesión de Perihelio para la solución DMPR

A continuación se desarrolla un formalismo general [21],[22] que facilita el análisis de
las pruebas de la Relatividad General para cualquier métrica esféricamente simétrica.
Luego se usara la métrica DMPR para encontrar el ángulo de perihelio de un planeta
en el sistema Solar, en part́ıcular para Mercurio.

Partiendo de la ecuación que relaciona la coordenada radial u = 1/r con el ángulo φ
(2.14) escrita para una métrica esféricamente simétrica y estática en general(

du

dφ

)2

+ u2 ≡ Ω(u) (3.19)

donde se ha definido

Ω(u) = u2f(u) +
e−(λ+ν)E2

c2L2
− e−λ

L2
(3.20)

y
f(u) = 1− e−λ, (3.21)

donde λ y ν son las funciones métricas de (3.9).

La ecuación diferencial ordinaria (3.19) no lineal puede escribirse como una ecuación
diferencial de segundo orden. Derivando con respecto a φ

2
du

dφ

d2u

dφ2
+ 2u

du

dφ
=
dΩ

du

du

dφ
, (3.22)

simplificando
d2u

dφ2
+ u = χ(u) (3.23)

donde se ha definido

χ(u) =
1

2

dΩ(u)

du
. (3.24)

La integración de la ecuación (3.23) se realiza considerando una solución perturbada
u(φ) = u0(φ) + εu1(φ) a primer orden en el parámetro ε alrededor de una solución
conocida u0 tal que u0 = χ(u0) y donde u1(φ) es la solución perturbada

d2u1
dφ2

+

[
1−

(
dχ

du

)
u=u0

]
u1 = 0, (3.25)

la cual admite como solución

u1(φ) = A cos (ωφ+ β) , (3.26)

con A y β constantes de integración y ω ≡
√

1− γ siendo γ =
(
dχ
du

)
u=u0

.



Apelando a la peŕıodicidad de la órbita

φ =
2π

ω
, (3.27)

y sabiendo que el ángulo de perihelio vaŕıa poco en una rotación completa ( ver caṕıtulo
2) se expande ω alrededor de γ � 1, teniendo aśı que φ queda

φ = 2π(1 +
1

2
γ). (3.28)

Finalmente, en una rotación completa la variación del ángulo de precesión es

∆φ = φ− 2π,

de donde se obtiene

∆φ = πγ = π

(
dχ

du

)
u=u0

(3.29)

La secuencia para la determinación del perihelio de un planeta en una orbita alrede-
dor del Sol es

eν(r), eλ(r) → f(u), E, L→ Ω(u)→ χ(u)→ γ → ∆φ (3.30)

Usando primeramente este formalismo para el espaciotiempo de Scwharzschild se tiene

eν = eλ = 1− 2GM

c2r
= 1− 2GM

c2
u

Usando (3.21)

f(u) =
2GM

c2
u,

de la ecuacionesn (3.20) y (3.24)

Ω(u) =
2GM

c2
u3 +

2GM

c2L2
u− 1

L2

χ(u) =
3GM

c2
u2 +

GM

L2c2
(3.31)

Usando la condición de u0 = ctte, u0 = χ(u0) se obtiene

3GM

c2
u20 +

GM

L2c2
= u0,

cuya solución aproximada a primer orden en el parámetro r20/L
2 � 1, siendo r0 =

2GM/c2 es

u0 =
GM

c2L2
(3.32)



Aśı de (3.29) se tiene

∆φ =
6πG2M2

c4
1

L2
(3.33)

En lo siguiente se encuentra una expresión para el momento angular en función de
los parámetros de una órbita eĺıptica. De (3.23) con χ(u) = GM/L2c2 proveniente de
(3.31) donde se ha despreciado el primer término si se supone que este último no afecta
significativamente la trayectoŕıa de la órbita eĺıptica. Aśı se tiene la ecuación diferencial

d2u

dφ2
+ u =

GM

L2c2
(3.34)

cuya solución es

u =
GM

L2c2
(1 + ε cos(φ)) . (3.35)

Esta es la ecuación en coordenadas polares de una eĺıpse si hacemos u = 1/r.
Aśı podemos identificar la constante ε con la excentricidad de la órbita. Si evaluamos
en r = ra = a(1 + ε) para φ = π se tiene

1

a(1 + ε)
=
GM

L2c2
(1− ε), (3.36)

despejando se obtiene
1

L2
=

c2

GMa(1− ε2)
(3.37)

Finalmente, sustituyendo (3.37) en (3.33) se obtiene

∆φ =
6πGM

c2a(1− ε2)
(3.38)

el cual concuerda con la solución para el perihelio obtenida en el caṕıtulo 2.

Ahora, usando el formalismo para el espaciotiempo de DMPR, se obtiene de (3.21)
en unidades SI

f(u) =
2MG

c2
u− GQ

c2
u2, (3.39)

de la ecuación (3.20)

Ω(u) =
2MG

c2
u3 − GQ

c2
u4 +

E2

c2L2
− 1

L2
+

2MG

c2L2
u− GQ

c2L2
u2, (3.40)

y de la ecuación 3.24

χ(u) =
3MG

c2
u2 − 2GQ

c2
u3 +

MG

c2L2
− GQ

c2L2
u. (3.41)



Usando nuevamente la condición χ(u0) = u0 se obtiene

χ(u0) =
3MG

c2
u20 −

2GQ

c2
u30 +

MG

c2L2
− GQ

c2L2
u0 = u0, (3.42)

la cual es una ecuación cúbica para u0. Asumiendo (Q/L2)� 1 [22] y tomando solo el
término lineal en u0, se tiene

u0 =
MG

c2L2
(3.43)

el cual es el mismo para el caso de Schwarszchild.

El avance de perihelio dado por (3.29) viene dado por

∆φ =
6πGM

c2a(1− ε2)
− πc2Q

GMa(1− ε2)
(3.44)

Nótese que el primer término de (3.44) corresponde a la expresión relativista para
la precesión de perihelio (ver 2.31) con un término adicional proveniente del modelo
cincodimensional.

Se conoce que el valor para el avance del perihelio de Mercurio observacional es
∆φobs = 43,11± 0,21 arcseg por siglo. La expresión anaĺıtica estandar para la precesión
de Mercurio da el valor ∆φRG = 42,94 arcseg por siglo. Entonces, la diferencia

∆φDMPR = ∆φobs −∆φRG = 0,17arcseg/siglo,

puede deberse a otros efectos. Si se asume que esta diferencia es debido al segundo
término de (3.44), i.e, a los efectos del bulk cincodimensional sobre la estructura local
de nuestro universo cuadridimensional, que modifica la geometŕıa del espaciotiempo,
podemos inferir un valor para el parámetro Q

Q = −GMsa(1− ε2)
πc2

∆φDMPR (3.45)

El valor numérico para el parámetro de carga tidal es |Q|≤ 5,17x108cm2.

Si comparamos la expresión para el parámetro Q de la ecuación (3.45) con la ecuación
(3.16) y despejando la tensión en la brana se tiene

σ = − 48π2c2β

Mak4(1− ε2)∆φDMPR

, (3.46)

Para tener consistencia con la constante gravitacional cuadridimensional del modelo
de branas GN = k4

48π
σ > 0 se debe imponer que la constante β sea negativa con lo que se

tiene que la tensión de la brana debe ser positiva al igual que en el modelo de Randall-
Sundrum.



Además, tener un parámetro Q negativo en la métrica DMPR (3.18) indica que
este término ( el cual es la contribución debido a la dimensión adicional ) contribuye

positivamente con el potencial gravitacional ya que la componente gtt = 1− 2M
r
− |Q|

r2
tiene

dos términos negativos. Esto implica que el campo gravitacional se hace más intenso,
caso contrario al de R-N donde el potencial eletrostat́ico lo debilita, trayendo consigo
implicaciones en la formación de los horizontes en el caso de colapso gravitacional, el
cual no fué tratado en este trabajo (ver [11]).



4

Precesión de Perihelio v́ıa geodésicas de la
métrica DMPR: Un enfoque alternativo

En el escenario mundo brana de DMPR (3.18), la dinámica que rige el movimiento
de una part́ıcula viene dada por el Lagrangeano

L = −
(

1− r0
r

+
Q

r2

)
ṫ2 +

(
1− r0

r
+
Q

r2

)−1
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2 (4.1)

donde r0 = 2Gm/c2 en unidades del SI.

De las ecuaciones de Euler-Lagrange

4∑
i=1

=

(
d

dτ

(
∂L
∂ẋi

)
− ∂L
∂xi

)
(4.2)

donde xi = t, r, θ, φ; se desprende

d

dτ

(
∂L

∂ṫ

)
= 0 ⇒ ṫ =

C1(
1− r0

r
+ Q

r2

) (4.3a)

d

dτ

(
∂L

∂φ̇

)
= 0 ⇒ φ̇ =

C2

r2
(4.3b)

siendo C1 y C2 constantes de integración asociadas con la enerǵıa y el momento angular
del sistema.

Sustituyendo las expresiones para ṫ y φ̇ y considerando el movimiento de part́ıculas
materiales, es decir, geodésicas tipo tiempo (ds2/dt2 = −1) se tiene de (3.18)(

dr

dφ

)2

= a0r
4 + a1r

3 + a2r
2 + a3r + a4 (4.4)

donde a0 =
C2

1−1
C2

2
; a1 = r0

C2
2
; a2 = −(C2

2+Q)
C2

2
; a3 = r0; a4 = −Q



Haciendo el cambio de variable u = 1/r, (4.4) queda

u′ = ±
√
G(u) (4.5)

donde u′ = du/dφ. El signo será positivo si u es creciente (u′ > 0) y negativo en caso
contrario (u′ < 0) y G(u) es un polinomio de grado 4 dado por

G(u) = a4u
4 + a3u

3 + a2u
2 + a1u+ a0. (4.6)

La integración de (4.5) requiere conocer las 4 raices de G(u), los cuales son los puntos
donde u′ = 0, además esta se vuelve complicada debido a la estructura matemática de
G(u). Si suponemos el caso en que Q = 0, es decir que la geometŕıa del espaciotiempo
cuadridimensional es la de Schwarzschild clásica, y por ende, el polinomio G(u) es igual
al polinomio P (u) definido en el caṕıtulo 2. Para la integración de (4.5) se comienza y
escribiendo el polinomio G(u) como

G(u) = −Q (u− u1) (u− u2) (u− u3) (u− u4) , (4.7)

donde los ui corresponden a las raices del polinomio G(u). Tres de las raices correspon-
den con las raices del polinomio P (u) y la cuarta ráız se obtiene de la formula de Vieta
(2.17, asi se tiene

G(u) = −Q (u− ua) (u− up)
[
u−

(
1

r0
− (ua + up)

)][
u− 1

Q

(
r0 −

Q

r0

)]
(4.8)

Por otra parte, escribamos la forma integral de (4.5)∫
dφ =

∫
1

±
√
G(u)

du, (4.9)

y supongamos que partimos del afelio hasta el perihelio siguiente (ϕp.s); en este caso
u crece mientras que cuando vamos del perihelio anterior (ϕp.a) al afelio u decrece.
Integrando en estas dos regiones

ϕp.s − ϕaf =

∫ up

ua

1√
G(u)

du (4.10a)

ϕaf − ϕp.a = −
∫ ua

up

1√
G(u)

du (4.10b)

Sumando ambas ecuaciones tenemos la variación del ángulo entre dos perihelios con-
secutivos

∆φ = 2

∫ up

ua

1√
G(u)

du− 2π (4.11)



cuyo integrando queda

1√
G(u)

=
(1− r0(ua + up))

−1/2 (1− Q
r20

)−1/2
[
1− r0

1−r0(ua+up)u
]−1/2 [

1− Q/r0
1−Q/r20

u
]−1/2

√
(u− ua) (up − u)

.

(4.12)

Demostración: Si comparamos (4.7) con (4.8) se tiene

u− u3 = u−
(

1

r0
− (ua + up)

)
= −1− r0(ua + up)

r0

(
1− r0u

(1− r0(ua + up))

)
también

u− u4 = u− 1

Q

(
r0 −

Q

r0

)

= −
(

1− Q

r20

)1−
Q
r0
u(

1− Q
r20

)
 r0
Q

Nótese que los dos primeros términos de (4.12) son constantes para efectos de la
integración; aun aśı, tal integración es extensa. Recordando que la solución (3.44) es una
solución aproximada a primer orden en Q/L2 � 1, realizaremos una aproximación en
(4.12),esto es, consideraremos al igual que para el caso de Schwarzschild puro ( r0

r
� 1),

la aproximación adicional (Q/r20 � 1) la cual es justificable si los efectos del bulk sobre
la brana no alteran en gran medida la f́ısica que conocemos. Esto permite escribir (4.11)
como

∆φ = 2
(

1 +
r0
2

(ua + up)
)∫ up

ua

(
1 + r0

2
u
)√

(u− ua)(up − u)

[
1 +

Q

2r0
u+

Q

2r20
+O((Q/r20)

2)

]
du−2π

(4.13)

Reescribiendo la integral convenientemente, como la suma de tres integrales

[
2
(

1 +
r0
2

(ua + up)
)∫ (

1 + r0
2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du− 2π

]
(4.14)

Q

2r0

[
2
(

1 +
r0
2

(ua + up)
)∫ (

1 + r0
2
u
)
u√

(u− ua)(up − u)
du

]
(4.15)



Q

2r20

[
2
(

1 +
r0
2

(ua + up)
)∫ (

1 + r0
2
u
)√

(u− ua)(up − u)
du

]
(4.16)

Al realizar cada una de las tres integraciones, se tiene que la integral (4.14) se
corresponde con la integral (2.28) para la precesión de perihelio en la geometŕıa de
Schwarzschild. Esta dá la contribución relativista. La contribución a la precesión de
perihelio debido al mundo brana proviene de las otras dos integrales. Las integrales
(4.15) y (4.16) quedan

− π

2
(ua + up)

Q

r0
+

5

8
πr0(ua + up)

2Q

r0
+

2r30
a3(1− ε2)3

Q

r20
(4.17)

Finalmente, sumando las contribuciones de (4.17) a (4.13) y sabiendo que up = 1/rp
donde rp = a(1− ε) y ua = 1/ra siendo ra = a(1 + ε) (ver [20]), el ángulo de precesión
entre dos perihelios consecutivos 4.13 queda:

∆φ =
6πGm

c2a(1− ε2)
− 2π

a(1− ε2)

(
1− 5

4

r0
a(1− ε2)

)
Q

r0
+

2r30
a3(1− ε2)3

Q

r20
(4.18)

Análisis de la solución: Si definimos

x =
r0

a(1− ε2)
, (4.19)

y evaluamos numéricamente usando los datos del caṕıtulo 2 para el planeta Mercurio,
donde la precesión de perihelio es más notoria, se tiene que r0 ≈ 105cm y el factor
a(1− ε2) ≈ 1011cm. Se tiene entonces que el factor x ≈ 10−6, el cual es un término muy
pequeño comparado con 1. Aśı este tercer término es despreciable frente al segundo,
que corresponde exactamente con el obtenido por Bohemer, Harko, De Ricci y Lobo
[22] en (3.44).

Por otra parte es de notar que en el último término, el cual es la corrección a primer
orden en el parámetro Q/r20, posee un término x3 ≈ 10−18 el cual es mucho más pequeño
que el tercer término y puede despreciarse si Q/r20 � 1, como es el caso.



CONCLUSIONES

Una solución mundo brana para un espaciotiempo con geometŕıa esférica y estática
(DMPR), permitió establecer una relación entre los parámetros provenientes del
bulk cincodimensional y los parámetros cuadridimensionales de la brana.

Estudiando las geodésicas de la métrica para la solución DMPR, la cual corre-
sponde con la solución mundo brana para un espaciotiempo con simetŕıa esférica y
estática del tipo Reissner-Nordstróm de la Relatividad General, permitió recobrar
el resultado encontrado en [22],

El mayor resultado de este trabajo es que se puede obtener la precesión entre dos
perihelios consecutivos haciendo la aproximación Q/r20 � 1, que seŕıa equivalente
a la aproximación Q/L2 � 1 hecha en [22].Tal aproximación es justificable si los
efectos del bulk cincodimensional son muy pequeños comparados con los efectos
de la gravedad cuadridimensional a escalas de enerǵıas ”pequeñas”. Se espera
que al igual que en modelos de branas como Randall-Sumdrun los efectos de los
parámetros f́ısicos del bulk empiezen a jugar un papel importante en la f́ısica a
enerǵıas considerablemente grandes.

Como comentario adicional, se espera usar este formalismo alternativo para las
otras pruebas de la Relatividad General: deflexión de la luz y tiempo de retardo del
eco de radar para espaciotiempos mundo brana y contrastarlos con los estudiados
en [22].



APORTES

Considerando la solución DMPR [11], la cual corresponde a una solución de mundo
brana de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo con simétria esférica y estática, es
decir, una generalización de la solución de Schwarzschild, [21], [22] encuentran que los
parámetros asociados con la dimensión adicional proveen una corrección a la expresión
relativista clásica de la precesión de perihelio de Mercurio. Los datos observacionales de
la precesión fijan una cota para el parámetro de carga tidal Q del bulk cincodimensional.
En el presente trabajo se consideraron las geodésicas de la métrica de la solución DMPR
en el plano θ = π/2, vinculando las variables r y φ, permitiendo generar un mecánismo
alternativo para encontrar la variación del ángulo para la precesión de perihelio en el
ĺımite cuando Q/r20 es pequeño.



A

La ecuación de Gauss

En el presente apéndice se deduce la ecuación de Gauss de la Geometŕıa Riemanniana

Definiendo ecuaciones

En una variedad espaciotemporal cincodimensional (V, gab), una hipersuperficie Σ es
una subvariedad espaciotemporal cuadridimensional (M,hαβ) la cual se define por la
ecuación parámetrica

xa = xa(yα) ; a = 0, 1.., 4;α = 0, 1.,3 (A.1)

donde y son las coordenadas intŕınsecas a la hipersuperficie. Nótese que xa(yα) describe
curvas contenidas en Σ.

Un vector unitario ηa ortogonal a Σ posee la propiedad

ηaηa = ε =

{
−1 si Σ es tipo tiempo,

+1 si Σ es tipo espacio

Métrica inducida

La métrica inducida se obtiene restringiendo el elemento de linea para desplazamien-
tos sobre la hipersuperficie Σ. De las ecuaciones paramétricas xa(yα) se tiene que los
vectores

eaα ≡
∂xa

∂yα
(A.2)



son tangentes a las curvas contenidas en el Σ. Para desplazamientos en Σ

ds2 = gabdx
adxb

= gab

(
∂xa

∂yα
dyα
)(

∂xb

∂yβ
dyβ
)

= gabe
a
αe

b
βdy

αdyβ

= hαβdy
αdyβ

donde se ha definido
hαβ = gabe

a
αe

b
β, (A.3)

la cual se conoce como la métrica inducida. Lo anterior refleja que gab-la métrica de la
variedad V - induce una métrica sobre Σ v́ıa los vectores tangentes.

Derivada covariante intŕınseca

Para el caso de vectores tangentes a la hipersuperficie se tiene

Aa = Aαeaα; Aaηa = 0; Aa = Aαe
α
α (A.4)

Se define la derivada covariante intŕınseca de Aα como la proyección de Aa;b sobre
Σ.

DβAα = Aa;be
a
αe

b
β. (A.5)

Veamos que la derivada covariante está definida en la forma usual en términos de
una conexión Γαβγ compatible con la métrica hαβ. En principo sabemos que

(Aae
a
α);b e

b
β = Aa;be

a
αe

b
β + Aae

a
α;be

b
β (A.6)

entonces

Aa;be
a
αe

b
β = (Aae

a
α);b e

b
β − Aaeaα;bebβ

= Aα;be
b
β − Aaeaα;bebβ

= Aα,be
b
β − Aγeaγeaα;bebβ

=
∂Aα
∂xb

∂xb
∂yβ
− eaγeaα;bebβAγ

= Aα,β − ΓγαβA
γ

donde se ha definido Γγαβ = eaγeaα;be
b
β. Entonces

DβAα = ∂βAα − ΓγαβAγ (A.7)



Derivada extŕınseca

La ecuación (A.5) puede verse como las componentes tangenciales del vector Aa;be
b
β.

A continuación se encontraran las componentes ortogonales 1 de este vector.

Expresando el vector Aa;be
b
β como gamA

m
;be

b
β y descomponiendo la métrica en sus

partes tangencial y normal de la forma gab = εηaηb + hαβeaαe
b
β se tiene

Aa;be
b
β = (εηaηm + hαµeaαeµm)Am;be

b
β (A.8)

. Usando la ecuación (A.4) y (A.5) se tiene

Aa;be
b
β = DβA

αeaα − εAα
(
ηm;be

m
αe

b
β

)
ηa (A.9)

Definiendo ahora
Kαβ ≡ ηa;be

a
αe

b
β (A.10)

Aśı,
Aa;be

b
β = DβA

αeaα − εAαKαβη
a (A.11)

de donde se observa que el primer término del lado derecho corresponde a la parte
tangencial y el segundo término es la parte normal. De (A.11) se concluye que la com-
ponente normal es cero si su curvatura extŕınseca es cero.

Haciendo Aα = δαξ = dyα/dyξ, lo cual implica de (A.4) que Aa = δαξ e
a
α = eaα, y

sustituyendo en (A.11) queda:

eaα;be
b
β = Γγαβe

a
γ − εKαβη

a (A.12)

Esta ecuación se conoce como la ecuación de Gauss-Weingarten, y será usada para
el cálculo de la ecuación de Gauss.

Ecuación de Gauss

Teniendo la definición de la métrica inducida y la derivada intŕınseca, podemos definir
un tensor de curvatura intŕınseca sobre Σ mediante

DβDαA
γ −DαDβA

γ = −Rγ
δαβA

δ, (A.13)

y usando la ecuación (A.7), se tiene que

Rγ
δαβ = Γγδβ,α − Γγδα,β − ΓγµαΓµδβ − ΓγµβΓµδα (A.14)

Partiendo de la ecuación de Gauss-Weingarten (A.12) y desarrollando cada lado

1 perpendicular a la brana



lado izquierdo(
eaα;be

b
β

)
;c
ecγ = eaα;bce

b
βe

c
γ + eaα;be

b
β;ce

c
γ

= eaα;bce
b
βe

c
γ + Γδβγe

a
α;be

b
γ − εKβγe

a
α;bη

b

= eaα;bce
b
βe

c
γ + Γδβγ

(
Γξαδe

a
ξ − εKαδη

a
)
− εKβγe

a
α;bη

b

lado derecho(
Γδαβe

a
δ − εKαβη

a
)
;c
ecγ = Γδαβ;ce

a
δe
c
γ + Γδαβe

a
δ;ce

c
γ − εKαβ;ce

c
γη

a − εKαβη
a
;ce

c
γ

= Γδαβ,γe
a
δ + Γδαβ

(
Γξδγe

a
ξ − εKδγη

a
)
− εKαβ;γη

a

− εKαβη
a
;ce

c
γ

Restando ambos lados, luego despejando eaα;bce
b
βe

c
γ y restandole después una ex-

presión para eaα;cbe
c
γe
b
β se genera el término −Ra

mbce
m
αe

b
βe

c
γ. Arreglando términos se

obtiene

Rm
abce

a
αe

b
βe

c
γ = Rµ

αβγe
m
µ + ε (DγKαβ −DβKαγ) η

m + ε
(
Kαβη

m
;c e

c
γ −Kαγη

m
;be

b
β

)
(A.15)

Proyectando esta ecuación a lo largo de eδm

Rabcde
a
αe

b
βe

c
γe
d
δ = Rαβγδ + ε (KαδKβγ −KαγKβδ) (A.16)

se obtiene la ecuación de Gauss. Esta se traduce en que la curvatura inducida viene
dada por la proyección de la curvatura de la variedad ambiente o bulk y la curvatura
extŕınseca sobre la hipersuperficie.



B

Tensor Enerǵıa-Momento 5D

La acción de un sistema correspondiente a una 3-brana embebida en un bulk cinco
dimensional es

S = Sbulk + Sbrana, (B.1)

con

Sbulk =

∫
V

√
−g(5)

[
1

2k25
R− Λ

]
d5x, (B.2)

siendo g(5) la métrica en todo el bulk, R el escalar de curvatura y Λ la constante
cosmológica en el bulk

La acción para una 3-brana viene dada por

Sbrana =

∫
M

√
−g
[

1

k25
K± − σ

]
d4x (B.3)

donde g es la métrica definida sobre la subvariedad M ; K± la traza de la curvatura
extŕınseca a cada lado de la brana; σ la tensión en la brana y k25 = 8πG5 la constante
gravitacional 5D.

Efectuando la variación de la acción del bulk se tiene

1

2k25
δ
(√
−g(5)gabRab

)
− Λδ

(√
−g(5)

)
= 0 (B.4)

Variaciones de cada término

δ
(√
−g(5)

)
gabRab =

1

2

√
−g(5)gcd(δgcd)gabRab

√
−g(5)δ(gab)Rab = −

√
−g(5)gacgbdδ(gcd)Rab (B.5)



√
−g(5)gabδ(Rab) = ∂l

(√
−g(5)gab

)
δ(Γlab)− ∂b

(√
−g(5)gab

)
δ(Γlal)

Considerando que la coordenada adicional y es compacta, además, usando (B.4),(B.5)
y empleando el teorema de Gauss (para anular los términos con la conecciones Γ) se
obtiene la variación completa de la acción para el bulk

δSbulk =

∫
d4x

∫ π

−π
dy
√
−g(5) 1

2k25

(
−1

2
gabR +Rab + k25Λgab

)
δgab (B.6)

La variación para la acción de la brana queda

δSbrana =
1

2

∫
d4x
√
−ghµν

(
1

k25
K± − σ

)
δhµν (B.7)

Usando el hecho de que δ(hµν) = δ(gabe
a
µe
b
ν), la acción completa queda

δS =

∫
d4x

∫
dy

{
1

2k25

√
−g(5)

[
Rab −

1

2
gabR + k25Λgab

]
− 1

2

√
−geµaeνbhµν

(
1

k25
K± − σ

)
δ(y)

}
δgab

(B.8)

Finalmente, para δS = 0 se tiene

Rab −
1

2
gabR = k25

[
Λgab +

(
eµae

ν
bhµνK

± − eµaeνbhµνσ
)
δ(y)

]
, (B.9)

donde hemos considerado que
√
−g/

√
−g(5) = 1 como para el caso de un mundo brana

tipo Randall-Sumdrun. Asi

Rab −
1

2
gabR = k25Tab (B.10)

cuyo tensor Enerǵıa-Momento cinco dimensional es

Tab = −Λgab + (τµν − σhµν)eµaeνbδ(y) (B.11)

donde se ha hecho uso de la traza K = −1
3
k25 (τ − σ) (1.48)y donde podemos definir sin

pérdida de generalidad, el tensor enerǵıa-momento sobre la brana como

Sαβ = (ταβ − σhαβ) (B.12)



C

Condiciones de Juntura de Darmois-Israel
sobre una 3-brana

En las ecuaciones de campo sobre una hipersuperficie Σ (3- brana) se formula el
tensor enerǵıa-momento sobre ella. En forma general se escribe

Ťµν = cSµνδ (Φ(x)) (C.1)

donde c es una constante, Φ(x) es una curva parámetrica sobre Σ, δ la delta de Dirac
y Sµν la contribución del tensor enerǵıa-momento proporcional a δ.

Exigiendo continuidad de la métrica sobre Σ se tiene que [hab] = 0; escribiendo
entonces la métrica en la forma

gab = g+abΘ(Φ(x)) + g−abΘ(−Φ(x)) (C.2)

Además, las ecuaciones de campo de Einstein son válidas sobre ambos lados de la
hipersuperficie, aśı que el interes es trabajar sobre Σ donde se espera que la curvatura
y el tensor de Einstein sean proporcionales a δ. Entonces las componentes del Ricci
tendrán términos proporcionales a δ2, las cuales se ignora.

Derivando (C.2) se obtiene

gab,c = ∂cgab +
(
g+ab − g

−
ab

)
δ(Φ(x))∂cΦ(x) (C.3)

Pero el segundo término del lado derecho de la ecuación anterior es cero debido a la
exigencia de la continuidad de la métrica

[gab] = g+ab − g
−
ab = 0 (C.4)



Derivando (C.3)

gab,cd = [gab,c]∂dΦ(x)δ(Φ(x)) (C.5)

Los únicos términos del tensor de Ricci que contribuyen a primer orden el δ son

Rab = Γcac,b − Γcab,c (C.6)

donde

Γcac,b =
1

2g
g,ab (C.7)

y

Γcab,c =
1

2
gcd (gda,bc + gdb,ac − gab,dc) (C.8)

Usando (C.7) y (C.8) el tensor de Ricci queda

Rab =

(
1

2g
[g,a]∂bΦ(x)− [Γcab]∂cΦ(x)

)
δ(Φ(x)) (C.9)

Definiendo el tensor Qab como:

Qab =

(
1

2g
[g,a]δ

c
b − [Γcab]

)
∂cΦ(x) (C.10)

Se puede escribir la ecuación de campo de Einstein como:

Qab −
1

2
Q = −k2Sab (C.11)

siendo Sab el tensor enerǵıa-momento con soporte sobre la hipersuperficie (Ver A.1)
y Q = gabQab

Finalmente con (C.10),(C.11) y sabiendo que Qαβ = [Kαβ] sobre la hipersuperficie
se obtiene la versión 4D de la ecuación de Sen.



[Kαβ] = −k2
(
Sαβ −

1

3
hαβS

)
(C.12)

Usando (B.12) se tiene

[Kαβ] = −k2[(ταβ − λhαβ)− 1

3
hαβ(τ − λ)] (C.13)

Apelando a la simetŕıa Z2 se tiene que K+
αβ = K−αβ se encuentra finalmente que

Kαβ = −1

2
k2
(
−2

3
hαβλ+ ταβ −

1

3
hαβτ

)
(C.14)

y

K = −1

3
k2(τ − λ) (C.15)
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