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Resumen

Basados en un resultado de Gao en [7], Ordaz y Quiroz formularon la siguiente

conjetura ([27])

Sea G' un grupo abeliano finito. Sea W = wy - ... - w|g una secuencia de
1G]

enteros primos relativos con |G| tal que Y w; =0 (méd |G]). Sea S una
i=1

secuencia de longitud |G|+ D(G) — 1 en G. Supongamos que para todo

subgrupo H de GG y todo g € G, la clase lateral g + H contiene a lo mas

|G|+ D(G) — % términos de S. Entonces todo elemento g € G se puede
1G]

escribirse de la forma g = ) w;s; con s; - ... - s|g una subsecuencia de
i=1

S.

En este trabajo se dan dos nuevos resultados que extienden el Teorema de
Particién con peso de Grynkiewicz (en [15]), tales resultados constituyen un 1til
aporte a la Teorfa Aditiva, permitiendo establecer un caso especial de la Conjetura
Ordaz-Quiroz y dar solucién a una variante que mejora un teorema de Gao [7], al
mostrar que la hipétesis |S| > |G| + D(G) — 1 puede ser sustituida por |S| > |G| +

T

d*(G), donde d*(G) = > (n; — 1). Ademsds, se extiende un resultado de Hamidoune

=1

en [18].



Introduccion

El objeto de estudio de los problemas de suma cero son las secuencias de
elementos en un grupo abeliano finito GG, las cuales se escriben de la forma S =
S182*Sp.

Basicamente los problemas de suma cero consisten en encontrar condiciones
suficientes sobre una secuencia para que ésta posea una subsecuencia cuya suma de
sus términos sea el elemento neutro del grupo, es decir, una subsecuencia de suma
cero. Algunos problemas exigen que la subsecuencia tenga una longitud preesta-
blecida, y otros han agregado una secuencia de pesos (nuimeros enteros) de modo
que la suma ponderada de la subsecuencia, afectada por los pesos, sea cero. En los
ultimos anos dicha area se ha extendido a encontrar condiciones suficientes sobre
una secuencia para que ésta posea una subsecuencia cuya suma de un determinado
elemento de G, no necesariamente el cero.

El primer resultado conocido sobre problemas de suma cero, denominado por

Erdos “Lema prehistorico”, es el siguiente:

En un grupo abeliano finito G, toda secuencia de longitud |G|, contiene

una subsecuencia de suma cero.
En 1961, Erdés, Ginzburg y Ziv ([6], [26]) probaron uno de los teoremas bésicos
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en el area de los problemas de suma cero al establecer que:

En un grupo abeliano finito GG, toda secuencia de longitud al menos

2|G| — 1, contiene una |G|-subsecuencia de suma cero.

Es decir, se encontraron condiciones sobre una secuencia para que ésta repre-
sente al cero. Este resultado actualmente se ha desarrollado mucho y ha constituido
parte esencial en la teorfa de factorizacién (ver [8] y [10]).

Una de las constantes mas importantes y conocidas en esta &area es la
Constante de Davenport de G (1966), denotada por D(G), definida como el menor
entero positivo tal que toda secuencia de longitud D(G) posee una subsecuencia de
suma cero. El Lema prehistorico garantiza que D(G) < |G].

En 1995, [7], Gao prueba lo siguiente

Sea G un grupo abeliano finito, y sea S un secuencia en G de longitud
al menos |G|+ D(G) — 1. Entonces, todo elemento de G se escribe como
suma de una subsecuencia de S de longitud |G|, o Eziste un subgrupo no
trivial H de G tal que todos, excepto a lo mds |G/H|— 2 términos de S,

pertenecen a una clase lateral modulo H.

Posteriormente empiezan a tratarse problemas de secuencias con peso, se con-
sideran ahora dos secuencias, una secuencia de enteros W y una secuencia S en un
grupo abeliano G, se estudian condiciones para que el cero (o cualquier otro elemen-
to de G) se escriba como suma de términos de la forma w;a;, donde los a; forman

una subsecuencia de S y los coeficientes o pesos w; forman una subsecuencia de W.



X

Las variaciones con peso de los problemas de suma cero fueron iniciadas por
Caro en [3] cuando conjeturd la siguiente version con peso del teorema de Erdés-

Ginzburg-Ziv:

Sea W = wy - - - w,, una secuencia de enteros con . w; =0 (méd exp(G))
y sea S una secuencia en un grupo abeliano finito G. Si S tiene longi-
tud al menos |G| +n — 1, entonces 0 = > . w;s; sonde s; -+ S, €s una

’ =1

subsecuencia de S.

Esta conjetura fué probada en 2006 por Grynkiewicz ([13]), después de muchos
trabajos parciales [1] [9] [18] [19], mediante el siguiente resultado, al cual llamé el
Teorema EGZW (versién con peso del Teorema de Erdds-Ginzburg-Ziv):

Desde entonces, hubo otros resultados relacionados con representacién de gru-
pos por sumas de subsecuencias con pesos (ver [30] [31] [12] [27] por citar algunos).

Recientemente Ordaz y Quiroz, en [27], formularon la siguiente conjetura, la

cual constituye una version con pesos del Teorema de Gao.

Sea G un grupo abeliano finito, Sea W = wy ---w, una secuencia de
enteros primos relativos con |G|, de longitudn = |G|, tal que Y ;. w; =0
(méd |G]) y sea S un secuencia en G de longitud al menos |G|+D(G)—1.
Entonces, todo elemento de G se escribe como Z?:l w;s; donde S1- -+ Sy,
es una subsecuencia de S, o existe un subgrupo no trivial H de G tal que
todos, excepto a lo mds |G/H|—2 términos de S, pertenecen a una clase

lateral modulo H .
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Ordaz y Quiroz, mostraron que su conjetura es cierta cuando |S| = 2|G| — 1,
y en consecuencia para grupos ciclicos.

En este trabajo se obtiene, a partir de la versién con peso del Teorema analogo
de Cauchy-Davenport, una mejora del resultado de Ordaz y Quiroz y se establecen
algunos casos muy especiales donde se cumple la conjetura Ordaz-Quiroz. Estos
casos especiales son obtenidos a partir de la formulacién de dos nuevos teoremas de
particién, a saber el Teorema 4.2.1 y el Teorema 4.2.2, los cuales extienden, para el
caso n > d*((G), a los teoremas andlogos de Cauchy-Davenport y a los teoremas de
particién de Grynkiewicz en [14] y [15].

Como una segunda consecuencia de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2, se extiende
un resultado de Hamidoune en [18]. Finalmente, como una tercera consecuencia,
se mejora el Teorema de Gao sustituyendo la hipétesis |S| > |G| + D(G) — 1 por
|S| > |G| + d*(G) (recordar que D(G) — 1 > d*(G)).

En el primer Capitulo, ademas de los Teoremas de teoria aditiva usados como
herramientas en los resultados principales de este trabajo, se presentan otros teore-
mas clasicos de esta teoria con el fin que el lector tenga un panorama amplio del
contexto de la tesis. Especificamente se presentan el Teorema de Cauchy-Davenport,
el Teorema Kneser, el Teorema de estructura de Kemperman y dos consecuencias de
este teorema, los cudles son claves para demostrar los nuevos teoremas de particion.

El segundo Capitulo contiene la notacién y las definiciones bésicas usadas en
el contexto de los problemas de suma cero, se presentan los resultados que sirven
de base fundamental para demostrar los resultados principales de esta tesis, entre

ellos se presenta el Teorema EGZ, el Teorema EGZP, los Teoremas de Particiéon y
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los Teoremas analogos de Cauchy-Davenport.

En el tercer Capitulo se estudia la constante d*(G), gran parte de los resultados
de éste Capitulo son consecuencia de la estructura algebraica del grupo G; también
se establece una relacion entre la constante d*(G) y los problemas de suma cero.

El cuarto y ultimo Capitulo esta dedicado a la demostracion de los objetivos
de este trabajo, contiene una breve descripcion de la metodologia empleada, dos
teoremas que mejoran los Teoremas de Particiéon de Grynkiewicz y algunas de sus
consecuencias, entre ellas, resultados especiales relacionados con la Conjetura de

Ordaz y Quiroz.



Capitulo 1

Teoremas de adicion

La teoria aditiva juega un papel muy importante al tratar problemas de suma
cero, dado que ésta estudia la relacion que existe entre la cardinalidad del conjunto
que resulta al sumar conjuntos y la estructura de dichos conjuntos. El objetivo
central de este capitulo es exponer dos resultados y sus implicaciones, los cuales son
ampliamente usados en este trabajo, estos son, el Teorema de Kneser y el Teorema
de estructura de Kemperman (KST).

Sea G un grupo abeliano y A y B subconjuntos no vacios de G, definimos el

conjunto suma de Ay B, denotado por A + B como
A+B={a+b:a€ Abe B}

como G es abeliano tenemos que A + B = B + A. En general el conjunto suma de
mas de dos subconjuntos de GG, digamos Ay, ..., A,, se define como

iAi: {iai: a; EAZ}.

=1

Cuando uno de los conjuntos es unitario, escribimos g + A en lugar de {g} + A, el

conjunto g + A es llamado traslacion de A.



Para k € Z definimos
k-A={ka:aec A}
También definimos
A-B={a—-b:acAbeBty —A={—-a:ac A}

El cardinal del conjunto A lo denotamos por |A].

1.1. Progresiones aritméticas

Sean a, b € R, dos nimeros reales, denotamos por [a, b] al conjunto de todos

los nimeros enteros entre a y b, es decir,
[a,b] ={z €Z| a <x <b}.

Un concepto muy importante al momento de describir la estructura de con-
juntos en un grupo abeliano, con conjunto suma de cardinalidad “pequena’”, es la
idea de progresion aritmética. Sea GG un grupo abeliano y d € G no nulo, de orden
al menos r € Z*. Una progresién aritmética de longitud r, con diferencia d, es un
conjunto de la forma A = {ag+id : i € [0,7 — 1]}, donde ay € G. El elemento a, es
el primer término de la progresion, y el elemento ag + (r — 1)d es el dltimo término
de la progresién, la forma en que esta ordenado el conjunto A es el orden dado por
d.

Observemos que la diferencia de una progresion aritmética de longitud r es

unica, salvo el signo, pues éste depende de la forma en que ordemos la progresion,



por ejemplo, la progresién A dada anteriormente la podemos ordenar de modo que el
primer término sea ag + (r — 1)d, en este caso la diferencia de la progresion serd —d.

Notemos también que si A es una progresién aritmética con diferencia d y 0 €
A, entonces A C (d) (si0 € A, 0=ap+kdcon k € [0,r—1], asi ap € (d) implicando
que A C (d)). Si d tiene orden infinito podemos considerar progresiones aritméticas
de longitud infinita con diferencia comun d, estas pueden ser de la forma A = {ay+
id : i€ ZT U{0}}, o de la forma A = {ag + id : ¢ € Z}, sin embargo, generalmente
trabajamos con conjuntos finitos, de modo que las progresiones aritméticas infinitas

no seran consideradas.

1.2. Conjuntos periédicos y descomposiciones quasi-

periddicas

Sea GG un grupo abeliano, H un subgrupo de G y A un subconjunto de G. Es
claro que A+ H es unién de H-clases a+ H con a € A, ademds A es un subconjunto

de A+ H. Cuando A = A+ H decimos que A es H-periddico.

Definicién 1.2.1 Sea H subgrupo de un grupo abeliano G, y A un subconjunto no

vacio de G, el conjunto A se dice H-periédico si A es unidn de clases mdodulo H (o

H-clases), es decir, si A = U (a+ H).

acA
Observemos que todo subconjunto A de G es H-peridédico, con H el subgrupo
trivial (ya que en este caso las H-clases son los conjuntos unitarios formados por
los elementos de ), luego siempre es posible, dado un conjunto A, encontrar un

subgrupo de G maximal (con respecto a la inclusién) de modo que A sea H-periddico.



Veremos que este subgrupo maximal es nico, lo que permite establecer la siguiente

definicién.

Definicién 1.2.2 Sea A un subconjunto no vacio de un grupo abeliano G, definimos
el estabilizador de A, y lo denotamos por H(A), como el subgrupo mazimal (con
respecto a la inclusion) para el cual A es H-periddico. Si H(A) = 0 entonces decimos

que A es aperiodico, en caso contrario decimos que A es periddico.

El siguiente Lema garantiza que H(A) = {g € G : g+ A = A}, esto muestra la

unicidad antes mencionada, ademés, establece algunas propiedades del estabilizador

de A.

Lema 1.2.1 [15] Sea G un grupo abeliano, H un subgrupo de G y A un subconjunto

no vacio de G entonces
(i) A es H—periddico si y solo si A+ H = A, luego A+ H(A) = A.
(1) HA) = {9 e G: g+ A= A}
(i1i) Si A es H—periddico entonces H es un subgrupo de H(A).
(iv) Si A es H—periddico entonces A+ B es H—periddico, luego H(A) C H(A+ B).
(v) H(A) = H(g + A) para todo g € G.
(vi) |H(A)| divide a |A|.

(vii) Si ANH(A) # 0, entonces H(A) C A.



Ejemplo 1.2.1 Sea A una progresion aritmética con diferencia d en un grupo abe-
liano G. Si |A| = |(d)| entonces H(A) = (d), en caso contrario A es aperiddico. en
efecto, sea A = {ap+id : i € [0,7—1]}, six € H(A), entonces para cada i € [0,7—1],
existe j € [0,r—1], tal que (ag+id)+z = ag+jd, esto implica que x = (j—1i)d € (d),
luego H(A) C (d). Si|A| = |(d)| entonces A = ag+(d), luego A+ (d) = A y tenemos
que (d) C H(A), ast H(A) = (d). Si |A| < [{(d)| entonces r — 1 < |(d)|, supongamos
que kd € H(A) para algin k € [1,|{d)| — 1]. Es claro que k < r — 1, de lo contra-
rio, ag + kd ¢ A contradiciendo que kd € H(A); de modo que 1 < r —k <r —1,
ast ap + (r — k)d € A, pero (ag + (r — k)d) + kd = ap +rd ¢ A, contradiciendo el

hecho que kd € H(A), por tanto k =0 y en consecuencia H(A) = 0.

Observemos que H(A), esto es, el estabilizador de A, es el subgrupo maximal
con la propiedad de que A = A + H(A), el Lema anterior muestra que si A es
H-peri6dico entonces H es un subconjunto de H(A). Puede ocurrir que dado H
subgrupo de G no se tenga que A = A+ H, esto significa que A+ H ¢ A, es decir,
existe z € A+ H tal que x ¢ A, a estos elementos se les denomina H-hoyos de A
(son los términos que hacen falta en A para que A sea H—peri6dico), notemos que
A unido con sus H—hoyos es siempre H—periédico y el nimero de H—hoyos de A
es |[A+ H| — A

Dado un subgrupo H de un grupo abeliano GG, usaremos ¢y para denotar
el homomorfismo canénico ¢y : G — G/H. Sea A C G, sabemos que A + H =

U(a + H)y s = |¢pu(A)| es el nimero de clases distintas médulo H tales que
acA



A+ H= U(a,- + H), con a; € A, luego

i=1
A+ H[=) |a;+HI|=) |H|=s|H|=|¢u(A)|H]|
i=1 i=1

Observemos ademas que si H = H(A) entonces ¢n(a)(A) es aperiddico, esto es,

H(AH(a)(A)) = {PH(4)(0)}. En efecto,

Pr(a) (7) € H(Pn(a)(A)) Dra) (1) + dr(a)(A) = dray(A)
Py (@ + A) = day(A)

(x+ A)+H(A) = A+ H(A)
r+ A=A

x € H(A)

A

PH(a)(T) = Ph(a)(0).

Definicién 1.2.3 Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo no trivial de G, una
descomposicion H-quasi-periodica de un subconjunto A de G es una particion dis-
Jgunta A = Ay U Ay con Ay H-periodico o vacio y Ag un subconjunto de una H -
clase. S1 A tiene una descomposicion H-quasi-periodica para algun H < G, digamos
A=A UAy, con Ay # 0, decimos que A es quasi-periédico o H-quasi-periddico,

si se desea especificar el subgrupo.

Observaciéon 1.2.1 Sea G un grupo abeliano.

(i) Todo subconjunto de G tiene un descomposicion quasi-periédica con Ay vacio

y H=G.



(ii) Existe una sutil diferencia entre decir que el subconjunto A de G es H -quasi-
periddico y decir que A tiene una descomposicion H-quasi-pericodica (en ge-

neral, pedir que un conjunto sea H-quasi-periédico es mds fuerte).

(iii) Todo conjunto periddico es quasi-periddico, pero el reciproco no es cierto, por
ejemplo, dado A C G y H < G, el conjunto A+ H \ {g} con g € A+ H es

quasi-periodico pero no es periodico.

1.3. El Teorema de Kneser

Sean A y B conjuntos en un grupo abeliano G, estamos interesados en encon-
trar una cota para |[A + B| en términos de |A| y |B|. Un argumento comunmente
usado en teoria aditiva es el de traslaciones de conjuntos. Observemos que el cardinal

de un conjunto es invariante bajo traslacion, es decir, dado g € G
g+ Al = |A]

En particular

g+ (A+ B)| =|A+ B|

Entonces al abordar problemas de cardinalidad, es indiferente considerar el conjun-
to A o el conjunto g + A, por lo que frecuentemente se trabaja con traslaciones de
conjuntos segin sea conveniente (frecuentemente es conveniente que 0 € A), sin que
se pierda generalidad. Mann demostrd, en [25], que cuando |A| y |B| son suficiente-

mente “grandes”, todo elemento de GG puede ser representado como un elemento de

A+ B.



Teorema 1.3.1 [Teorema de Mann][25]. Sea G un grupo abeliano finito y sean A

y B subconjuntos de G tales que |A| + |B| > |G| + 1. Entonces
A+ B=G.

El primer resultado en teoria aditiva de grupos fué probado por Cauchy en 1813
[4] y nuevamente en 1935, en forma independiente, por Davenport [5]; éste da una
cota inferior para |[A+ B| cuando A y B son subconjuntos de un grupo finito de orden
primo. Aunque generalmente es presentado para dos conjuntos, puede generalizarse

para cualquier coleccion finita de subconjuntos usando induccion.

Teorema 1.3.2 [Teorema de Cauchy-Davenport/[}], [5]. Si A1, Aa, ..., A, es una

coleccion de subconjuntos no vacios de Z, con p primo, entonces

1> Al = min{p, > A —n+ 1},
=1 =1

Existen muchas generalizaciones del Teorema de Cauchy-Davenport, sin em-
bargo, la mas completa es el Teorema de Kneser, el cual da una cota inferior para
| A+ B| relacionada con su grupo estabilizador. Este teorema es uno de los resultados

fundamentales en teoria aditiva.

Teorema 1.3.3 [Teorema de Kneser| [22] [23] [26] [32]. Sea G un grupo abeliano,

y sea Ay, Ag. .. A, una coleccion de subconjuntos finitos no vacios de G. St H =
n

H (Z A;) entonces

=1

> om(A) 12 (AN —n+1.
=1 =1



Existen varias alternativas para formular el Teorema de Kneser, la siguiente propo-

sicion establece algunas de ellas.

Proposiciéon 1.3.1 [15] Sea G un grupo abeliano, y sea Ay, As ..., A, una colec-

cion de subconjuntos finitos no vacios de G. Si H = H( E A;) entonces las siguientes
. . . z:1
condiciones son equivalentes

(i) | > on(A; |>Z|¢H —n+1.
(ii) |ZAZ- |ZZ|Ai+H|—(n—1)|H|.

(i) | 3 A |2 3 1A = (n = 1)|H]

n n n
(iv) Si ZAi es aperiddico entonces | ZAi |> Z |A;] —n+ 1.
i=1 i=1 i=1
Como podemos ver, el Teorema de Kneser da la cota de Cauchy-Davenport, en caso

que el conjunto suma sea aperiodico, o reduce el problema a trabajar con el grupo
n

G/H vy los conjuntos ¢y (A;), aqui el conjunto suma Z o (A;) es aperiddico y se
i=1
tiene ademas la cota de Cauchy-Davenport. Notemos que el Teorema de Kneser

implica facilmente el Teorema de Cauchy-Davenport, pues en Z, (con p primo) el

subgrupo H = H(Z A;) es trivial o es Z, (ya que cuando G tiene orden primo, G no

=1
contlene Subgrupos propios no tr1v1ales) Si H = 0 el Teorema de Kneser implica que

\ ZA |> Z |Ai] —n+12> mm{p,z |A;| —n+ 1} (Proposicién 1.3.1 parte iv).

=1 =1 i=1
n

Si H = 7, entonces | ZA = ZA + 2y |= |2 =p> mln{p,Z|A~] —n+1}.
i=1 ]
Haremos algunos comentarlos importantes sobre el 81gn1ﬁcado y algunas im-

plicaciones del Teorema de Kneser.
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Observacion 1.3.1 Sea Ay, ..., A, una coleccion de conjuntos finitos en un grupo

abeliano G y H = H(Z A;). Observemos las siguientes implicaciones del Teorema
i=1
de Kneser.

(i) El nimero total de H—hoyos de los A; es p = Z(|A,~+H| —|A;i]). Esto implica

=1
n

que Z |A; + H| = Z |A;| + p, luego el Teorema de Kneser (ver Proposicion
i=1

i=1
1.3.1 i) ) implica que

DAl =D Al = (n=DH|+p
i=1 i=1

(i) Si |ZA1| < Z |A;| —n + 1, entonces por (i) debemos tener que Z |A;| —

=1 =1 =1

(n—1D|H|+p< Z‘Al| —n+1, es decir,

i=1

p<(n—-1)(H[-1)

Esto quiere decir que no puede haber muchos H-hoyos en los conjuntos A;,
o sea, los conjuntos A; son H-periodicos o estan muy “cerca”de serlos, cada

conjunto tiene un promedio p/n de a lo mds "=*|H| hoyos.

(1ii) Si | Z(Ai—l—H)\ > Z |A;+ H|—n+2 entonces el Teorema de Kneser implica

=1 =1
> AI=1Q_A)+H| =D (Ai+H)| = ) |Ai+H -n+2
=1 =1 =1 =1

n

= D |Al+p—n+2

i=1
n

> Z|Ai|—n+1

=1
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(iv) Si |ZA,| < ZMZ' —n+ 1, por (iii), debemos tener |Z(A, + H)| <
i=1 i=1 i=1

Z |A; + H| — n+ 2. En particular, sin = 2, usando A y B en lugar de A;
i=1
y Asg, tenemos que si |A+ B| < |A| + |B| — 1, el Teorema de Kneser implica

A+ B|=|A+H|+|B+H|—1.

La siguiente observacién resume algunas consecuencias de los teoremas de adi-

cién que hemos presentado.

Observaciéon 1.3.2 Sean A y B subconjuntos no vacios en un grupo abeliano G,
a continuacion algunas implicaciones de algunos resultados que hemos discutido,

relacionados con la cota |A| + |B| — 1.

(i) Si |G| < |A| + |B| — 1 entonces todo elemento en G puede ser representado

como un elemento de A+ B (Teorema de Mann (1.3.1)).

(ii) Si|A+ B| < |A|+ |B| —1 entonces el Teorema de Kneser implica que A+ B

es periodico

(i1i) Si A o B contienen un tinico elemento de alguna H-clase, entonces p > |H|—1

y de la Observacion 1.3.1 parte (iv), |A+ B| > |A| +|B| — 1.

De modo que el valor |A| 4+ |B| — 1 es una especie de “valor critico”, para el cual
la estructura de A + B es considerablemente diferente dependiendo de si |A + B|
estd por encima o por debajo de |A| + |B| — 1. Reciprocamente si A y B o A+ B
tienen determinada estructura, podemos acotar |A+ B| superior o inferiormente por

|A|+|B|—1. Mds adelante discutiremos la estructura de aquellos conjuntos para los

cuales |A+ B| = |A| + |B|] — 1.
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1.4. Estructura de lo pares criticos

En ésta seccién revisaremos uno de los resultados inversos mas importantes en
Teoria Aditiva, el Teorema de estructura de Kemperman (KST), éste determina la
estructura de todos los subconjuntos finitos, no vacios A y B de un grupo abeliano
G, tales que |A+ B| < |A|+|B|—1. En adelante, dado A C G, usaremos A := G\ A

para denotar el complemento de A; notemos que

—A=—-Ay paratodog € G, g+A=g+ A

Cuando G = Z, es conocido que |A+ B| = |A| + |B] — 1 si, y solo si Ay
B estan en progresién aritmética con diferencia comun o min{|A|, |B|} = 1 (ver
[26]). El siguiente Teorema muestra que, con una pequena excepcién, esto también

se cumple para G = C), determinando asi la estructuras de los pares criticos en C,,.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Vosper) [33] Sean A, B C C, con p primo, |A| >
Bl >2,y

|A+ B| = |A] +|B| - 1. (1.1)

(1) Si |[A+ B| < p—2, entonces A y B estdn en progresion aritmética con
diferencia comun.

(ii) Si |A+ B| = p— 1, entonces A = ¢ — B para algin ¢ € G.

Observemos que si |B| = 1, entonces siempre se cumple que |A + B| = |A| =
|A|4+|B|—1.Si Ay B estan en progresion aritmética con diferencia comun d, entonces
el conjunto suma es también una progresién aritmética de diferencia d [15], luego

|A+ B| = |A| +|B| — 1. Finalmente si A = ¢ — B para algiin ¢ € G, por el Teorema
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de Cauchy-Davenport, tenemos que |[A+ B| = |(c— B)+ B| > |B|+|B| -1 =p—1,
pero ¢ ¢ (c — B) + B (en caso contrario 0 = b — by con b € By by ¢ B, lo cual
es imposible), asi |[A+ B| = p — 1 = |A| + |B| — 1. En consecuencia, vemos que la
informacion estructural dada por el Teorema de Vosper describe precisamente todos
los conjuntos de C, que satisfacen (1.1).

Para determinar la estructura de todos los conjuntos A y B con |A + B| <
|A|4|B| —1 es suficiente considerar tinicamente los casos donde A+ B es aperiddico

vy |A+ B| = |A| + |B| — 1. Pues si |[A + B| < |A] +|B| — 1, el Teorema de Kneser

implica (ver Observacién 1.3.1)
0u(A+ B)| = |ou(A)| + [0u(B)] — 1,
donde H =H(A+ B) y ¢u(A + B) es aperiddico, ademas,
|A+ Bl = [A[ +|B] = [H| + p,

donde p = |A+ H| — |A| + |B + H| — |B| es el nimero de H-hoyos en A y B. De
modo que podemos trabajar con los conjuntos ¢y (A), ¢u(B) y ¢u(A) + ¢y(B) en
lugar de trabajar con A, By A+ B;y conociendo la estructura de ¢y (A) y ¢g(B),
Ay B pueden ser obtenidos de A+ H y B+ H eliminando los H—hoyos de A y B.
Los pares de subconjuntos con |A + B| = |A| + |B| — 1 son conocidos como pares

criticos.

1.4.1. Pares elementales

Sean A y B conjuntos en un grupo abeliano G. Para g € G definimos

ras(g) = [{(a,b) € Ax Bla+b=g},
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como el nimero de representaciones de g como una suma de un elemento de A y un
elemento de B. Cuando r4 5(g) = 1, decimos que g tiene una representacién unica
como elemento de A+ B. Es claro que r4 g(g) > 1si y solosi g € A+ B.

Un par (A, B) de subconjuntos finitos, no vacios de un grupo G es llamado un

par elemental, si satisface al menos una de las siguientes condiciones:
(1) min{|Al, B} = 1.

(II) Ay B estan en progresion aritmética con diferencia comun d, |A|, |B| > 2y

Al +[B] =1 < [{d)]

(III) ACay+HyBCby+H (conag € A, bp e By H<G), |A|+|B|=|H|+1

y ag + bg es el unico elemento de expresion tnica en A + B.

(IV) A es aperiédico, A Cag+ Hy B Cby+ H (conay € A, by € By H < G),
A+ B no contiene elementos de expresion tnica, y B = g— (ag+ H) \ A (para

algin g € G).

Observemos que los pares tipo (I), (II) y (III) son pares criticos (notar que
en el caso (III), el Teorema de Mann implica que A + B = (ag + by) + H, luego
A+ B| = |H| = |A] + |B| - 1)

Los pares tipo (IV) también son criticos, en efecto, no perdemos generalidad al
trasladar A y B de modo que A, B C H (notar que podemos considerar g € H),
asi (IV) implica que B = —A, donde A denota el complemento de A con respecto a

H. Ahora

rap(9) =ra_a(9) =r_sa(-9) =(—g+ A NA| = |(AU (=g + A)) \ 4|
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Como A es aperiédico, |(AU (—g+ A)) \ A] > 1 para todo g € H no nulo (ya que
(AU (=g + A)) \ 4| = 0 implica A = —g + A, contradiciendo que A es aperiddico,
pues g # 0). Asira g(g) > 1 para todo g € H nonuloy r4 5(0) = 0, en consecuencia
|A+B| = |H|—1=|A|+|A] -1 = |A|+|B|—1. Mas atin, A+ B = (¢9+ H)\{g} (ya
que A+ B C (g H)\{g} v |4+ Bl = [ A+ Bl ~1 = ||+ lg— (ag+ H)\ A| — 1 =
Al + lao + H| = |A[ =1 = |H[ = 1= |(g+ H) \ {g}])

La condiciéon que A + B no contenga elementos de expresion tnica que se exige en
(IV) es dada para que no existan conjuntos de tipos (I) y (IV) simultdnemente. Por
esta misma razén se exige en (II) que |A|, |B| > 2, y en (III) que exista un tnico

elemento de expresion unica.

1.4.2. El Teorema de Estructura de Kemperman (KST)

A continuacién enunciamos el Teorema de estructura de Kemperman.

Teorema 1.4.2 (Teorema de estructura de Kemperman (KST)) /21 Sea G
un grupo abeliano, y sean A, B C G finitos no vacios. St A+ B es aperiodico o A+ B

es periodico conteniendo un elemento de expresion unica, entonces
|A+ B|=|A|+ |B| -1

sty solo si, existe H < G tal que A y B tienen descomposiciones H -quasi-periddicas

A= A1UAy y B= B1UBy con Ay, By # 0, y se cumplen las siqguientes condiciones:
(i) ¢r(Ao) + ¢u(Bo) es un elemento de expresion unica en ¢pg(A) + ¢ (B).

(ii) |on(A+ B)| = |pu(A)| + |¢u(B)| - 1.
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(ii) |Ao+ Bo| = |Ao| + |Bo| — 1.
(iv) (Ao, Bo) es un par elemental de tipo (1), (II), (III) o (IV).

El reciproco del Teorema de Kemperman también es cierto y puede deducirse
facilmente (ver [15]).
Ahora damos dos lemas, consecuencias de KST, los cuales seran muy utiles en

el capitulo 4.

Lema 1.4.1 Sea Ai,..., A, una coleccion de n > 3 subconjuntos finitos, en un
grupo abeliano G de orden m, tal que 0 € A; y |A;| > 2 para todo i. Supongamos

n
que ningin A; es quasi-periddico y que (A;) = G. Si > A; es aperiddico y
i=1

n

D A=) lAl-n+1, (1.2)
i=1

i=1
entonces los conjuntos A; estan en progresion aritmética con diferencia comain.

n
Demostracién. Como ) A; es aperiddico, se sigue que A; + A, es aperiédico para
i=1

cualquier j # k. Asi el Teorema de Kneser implica que |A; + Ax| > |A;] + [Ax| — 1

(Proposicion 1.3.1). Si |A; + Ag| > |A;| + |Ak| — 1, el Teorema de Kneser implica

n

D A= DD A+ A+ Al - (n=1)+1> ) Al -n+2,
=1 i=1 i=1
i#j, k

contradiciendo (1.2), luego
|Aj + Ai| = |Aj] + Ak — 1,

por lo tanto todo par (A;, Ax) con j # k es un par critico y podemos aplicar KST.

Como A; no es quasi-periddico, para ¢ = j, k concluimos de KST que (A;, Aj) es
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un par elemental de tipo (I), (II), (III) o (IV). Pero |A,|, |[Ax] > 2y A; + Ay es
aperiddico, luego (A;, Ax) no puede ser tipo (I) ni tipo (III). Como n > 3, |A;| > 2

n n
para todo i, y Y A; es aperiddico (y en particular, |>A;| < |G|), se sigue, en vista
i=1 1=1

del Teorema de Kneser, que |A; + A < |iAZ| < |G]. Supongamos que el par
(A;, Ag) es tipo (IV), entonces A; + Ay, = Zg::- H \ {g} para algin g € G; como
0 € Aj + Ay, entonces g € H, y como 0 € Ay entonces A; C H, pero (A;) = G,
entonces H = G, en consecuencia A; + Ay, = G\ {g}, luego para [ # j, k |iAZ| >
|A; + Aj + Ayl > A+ A4+ A -1 > |G| -1+2—-1= |G, genera;dlo una
contradiccién. Asi (A;, Ax) no puede ser tipo (IV), mas atun, |4;|, |Ax] < |G| — 2.
Por tanto (A;, Aj) es un par elemental tipo (II), es decir, A; y Aj estan en progresion
aritmética con diferencia comun, digamos d € G. Como 0 € A;, entonces A; C (d),
asi (d) O (A4;) = G, es decir, ord(d) = |G|. Sabemos que la diferencia d de una
progresion aritmética A es tnica, salvo el signo, cuando 2 < |A| < ord(d) — 2. Como
2 < |4|, |[Ak| < |G| —2, y como A; y A con j # k son arbitrarios, tenemos que
todos los A; estan en progresion aritmética con diferencia comun d, como queriamos

probar. m

Lema 1.4.2 Sea G un grupo abeliano y sea A, B C G finitos con |A| > 2 y |B| = 2.
Sini A ni B son quasi-periodicos y |A+ B| = |A| + |B| — 1, entonces A y B estan

en progresion aritmética con diferencia comin.

Demostracién. Sea B = {b;,bs} entonces A + B = (A + b)) U (A + by), luego
21A| = [(A4+b1)N(A+0by)| = [A+bi|+|A+bo| = [(A+b)N(A+bs)| = |A+ B| =

|A| + |B| = 1 = |A] 4+ 1, es decir, [(A+ b)) N (A+ by)| = |A] — 1 implicando que
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existen exactamente dos elementos en A + B que tienen representacién unica.

Como el par (A, B) es critico podemos aplicar KST, y tenemos que (A, B) es un par
elemental de tipo (I), (II), (III) o (IV) (ya que ninguno de ellos es quasi-periddico).
Pero (A, B) no puede ser tipo (I) (ya que |A| > 2) ni tipo (III) ni (IV) (ya que tiene
2 elementos de expresién unica), luego debe ser tipo (II) es decir, A y B estan en

progresion aritmética con diferencia comun. m



Capitulo 2

Secuencias en grupos abelianos

finitos

Al estudiar los problemas de suma cero, el objeto principal de estudio son las
secuencias finitas S = (ay, ag, . .., q;), cuyos términos estan en un grupo abeliano G
(en lugar de pares de conjuntos, usados en Teoria Aditiva). No se necesita que las
secuencias sean ordenadas, sélo que éstas permitan la repeticion de elementos, por
esta razon el término “multiconjunto” también es usado por algunos autores para
referirse a las secuencias. Recientemente, dadas las aplicaciones de los problemas de
suma cero en teoria de factorizacién, se ha tratado a las secuencias como elementos
del monoide libre abeliano con base GG, cuyo producto es la concatenacion de ele-
mentos de G. En este capitulo revisaremos algunos resultados relacionados con los
problemas de suma cero que nos serviran como herramientas para tratar los nuevos
teoremas de particién (Teoremas 4.2.1 y 4.2.2).

Una secuencia es un elemento del monoide abeliano libre con base G, el cual

19
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denotamos por F(G). Si S € F(G), S se escribe de la forma
S = Hg"g(s), con v,(S) €Ny paratodo geG.
e,
Llamamos a v,(S) la multiplicidad de g en S, y decimos que S contiene a g
si vy(S) > 0. Si una secuencia S € F(G) es escrita de la forma S = a1 - ... - q,
asumiremos que [ € Ny y aq,...,a; € G.
Llamamos longitud de S al entero
S| =1=" v,(S) € No.
9eG
Una secuencia S’ es llamada una subsecuencia de S si S'|S en F(G) (o
equivalentemente, si v,(S") < v,(S) para todo g € G). Si 8" | Sy |S'| = k, decimos
que S’ es una k-subsecuencia de S.

La mdxima de las multiplicidades de S es denotada por
h(S) = max{v,(S) | g € G} € [0,]5]].
El soporte de S es el conjunto
supp(S) ={g € G| v,(S) >0} C G.

La suma de S la definimos como

S|

o(5) = 0= v(S)g €GC.

geG

Dado k € N, k < |S], el conjunto suma de k-subsecuencias de S es

k(8) = {Zgz

il

I [1,]9] con |I] =k }
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y el conjunto suma de subsecuencias de S es
2(5) = [ =;(9).
i>1

S € F(G)es de suma cerosio(S) =0.5 € F(G) es libre de suma cero si 0 ¢ ().

Los problemas de suma cero tratan el estudio de condiciones necesarias y
suficientes para que una secuencia dada contenga una subsecuencia (o una |G|
subsecuencia) de suma cero (o equivalentemente, para que dada S € F(G) se tenga
que 0 € 3(S5) o que 0 € ¥5((.5)). Dentro de los problemas de suma cero se consideran
también aquellos problemas que consisten en establecer condiciones suficientes para
que una secuencia dada represente al grupo G, o a un subgrupo no trivial de G,

con nuestra notacién esto significa: hallar condiciones sobre S € F(G) para que

2X(S) = G o para que Eig(S) = G.
2.1. La constante de Davenport y la constante de
Erdos-Ginzburg-Ziv

Uno de los teoremas mas basicos en el area de los problemas de suma cero
fué probado en 1961 por Erdés, Ginzburg y Ziv en [6], y desde entonces ha tenido

muchas generalizaciones. Con nuestra notaciéon el Teorema es el siguiente

Teorema 2.1.1 (Teorema de Erd6s-Ginzburg-Ziv (EGZ)) Sea G un grupo

abeliano finito. Si S € F(G) con |S| > 2|G| — 1, entonces

0e E|G‘(S).
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Notemos que el Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv da una cota sobre la longi-
tud minimal que necesita tener una secuencia para que esta posea una subsecuencia
de longitud |G| que sume cero. Con el nacimiento de esta drea, en el ano 1961,

aparece la constante de Erdds-Ginzburg-Ziv, ZS(G).

Definicién 2.1.1 Sea G un grupo abeliano finito. La constante de Erddos-Ginzburg-
Ziv, ZS(G), es el menor entero positivo t tal que toda secuencia de longitud t contiene

una subsecuencia de longitud |G| = m y suma cero.

El Teorema 2.1.1 implica que ZS(G) < 2|G| — 1. Ahora, podemos preguntarnos
que longitud debe tener una secuencia S € F(G) para garantizar la existencia
de una subsecuencia no trivial de suma cero, sin importarnos que longitud tenga,
Rogers en 1963 [28], originé una nueva constante relacionada con éste interrogante,
la cual fué popularizada por Davenport en 1966, y llamada constante de Davenport,

a continuacion la definimos.

Definicién 2.1.2 Sea G un grupo abeliano finito. La constante de Davenport, D(G),
es el menor entero positivo t tal que toda secuencia de longitud t en G contiene una

subsecuencia de suma cero.

El siguiente resultado da una cota superior para D(G), esencialmente muestra que
toda secuencia de longitud |G| posee una subsecuencia de suma cero, este resultado
fué uno de los primeros resultado en el area de suma cero y fué denominado por

Erdds “Lema Prehistoérico”.

Teorema 2.1.2 D(G) < |G| para todo grupo abeliano finito G.
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Ejemplo 2.1.1 D(C,) = n, donde C,, es un grupo ciclico de orden n. En efecto, la
secuencia S = 116171 donde 1 es el generador de C,,, no posee subsecuencias de suma

cero, asi D(Cn) > |Cy|. Luego el Teorema 2.1.2 implica que D(C,,) = |C,,| = n.
Observacion 2.1.1 Sea H subgrupo de un grupo abeliano finito G

(i) Si G # {0}, entonces D(G) > 2.

(ii) Por definicion, D(H) < D(G) y D(G/H) < D(G)

(i1i) Observemos que debe existir una secuencia de longitud D(G) — 1 en G, la
cual es libre de suma cero, es decir, D(G) — 1 es la mayor longitud que puede
tener una secuencia en G para que sea libre de suma cero, dicha longitud es

cominmente denotada por d(G), es decir

() d(H) +d(G/H) < d(G)
Para ver esta ultima desigualdad, basta considerar S € F(H) con |S| = d(H)
libre de suma cero y T € F(G) con |T| = d(G/H) tal que ¢u(T) es libre
de suma cero en G/H, entonces la secuencia ST € F(G) con |ST| = d(G) +
d(G/H) es libre de suma cero, de lo contrario, existirian a;,-...-a; |S € F(H) y
bj,-...-b;|T tales que iaik%—i:bﬁ = 0, implicando que Zl:bjt = —iaik €H,
de modo que T tendrlgluna ;le)secuencia que suma ce;zlmédulok;[l, lo cual

contradice nuestra suposicion, luego ST es libre de cero.

En general no es facil determinar el valor exacto de la constante de Davenport,

existen varios resultados que dan cotas inferiores y superiores para D(G) y estudian
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problemas inversos asociados a tal constante. En [7] Gao prueba que hallar ZS(G)

es equivalente a hallar D(G), al mostrar que ZS(G) = |G| + D(G) — 1.
Teorema 2.1.3 [7/ZS(G) = D(G) + |G| — 1 para todo grupo finito abeliano G.

Finalizamos esta seccién mencionando otro resultado de Gao, que aparece tam-
bién en [7], el cual estudia la estructura de las secuencias de longitud al menos ZS(G).
Dicho resultado garantiza que toda secuencia en un grupo abeliano finito G con lon-
gitud mayor o igual que ZS(G) es tal que, o sus |G|-subsecuencias representan al
grupo G, esto es X (S) = G, o al menos |S|—|G/H|+2 términos de ella pertenecen

a una clase lateral médulo H, para algin H < G.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Gao) [7] Sea G un grupo abeliano finito, y sea S €

F(G) con|S| > |G|+D(G)—1. Entonces se cumple una de las siguientes alternativas:
(1) Yy (5) = G

(i1) Eziste una clase lateral g + H tal que todos, excepto a lo mds |G/H| — 2

términos de S, pertenecen a g + H.

Sea GG un grupo abeliano finito y H < G. Decimos que S representa a H, si todo
elemento de H puede escribirse, o representarse, como suma de alguna subsecuencia
de S (posiblemente de determinada longitud), esto es, si H C %(S) (o H C %,,(5),
donde n > 0 es un entero, por ejemplo, n = |G]); es claro que si S representa a G
entonces X(S) = G (o £,(S) = G). Notemos que en el Teorema de Gao, cuando S
no tiene muchos términos provenientes de alguna clase lateral médulo H, ésta no

solo representa al cero sino que representa a GG. Este hecho abrié el campo de los
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problemas de suma cero, de modo que ahora no solo se estudian condiciones sobre
una secuencia S para que represente al cero sino para que represente un determinado

subgrupo de G.

2.1.1. Particiones

Para un subconjunto Gy de un grupo abeliano, sea 8(Gy) = F(X), donde X es
el conjunto de todos los subconjuntos finitos, no vacios de Go. Una particion sobre
G es una secuencia A = A;-...- A, € §(Gy), donde A; C G son finitos y no vacios.
Cuando hablamos de una n-particion, nos referimos a una particiéon de longitud n.
La secuencia particionada por A es

n
S(A) =[] ] 9 € F(Go).
i=1 geA,;
Dada una secuencia S € F(Gy) decimos que S tiene una n-particiéon en conjuntos,
o simplemente que tiene una n-particién, si S = S(A) para algin A € 8(Gy) con
|A| = n.

La relacion entre la teoria inversa aditiva y los problemas de suma cero parte
del siguiente hecho, si un elemento g pertenece al conjunto o(A) = Zn:Ai de alguna
n-particiéon A = A; - ... - A, de una secuencia S, entonces una sele(;ilén apropiada

de los términos de cada A;, forma una n-subsecuencia de S cuyos términos suman

g, es decir

o(A) = iAi C .(5).

n

En particular, si |> A;| > |G|, entonces todo elemento, incluyendo el cero, pue-
i=1

de ser representado como la suma de una n-subsecuencia de S. De modo que si
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estamos buscando una n-subsecuencia de suma cero, por reduccién al absurdo,
toda m-particion de S debe tener conjuntos sumas de cardinalidades pequenas,
(en particular si |S| > |G| +n — 1 por reduccién al absurdo deberfamos tener
n n
> Al < DAl —n+1 =S —n+1), asi los teorema de estructura inversa,
i=1 i=1
como el Teorema de Kneser, el Teorema de Cauchy-Davenport (ver Observaciones
1.3.1 y 1.3.2) o KST, pueden ser usados para obtener informacién estructural de
los conjuntos A; y, en consecuencia, acerca de la secuencia S particionada por los
A;. Cuando estudiamos secuencias con pesos W € F(Z), también consideramos una
n-particién apropiada A = Ay - ... A, de la secuencia S con el objetivo de aplicar
los teoremas de adicién; sélo que en vez de aplicar tales teoremas a los conjuntos A;
los aplicamos a los conjuntos w; + A; con w;|W.

Ahora podriamos preguntarnos si dada una secuencia S € F(G) siempre existe
una n-particiéon en conjuntos de S, la siguiente proposicién muestra las condiciones
para que tal n-particion pueda existir, y en caso de existir, muestra que una n-
particién en conjuntos puede encontrarse siempre con cardinalidades tan cercanas

como sea posible.

Proposicién 2.1.1 [2] Sea n € Z*. Una secuencia S tiene una n-particion en
conjuntos A = Ay - Ay - ...+ A, sty sélo si |S| > n y h(S) < n. Ademds, si S
tiene una n-particion en conjuntos, entonces S tiene una n-particion en conjuntos

B=DB;-By-...-B, con||Bi| — |Bj|| <1, para todo i y todo j.

Observemos que toda aplicacion de grupos abelianos ¢: G — H se extiende a
un homomorfismo ¢: F(G) — F(H) donde ¢(S) = ¢(g1)-...-¢(g). De manera que

si ¢ es un homomorfismo, entonces ¢(S) es una secuencia de suma cero si, y sélo si
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o(S) € Ker(y). En particular si H < G y consideramos el homomorfismo candnico
¢ : G — G/H entonces ¢y (S) es de suma cero si y sélo si o(S) € H. El método
inductivo para mostrar que una secuencia dada S € F((G) posea una n-subsecuencia

de suma Ccero, mas O 1menos funciona como sigue

e Encontramos un subgrupo adecuado H de G (generalmente el mas adecuado

es H = H(X,(S5))), y consideramos el homomorfismo canénico ¢ : G — G/H.

e Consideramos una n-particién de S (asi tendremos que considerar los casos

h(S) <n—1yh(S)>n)

e Estudiamos la secuencia ¢ (.S) a la que podemos aplicar la hipétesis inductiva,

frecuentemente se puede aplicar en forma recursiva, siempre que H # 0.

e En general los casos h(S) > n y H = 0 salen sin mucha dificultad haciendo

uso del Teorema de Cauchy-Davenport o del Teorema de Kneser.

2.2. Sumas ponderadas de secuencias

Una variante interesante en los problemas de suma cero, originada por Y. Caro,
es la siguiente, se fija una secuencia de nuimeros enteros W = wy - ... - w, y una
secuencia S de un grupo G con |S| > n, en vez de buscar subsecuencias S’ = a;-. . .-a,
de S cuya suma sea determinado elemento de (G, se buscan subsecuencias de S cuya
suma ponderada Zn:wi -a; sea determinado elemento de GG. Esto le da al problema una

i=1
estructura aditiva y multiplicativa. Los enteros wy,...,w, son llamados pesos.

En este caso los problemas de suma cero (sin peso) son casos particulares. A

continuacion introducimos la notacién para sumas ponderadas de subsecuencias.
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Dados m,n € Z, denotamos por ged(m,n) al maximo comun divisor de m y
n.
Sea S € F(G)y W € F(Z)con S =ay ... ap, W =wy ... -w, ysean <
min{|W|, |S|}. Definimos

2.(W,8) = {Zwiai:wl---wn\w y al---an]S}
i=1

1<k<|W|
Con nuestra notacion los problemas de suma cero con peso consisten en hallar con-
diciones sobre la secuencia S para que 0 € (W, S) (o 0 € £, (W, 5)). En este caso,
que la secuencia S represente un subgrupo H de G, significa que H C S(W, S)( o
que H C X,(W,9)).

Observacion 2.2.1 Sea S € F(G) y W € F(Z) con |S| > |W], h(S) < |[W] y

W=w-... w,.
(i) |w; - A;| < |A;| para todo i € [1,n).

(i1) Si ged(w;, exp(G)) = 1 para todo i € [1,n], entonces |w; - A;] = |A4;|, de
modo que si conocemos alguna cota para |A;|, por ejemplo Y |A;| = |S|, esta
i=1

n
misma nos servird para acotar » |w; - A;|. Esta es la razon por la cual muchos
i=1

resultados tienen como hipdtesis que ged(w;, exp(G)) = 1 para todo i € [1,n].

(i1i) Supongamos que o(W) = 0 (méd n). Si h(S) > |n| entonces S tiene un



29

término, digamos g, que se repite al menos n veces, luego 0 = (D w;)g =
i=1

dwig € ,(W,S) CX(W,5).

i=1

En 1996 Caro conjeturé la siguiente versién con peso del teorema de Erdos-

Ginzburg-Ziv [3]:

Sea G un grupo abeliano finito, y sea S € F(G)y W € F(Z) cona(W) =
0 (mdd exp(G)). Si |S| > |W|+ |G| — 1, entonces 0 € Xy (W, S5).

Observemos que el caso W = 141 es justamente el Teorema de Erdds-Ginzburg-
Ziv. Después de varios trabajos parciales la conjetura de Caro fué probada en 2006

([13]), por Grynkiewicz.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Erd&s-Ginzburg-Ziv con peso (EGZP)) Sea G
un grupo abeliano finito no trivial, sea W = wy - ... w, € F(Z) con c(W) =0
(méd exp(G)), y sea S € F(G) con |S| > |G|+ |W| — 1. Entonces 0 € X (W, 5).
Mas ain, supongamos que S tiene una n-particion A = Ay -...- A, tal que |w;- A;| =
|A;| para todo i. Entonces existe un subgrupo no trivial H de G y una n-particion
A=A -...- Al de S con
HC Xn:wz‘ - A C B (W,S)
i=1

y |w; - Al| = | ALl para todo i.

Observemos que la condicién (W) = 0 (méd exp(G)) en el Teorema EGZP
es necesaria, de lo contrario, S con supp(S) = {1} puede generar un contraejemplo.

Asi como el Teorema EGZ fué generalizado al obtener una versién con peso, muchos
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otros resultados tienen versiones con peso, en [27], Ordaz y Quiroz, conjeturaron la

siguiente versién con peso del Teorema de Gao (Teorema 2.1.4)

Conjetura 2.2.1 Sea G un grupo abeliano finito, y sea W una secuencia, de longi-
tud |G|, de enteros primos relativos con |G|, con c(W) =0 (méd |G|). Si S € F(G)

con |S| = |G|+ D(G) — 1, entonces se satisface una de las siguientes condiciones
(1) ie(W, 5) = G.
(i1) Eziste g € G y H < G tal que todos, excepto a lo mds |G/H|— 2 términos de

S, provienen de g+ H.

Ordaz y Quiroz verificaron su conjetura para el caso D(G) = |G|, al probar el

siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 [27] Sea G un grupo abeliano finito, y sea W una secuencia, de
longitud |G|, de enteros primos relativos con |G|, con (W) = 0 (méd |G|). Si

S € F(G) con |S| = 2|G| —1, entonces se cumple una de las siguientes condiciones:
(i) (W, S) =G.

(i1) Eziste g € G y H < G tal que todos, excepto a lo mds |G/H|— 2 términos de

S, provienen de g+ H.

La conjetura Ordaz-Quiroz ain permanece abierta, en el Capitulo 4 estudia-
remos un caso particular. Otro resultado conocido de representacion de grupos es el

siguiente.
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Teorema 2.2.3 Sea G un grupo abeliano, finito, no trivial, sea W una secuencia,
de longitud |G|, de enteros tal que todos sus términos, excepto a lo mds uno, son
coprimos con |G| y o(W) = 0(mdd |G|); y sea S € F(G) con |S| =2|G|—1 tal que

h(S) < |G|, entonces existe H subgrupo no trivial de G tal que

H CXig(W, S).

2.3. Teoremas de Particion

A continuacién presentamos dos versiones, una versién para secuencias sin
peso y otra para secuencias con peso, de un resultado relacionado con el Teorema de
Kneser, ambos resultados son de Grynkiewicz, dada una secuencia S en un grupo
abeliano G y S5'|S, los Teoremas de Particién garantizan la existencia de una n-
particién de S € F(G) cuyo conjunto suma tiene cardinalidad “grande”. La ventaja
de estos Teoremas, comparados con el Teorema de Kneser, se encuentra en el hecho
de que los Teoremas de particiéon muestran que solo necesitamos una subsecuencia
de S, de longitud “pequena”, para que 3,(S) tenga cardinalidad grande, dejando
asi a los otros términos de S libres y disponibles para cualquier otro fin. El primero
es una version fuerte, el segundo es una versién débil, valida para secuencias con
peso.

Sea A -...- A, una n- partici(’)n de una secuencia S e FG),y sea N =

|ﬂgz5H . Notemos que ¢g(z ﬂ¢H )& x € m (A; + H), asi ﬂgzﬁH

contlene todos los términos de S que pertenecen aA; + H para todo 7 € [1 n] mas
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aun,
n

N =1 on(40] = il (Y )

=1

n
Con esta notacion, existen N elementos en ¢ (A;) pertenecientes a ﬂ¢H(AZ-), y

1

cada uno tiene multiplicidad n en S(¢g(A)). Esto da un total de aN términos de

S, cuya clase de equivalencia médulo H, pertenece a ﬂ A;. Sea
i=1

n n

e = (1Al = 14; 0 [ )(Ai + H)])

j=1 i=1
entonces e es el numero de términos de S cuya clase de equivalencia médulo H, no

pertenecen a ﬂ or(4;), es decir no todo conjunto ¢y (A;) contiene a ¢g(x). Luego
i=1

(Z |0m(Ai)| = n+1)[H| = (N = 1)n + e+ 1)|H|

Del Teorema de Kneser sabemos que si una n-particion A = A;-...- A, no

n n
satisface la cota de Cauchy- Davenport (esto es si | A;| < min{|G|, Y |Ai|—n+1}),
i=1 =1

entonces > A; debe ser periddico. Si H = H(>_ A;), entonces ¢y (> A;) es aperiddico.
i=1 i=1 i=1
Si en algun conjunto A; de A hay dos elementos de la misma H-clase, y existe algin

A; € A que no contiene elementos de esta H-clase, entonces al mover uno de los

dos elementos de A; para A;, la cota dada por el Teorema de Kneser para ¢g (> A;)

=1
n
se incrementara. Es natural pensar que |Y_ A;| también se incrementard, repitiendo
i=1
este procedimiento tantas veces como se necesite deberiamos obtener una nueva
particién cuyo conjunto suma satisface la cota de Cauchy-Davenport, a menos que

un numero pequeno de H-clases contenga casi todos los términos de S. El siguiente

teorema muestra que este hecho es cierto.
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Teorema 2.3.1 (Teorema de Particién (version fuerte)) [14/ Sea G un grupo
abeliano, sea S € F(G), sea S'|S, y sea A" = A} -...- Al una n-particion de S'.
Entonces existe H < G y una n-particion A = Ay -...- A, de una subsecuencia S”

de S tal que |S'| = 15"], YA, C > A;, Y A; es H-periddico,
i=1

i=1 i=1

\ZA\> Z|¢H dN=n+DH =(N-Dn+e+1)|H y (21)

(z+H)NA| =1 0 ¢p(x ﬂ¢H ),V € A;,Vi € [1,n] (2.2)

Mds aun, si H es no trivial, entonces tambzen tenemos
=H(>_A;) ysupp(S"~'S) (A + H). (2.3)
i=1 i=1

|A\m i+ H)| <1paraiecln], y (2.4)

zn:A,- = 5,(5) (2.5)

Observemos que el Teorema de Kneser implica que para cualquier particién
se cumple (2.1) con H = H(Zn:Ai), de modo que la importancia del Teorema de
particién 2.3.1, esta en saber 1;116 existe una particiéon de una subsecuencia de Sy
un subgrupo H de G, satisfaciendo (2.1) y (2.2) al mismo tiempo.

Si H = G, entonces \zn:lAZ] = |G| (pues el conjunto suma es H-periédico),

mientras que si H es trivial, entonces nN + e = [S’'| y (2.1) no es mas que la

conocida cota de Cauchy-Davenport

DAl = Y Al —n+1 =15 -n+1
=1 =1
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Cuando H es un grupo no trivial, la inica forma de que la cota (2.1) sea pequefia
es que la mayoria de los términos de S esten contenidos en un nimero pequeno (no

nulo) N de H-clases (si N = 0, entonces e = |S’| y (2.1) se cumple).

Teorema 2.3.2 (Teorema de Particién (versién débil, con pesos)) [15] Sea
G un grupo abeliano, sea S € F(G), y S'|S, sea W =w; -... - w, € F(Z) tal que
ged(wy, exp(G)) = 1 para todo w; € supp(W), y sea A" = A} -...- Al una n-particion
de S'. Entonces existe H < G y una n-particion A = A;-...- A, de una subsecuencia

S" de S tal que |S'| =15"|, Dw; - AL C > w; - Ay, Y w; - A; es H-periddico,
=1 =1

=1

Izwz"Ail > (Z|¢H(Ai)| —n+D[H|=(N—-Un+e+1)|H|y (2.6)

@+ H)NA;| =10 ¢u(r) € () ou(A), Vo € A, Vi € [1,n]. (2.7)
=1

Mds atin, si H es no trivial, entonces supp(S”~'S) C ﬂ(Al + H).
i=1

Los Teoremas de Particién son de suma importancia en nuestro trabajo ya
que implican los Teoremas analogos de Cauchy-Davenport que presentamos en la
proxima secciéon y usaremos la version con peso en el Capitulo 4, como base del

proceso inductivo, para demostrar el Teorema 4.2.1.

2.4. Teoremas Analogos al Teorema de Cauchy-

Davenport

Hemos visto en las secciones anteriores la importancia que tienen los resultados

de teoria aditiva al abordar problemas de suma cero. Dado un grupo abeliano G y
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Ay, ..., A, subconjuntos de (G, nos interesan aquellos resultados que acotan inferior-
n

mente a | A;| y/o describen la estructura de los conjuntos A; . Entre los resultados
i=1

que estudiamos en el Capitulo 1 tenemos el Teorema de Cauchy-Davenport, si

reescribimos dicho teorema con la notacion de particiones, dice lo siguiente

La suma una n-particién de una secuencia S de elementos de Z,, con p

primo, contiene al menos min{|G/|,|S| —n + 1} elementos.

Sin embargo, no siempre trabajamos con un grupo de orden primo, de modo
que el uso del Teorema de Cauchy-Davenport, aunque a veces es efectivo, es un poco
limitado, a menos que se encuentre un argumento adecuado para obtener a través
de él, el caso cuando el orden es primo y, via induccién sobre los factores primos de
|G|, llegar a un buen término, pero esto puede ser dificil de llevar a cabo. En algunos
problemas de suma cero es suficiente obtener una n-particion que satisfaga la cota de
Cauchy-Davenport, es decir, tal que |iAZ| > min{|G|, |S|—n+1}. Los siguientes dos
teoremas, Teorema 2.4.1 y Teoremag.lél.Q7 fueron obtenidos por Grynkiewicz como
Corolarios de los Teoremas de Particién 2.3.1 y 2.3.2, respectivamente, el Teorema

2.4.1 es llamado por su autor Teorema Andalogo de Cauchy-Davenport

Teorema 2.4.1 [1}/Sea G un grupo abeliano finito, n un entero positivo, y sea
S € F(G), tal que |S| > n y h(S) < n. Si p es el menor primo diwvisor de |G|

entonces se cumple una de las siguientes alternativas
(i) Eziste un n-particion A = Ay -...- A, de S tal que

D Al > min{|G[, (n+ 1)p, S| —n+1}.

i=1



36

(ii) (a) Eziste o« € G y un subgrupo propio no trivial H < G, tal que todos, excepto
a lo mas |G/H| — 2 términos de S, estan en la clase o+ H.
(b) Existe una n-particion A = Ay -...- A, de una subsecuencia de S’, siendo
S’ la subsecuencia de S formada por todos lo términos de S que pertenecen a
a+ H, tal que:
ZAi =na+ H.

i=1

Observemos que si |S| < (n+1)p+n—1on > %‘ — 1 entonces la desigualdad
en el Teorema 2.4.1 se reduce a la cota de Cauchy-Davenport, asi, bajo las hipdtesis
del Teorema 2.4.1, la cota de Cauchy-Davenport es valida para cualquier G, y no
solamente para Z,, excepto cuando S es una secuencia con casi todos sus términos
provenientes de alguna H-clase de GG. La versién con peso del Teorema 2.4.1 es la

siguiente.

Teorema 2.4.2 (Teorema andlogo de Cauchy-Davenport con peso) [15]/ Sea
G un grupo abeliano finito, sea S € F(G) con una n-particion A’ = Ay - ... Al.
Sea W =wy - ... w, € F(Z) con ged(w;, exp(G)) = 1 para todo i € [1,n]. Sea p el

menor primo divisor de |G|. Entonces se cumple una de las siguientes alternativas:
(i) Existe una n-particion A = Ay -...- A, de S tal que:

> wi Al > min{m, (n+ 1)p, S| = n+ 1}

=1

mas aun, sin’ > %—1 es un entero tal que A tiene al menos n—n' A’ conjuntos
de cardinalidad 1 y si |S| > n + % — 3, entonces podemos suponer qua la n-

particion A contiene tambien al menos n —n' A; conjuntos con cardinalidad

1
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(ii) (a) Eziste o« € G y un subgrupo propio no trivial H < G, tal que todos, excepto
a lo mas |G/H| — 2 términos de S, estan en la clase lateral o + H.
(b) Existe una n-particion A = Ay -...- A, de la subsecuencia S,, siendo S, la
subsecuencia de S formada por todos lo términos de S que pertenecen a o+ H,

tal que:
i=1 i=1

Como una consecuencia del Teorema 2.4.2 hemos obtenido una mejora del Teo-
rema de Ordaz-Quiroz (2.2.2), lo mostramos en el siguiente Corolario, observemos
que no necesitamos la condicién o(W) = 0 (mdd |G|) exigida en el Teorema de

Ordaz-Quiroz.

Corolario 2.4.1 Sea G un grupo abeliano finito, y sea W una secuencia, de longitud
|G|, de enteros primos relativos con |G|. Si S € F(G) con |S| = 2|G| — 1, entonces

se cumple una de las siguientes condiciones:
(1) Bjq(W, ) =G.

(i1) Eziste g € G y H < G tal que todos, excepto a lo mds |G/H|— 2 términos de

S, provienen de g+ H.

Demostracién. Supongamos que no se cumple (i), es decir, supongamos que para

16

todo subgrupo H de G y todo g € G, la clase g + H contiene a lo més 2|G| — Wi

términos de S. En particular para H =0y g € G, la clase g+ H = {g} contiene a lo
mas 2|G| — % términos de S, implicando que h(S) < |G|. Como |S| > |G| entonces

S tiene una |G|-particién A" = A} - ... - A. Ahora aplicamos el Teorema 2.4.2.
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No es posible que se cumpla (7i) ya que, por hipétesis, la clase aw + H contiene a
lo mas 2m — |G/H| términos de S, luego fuera de o + H hay al menos |G/H| — 1

términos de S. Entonces debe cumplirse (i), implicando la existencia de una |G|-
|G|

particién A = Ay - ... - Ajg de S tal que Y w; - A; = G. Por tanto ¥ (W, S) = G.
=1

)



Capitulo 3

La Constante d*(G)

Sea GG un grupo abeliano finito, el teorema fundamental para grupos finitos

garantiza que
T
o= @a,
i=1

donde my|my|...|m,, y Cp; denota un grupo ciclico de orden m; > 2. Definimos

r

d*(G) = (m; - 1).

i=1
En particular d*(0) = 0. Si G es ciclico entonces d*(G) = |G| — 1. Observemos

también que si G = H @ K, entonces d*(G) = d*(H) + d*(K). Mds atn,

d*(G) + 1 < D(G) < |G

T

Para ver la primera desigualdad supongamos que G' = @ Cpn; donde my|mo| ... |m,
i=1
T
. . 1
y consideremos la secuencia S = Hezn‘ donde cada e; genera a C,,,, es claro
2:1 . .
que |S| = d*(G) y como los e; son elementos independientes, entonces S no posee

subsecuencias de suma cero. En particular cuando G es ciclico d*(G) + 1 = D(G)

39
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(ver Ejemplo 2.1.1), inicialmente se pensé que siempre se cumplia tal igualdad, pero
en general la igualdad no se cumple, por ejemplo, Geroldinger y Schneider [11] en
1992 mostraron que para todo grupo de rango mayor que 3, existen infinitos casos
donde D(G) > d*(G) + 1.

El objetivo principal en este Capitulo es demostrar que si H es subgrupo
de un grupo abeliano G, entonces d*(G) > d*(H) + d*(G/H), esta propiedad es
andloga a la propiedad de d(G) dada en Observacién 2.1.1 parte (iv), sin embargo,
la demostracién no sale tan facilmente como en el caso de d(G). A continuacién
presentamos algunas definiciones y resultados bésicos sobre grupos abelianos que
nos conduciran a a alcanzar nuestro objetivo, los detalles y las demostraciones que
omitimos pueden ser encontrados en cualquier texto de algebra abstracta, entre ellos

[20], [29] v [24].

3.1. Grupos Abelianos

En adelante, como el los capitulos anteriores, G es un grupo abeliano con

notacion aditiva. Para n € N definimos
n-G={ng: g€ G} y G[n]={g€G: ng=0}

Es claro que n - G y G[n] son subgrupos de G.

Dado g € G, el orden de g es definido por
ord(G) :=|(g)] € NU {o0}.

Para n € N, denotamos por C,, al grupo ciclico de orden n. En particular,
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C7 = {0}. Es bien sabido que si g € G es un elemento de orden ord(g) = n € N,
entonces (g) = C,,.

El exponente de G se define como
exp(G) :=sup{ord(g) : g € G} e NUoo
Se dice que G es acotado si exp(G) < oo. Si G es acotado entonces
exp(G) :=minfn e N:n-G =0}

Sea p un numero primo, G es llamado un p-grupo si todo elemento g € G es
tal que ord(g) = p™ para algin m € N.

Un elemento g € G es llamado un elemento torsidon si ord(g) < oco. El subgrupo
de G consistente de todos los elementos torsion de G es llamado subgrupo torsion
de G, v G es llamado grupo torsion si todos los elementos de G son elementos
torsién. Por ejemplo los grupos finitos y los grupos acotados son grupos torsion.
Generalmente trabajamos con grupos abelianos finitos, en este caso exp(G) < ooy

(G es un grupo torsion.

Definicién 3.1.1 Un subconjunto finito Go = {g1, ... g.} de elementos no nulos de
un grupo abeliano G es independiente, si para cualquier r-upla (mq ..., m,) € Z" se
tiene

Zmigi =0=>m;g; =0 Viellr]
i=1
Un subconjunto infinito Gy de un grupo abeliano infinito G es independiente, si todo

subconjunto finito de Gy es independiente.

Observaciéon 3.1.1 Sea G un grupo abeliano
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(i) Por definicidn, el conjunto ) C G es independiente.

(i) Si Gy C G es independiente y d € Z es tal que 0 ¢ d -Gy, entonces el conjunto

d - Gy es un subconjunto independiente del grupo d - G.

(iii) Sea Gy C G independiente. Si X1 y Xo son subconjuntos disjuntos de Gy,
entonces (X1) N (Xy) = {0}

Proposicién 3.1.1 ([29] pdag 310) Un conjunto Gy de elementos no nulos de un

grupo abeliano G es independiente si, y solo si (Gy) = @ (g)
g€Go

Definicién 3.1.2 Un subconjunto Gy C G es una base de G' st Gy es independiente

y G = (G).

La proposicion 3.1.1 implica que un grupo abeliano GG contiene una base si, y
solo si G es suma directa de grupos ciclicos. El siguiente teorema garantiza que todo

grupo abeliano finitamente generado contiene una base.

Teorema 3.1.1 [20] Si G es un grupo abeliano finitamente generado, entonces G es
(isomorfo a) suma directa finita de grupos ciclicos, en la cual los sumandos ciclicos

finitos (si hay alguno) son de drdenes my,...,my donde my > 1 y my|ma|...|m,.

Sea &g el conjunto de todos los subconjuntos independientes de GG consistente
unicamente de elementos de orden infinito. Por el Lema de Zorn, todo conjunto en
B esta contenido en un conjunto maximal de &, v si Gy € B¢ es maximal, entonces

|Go| = dimg(G ®z Q). Llamamos rango torsion libre de G a

ro(G) = dlm@(G Kz @)
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Evidentemente G es un grupo torsién si y solo si ry(G) = 0.

Para un primo p, sea &,, el conjunto de todos los subconjuntos independientes
de G consistente unicamente de elementos de orden una potencia de p. Por el Lema
de Zorn, todo conjunto en &, esta contenido en un conjunto maximal de &,, y si

Gy € &, es maximal, entonces |G| = dimg, (G[p]). Llamamos p-rango de G a
rp(G) == dimg, (G[p))

Definimos el rango de G como r(G) = ro(G) + sup{r,(G) : p es primo} y el
rango total de G como r*(G) = ro(G) + > 1,(G). Si G es un p—grupo entonces
p:primo
r(G) =r'(G) = r,(G).

Lema 3.1.1 (/10] pag 651) r*(G) = madz{|Go| : Go C G es independiente}

Grupos Abelianos Finitos

Para grupos ciclicos finitos tenemos el siguiente resultado (ver [20] Seccién
11.2)

t
Proposicion 3.1.2 Sim es un entero positivo y m = Hp;”, CON P1, ..., Py Primos

=1
t

distintos, y cada n; > 0, entonces C' = @ng
i=1

Generalmente trabajaremos con grupos abelianos finitos. En este caso, por el

Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos tenemos

l T
(b

<
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donde I, 7,7y, ...7, 1y e,y Ky 1y oo kg € No 1T <my|ma ..My, p1, ..., py son primos
!
distintos y 1 < kiy < ... < ki, Mas atin C,,, = @D C
Por definicién exp(G) = m,, r(G) =ry r*(g)l =r;+ ...+ 7. En particular, se
sigue que G tiene un base (e, ..., e,), donde ord(e;) = m; para todo i € [1,7], y G
tiene una base consistente de 7*(G) elementos de orden una potencia de un primo.
r
Recordemos que si G = @HZ», la funcién proyeccion w; 0 G — H;, es un
epimorfismo de grupos dado poézéi(hl, cooshizi hishiga, ... hye) = hy. Es claro que
r
G=Pm(G).
chl)s siguientes resultados son consecuencia de las propiedades de elementos

independientes en un grupo Gy de la definicién del rango total de G, r*(G).

10

Proposicion 3.1.3 Sea G un grupo abeliano finito, digamos G%’@Cmi =
i=1

l r
@ (@ Cp;_ci’j), con 1 <my|...|m,, cada p; un primo distinto, y 1 < k;; <...<
i=1 \j=1 '
kir. Si H <G, entonces

a8
11
D
3
11
.@N
N
P -
Q
i

con 1. <mi|...|my, miim;, 1 < ki, < ... < ki, yki; < kij, para todo i y para

todo j. Mds atin, si m, = m, para algin s, entonces k; , = k; s para todo i.

Demostracién. Como m; = prraphea .. -pfl’j (ver Proposicién 3.1.2 y [20] section

I1.2), entonces |G| = pi*ph? - - p/* donde k; = >_k; ;. Sabemos, por el Teorema 3.1.1,
j=1

,
kK k!
/ / ! ! 1,4 2,1 [

que, H = @Cm; con 1 <mj|...|m., como m;||G|, entonces m; = p;""p,"" - - p,

i=1
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con ki, < k;, luego H = @ (@C’ K, ) ver Proposicién 3.1.2). Podemos supo-
i=1 \j=1 i
ner 1 < kj; < ... < ki, (reordenando los sumandos de H, si es necesario). Para

ver que m/}|m;, es suficiente mostrar que ki ; < k;; para todo i y para todo j. Po-
demos suponer que G es un p-grupo, es decir que [ = 1, (el caso | > 1 se deriva
facilmente aplicando el caso | = 1 a la proyeccion de G y de H sobre cada com-
ponente @ C i Y @ C i respectivamente). Supongamos que la Proposicién es
falsa, esté els, Ky > k’jl; para algtin j (pues solo falta ver que m}|m;), entonces H, y
en consecuencia también G, contienen r — j + 1 elementos independentes de orden
al menos plfl’jﬂ, digamos ey, ..., e,_;j+1. Luego plfl’jel, .. .p’fl’jer_jﬂ sonr —j+1
elementos independientes en plfl’j -G (ver Observacioén 3.1.1 (7i)), pero el rango total
de pi* - G, r*(plfl’j -G),esalomas r—j (yaque k;; <...<k,), contradiciendo
el Lema 3.1.1. m

Para probar que d*(G) > d*(H) + d*(G/H) procederemos por induccién sobre
d(G), el siguiente Lema nos da el mecanismo de induccién clave para tal prueba.
Lema 3.1.2 Sea G un grupo abeliano finito, digamos G = @ Chn;, conl < my|...\m,,
i=1

y sea H < G, digamos H = @ Crnr, con 1< miyl. .. |my. Simy =my para algin t,

entonces existe un subgrupo K < H tal que K = C),, y K es sumando directo de H

y de G.

l r ! r
Demostracion. Sea G = @ (@ Cp/_ci,j> H= @ (@ C %J) , con cada p; un
primo distinto, 1 < k; ; <. - 1< kJZ rly 1< k < § k; I;ara todo 7. En vista de la

Proposicién 3.1.3 y nuestra hipdtesis, tenemos que m|m;, k;] < k; j, para todo i y
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para todo j, y k;, = k;; para todo i. Asf es suficiente probar el Lema para p-grupos
(si I > 1, como k;, = k;, para todo i, se aplica el Lema a m;(H) y m;(K) para cada

T
i € [1,7] y se obtiene el resultado), es decir, podemos suponer G = @C’psi con
j=1

T
1§51<...<sry,H:@C'5/_ conl<s)<...<sl ys =g paraalgin t .
P

k3

j=1
Entonces H contiene r — t + 1 elementos independendientes de orden al menos p*,

sin perder generalidad supongamos que tales elementos son fi,. .., f,_;11,(haciendo
una subseleccién apropiada de elementos de una base de H). Sea ey, ..., e, una base
de G con ord(e;) = p*, y sea f; = iaj,iei, donde a;; € Z.
Si -

ord(f;) = ord(a;e;) = ord(e;) = p*™, (1)

para algin par (i, j), entonces ey, ..., €;_1, fj, €it1, - . ., € es también una base de G,

y K = (f;) es sumando directo de H y de G, como querfamos demostrar.

Si para todo ¢ y para todo j no se satisface (1). Entonces para cada j tal que
ord(f;) = ord(e;) = p*, debemos tener ord(c.e;) < ord(e;) = p*, es decir, para
cada f; con ord(f;) = ord(e;) = p*, p** oy e; = 0.

Ahora consideramos los elementos f{ := p* =1 fi, fo == p* fo, .., [l = e,
los cudles forman un conjunto de r —t+ 1 elementos independientes en p** -G (por

Observacién 3.1.1 (71)). Observemos que cada p*~!f; con ord(f;) = p* pertenece

al subgrupo generado por p**le; 1,...,p** te, (ya que ord(e;) < p*t for i <ty
p*taje, = 0) y cada p** ! f; con ord(f;) > p* pertenece al subgrupo generado por
pStileta s 7]782&7167”'

Sea L = (p**~ley,....p*" tey) y ¢op : p*1 -G — (p*~' - G)/L, el homomorfismo
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natural. Entonces ¢r(f7),...,¢r(f/_,11) son r —t + 1 elementos independientes de

or(p*~' - G), en efecto, supongamos que para o) ...q, 1 € Z se tiene

r—t+1
0= Z a;oL(fi) = Z%‘%(ﬂ) + Zai?bL(fz‘/)’
i=1 iel il

donde i € I son los indices tales que ord(f/) > p (y asi ord(f;) > p**.) Entonces

Zazfz, + Zalfz/ eL= <p5t_161a B 7p8t_16t>
el i¢I

st—1

st—1
6t7"'7pt €T>C

(Pt tesyr, ..., p* e, luego Soauifl + Saifl € LN (p* ey, ..., p% te,) = {0}
i€l il
(por Observacién 3.1.1 parte (1)), asi la independencia de los f/ implica que «; f] =

Si p|a; para todo ¢ € I, entonces para todo i € I, oy f] € p(p

0.

Si existe j € I tal que p { ; entonces pajf]’. +£ 0 pero p(zaif{ S af!) = 0.
contradiciendo que los f/ son independientes. il igl

Luego ¢L(f7),--- >¢L(f7f_t+1) son r —t+ 1 elementos independendientes en ¢y, (pst*1 .

(3), el cual es un grupo con rango total a lo mas r — ¢, contradiciendo el Lema 3.1.1.

El grupo Dual

Recordemos que dados dos grupos, G y H, un homomorfismo de grupos es
una funcién f : G — H, que respeta la estructura de grupo, es decir, tal que
flg1+92) = f(g1)+f(g2) Vag1,92 € G. El conjunto de homomorfismos de G en H se
denota por Hom(G, H). Si H es un grupo abeliano entonces Hom(G, H) es también

un grupo abeliano con la operacién suma punto a punto, esto es, fi + fo : G — H

dada por (fi1 + f2)(9) = fi(g) + f2(g) para todo g € G.
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Sea GG un grupo abeliano de exponente finito m < 1. Denotamos por G* al
grupo Hom(G, Z,) y lo llamamos dual de G. Para grupos abelianos finitos se tienen

los siguientes resultados con respecto al dual
Teorema 3.1.2 Todo grupo abeliano finito es isomorfo a su propio dual.

Sea H subgrupo de un grupo abeliano finito G y sea H+ := {¢ € G* : ¢(H) =
0}, es facil ver que H+ es un subgrupo de G*. La siguiente proposicién establece

una relacién entre G*, H* y H+

Proposiciéon 3.1.4 Sea G un grupo abeliano finito y H subgrupo de G. Entonces
G*/H- = H*

El siguiente lema muestra una propiedad muy importante sobre los subgrupos
y los grupos cocientes en un grupo abeliano finito G, este muestra que si H es un
subgrupo de G entonces, G tiene un subgrupo K isomorfo a G/H cuyo cociente,
G/ K, es isomorfo a H, de modo que, bajo isomorfismo los roles de subgrupo y grupo

cociente pueden ser intercambiados.

Lema 3.1.3 Sea G un grupo abeliano finito y H < G. Entonces existe K < G tal

que K =2=G/H yH = G/K.

Y

Demostracién. Por Teorema 3.1.2 G* = @, como H* es subgrupo de G*, debe
existir K < G tal que K = H', veamos que este subgrupo satisface el lema. En
vista del Teorema 3.1.2 sabemos que G/H = (G/H)* y H = H*, asi es suficiente

probar que H+ = (G/H)* y que H* 2 G*/H*.
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Veamos que H+ = (G/H)*. Sea ¢ € H*, entonces ¢(H) = {0}, de modo que
o(g+ H) = {¢(9)} para todo g € G, asi la funcién f, : G/H — Z,, dada por
fs(g+ H) = ¢(g) esta bien definida, mas atn, f; es homomorfismo de grupos, luego
fo € (G/H)*. Sea f: Ht — (G/H)* dada por f(¢) = fs, f es un isomorfismo de

grupos, en efecto, sean ¢1, ¢ € H+ y sea g + H € G/H entonces

Fo1+02)(g+H) = forre(9+H) = (¢1+ d2)(9)
= ¢1(9) + ¢2(9)
for(g+ H) + fo, (9 + H)
= f(@)(g+ H) + f(¢2)(9+ H)
= (f(¢1) + f(2))(g + H)

Luego f(¢1 + ¢2) = f(é1) + f(¢2). Por otro lado

¢ € Ker(f) & [f(0)=0s f,=0
& folg+H)=0Vge G
& dlg)=0VgeC

& ¢0=0

Asi f es inyectiva. Para ver la sobreyectividad de f notemos que toda funcion ¢ €
(G/H)* puede ser extendida a un homomorfismo ¢’ : G — Z,, dado por ¢'(g) =
Y(g + H), para cada g € G. En este caso ¢'(H) = 1(0) = 0, es decir, ¢/ € H*.
Ademis f(1')(g+ H) = fus(g+ H) = 0/(g) = (g + H), es decir f(1/) = o, por Io
que f es isomorfismo, como queriamos demostrar.

Finalmente para ver que H* = G*/H*, aplicamos la Proposicién 3.1.4 y tenemos
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G/K2G*/H*~H*~H. =

3.2. Sobre d*(G)

Ahora tenemos las herramientas necesarias para mostrar que d*(G) > d*(H) +

d*(G/H)
Lema 3.2.1 Si G es un grupo abeliano finito y H < G, entonces
d(G) > d*(H) +d*(G/H)

Demostracién. Si G es ciclico, entonces d*(G) = |G| -1, d*(H) = |H| -1y
d*(G/H) = % — 1. Luego d*(G) > d*(H) + d*(G/H) se sigue de la desigualdad
general xy > x+y—1 parax, y € Z>;. Podemos suponer que r(G) > 2y procedemos
por 1nducc1on sobre el rango r(G) =r.

SeaGN@Cm,HN@C yG/HN@Cmu, con 1 < my|...|m, and 1 <
my .. \m y 1 <mf |m1 Por la Proposmloln 3.1.3, vemos que m/|m; para todo
i; y por Proposicién 3.1.3, G/H = K < G, asi m]|m;. Luego, si m; < m; y m} <m;
para todo i, entonces m; < 1m; y mf < 3m;, en consecuencia m;—14+mf—1 < m;—1;
como i es arbitrario, al sumar sobre ¢ obtenemos que d*(G) > d*(H) + d*(G/H).
Supongamos que m., = mg 0 m = mg para algun s, el Lema 3.1.3, nos permite
suponer m’, = my, sin pérdida de generalidad.

Aplicando Lema 3.1.2, concluimos que existen subgrupos K, Hy < H y Gy < G tales
que H=K®Hyy G=K ® Gy con K = (C,,. Mas ain, podemos seleccionar el
sumando complementario Hy de modo que Hy < Gj. Notemos que d*(H) = d*(K)+
d*(Hp) y d*(G) = d*(K)+d*(Gy), mientras que G/H = (K®Gy)/(K®Hy) = Go/Hy,
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asi d*(Gy/Hy) = d*(G/H). Aplicando hipétesis inductiva a Gy, con subgrupo H,

tenemos que d*(Go) > d*(Hy) + d*(Go/Hy). Asi

d*(G) = d"(K) +d"(Go) > (d"(H) —d"(Ho)) + (d"(Ho) + d"(Go/Ho))

= d*(H)+d*(G/H). =

El siguiente Lema relaciona la constante d*(G) con la Teoria aditiva, y por
ende, con los problemas de suma cero. En términos de secuencias el Lema basi-
camente da condiciones sobre una secuencia S € F(G) para que exista H < G

y una d*(H)-particién, A = Ay - ... - Ag~m), de una subsecuencia de S tal que

d*(H) d*(H)
w; - A = Z w; | Ao + H.

i=1 i=1
Lema 3.2.2 Sea G un grupo abeliano finito, sea A C G finito con |A| > 2, sea
H = (—ag+ A), donde ag € A, y sean wy - ... Wq+mry € Z con ged(wy, exp(H)) =1

para todo i € [1,d*(H)]. Entonces

d* (H)
Z?UZA: Z’LUZ a0+H
i =1

Demostracién. Por traslacién podemos suponer que ay = 0 € A, como |A| > 2,
H = (A) esno trivial. Sea K < H el subgrupo maximal tal que existe un subconjunto
BCAcon0e€e B, K=(B)y \dg)wi - B| = | K| (notar que tal K puede ser (0)).
Si K = H el lema esta probado. é?l%pongamos que K esta propiamente contenido en

H. Como (B) = K & H = (A), tomamos g € A\ B y consideramos el subgrupo

K' = (BU{g}), el cual contiene propiamente a K. Sea L = (g), entonces

K'/K = (K + L)/K ~ L)(KN L)
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pero L es ciclico, luego K'/K ~ L/K N L también es ciclico, entonces d*(K'/K) =

|K'/K| — 1y por Lema 3.2.1
|K'/K| —1=d"(K'/K) < d*(K') — d*(K)

ademds, w;g ¢ K ya que ged(w;, exp(K)) =1 (pues ged(w;, exp(G)) = 1).

d*(K")
Sea H'/K =H( Y ¢x(wi{0,g}).
i=d* (K)+1
d*(K")
Si H' = K entonces H( Z w;{0,9}) = {om(0)} y por Teorema de Kneser
i=d* (K)+1
d*(K") d*(K")
Y ox(wi{0,g} = Y wi{0,9}] - (d7(K') — d7(K)) + L.
i=d* (K)+1 i=d* (K)+1

Supongamos que H' < K, como ¢k (w;g) # 0, entonces (¢px(w;g)) = K'/K, de
modo que 0y ¢x(w;g) estan en distintas clases médulo H'/K, asi cada conjunto

{w; 0k (0),w;¢x(g)} tiene al menos 2|H'/ K| — 2 hoyos, luego
p = 2(d"(K') —d"(K))(|H'/K| = 1) > (d"(K") = d"(K) = )(|H'/ K| = 1),

entonces el Teorema de Kneser implica que

d*(K’) d*(K’)
Y ox(wi{0,gh)[ = D [wif0,g}] — (d"(K') — d*(K)) + 1.
i=d*(K)+1 i=d* (K)+1

En todo caso tenemos que:

d*(K") d*(K')
Y ox(w(BU{g)) = | > éx(wi{0,g}]
i=d*(K)+1 i=d*(K)+1
d*(K")
> > |wi{0,g} — (d"(K) — d*(K)) + 1
i=d*(K)+1

= d"(K') —d"(K) +1

> |K'/K]
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Luego

d*(K") d*(K’)

> oxwi(BU{g))=K'/K= Y  (w(BU{g))+K=K+K=K"
i=d* (K)+1 i=d* (K)+1
Asi,

d*(K’) d*(K) d*(K")
d (wi(BU{gh) = > (wi(Bu{gh+ > (w(BU{g})=K'
i=1 i=1 i=d*(K)+1

contradiciendo la maximalidad de K. m



Capitulo 4

Nuevos Teoremas de Particion y

Representacion

Como hemos dicho en el Capitulo 2, llamamos Teoremas de Particién a los
teoremas que dan condiciones sobre una secuencia S para que exista una particién
de S cumpliendo ciertas propiedades, por ejemplo, los Teoremas analogos de Cauchy-
Davenport (Teoremas 2.4.1 y 2.4.2) y los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2. Llamamos Teoremas
de Representacion a los teoremas que dan condiciones sobre un secuencia S para
que exista H, subgrupo de G, el cual puede ser representado por S, es decir, tal
que H C X(5) (o H C %,(5) para algin n € N dado); si adicionalmente se tiene
una secuencia de enteros W, los teoremas de representaciéon dan condiciones para
que H C S(W,S) (o H C %, (W,S)), por ejemplo el Teorema EGZP y el Teorema
2.2.2. En este Capitulo presentamos los resultados principales de este trabajo, esto
es, los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2, los cudles son teoremas de particion, que permiten
verificar parcialmente la Conjetura Ordaz-Quiroz (Conjetura 2.2.1) y generalizan

algunos Teoremas de representacion.

o4
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4.1. Metodologia

La Metodologia esta basada en

1. Teoremas de Teoria Aditiva, especificamente el Teorema de Kneser y los Lemas
1.4.1y 1.4.2 (consecuencias del Teorema KST). El Teorema de Kneser es usado
para acotar inferiormente el conjunto suma de los términos de una particion
de una secuencia dada, cuando la cota es suficientemente grande se puede
lograr que ésta represente a un grupo (o a un subgrupo) dado, cuando la
cota no satisface el la cota de Cauchy-Davenport, el Teorema de Kneser da
informacion estructural sobre los A;. El Teorema KST es usado cuando algtin
par de términos de la particién, digamos (A;, A;), es un par critico, esto es,
|A; + A;j| = |Ai| + |A;] — 1, especificamente tratamos el caso cuando cada
término del par no es quasi periédico, este es el caso de los Lemas 1.4.1 y

1.4.2.

2. El Teorema de Particion version débil (Teorema 2.3.2), el cual permite esta-
blecer la base del proceso inductivo usado para demostrar los nuevos Teoremas

de particion 4.2.1 y 4.2.2.

3. El Lema 3.2.1 el cual compara d*(G) con d*(H) y d*(G/H), cuando H < G;
y el Lema 3.2.2, el cual da condiciones para la existencia de H < GG y de una
d* ()
d*(H)-particién de una subsecuencia S’|S tal que > w;-A; = H.
i=1

A continuacién hacemos un esquema de las demostraciones de los teoremas mas

importantes y mostramos como se usan las herramientas enumeradas anteriormente.
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A tales resultados los hemos llamado Nuevos Teoremas de Particién (Teorema 4.2.1
y Teorema 4.2.2), pues han sido obtenido a partir del Teorema de Particién (versién
débil). El Teorema 4.2.1 ha surgido en un intento por demostrar la Conjetura Ordaz-
Quiroz (Conjetura 2.2.1). Sea S € F(G), supongamos que ninguna n-particién de
S satisface la cota de Cauchy-Davenport. Sea A = Ay - ... A, la particion dada al
aplicar el Teorema de Particiéon Débil. Por el Teorema de Kneser existen a lo mas
n — 1 conjuntos de A conteniendo un elemento el cual es el tnico representante de
n
su H'-clase, con H' = H(Z A;), en particular, existen a lo mas n — 1 conjuntos de
A conteniendo un elemenit:o1 el cual es el tnico representante de su H-clase, con H
dado por el Teorema de Particién (pues en este caso H C H'). Si N = 1, entonces
todos los términos de S, excepto a lo mas n — 1, pertenecen a una H-clase, digamos
n
g+ H, la cual intersecta a todos los A;, al considerar el grupo H = ((](Az + H)),
tendremos que todos los términos de S, excepto a lo mas n — 1 pertengzlen ag+ H.

Dado que n puede ser muy grande dificilmente se puede obtener la conclusién de la

Conjetura Ordaz-Quiroz, sin embargo hemos obtenido el siguiente resultado.

Sea GG un grupo abeliano finito, sea W = w; - ws - ... - w, una secuencia
de enteros coprimos con exp(G), sea S € F(G) y sea S’ | S. Supongamos
W] > d*(G) y h(S") < |[W]| < |5’|. Entonces existe S” | S con |S”| = ||
satisfaciendo una de las siguientes alternativas:

1) Existe una n-particion en conjuntos A = A; -...- A, de tal que
i) Exi j A=A A, de S” tal

) “w;- Ail > min{m, [S'] - n+ 1}

i=1

(ii) Existe una n-particién en conjuntos A = Ay - ...- A, de S”, un
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subgrupo propio no trivial H < G,y g € G, tal que:

(a) (g + H) N A; # 0 para todo i, y supp(SS”~') C g+ H.

(b) A; C g+ H parai <d*(H)yi>d"(H)+d*(G/H).

(c)]iwi - A;| > (e+ 1)|H| y todos excepto e < |G/H| — 2 términos de
S p;:r%cenecen ag+ H.

d*(H) d*(H)
(d) Ywi-Ai=| > wi)g+H.
=1

i=1

Procedemos por induccién sobre |G/|. El Teorema de Particién (Teorema 2.3.2)
implica que se cumple (i) cuando H = 0, esto nos permite establecer la base del pro-
ceso inductivo. Luego probamos, suponiendo que no se cumple (i), la existencia de
un subgrupo K de Gy una d*(K)-particiéon de una subsecuencia de S”|S, digamos

d*(K) d* (K)
B=D;-... - Ba(iry, tal que Y w; - B; = w; | g+ K con supp(S”) C g+ K
=1 1

(2 1=

y S”71S conteniendo al menos n — d*(G) + |S| — |S”| términos de g + K, cuando
K es el subgrupo maximal que satisface esta tltima declaracion, se muestra que se

cumple el resto de las proposiciones de la parte (ii).
Uso del Lema 3.2.2

Dada S € F(G) con |S| = |G|+d*(G)+xy W € F(Z) cond*(G) < |[W| < |S],
buscamos condiciones sobre S para que se satisfaga la siguiente afirmacién:

Afirmacién 1: Existe un subgrupo no trivial K de G, g € G y una d*(K)
particién B; - - - Bg+(k) de una subsecuencia T'de S con T' € F(g + K), tal que

d* (K d* (K

) )
=1 =1
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Los Lemas 3.2.2 y Lema 3.2.1 son claves cuando necesitamos que se cumpla la
Afirmacion 1, a continuacion mostramos dos ejemplos de como se usan los Lemas

para obtener la afirmacion 1:

Ejemplo 4.1.1 S¢S tiene al menos dos términos diferentes con multiplicidad ma-
yor o igual que d*(G), se cumple la Afirmacion 1.

Sea T'| S la subsecuencia de S formada por todos los términos de S con multipli-
cidad mayor o igual que d*(G), y para i € [1,d*(G)|, sea B; = supp(T), es claro
que los B; forman una d*(G)-particion en conjuntos de T, sin perder generalidad
podemos suponer que 0 € supp(T), luego aplicando el Lema 3.2.2 con A = supp(T)
y H = (A) (recordemos que d*(H) < d*(G)), tenemos que dg)wi - B; = H, ademds
B; C H para todo i, asi se satisface la Afirmacion 1. De Ze:sslta manera vemos que

existen secuencias en G que satisfacen la Afirmacion 1 con K = H.

Ejemplo 4.1.2 Si se satisface la Afirmacién 1 y ST~ tiene al menos d*(G/K)

términos en K y d*(G/K) términos en go+ K para algin go € G\ K, siendo K < G

y T'|S dados por la afirmacion. Entonces existe L < G y Ay - ...« Adge(K)+d*(G/K)>
d*(K)+d*(G/K)
particion de una subsecuencia de S, tal que > wy- A =L+ K =1L.
i=1
Sea g € Gy Ay - ... Agk) la d*(K)-particion de T dada por la afirmacion, sin

perder generalidad podemos suponer g = 0. Sea Ty | ST~ con |Ty| = d*(G/K)
tal que ¢ (Ty) = 09°CG/K) y sea R| ST~ con |R| = d*(G/K) tal que ¢x(R) =
b (90)¥ G/ entonces, usando la técnica empleada en el Ejemplo 4.1.1 con la se-

cuencia ¢ (RTo) y el grupo G/K, siendo L = (g) + K 2 K y A; = {¢x(90),0}
d* (K)+d*(G/K)
para i € [d*(K) + 1,d*(K) + d*(G/K)], obtenemos > wy - O (A4;) =
d* (K)+1



99

oK (90) + L/ K, implicando

d*(K)+d*(G/K)

i=1
Es decir, podemos extender la particion de modo que S represente un subgrupo que
contiene propiamente a K. Notemos que si S(TTyR)™! tiene suficientes términos
en K, tal particion puede ser extendida hasta tener longitud d*(L) y se cumple la

Afirmacion 1 con L O K.

Ahora presentamos un esquema de la demostracion del Teorema 4.2.1.

Procedemos por induccién sobre |G|. Aplicamos el Teorema de Particién (2.3.2)
y obtenemos una n-particién Aj - ...- A, de una subsecuencia S’|S y un subgrupo
H de G que satisface (2.6). Sea x = |S| — |S’|. Supongamos |G| primo. Si |H| =0 o
H = G, la desigualdad (2.6) implica que se cumple (7). De esta manera se establece
la base del proceso inductivo. Supongamos en adelante que H subgrupo propio, no
trivial de G; supongamos que el Teorema se cumple para todo subgrupo propio de
(G, y supongamos que no se cumple (i), probaremos que debe cumplirse (7). Si no

se cumple (i) entonces, de (2.6)
(N—=1)n+e+1)H| < |5 —n. (4.1)

Paso 1: Probamos que si no se cumple (i), entonces se cumple la Afirmacion
1y ST~ (el T de la Afirmacién) contiene al menos n —d*(G) + x términos de g+ K

(el K de la afirmacién).
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1.1 Si N > 2, la desigualdad (4.1) implica que existe un par de conjuntos de la
particion A; y A;, y una H-clase cuyo representante pertenece a ﬂ(AZ + H)
tal que |4, Ng+ H|+ |A;Ng+ H| = |H|, sin perder generaulidéi;i1 podemos
suponer ¢ = 1, 7 = 2y g = 0; luego, por el Teorema de Mann y usando que

ged(wy, exp(G) = 1, obtenemos

n d* (K)
Ahora, sea Bj = A;N((Ai+H), K=H+(B)yT= ][] B:
=1

=1
d* (K)

Probamos que H C H B;, y usando la técnica del Ejercicio 4.1.2, probamos
) i=1
que z:zl B, =K.

1.2 Si N =1, se considera la secuencia T" de todos los términos de S que pertenecen
ag+H,donde g € (HW(AZ +H),y T"| T consistente de todos los términos de T
con multiplicidad ali:rilenos d*(H) (pudiendo ser 7" = (). La desigualdad (4.1)
y el Teorema de Particién (2.3.2) implican que |T| > n + |H| + x.

Si existe Ty | T con h(Ty) < d*(H) y |Tp| = d*(H) + |H| + =z, aplicamos la
hipétesis inductiva a Ty con G = H y vemos que se cumple la Afirmacion 1
conT' =Ty y K =H.

En caso contrario se prueba que |[supp(7”)| > 2y usando la técnica del Ejemplo

K)

4.1.1 para la secuencia T = [ couppr) g7 ) se prueba que se cumple la

Afirmacién 1 con K = (supp(T”)) y B; = supp(T").

Paso 2: Probamos que si se cumple la Afirmacién 1 y ST~! contiene al menos

n —d*(G) + x términos de g + K, entonces se cumple (i) siendo K el subgrupo
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maximal que satisface la Afirmacion 1.

Por traslacién podemos suponer g = 0, también podemos suponer que K es subgrupo
propio de G (de lo contrario no hay nada que probar). Sea Sy la secuencia de todos
los términos g de S con ¢g(g) # 0 y sea S” = TSR, donde R|S(T'Sy)~" con
|R| = |S'| — |T'So| (Observar que |ST1S;!| > n — d*(K) + z). Siendo S maximal,
se prueba que h(¢x(Sy)) < d*(G/K), y se construye, usando la hipétesis inductiva
sobre ¢k (R), una d*(G/K)-particién de SyR para obtener una particién de S” con
las caracteristicas dadas por (i7) En el paso 2 de la demostracién del Teorema 4.2.1
podemos observar que si se cumple la Afirmacién 1y ST~! contiene al menos n —
d*(G) + = términos de g + K, entonces se cumple (i) del Teorema 4.2.1, con H
el subgrupo maximal que satisface tal afirmacién, este hecho lo presentamos en el
Teorema 4.2.2, el cual da condiciones sobre S para forzar que se cumpla la parte (ii)

del Teorema 4.2.1. A continuacién enunciamos el Teorema 4.2.2

Sea G un grupo abeliano finito, Sea W una secuencia de enteros copri-
mos con exp(@) tal que [W| > d*(G), y sea S € F(G) y S| S tal que
h(S") < |W] < |S’]. Supongamos que existe K, subgrupo de G, con las
siguiente propiedad:

Existe g’ € G, T € F(¢'+K) con T|S y una d*(K)-particién By, . . ., By (k)

de T, tal que

d*(K) d*(K)
=1 i=1

y T7'S contiene al menos n — d*(K) + |S| — |S’| términos de ¢’ + K.

Sea K* < (G el subgrupo maximal que satisface la propiedad anterior.
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Entonces se cumple:
(1) Si K* = G, entonces existe una n-particiéon en conjuntos A = Aj -

...- A, de una subsecuencia S” | S tal que |S'| = |S”| y

i=1

(17) Si K # @G, entonces la conclusién del Teorema 4.2.1 (ii) se cumple

con H = K*.

4.2. Nuevos Teoremas de Particion

Esta seccion contiene dos de los resultados més importantes de este trabajo,
a saber el Teorema 4.2.1 y el Teorema 4.2.2. Como consecuencia de estos teoremas
obtenemos una mejora del Teorema de Gao, un caso especial de la conjetura Ordaz-

Quiroz y una variacién de la Conjetura de Hamidoune.

Teorema 4.2.1 Sea G un grupo abeliano finito, sea W = wy - wy - ... - w, una
secuencia de enteros coprimos con exp(G), sea S € F(G) y sea S| S. Suponga-
mos |W| > d*(G) y h(S") < |W| < |S’|. Entonces existe S"|S con |S"| = |9

satisfaciendo una de las siguientes alternativas:
(i) Eziste una n-particion en conjuntos A = Ay -...- A, de S” tal que

) “w;- Ail > min{m, [S'] - n+ 1}
i=1
(ii) Existe una n-particion en conjuntos A = Ay-...- A, de S”, un subgrupo propio

no trivial H < G, y g € G, tal que:
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(a) (g+ H) N A; # 0 para todo i, y supp(SS”~') C g+ H.

(b) Ai C g+ H parai <d*(H) yi>d*(H)+d*(G/H).

(c)\zn:wi - A;l > (e + 1)|H| y todos excepto e < |G/H| — 2 términos de S
per?fz;lbecen ag+ H.

d* (H) d* (H)
(d) 2 wi-Ai=| > wi|g+H
i=1 i

=1
Demostracion. Las hipotesis implican que podemos usar el Teorema de Particion

(2.3.2). Entonces existe H < G y una n-particién A = A;-...-A,, de una subsecuencia

S" de S tal que Zwi - A; es H-periddico, |S'| = 5], y

=1
1> wi- Al = (N = Dn+e+1)|H]|, (4.3)
=1

donde N = r| Ly (Ai + H)| y e = Y (14,1 = [4; 1 Q(Ai + H)J).

j=1
Si H = 0 tenemos:

|Zwi-A,~| > ((N=1)n+e+1)|H|
- (IﬁAil—1)n+Z<|Aj|—IAjﬂﬂ(Ai)l)H

= [[NAiln—n+Y 4| —nl[ Al +1
i=1 j=i =1
= |§-n+1

> min{m,|S’| —n+1}
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de modo que se cumple (7).
Si H = (G, entonces por ser Z w; - A; H-peridédico tenemos que
i=1

Y wie il = (Y wi A)+H| = |(Y wi-A)+G| = |G| = m > min{m, |§'| -n+1}
=1 =1 =1

entonces se cumple (7).

Notemos que si |G| es primo entonces H = G y se cumple el teorema.
Procederemos por induccién sobre el nimero de factores primos que dividen a n,
ya vimos que cuando el orden de G tiene un factor primo (es un nimero primo) se
cumple parte (7). Supongamos que el teorema se cumple para cualquier grupo G’
con |G’| teniendo un nimero de factores primos menor que |G| y supongamos que

no se cumple (i), necesitamos probar que se cumple (ii). Sea x = |S| — |5’].
Paso 1. Probaremos que si no se cumple (i) se cumple la siguiente Afirmacién:

Afirmacién: Existe un subgrupo no trivial K de G, ¢ € G y una d*(K)-
particién By - ... - Bg«(k) de una subsecuencia T'| S con T' € F(¢' + K) tal que:
d*(K) d*(K)
i=1 i=1
con ST~! conteniendo al menos n — d*(K) + x términos de ¢’ + K.

Como (7) falla y (i) se cumple para n = 1, podemos suponer n > 2. Ademas de (4.3)

se tiene

(N —Dn+e+D|H <|S—n (4.4)
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1.1 Supongamos N > 2

Sean ¢i,...,gy € ﬂ(AZ + H) tales que m(Al +H)=wl (g, + H)

i=1 i=1
n

Si para todo ¢’ € ﬂ(Al + H) y para todo j # k tenemos que
i=1

[ArO (g + H)[+ 4,0 (¢ + H)| < [H]

entonces:

1S = [8"]=>|Ail

i=1

= Z\Aj ﬂﬂ(Az‘JrH)\ +Z(|Aj| — |4 ﬂm(Ai+H)|)

= > 1A N (Wl (g + H)| +e

j=1
= D1l (AN (g + H))| +e
j=1
N n N n
B %) SUTTITRU IO oLl
k=1 j=1 k=1
1
= §Nn]H|—i—e

luego

on(H| 1) _,

1
((N—l)n+e+1)|H|§|5’|—n§§Nn|H|+e—n:>N§ o
n

contrario a nuestra suposicién. Entonces existen ¢ € (_, (A + H), A; y Ay

con j # k tales que

[Ar 0 (g"+ H)| +14;0 (¢ + H)[ = [H[ +1
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Sin perder generalidad podemos suponer ¢ = 0, j = 1 y k = 2 (observar
que si ¢’ = 0 entonces A; N H # () para todo i y H C ()_,(A; + H)), como
lwy - (AN H)|=]AiINH|y |wy- (AN H)| = |Ay N H| entonces, por Teorema

de Mann tenemos que

Sea Bj = A; N <ﬂ(AZ + H)) para j € [1,n]. Notemos que ¢y (B;) = ¢u(B;)
i=1

para todo i y todo j. Sea K = H+(B;) ysea T = Hf;(lK) B, € F(K) (T|S").
Como ﬂ<AZ + H) # () intersecta a cada A; y supp(S”~'S) C N, (A + H)

i=1
entonces, TS contiene al menos n—d*(K)|S|—|S"| = n—d*(K)+z términos

de K.
Sid*(H) =1 entonces |[H| =2y

wy - (Ay N HD| + |ws - (As N H)| > |H| +1=3

luego, sin perder generalidad, podemos suponer |w; - (A; N H)| = |H| asi H =
wl-(AlﬁH)§w1'Bl

Sid*(H) =2entonces H =w;- (A1NH)+ws- (AsNH) Cwy-By+wy- By =
d*(H)

i=1
Si d*(H) > 2 entonces H = H + w3(As N H) + ... + wgay(Ag=ry N H) C
d= ()

i=1
d*(H)

En todo caso H C Z w; - B;.
i=1

Ahora, por hipdtesis, n > d*(G) > d*(K) y usando Lema 3.2.1 tenemos

que n — d*(H) > d*(K) — d*(H) > d*(K/H), luego aplicando Lema 3.2.2
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(procediendo como en el Ejemplo 4.1.2), tomando G como K/H y A como

B;,+H
¢ (B;) para i > d*(H) +1 (observar que |A| = |¢pp(B;)| = ’J‘% =

14, 0 (Niey (Ai + H)) + H] — [y (A + H)| =N2>2y HCA) tenemos:

|H| |H|
d*(H)+d*(K/H)
Y u(wi- By) = (¢u(B))
i=d*(H)+1
d* (H)+d*(K/H)
= ou( Y,  wiB)=éu(K)
i=d* (H)+1
d*(H)+d*(K/H)
= ()  w-B)+H=K+H=K
i=d*(H)+1
Luego
d* (K) d* (H) d* (H)+d* (K/H) d* (K)
w; - B; = Zwi'Bi+ Z w; - B; + Z w; - B;
i=1 i=1 i=d*(H)+1 i=d* (H)+d*(K/H)+1
= H+ K=K

y se cumple la afirmacion.

1.2 N=1: ﬁ(Ai—l—H) = g+ H para algin g € ﬁ(Ai—l—H)
Sea T’ lai:shbsecuencia de S consistente de todi):sllos términos de S que pertene-
cen a g+ H, sea T' | T consistente de todos los términos de T' con multiplicidad
al menos d*(H) y sea B = supp(T”) (observar que B puede ser ().

Como |S'| = |5"] = Z |A;N(g+ H)|+e entonces S” contiene |S’| —e términos
i=1
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en g + H ademds supp(SS”~1) C g + H luego
T) > |5 —et|S|— |5 =z + |5 — e
> (e+1)|H|+n+x—e  por (4.4)
> n+ |H|+o

Por traslacién supongamos que que g + H = H, 0 € supp(T), y que 0 €

supp(T”), si supp(T”) # 0. Entonces tenemos dos subcasos.

1.2.1 Existe una subsecuencia Ty | T con h(Ty) < d*(H) y |To| = d*(H)+|H|—1
(caso particular supp(T”) = 0).
Entonces podemos aplicar la hipdtesis inductiva a T | 7" tomando G como
H y n como d*(H), obtenemos una subsecuencia T} | Ty con |T}| = |Tp
y una d*(H)-particién de 77, digamos, B = B; - ... - Bg«(s). Observemos
que [Ty = [T = T) = [T| ~ |Ty| = |T| — d* (H) — | H| + 1> n+|H| +
r—d"(H)— |H|+1>n+z—d*(H).

Si se cumple (), entonces |Tp| = d*(H) + |H| — 1 implica que

d*(H)
| Y wi- Bil = |H],
=1

asi
d*(H)

i=1
y la afirmacion se cumple (usando T por 7'y H por K).

Supongamos que se cumple (i) con K < H, ¢’ € H y la d*(H)—particién
By ... By de T, Sea Ty = By - ... - By« (k), entonces de (ii)d)

d*(K) d*(K)
w; - B; = (Z w;)g' + K
1

d= =1
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Por (ii)a) tenemos que supp(TT} ") C ¢ + K y (¢ + H) N B; # ) para
todo i, entonces TT " contiene al menos
d*(H) — d"(K) + |T| = |To|
= d'(H) -d"(K)+|T|—-d"(H) - |H|+1

= |T|—-d(K)—|H|+1>n+|H|+z—d"(K)— |H|+1

v

n+x—d(K)

términos de ¢’ + H. ademés por (ii)b), B; C ¢’ + K para todo i < d*(K),
asi T € F(¢' + H) y se cumple la afirmacion.

No existe una subsecuencia Ty | T con h(Ty) < d*(H) y |To| = d*(H) +
|H| — 1, es decir, para cualquier Ty | T con h(Tp) < d*(H) se tiene |Ty| <
d*(H) + |H| —2 <n+|H|+ 2 < |T| luego supp(T”) # () y consecuente-
mente,

|supp(T")|d*(H) + |TT' | < d*(H) + |H| - 2,

de allf,

T = |T| =TT
> n+|H|+z+ |supp(T”)|d*(H) — d*(H) — |H| + 2
= n+x+2+ (|]supp(T")| — 1)d*(H)
pero v,(1") < vy(T) < n+ z para todo g € G (pues h(S") < n), luego
IT"| < (n+ z)[supp(T”)]. Si |[supp(T")| = 1, n+ax+2 < |T'| <n+z
implica que x + 2 < z, luego |supp(T”)| > 2.

Sea K = (supp(1")) < H y sea Ty := [] coupp(r) g4 ") subsecuencia de
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T" (recordemos la definicién de 7" obtenida tomando cada término con

multiplicidad exactamente d*(K) < d*(H)). Observemos que,

7Ty =

v

v

>

| T'| = [To| = |T"| — [supp(1”)|d"(K)
n+ a2 + (jsupp(17")| — 1)d"(H) + 2 — |supp(T”)|d"(K)
n+x 42+ ([supp(T")| — 1)(d"(H) — d*(K)) — d"(K)

n+x—d"(K).

Aplicando Lema 3.2.2 con A como supp(7”) (recordar 0 € supp(7”)),

concluimos que

d* (K

)
> wi B =K,
=1

donde B; = supp(7”) para i € [1,d*(K)]. En consecuencia, tenemos la

afirmacién (tomando 7' como Tp).

Al suponer que no se cumple (7) el subgrupo de la afirmacién debe ser subgrupo

propio de G.

Paso 2. Sea K el subgrupo maximal que satisface la afirmacién, mostraremos

que tal subgrupo satisface (ii)

Por traslaciéon podemos suponer que ¢’ = 0 en la afirmacién. Sea Sy | S consis-

tente de todos los términos y con ¢ (y) # 0 (y ¢ K) y sea e := |Sp|. Sabemos

que ST~! contiene al menos n — d*(K) + = términos en K luego

|IST 1Sy >n—d*(K) + =z

Consideremos la secuencia ¢ (Sp) en G/K.
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2.1 Supongamos h(¢x(Sy)) > d*(G/K).
Sea g € supp(Sp) con Vg, () (¢ (So)) > d*(G/K) y sea L = K + (g). Por
Lema 3.2.1, tenemos d*(L) > d*(K)+d*(L/K). En vista que h(¢x(So)) >
d(G/K) > d*(L/K) y n > d*(G) > d*(L), podemos encontrar una
subsecuencia T" | ST~! tal que ¢ (T") = ¢ (g)? E/E)I0d"(L)=d"(K) " yego

S(TT')~! contiene al menos
n—d(K)+z—(d(L)—d"(K))=n—-d*(L)+=z

términos de L.

Sea Bau(ky41 - - - - - Ba=(r) una particién de 17" tal que |B;| = 2 y ¢ (B;) =
{0, 0k (9)}, para i € [d*(K) +1,d°(K) +d*(L/K)], y |Bi| = 1, ¢x(B;) =
{0}, parai € [d*(K)+d*(L/K)+1,d*(L)]. Aplicamos Lema 3.2.2 tomando
G como G/K, A como {0, ¢x(G)}, en este caso (A) = L/K, y tenemos

d*(K)+d*(L/K)
> wi-{o,¢x(9)} =L/K
i=d*(K)+1
d*(K)+d*(L/K)
= > wi-¢k(B)=L/K
i=d* (K)+1
d*(K)+d*(L/K)
= (Y  w-B)+K=L+K=L
i=d*(K)+1
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Asi
d*(L) d*(K) d*(K)+d*(L/K)
i=1 i=1 i=d* (K)+1

d*(L)

fY e
i=d*(K)+d*(L/K)+1
= K+ L

= L

ademds TT" € F(L), luego L satisface la afirmacién y contiene a K,

contrario a nuestra suposicion.

Supongamos ahora que h(¢x(S5y)) < d*(G/K).

Sea R una secuencia de ST~! tal que Sy|R y |R| = |So| + d*(G/K)
(es posible hallar tal secuencia ya que |ST-1S;'| > n — d*(K) + z,
n > d*(G) > d*(K)+d*(G/K) = n—d*(K)+z > d*(G/K)). Observemos
que [S(TR)™'| > n—d*(K)+z—d*(G/K) > z+d*(G)—d*(K)—d*(G/K)
y todos los términos de S(T'R)™! pertenecen a K.

Como h(¢x(Sy)) < d*(G/K), se sigue que h(¢x(R)) < d*(G/K). Asi po-
demos aplicar la hipétesis inductiva a ¢x(R)|dx(R)0S/ K= con n =
d*(G/K)y G tomado como G/ K. Sea ¢ (Bg+(k)+1)"- - Ok (Ba+(K)+d*(G/K))
la d*(G/K)—particién obtenida de ¢ (R’) la secuencia resultante, donde
R'| ROIC/EIZY v By gy1 + ««« + Baw(ro)+ar(G/K) €8 una particiéon de R’

En vista que vo(¢x(R)) = d*(G/K), tenemos que

supp(¢x (R)01/ K17 g (R) 1) = {0}.

Asi podemos suponer, sin perder generalidad, que R’ = Ry que By« (k)41 -
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.- Ba+(k)+d*(c/K) €s una particion de R. Supongamos que se cumple ().
Sea L /K el subgrupo correspondiente y g + K el elemento dado por el

teorema. Como vo(¢x (R)0I/KI=1) > |G /K| — 1, tenemos por (i4)a)

{0} = supp(dx (R)OI“FI o (R ™) C di(9) + L/ K = ¢x(g) € L/K,

por (ii)d
d*(K)+d*(G/K) d*(K)+d*(G/K)
Y. wiedk(B)=L/K=( Y = wB)tK=L+K=1L
i=d*(K)+1 i=d*(K)+1

en Consecuencia,
d*(K)+d*(L/K)

Z w; - B; = L.

i=1

Por (ii)(a), L/K N ¢x(B;) # O para todo i y como |[S(TR)™!| > x +
d*(G) — d*(K) — d*(G/K), se sigue que hay al menos

nta—d*(K)—d*(G/K)+(d*(G/K)—d*(L/K)) = ntz—d*(K)—d*(L/K)

términos de S (H?;(lKHd*(L/ K) B;)~! contenidos en L.

Ahora en vista de que d*(L) —d*(L/K) —d*(K) > 0 definimos B; , para
i € [d*(K)+d"(L/K) + 1,d*(L)], conjuntos unitarios pertenecientes a
L y contenidos en S (Hf;(lKHd*(L/ K) Bi> - (esto es posible porque

d*(L
supp(]_[Z.:Ei*)(K)er*(L/K)+1 B;) C L), entonces
d*(L)
> wi-Bi=1L
i=1

y (S H?l(lL) B;)~! contiene al menos

n+x—d(K)—d*(L/K) — (d*(L) — d*(L/K) — d*(K)) = n+ 2 — d*(L),
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términos de L. Luego L contradice la maximalidad de K. Asi podemos
suponer que se cumple (7).

Como antes, sea B;, para i € [d*(K)+d*(G/K)+1,n] tales que |B;| =1
B;|S(TR)™, B; C K. (recordar que n—d*(K)—d*(G/K) de los términos

. -1
de S (H KH(G/K) Bz) = S(TR)™! pertenece a K).
4" (K)+d* (G/K)
Si Z w; - ¢ (B;) = G/ K entonces n > d*(G) y el lema 1 impli-

i=d* (K)+1
can que

(@)

Ademés |S(ITCY (FO+d(G/K) B) 1] > n+ o — d*(G) luego se cumple la

afirmacion con K = (G, contrario a nuestra suposicion.
d* (K)+d*(G/K)
Entonces podemos suponer que | Z O (w;B;)| > |So| + 1, es
dx(K)+1
decir, |G/K| > |So| +1 > |So| + 2, sea e :=|Sy| < |G/ K| — 2.

Ahora
n d*(K) d*(K)+d*(G/K)
Socs = Yuens S e
i=1 i=d* (K)+1
+ Z w; - B;
i=d* (K)+d*(G/K)+1
d*(K)+d*(G/K)
= K+ Z w; - B;
i=d* (K)+1
implicando
n d*(K)+d*(G/K)
Y wi-Bl =1 Y éx(wi-B)K| = (S| + 1)|K]| = (e+1)|K]
i=1 i=d* (K)+1
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Luego tomando S” = TR H?:d*(K)er*(G/K)H B, se satisface el teorema.
En efecto, B; C K parai > d*(K) y parai > d*(K)+d*(G/K)+1. Como
R tiene d*(G// K) términos en K y dos de ellos no pueden estar en el mismo
B; para i € [d*(K) + 1,d*(K) +d*(G/K)] (pues ¢ (B;) no puede tener
dos ceros) entonces en cada B; existe un elemento en K asi B; N K # ()
para todo i. Finalmente, supp(S(TR [[}_y- (k)1 avc/x)41 Bi) ') € K, esto

completa la prueba. m

Teorema 4.2.2 Sea G un grupo abeliano finito, Sea W una secuencia de enteros
coprimos con exp(G) tal que |W| > d*(G), y sea S € F(G) y S"|S tal que h(S") <
|[W| < |S'|. Supongamos que eziste K, subgrupo de G, con las siguiente propiedad:
Eziste ¢ € G, T € F(¢'+ K) con T|S y una d*(K)-particion By, ..., Bg k) de T,

tal que
d*(K) d*(K)

1 1

1= 1=

y T~1S contiene al menos n — d*(K) + |S| — |S'| términos de ¢ + K. Sea K* < G

el subgrupo mazximal que satisface la propiedad anterior. Entonces se cumple:

(i) Si K* = G, entonces existe una n-particion en conjuntos A = Ay -...- A, de

una subsecuencia S” | S tal que |S’| = |5"| y

i=1

(i) Si K # G, entonces la conclusion del Teorema 4.2.1 (ii) se cumple con H =

K.
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Demostracién. Sea W = w; - ws - ... - w,. Como h(S") <ny

(ST >n—d"(K)+[S| = |§'| = |S|=|T|>n—d"(K*)+[S| - |5

= [ =[T] 2 n—d"(K")

entonces la d*(K)-particion By - By - ... - By (k) de T' puede ser extendida a una
n-particién A; - ... A, de una secuencia S” | S con B; C A; para i < d*(K*), T|S"”
y |S"] =[5

Supongamos que K* = (G, entonces

i=d*(G)+1

d*(@)
i=1

n
i=d*(G)+1

- Zn:wz‘ - A
i=1

y se cumple ().
Si K* es subgrupo propio de G, el Paso 2 de la demostracion del Teorema 4.2.1
prueba que se cumple (i7). m

Para ver la utilidad del Teorema 4.2.2 observemos lo siguiente: Sea S € F(G) y
W € F(Z) satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.2.1, y sea k < |W|. Supongamos
que |S| > |G| + k — 1 y supongamos que dado H < G, S no tiene muchos términos
en ninguna clase lateral médulo H. Queremos ver que (W, S) = G. Si h(S) < k
aplicamos el Teorema 4.2.1 con S" = S y n = k y se cumple lo deseado. Si h(S) > k
podemos considerar S’ |S con h(S") < k y aplicar el Teorema 4.2.1, como la parte

(7i) contradice la hipdtesis, debe cumplirse la parte (i), sin embargo, la parte (i) del
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Teorema 4.2.1 no necesariamente nos llevara a la conclusion deseada, pero la técnica
del Ejemplo 4.1.1 nos permite obtener las hipdtesis del Teorema 4.2.2 el cual nos
lleva al resultado deseado o forza a que se cumpla la parte (i7) del Teorema 4.2.1
con H < G, que en caso que S no posea muchos términos de ninguna clase, nos

llevara a una contradiccién, obteniendo asi lo que desedbamos.

4.3. Corolarios de los Nuevos Teoremas de Parti-
cion.
Una Mejora del Teorema de Gao

Como una consecuencia de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 tenemos la siguiente me-
jora del Teorema de Gao (Teorema 2.1.4), la mejora consiste en sustituir la hipétesis
|S| > |G| + D(G) — 1 del Teorema de Gao, por |S| > |G|+ d*(G) (recordemos que
D(G) — 1 >d*(G)).

Corolario 4.3.1 Sea G un grupo abeliano finito, y sea S € F(G) con |S| > |G| +

d*(G). Entonces se cumple una de las siguientes alternativas:
(i) Yig(S) =G

(i) Eziste g € G y H < G tal que todos los términos de S, excepto a lo mds

|G/H| — 2, pertenecen a g+ H.

Demostracién. Sea |S| = |G| + d*(G) + z, donde > 0. Supongamos que para
todo H < G no se cumple (ii) y veamos que se cumple (7). Observemos que como
(#4) no se cumple para ningtin subgrupo de G, en particular para H = (0), entonces

h(S) < d*(G) + = + 1. Tenemos los siguientes casos
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1. h(S) <d*(G) + =z
Aplicamos el Teorema 4.2.1 con n = d*(G) + z, S’ = S y w; = 1 para todo
i. Si se cumple la parte (i7) del Teorema 4.2.1, entonces (ii)c) implica que se
cumple la parte (i7) de este corolario, contrario a nuestra suposiciéon. Luego se
cumple (7) del Teorema 4.2.1, es decir, existe una (d*(G) + z)- particién de S,
digamos A; - ... - Ag~(@)+a, tal que

d*(@)+z
| > Al > min{|G[,[S] - n+1} =G

i=1

d*(G)+x
Entonces G = Z A; € Yge(c)+2(S5). Luego

i=1
Z|G|S = J(S) — Ed*(g)_,_m(S) = O'(S) —-G=dG

2. h(S) =d"(G) +z + 1.
Por traslacién podemos suponer que 0 es el término de .S con mayor multipli-

cidad, esto es h(S) = vy ().

2.1 El tnico término de S con multiplicidad h(.S) es 0.
Consideramos la subsecuencia S071|S, es claro que h(S0™!) = d*(G) + =,

y por el Caso 1 (tomando S como S0~! en el Caso 1) tenemos que
G= E|G|SO_1 - E|G‘S.

2.2 Existe 0 # g € G tal que v4(S) = vo(S) = h(S). Sea 5’|S la subsecuencia

de S con mayor longitud tal que h(S’) = d*(G) +z. Sea A = supp(SS5'~1)
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(notar que {0, g} C A), aplicando el Lema 3.2.2 a A obtenemos:

d* (K)
> A=K
i=1
donde K = (A). Sea n = d*(G) + z, para cada i € [1,d*(K)] sea B; = A
yw;, =1; ysea T = A" entonces W, T y n satisfacen las hipStesis
del Teorema 4.2.2 el cual garantiza lo siguiente:

d*(K)

Si K = @, existe una n-particiéon en conjuntos de S tal que Z A=G

i=1
implicando que G = Zf;(lGHm A C Yg+(@)425 luego

E‘G|S = O'(S) - Zd*(G)+xS =G.

Si K es subgrupo propio de G entonces se cumple la parte (ii)c) del

Teorema 4.2.1 que nos lleva a una contradiccion. m

Una mejora del Teorema 2.2.3

Ahora mostramos una segunda consecuencia de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2,

la cual extiende el Teorema 2.2.3, mostrando que es suficiente que al menos d*(G)

de los pesos sean primos relativos con exp(G), para que Xy (W, S) contenga un

subgrupo no trivial.

Corolario 4.3.2 Sea G un grupo abeliano finito, no trivial, sea W una secuencia

de enteros, de longitud n > d*(G) + t, tal que todos sus términos, excepto a lo mds

t, son coprimos con exp(G), y tal que o(W) = 0 (méd exp)(G), y sea S € F(G)

con |S| > |G|+ |[W|—=1 yh(S) < |W|, entonces existe H, subgrupo no trivial de G,

HC (W, S).
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Demostracién. Sea m = exp(G). Consideremos G como un Z/mZ-moédulo, pode-
mos considerar, sin perder generalidad, W como una secuencia de Z/mZ, supon-
gamos W = w; -+ w,, donde ord(w;) = m para i < n —t (ya que por hipétesis
ged(wy, exp(G)) = 1 para w;|W' "W, donde [W’| = t). Observemos que podemos

suponer |S| = |W|+ |G| —1=n+ |G| - 1.

1. Supongamos h(S) <n —t.
Tomamos S’|S con |S’| = t y consideramos la secuencia S5~ como |SS"!| =
n—t—1+|G| >n—tyh(SS') <h(S) < n—t, entonces T tiene una (n—t)-
particién, digamos A -...- A,_, tal que |w; - A;| = | A;| para todo i € [1,n —1]
(va que ged(w;, exp(G)) = 1 para i < n — t); por otro lado, S’ tiene un t-
particion en conjuntos unitarios, digamos A, ;i1 ... A, ast Ay -...- A, es
una n-particién de S tal que |w.A;| = | 4;| para todo i € [1,n], luego aplicando

el Teorema EGZP (2.2.1) obtenemos lo deseado.
2. n—t+1<h(S) <n.

2.1 S posee a lo sumo ¢ términos de multiplicidad n — ¢ + 1.
Consideramos S’|\S con |S’| = t tal que S” posea todos los términos distin-
tos de S de multiplicidad n—t+1, asi h(SS"™!) <n—ty|SS Y >n—t,
de modo que S5’V tiene una (n — t)-particién, digamos A; - ... - A,_,
tal que |w; - A;] = |A;| para todo i € [1,n — t]; por otro lado, S’ tiene un
t-particion en conjuntos unitarios, digamos A, ;4 1-...-A,, asi A;-...- A,
es una n-particién de S tal que |w; - A;| = |A;] para todo i € [1,n], luego

aplicando el Teorema EGZP (2.2.1) obtenemos lo deseado.
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2.2 S posee al menos t 4+ 1 términos distintos de multiplicidad n — ¢ + 1.
Por traslacién podemos suponer, sin perder generalidad, que 0"~ *!|S.
Sea A C supp(S) el conjunto de todos los términos distintos de S de
multiplicidad al menos n—t, sea K = (A4), sea R := [ 4 g"¢®) notemos
que |R| > |A|(n —t) + t, de lo contrario, S tendria a lo més ¢ términos
de multiplicidad n — t + 1, lo que contradice nuestra suposicion. Sea
T = Tlyea g ) v sea Ty = [I,c49" " Notemos que 0 € A. Como
h(S) <ny |W|—t=n—t>d*G) > d*"(K) por hipdtesis, se sigue del
Lema 3.2.2 aplicado a A, que las hipdtesis del Teorema 4.2.2 se cumplen
con n tomado como n—t, B; = A parai € [1,d*(K)],y S' = To(SR™)|S.
Observemos que h(S') < n —t < |S'] y que ST~ contiene al menos
n—t—d(K)+|S| — |5 términos pertenecientes K. Si se cumple el
Teorema 4.2.2 (i), es decir, existe una (n — t)-particion A = Ay, ..., A,

de una subsecuencia S”|S con |S’| = |S”| tal que

n—t
i=1

Como |S| — 5" = |S| — |9'| = |R| — |Tv| > t + 1 podemos seleccionar ¢

términos de SS”~!, digamos, z1, ..., 7; v tenemos
) b b )

n—t n—t n
G = E wi'Ai:E w; - A; + E Wy - T
i=1 i=1 i=n—t+1

c I.(W,5)

- Z\W\(W7 S)

Como queriamos demostrar.

Si se cumple el Teorema 4.2.2 (ii), se cumple el teorema 4.2.1 (7i), segin
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parte (d), existe una (n — t)-particion A = A;,..., A, de " y g € G,

tal que:
d*(H) d*(H)

i=1 i=1

Por parte (a), A; N g+ H # () para todo ¢ implica que existe h € H tal

n—t n—t
que ( Z w;)g+h € Z w; A;, luego:
i=d* (H)+1 i=d* (H)+1
n—t d*(H) n—t
(Zwi)g+H = (Zwi)g+H+( Z w;)g + h
i=1 i=1 i—d* (H)+1

n—t
- Z w; - Ay
i=1

Como supp(SS"~1) C g+ H y o(W) = 0 entonces

H= (3 w)g+HCY (W,8)=3 (W,5)

W]

como queriamos demostrar. m

4.4. Sobre la Conjetura Ordaz-Quiroz

Recordemos la Conjetura Ordaz-Quiroz

Conjetura 2.2.1 (Conjetura Ordaz-Quiroz): Sea G un grupo abeliano
finito, y sea W una secuencia de enteros primos relativos con |G| con , |W| = |G|, y
oc(W)=0 (méd |G]). Si S € F(G) con |S| = |G| +D(G) — 1, entonces se satisface

una de las siguientes condiciones

(i) Y (W,S) =G.
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(ii) Existe g € G y H > G tal que todos, excepto a lo mds |G/H| — 2 términos de

S, provienen de g+ H.

Si G es ciclico, entonces D(G) = |G|, luego el Teorema 2.2.2 muestra la validez
de la Conjetura 2.2.1 en este caso. Otros ejemplos donde se cumple la conjetura son

los siguientes

Ejemplo 4.4.1 G =73, s > 1.

Sea S € F(G) con |S| = |G| +D(G) =1, y sea W = wy - ws - ... wig € F(Z),
satisfaciendo las hipotesis de la Conjetura Ordaz-Quiroz.

Como los elementos en 735 tienen orden 2, podemos suponer w; = 1 para todo i €

[1,|G|]. Luego por el Teorema de Gao se tiene lo deseado.

Ejemplo 4.4.2 G =Z5,s > 1, |G| = 3°.

Sean, S € F(G) con |S| = |G|+ D(G) =1, y W = wy -wa - ... - wig € F(Z),
satisfaciendo las hipdtesis de la Conjetura 2 y supongamos que no se cumple (i7).
Como los elementos en Z3 tienen orden 3, entonces podemos suponer w; € {1,2}
para todo i € [1,|G|].

Siw; = 1 para todo i € [1,|G|], por el Teorema de Gao tenemos el resultado.

Sea k = #{i € [1,|G|] : w; =2}. Tenemos que o(W) =2k+ (3°* —k) =0 (méd 3°%),
es decir, k =0 (mdd 3°). En consecuencia w; = 2 para 1 <i < |G]|.

Entonces dado g € Z3, por el Teorema de Gao, tenemos que 2g = ay +az +... +ajg|,

donde ay - as - ... - aig|S, luego g = 2(2g9) = 2a1 + 2as + ... + 2a;¢) € Zyw (W, 5).

El siguiente resultado es una consecuencia de Teorema 4.2.1, el cual esta

relacionado con la Conjetura Ordaz-Quiroz. Observemos que el caso h = |G| y
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|S| = 2|G| — 1 en el Corolario 4.4.1 es el Teorema 2.2.2

Corolario 4.4.1 Sea G un grupo abeliano finito, sea S € F(G) y h € Z tales que
max{h(S), d*(G)} < h < |S| — |G|+ 1, y sea W una secuencia de enteros primos
relativos con exp(G) tal que |W| > h. Entonces se cumple una de las siguientes

alternativas
(i) 2,(W,S) = G. En particular, (W, S) = G.

(ii) Existe g € G y HG tal que todos, excepto a lo mas |G/H| — 2 términos de S,

provienen de g + H.

Demostracién. Supongamos que no se cumple (iz). Aplicamos el Teorema 4.2.1
conn = h, S’ = S. Si se cumple la parte (ii) del Teorema 4.2.1, entonces (ii)c)
contradice nuestra suposicién. Luego debe cumplirse (i) del Teorema 4.2.1, es decir,
existe una h- particién de S, digamos A; - ... A, tal que

h

> Al > min{|G,[S| —n +1} = |G
i=1
h
Entonces G = ZA" CYp(S). m
Observemigs que la prueba del Corolario 4.4.1 es identica al caso h(S) < d*(G)+

x en Corolario 4.3.1 usando n = h, si embargo la identidad 3, (W, S) = Eg—n(W, S)
no es necesariamente valida para W, S y n arbitrarios, este hecho impide que po-
damos probar la Conjetura 2 en forma analoga al Corolario 4.4.1.

Mostraremos que la Conjetura 2 se cumple en el caso especial h(S) > D(G)—1.

Para esto necesitamos la siguiente modificacién de un resultado de [7].
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Lema 4.4.1 Sea R un anillo de orden m, sea G el grupo aditivo de R, y sea W, S €
F(R) secuencias no triviales con |S| > |W|+D(G)—1. Sive(S) = h(S) > D(G) -1,
entonces

S(W,S) = Sy (W, S).

Demostracién. Sea S’|S la secuencia consistente de todos los términos no
nulos. Sea g € X(W,S). Como Xy ((W,S) C X(W,S), necesitamos mostrar que
g € X (W, S).

Sig =0y h(S) > [W]|, entonces 0 € Xy (W,0"5)) C Sy (W, S) (en vista de
vo(S) = h(95)), como deseamos. Si g = 0y h(S) < |W|—1, entonces h(S) > D(G)—1
implica |W| > D(G), ademés |S'| > |W|+ D(G) — 1 —h(S) > D(G). Asi

gex(W,s") (4.5)

se sigue de la definicién de D(G) aplicada a la secuencia (wys1)(w2s2) - - - (Wp(e)Sp(@)),
donde wy - - wp)|W y 51+ sp()|S’. Completando con ceros la subsecuencia de S’
que define a g € X(W,S") y repitiendo el proceso anterior en forma recursiva, si es
necesario, tenemos que g € Xy (W, 5)

Si g # 0, entonces (4.5) se cumple trivialmente. Asi podemos suponer (4.5) reor-
denando, y seleccionamos W1|W y 5|5’ tales que Wi = wy -+ wy, S; = s1-+-8 y
g = thlwisi, con ¢t maximal.

Notemos que ¢t < |[W|. Si t > |W/| — h(S), entonces g € Sy (W, S;0"9) C

Xw((W,S), como deseamos. Supongamos que

t < [W|—h(S) - 1. (4.6)
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En consecuencia
|S;1S| > |[W|+D(G) —1—h(S) —t > D(G). (4.7)
Observemos, en vista de (4.6) y las hipdtesis, que
W W| = |W|—t>h(S)+1>D(G). (4.8)

Sea S" = 51545041 S|g|—h(s) Y W = Wy wwWeyr - wy,. En vista de (4.7) y
(4.8), sea

T := (Wig15041) (Wer25042) -+ (wt+D(G)8t+D(G)) € F(R).

Observemos que |T| = D(G), luego la definicién de D(G) implica que T' tiene
una subsecuencia no nula de suma cero, digamos ( re-indizando si es necesario)
(Wir1St41) (Wes2Sey2) - (WearSeyr), donde 7 > 1. Pero las secuencias wy -« - Wiy, ¥
S1 -+ Spar contradicen la maximalidad de ¢, completando la prueba. m

Notemos que el Lema 4.4.1 es aplicable para W € F(Z), considerando la
secuencia (wy - 1)(wy-1) -+ (wy, 1) € F(R), donde wy - --w, = W y 1 es el elemento
identidad multiplicativo de R. Notemos también que si no se cumple (i) en el
Corolario 4.4.2, el caso H trivial implica h(S) < |G| para |S| < 2|G| — 1, y que
2|G| —1 > |G|+ D(G) — 1, en vista de la cota trivial D(G) < |G|. Asf la restriccién
h(S) < |G| en el Corolario 4.4.2 se puede quitar cuando |S| < 2|G|—1, en particular,
cuando |S| = |G|+ D(G) — 1.

Corolario 4.4.2 Sea G un grupo abeliano finito, y sea W un secuencia, de longitud
|G|, de enteros primos relativos pcon |G|. Si S € F(G) con |S| > |G| +D(G) -1y

|G| > h(S) > D(G) — 1, entonces se cumple una de las siguientes alternativas
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(1) Bjg(W, ) =G.

(i1) Eziste g € G y H < G tal que todos, excepto a lo mds |G/H|— 2 términos de

S, pertenecen a g+ H.

Demostracién. Podemos suponer, sin perder generalidad, que vo(S) = h(S).

Asi nuestra hipétesis implica que podemos aplicar el Lema 4.4.1, en consecuencia
S(W,$) = Sy (W, S). (49)

Como podemos suponer que (i7) no se cample con H trivial, se sigue que h(S) < |S|—
|G| + 1. Consecuentemente, como |W| = |G| > h(S), entonces el resultado se sigue
de (4.9) y del Corolario 4.4.1 aplicado con h = h(S) (en vista de D(G) > d*(G) +1).



Conclusiones

Sea S una secuencia en un grupo abeliano G y W = wy - ws - ... - w, una
secuencia en Z, con (W) =0 (mdd exp(G)) y |S] > |G|+ [W] — 1.

El Teorema de EGZP (2.2.1) dice que si S y W son secuencias como las

descritas anteriormente, y ademas la secuencia S tiene una n-particion A;-As-.. .- A,
n

tal que |w; - A;| = |A;] para todo i € {1,...,n}, entonces > w; - A; contiene un
i=1

subgrupo no trivial.
Observemos que si todos los términos de W son coprimos con exp(G) entonces,

para cualquier n-particiéon As - ...- A, de S, se tiene que |w; - A;| = |A;|, luego el
n

Teorema EGZP implica que > w; - A; contiene un subgrupo no trivial.
i=1
Algunos resultados algebraicos permitieron obtener propiedades de la

constante d*((), andlogas a las propiedades de la constante de Davenport D(G),
siendo G un grupo abeliano finito, entre las propiedades que se obtuvieron tenemos
ZS5(G) > |G| +d(G) — 1y d*(G) > d*(G/H) + d*(H).
Se mostré que si w; - ... w, € F(Z),y S € F(G) con |S| >n >d*(G),y S
tiene al menos dos términos de multiplicidad d*(G), entonces existe H < Gy una
d*(H) d*(H)

n-particién de de S'|S tal que > w;-A;=| > w; | g+ H.
i=1 i=1

Se dieron dos nuevos Teoremas de Particion, los cuales describen la estruc-
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tura de una secuencia S tal que, toda n-particion A; -...- A, de S, satisface que
| > wi Ayl < min{|G|,|S| —n+1}, donde wy - ... w, € F(Z)y n > d*(G), parti-

cularmente se mostré que debe existir una n—particién de S’|SS y H < G, tal que
d*(G) d*(H)
Z A= Z w; | g+ H. para algin g € G. Estos resultados se han obtenido por
i=1 i=1
medio de un proceso inductivo, sobre |G|, cuya base fué establecida por el Teorema

2.3.2 y cuyo paso inductivo pudo lograrse usando el Teorema de Mann, las propie-
dades de d*(G) y el resultado descrito en el parrafo anterior. Los nuevos Teoremas
de Particién generalizan, cuando |W| > d*(G), el ya conocido Teorema de Particién
de Grynkiewicz en ([14]).

En general, los problemas de representacién de grupos requieren que las se-
cuencias en GG tengan longitud al menos ZS(G), los nuevos teoremas de particién,
permitieron mejorar resultados sobre secuencias de suma cero, mostrando que es
suficiente que la longitud de la secuencia sea al menos |G| + d*(G) — 1.

Este trabajo de investigacién constituye un buen aporte para el estudio de los
problemas de suma cero y representacién de grupos por sumas de subsecuencias, de
hecho, se demostro la potencialidad de los nuevos Teoremas de Particion al verificar,
como consecuencia de ellos, una mejora de un teorema de Gao, (colocando en la
hipétesis S| > |G| +d*(G) en lugar de |S| > |G|+ D(G) — 1), un caso especial de la
Conjetura Ordaz-Quiroz y una variante de la Conjetura de Hamidoune, la cual es
vélida cuando al menos d*(G) de los w; son primos relativos con |G|. La Conjetura
Ordaz-Quiroz atin permanece abierta, solo se logré establecerla para un caso especial
y se mostraron algunos ejemplos donde se cumple.

Es posible que los métodos usados para estas tres aplicaciones puedan ser
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empleados para resolver o extender otros problemas de suma cero, de hecho, re-
cientemente, en [17], hemos usado los nuevos Teoremas de Particién de este trabajo

como herramienta para demostrar una conjetura de Thangadurai que aparece en

17].
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