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Capitulo 1

Introduccion

Los flujos y transformaciones que surgen de las ecuaciones del movimiento en
mecanica clasica preservan el volumen del espacio de fases, razon por la cual son lla-
mados conservativos, y el estudio de esta propiedad motivo el desarrollo de ideas que
origin6 la Teoria Ergddica de sistemas deterministicos. En los inicios de la Fisica Es-
tadistica, en la segunda mitad del siglo XIX, Ludwig Boltzmann introdujo el término
ergodico en el contexto del estudio de gases como sistemas de particulas, y desde en-
tonces, aun cuando en su formulacién original la Hipotesis Ergddica fue extremamente
inverosimil, la Teoria Ergddica crecié hasta convertirse en una 1util herramienta en mu-
chas ramas de la Fisica. Con la natural evoluciéon de las ideas y las reformulaciones
subsequentes de los conceptos, la idea original de la hipotesis ergédica vino a traducirse
en el enunciado siguiente: “los promedios temporales de trayectorias tipicas coinciden
con los promedios espaciales”, esto es

n—1
T}Lr{}o%;qﬁ(f’“(af)) = /Mcbdu p—ctp x € M.

Un sistema, representado aqui por la transformacion f, es p-ergddico si satisface la
condicién anterior para todo observable continuo ¢ o, equivalentemente, si y sélo los
conjuntos con p-medida nula o maxima (siendo p una medida de probabilidad) son
invariantes por la accién de la dindmica. Alrededor de 1931, después de la aparicion de

los primeros teoremas ergddicos, demostrados por J. von Newmann y G. Birkhoff, se



conjeturé que la mayoria de los sistemas conservativos eran ergodicos. Particularmen-
te Birkhoff conjeturé que los homeomorfismos que preservan volumen de variedades
compactas son ergddicos genéricamente.

No obstante, con el descubrimiento del hoy conocido fenémeno de Kolmogorov-
Arnold-Moser (KAM) en 1954, se establecié la existencia de conjuntos abiertos formados
por sistemas conservativos no ergddicos. En términos algo més claros, la teoria KAM
presenta sistemas completamente integrables con una dinamica que podriamos describir
en una palabra como “eliptica”, para los cuales una gran cantidad (volumen positivo) de
toros invariantes sobreviven a perturbaciones, y este hecho es contrario a la ergodicidad.
En la terminologia moderna, estos sistemas elipticos son ejemplos de sistemas no estables
ergodicamente.

En franco contraste con el comportamiento eliptico, la ergodicidad prevalece en
el otro extremo del espectro, es decir, entre los sistemas “fuertemente hiperbolicos”.
Especificamente, después de resultados parciales obtenidos por Hopf y Hedlund, Anosov
(en [A]) demostré que el flujo geodésico de variedades compactas con curvatura negativa
es ergodico. De hecho, la propiedad es compartida por cualquier sistema conservativo
con suficientes propiedades de regularidad y de hiperbolicidad uniforme y completa,
tratese de flujos o de difeomorfismos.

A finales de la década de los sesenta del siglo XX ocurrié una confluencia de la
investigacion de propiedades ergddicas con el programa de Smale [Sm2| para el estudio
de la estabilidad estructural, o mas ampliamente, la comprension de la estructura de
orbitas de difeomorfismos genéricos. El propdsito de clasificar, genéricamente tal vez,
los sistemas dindmicos no habia sido realizado, la (omega) estabilidad estructural no es
densa [Sm1], ni genérica [AS]. Més tarde Jacob Palis intenta replantear el programa de
Smale en términos de dinamica medible y perturbaciones aleatorias, en su conjetura de
2000 [Pal] y [Pa2], que se constituye en una de las diversas direcciones importantes de
desarrollo de los sistemas dinamicos en la actualidad. Mientras que la hiperbolicidad
clasica aparecié en la década de los 60 en los trabajos de Anosov y Smale [A] [Sm2],
la hiperbolicidad parcial fue introducida a comienzos de los 70 por Brin y Pesin [BrPe]
motivada por el estudio de cierta clase de flujos denominados “frame flows”, y también

surgié naturalmente del trabajo de Hirsch, Pugh y Shub [HPS] sobre hiperbolicidad



normal.

La estabilidad estructural implica que todas las propiedades topologicas asociadas
a la estructura de érbitas son robustas. Una en particular, la transitividad topoldgica,
tiene una versién andloga en el contexto medible, que es la ergodicidad. Por un lado,
la transitivitad topoldgica robusta de sistemas dinamicos uniformemente hiperbdlicos
motivé la investigaciéon y busqueda de clases mas amplias de sistemas dindamicos que
fuesen robustamente transitivos (vea por ejemplo [BDV] y las referencias alli conteni-
das). Por otro lado, este interés por la transitividad robusta, aunado al hecho que los
sistemas dindmicos hiperbdlicos que preservan volumen son ergédicos (con respecto al
volumen), pudieron haber llevado a Hirsch, Pugh y Shub a proponer la cuestién, al
final de [HPS] acerca de si las perturbaciones C' de automorfismos torales ergédicos
son también ergddicas. Desde 1933, los difeomorfismos de Anosov eran los tinicos ejem-
plos conocidos de difeomorfismos establemente ergddicos, hasta que Grayson, Pugh y
Shub [GPS] demostraron que la transformacién tiempo uno de flujos geodésicos sobre
superficies de curvatura negativa es establemente ergddico. Este ejemplo es un caso
particular de difeomorfismo parcialmente hiperbdlico y motivé la formulacién de la si-
guiente conjetura ([PuSh2|, [PuSh3]): la ergodicidad estable es abierta y densa entre
los difeomorfismos C? parcialmente hiperbdlicos que preservan volumen de variedades
compactas. Mas o menos al mismo tiempo surgié un renovado interés por las propieda-
des geométricas y ergodicas de los sitemas parcialmente hiperbdlicos, en el méas amplio
contexto de sistemas dinamicos no conservativos. Uno de los objetivos principales es
establecer la existencia y finitud de medidas SRB (Sinai, Ruelle, Bowen) y caracterizar
sus cuenca de atraccion. Asi, el tema general de la dinamica parcialmente hiperbdlica
ha llegado a ser, en las tdltimas dos décadas, un campo de investigacion muy activo
que ocupa el interés de un importante nimero de mateméticos. Vea la referencia [BDV]
para una detallada descripcion de los muchos progresos alcanzados en los ultimos anos.

La hiperbolicidad parcial es apenas una de las posibles extensiones de la nocién de
hiperbolicidad clésica (hoy identificada como uniforme y completa). La hiperbolicidad
clasica puede describirse como la propiedad en la que el espectro de Mather del sistema
se descompone en dos partes, una en el interior y otra en el exterior del circulo unitario

del plano complejo. La hiperbolicidad parcial por su parte, en su version restringida,



requiere que el espectro de Mather esté repartido en tres partes anulares en el plano,
de las cuales la mas interna se encuentra en el interior del circulo unitario, mientras
que las mas exterior es externa al circulo. Las ideas y métodos en el estudio de siste-
mas dindmicos parcialmente hiperbdlicos extienden los correspondientes a la teoria de
sistemas dinamicos uniformemente hiperbdlicos, la cual es presentada en diversas obras
tales como [HP], [B], [Sh], [HPS], [KH], entre otras. El estudio de la hiperbolicidad
parcial se ha venido desarrollando con dos objetos en mente: la ergodicidad estable y
la transitividad robusta. En el presente trabajo estamos interesados mayormente en la
ergodicidad estable. El libro [BDV] de C. Bonatti, L. Diaz y M. Viana contiene una
descripcion del estado del arte en materia de transitividad robusta. Parte de las in-
vestigaciones mas recientes en materia de ergodicidad estable y atractores parcialmente
hiperbdlicos giran en torno a un programa propuesto por Pugh y Shub que parte de una
idea expresada por ellos en términos simples: un poco de hiperbolicidad puede bastar
para asegurar ergodicidad. En términos mas rigurosos, Pugh y Shub plantean conjeturas
acerca de propiedades geométricas como accesisibilidad y ramificaciones centrales que
fundamentan las conjeturas acerca de la abundancia de la ergodicidad estable, como fue
enunciada arriba, para sistemas conservativos globalmente parcialmente hiperbdlicos.
El articulo [W2] contiene una descripcién del programa de Pugh y Shub y una rela-
cion de los avances respectivos mas importantes relacionados con sistemas conservativos
parcialmente hiperbodlicos.

Parte de los métodos han sido extendidos y conbinados con otras ideas nove-
dosas de reciente apariciéon para el tratamiento de sistemas disipativos parcialmente
hiperbdlicos, tal como lo evidencian diversos estudios que abordan la ergodicidad es-
table para atractores parcialmente hiperbdlicos. En todos los casos, es de fundamental
importancia controlar la naturaleza de los exponentes de Lyapunov en el subfibrado
central, como lo demuestran los trabajos de Bonatti y Viana [BV] y de D. Dolgopyat
[DO], que constituyen la base de las ideas iniciales para el tatamiento de la ergodicidad
estable de atractores parcialmente hiperbdlicos. Entre otros diversos resultados nota-
bles, Burns, Dolgopyat, Pesin y Pollicott en [BDPP] han establecido condiciones para
la ergodicidad estable de ciertos atractores parcialmente hiperbdlicos que preservan una

forma generalizada de medida de Gibbs, llamadas u-medidas. El presente trabajo re-



coje y describe detalladamente los aspectos mas importantes de ese trabajo y de otros
relacionados directamente en torno a la ergodicidad estable. Otros notables resultados
sobre ergodicidad y estabilidad han sido obtenidos recientemente por Federico y Jana
Rodriguez-Hertz junto con Raul Ures en [RRU1] y [RRU2] por un lado y por Keith
Burns y Amie Wilkinson en [BW].

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se establecen
de manera precisa algunas definiciones acerca de hiperbolicidad parcial, hiperblicidad
no uniforme, exponentes de Lyapunov, variedades invariantes, u-medidas y ergodicidad
estable. El Capitulso 3 aborda un conjunto de resultados preliminares, incluyendo algu-
nos de caracter general relacionados con el problema principal de la ergodicidad estable
para atractores parcialmente hiperbdlicos. Finalmente, en el Capitulo 4 se demuestra el

resultado principal del articulo [BDPP].



Capitulo 2

Definiciones y resultados

preliminares

Consideremos una variedad diferenciable M, Riemanniana, compacta y sin borde.
Sea f : M — M un difeomorfismo y denotemos dist a la distancia en M inducida por la
métrica Riemanniana. Un subconjunto compacto A C M es llamado un atractor para

f si existe un entorno abierto U de A tal que f(U) C Uy

A=)
n=0

Un conjunto compacto A C M invariante por f es llamado parcialmente hiperboli-
co si f|p posee la siguiente propiedad: el fibrado tangente T'A sobre A admite una
descomposiciéon

TAN=FE°® E°® E"

en subfibrados E*, E¢ y E" invariantes por Df denominados respectivamente fuer-
temente estable, central y fuertemente inestable, para los cuales existen constantes

0 < As <A <1< N < )\, satisfaciendo las siguientes condiciones, para z € A:

1D fe(0)]| < Asfl]] para v € E*(x),
Allvll < IDF()ll < Adljoll - para v € E(x),
Aullv]] < [|D £z ()] para v € E*(z).



Si M = A entonces se dice que f es un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, y
si A es un conjunto parcialmente hiperbdlico y atractor para f, entonces diremos que A
es un atractor parcialmente hiperbolico. Los subfibrados E° y E* son integrables, esto
es, en cada punto z € A existen variedades V*(z) y V*(z) denominadas variedades
locales fuertemente estables e inestables respectivamente tales que T,V*(z) = ES y
T, V*(z) = EY. Estas variedades estdan caracterizadas de la siguiente manera: existen

una vecindad U(x) del punto x y una constante C' > 0 tal que:
Vi(x) ={y € U(x) : dist(f"(x), f"(y)) < CA"dist(z,y),Vn > 0},

Vi(z) ={y € U(x) : dist(f"(x), [ (y)) < CAidist(x,y),Vn > 0}.

Se definen para x € A la variedad fuertemente inestable global y la variedad fuertemente

estable global respectivamente por:

W) = |J 1 (@),

n=0

We(z) = |J Fves@).

n=0
Ver [HP] y [HPS].

Una particiéon F de A es una foliacion si existen 6 > 0, € > 0 y un entero k > 0

tal que para todo = € A se verifica lo siguiente:

(1) Hay una variedad diferenciable W (z) inmersa en M de dimensién k conteniendo a
x de manera que F(z) = W(x) N A, donde F(z) es el elemento de la particion F
que contiene a x. La variedad W (x) se denomina hoja global de la foliacién en = y
a la componente conexa de W(x) N B(x,0) que contiene a x se le llama hoja local

de la foliacion en z y se denota por V(z). El numero 0 es denominado el tamarno
de V(z).

(2) Existe una aplicacién continua ¢, : AN B(x,e) — C*(D, M), donde D es la bola
unitaria en R¥, tal que para cada y € AN B(z,¢) se tiene que V(y) = ¢.(y)(D).



Ahora revisemos algunas nociones basicas de la teoria de hiperbolicidad no uni-

forme siguiendo [BaPe], [KH], [Pe]. Denotemos

, 1 "
X(IL‘,'U) = hmsupﬁ IOg ||Df ('U)Hv

n—o0

el exponente de Lyapunov de un vector no nulo v € T, M con x € A, y por X}(x)
los valores de los exponentes de Lyapunov en z, de los cuales hay solo una cantidad
finita. Note que las funciones x’(x) son invariantes. De acuerdo con [BaPe] existe un
subconjunto A C A de medida maxima el cual consiste de puntos regulares de Lyapunov
(L-requlares), lo cual significa, entre otras cosas que

1 n
X(w,0) = Tim —log [Df"(v)]|

para todo vector v € T, M no nulo. Una medida invariante p con soporte contenido en
A es llamada hiperbdlica si la propiedad x(z,v) # 0 para v € T, M no nulo es cierta
para p-ctp x € A. Se verifica en tal caso que para x € A con exponentes no nulos, el

espacio tangente en x admite una descomposicién invariante
T.M = E; (v) © E;[(a:)

en subespacios E (z) y E7 (x) estable e inestable respectivamente. Denotemos A () =
eX-(@) v A, (z) = 4@ donde y_(z) y x4(x) son el mayor exponente de Lyapunov
negativo y el menor exponente de Lyapunov positivo en x respectivamente. Entonces

para cada € > 0 existen funciones medibles de Borel C'(x) > 0y K(z) > 0 tales que

IDf"(0)|| < Clz)A-(2)"e™ o] para v € E~(z) y n >0, (2.1)
DS (W)l < Cla) A (2)"e™[|v]| para v € ET(z) y n >0, (2.2)
L(E™ (), B (2)) > K(=), (2.3)
C(f™(z)) < C(x)ef™, K(f™(x)) > K(z)e ™ para todo m € Z. (2.4)

Para cada = € A es posible construir variedades estables e inestables locales V= (x) y

V*(x), las cuales estédn caracterizadas como sigue: existe d(x) > 0 tal que:

Vi(z) ={y € B(x,d(x)) : dist(f"(x), f"(y)) < Ca)As(x) "edist(x,y), Vn > 0},



mientras que,
V= (z) ={y € B(z,0(z)) : dist(f"(x), f"(y)) < C(x)A_(z)"edist(z,y), Vn > 0}.

Ver Teorema de Pesin en [KH].

El niimero §(x) se denomina el tamano de las variedades V*(x). Los tamaros de
las variedades locales estables e inestables varian de forma medible con z, esto es, la
aplicaciéon x — 0(x) es medible. Cabe destacar que la funcién § satisface la siguiente
propiedad: 6(f™(z)) > 6(x)e¢I™ para todo m € Z.

De acuerdo con la referencia [BDPP], se tratara el caso en que x%(z, E°(z)) < 0
para algin x € A (usualmente para casi todo x con respecto a una medida de probabi-
lidad f-invariante sobre A). Para tal z se tiene E~(x) = E*(x) & E°(z). En particular,
V*t(z) = V¥ ). Observe que VT (x) D V¥(x) y V~(x) D V*(x).

Ahora veremos una propiedad importante que tiene la foliacion de variedades
estables V'~ y la foliacion de variedades fuertemente inestables llamada continuidad
absoluta.

En general, sea F una k-foliacion en una variedad diferenciable M, Riemanniana y
compacta de dimensién n. Consideremos z, y en F(x) y X1, ¥y dos subvariedades n — k-
dimensionales conteniendo a z y y respectivamente y transversas a F(z). Si escogemos
un ¢ > 0 suficientemente pequeno y dist(z,y) < €, entonces existen subvariedades
31 C Y1y Xy C ¥y que contienen a z y y respectivamente y existe una funcién biyectiva
y continua 7 : ¥ — ¥, definida por 7(z) = F(2)NY; que verifica distr() (2, 7(2)) < 2,
para todo z € ¥ (distz(,) es la distancia inducida por dist en F(2)). La funcién 7 es
llamada la funcion de holonomia (asociada a z, y y a la foliacion F). Para mas detalles
ver [BrPe].

Sea v una medida definida en la o-algebra de Borel de subconjuntos de M. Denote-
mos por vy, v vy, las medidas condicionales inducidas por v en ¥ y 35 respectivamente.
Diremos que la foliacién F es absolutamente continua respecto a v si la medida m,vs,

es absolutamente continua respecto a vy, para todas las funciones de holonomia.

TEOREMA 2.1 Sea f un difeomorfismo de clase C'*® que posee un atractor parcial-

mente hiperbdlico A. Sea i una medida de probabilidad invariante por f e hiperbdlica.
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Entonces la foliacion estable V'~ es absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue en M.

Para una demostracién de este resultado vea [BaPe].

Un resultado importante en la teoria ergédica diferenciable es el siguiente, el cual
establece la descomposicion de una medida en una cantidad numerable de componentes
ergddicas.

TEOREMA 2.2 Sea f un difeomorfismo de clase C'*® de una variedad diferenciable
M Riemanniana y compacta. Sea p una medida de probabilidad de Borel f-invariante y
tal que los exponentes de Lyapunov son no nulos en un conjunto medible A de p-medida

positiva. Entonces existen conjuntos invariantes A; con i > 0 tales que:

L JA=AyAnA =2, sii#]

120

2. u(Ag) =0, y u(A;) > 0 para cada i > 1.
3. f|IA; es ergddica con respecto a la medida pu restricta a A; para cada i > 1.

Los pares (f|A;, ;) con @ > 1y donde p; es la restriccion de la medida p a A; se denomi-
nan componentes ergddicas del sistema (f|A, ). Algunas veces llamaremos componentes
ergddicas solo a los conjuntos A;.

Ahora vamos a introducir el concepto de u-medida. De la manera usual, denotemos
por m*(z) el volumen Riemanniano sobre V*(z) inducido por la métrica Riemanniana
sobre V*(z) como subvariedad diferenciable de M. Dados z € A y r > 0, denotamos
por B(z,r) la bola en M con radio r y centro z, y consideremos la particién &* de
B(z,7r) N A por variedades fuertemente inestables V*(y) variando y en B(x,r) N A.

DEFINICION 2.1 En el contexto previamente establecido, una medida f-invariante
con soporte en A es una u-medida si las medidas condicionales p*(y) inducidas por
sobre los elementos £*(y) de la particién £ conteniendo a y, son equivalentes a m"(y)
para p-ctp y € B(x,r) NA.
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El problema general de la ergodicidad estable para sistemas disipativos consiste
en determinar si la continuacién analitica (vea [Sh]) de un atractor parcialmente hi-
perbdlico y ergédico respecto de una medida natural (u-medida, fisica, SRB, etc.) es
también ergédico. Una respuesta parcial a este problema ha sido dada por K. Burns, D.
Dolgopyat, Ya. Pesin y M. Pollicott en [BDPP], cuyo torema principal es el siguiente,

y cuyo desarrollo y analisis minucioso es el objetivo central de este trabajo.

TEOREMA 2.3 Sea f un difeomorfismo de clase C**® exhibiendo un atractor parcial-
mente hiperbdlico Ay. Suponga que existe una tinica u-medida jv para f con respecto a
la cual f tiene exponentes centrales negativos en p casi todas partes. Entonces cualquier
difeomorfismo g de clase C1** suficientemente préximo de f en la topologia C*** de tal
forma que g tiene un atractor parcialmente hiperbdlico A4, también posee exponentes
centrales negativos sobre un conjunto que tiene medida positiva con respecto a una
u-medida 1, asociada a g. Esta medida es la tinica u-medida de g, la restriccion de g
a A\, es ergddica con respecto a p, y la cuenca B(p,) de p, tiene volumen total en la
cuenca de atraccion de A,.



Capitulo 3

Algunos resultados sobre u-medidas
y ergodicidad en atractores

parcialmente hiperbdlicos

Sean f : M — M un difeomorfismo, A un atractor parcialmente hiperbdlico
teniendo a U como cuenca topoldgica de atraccion y x una medida en una vecindad U
de A de manera que k es absolutamente continua con respecto al volumen Riemanniano

m. Consideremos la sucesién (u,,) dada por:
1 n—1
k
n = — * bl 31

donde fFk(B) = k(f~*(B)) para todo conjunto de Borel B. En [PeSi] se demuestra que
cualquier punto limite p de la sucesién anterior (en la topologia débil*) es una medida

concentrada en A y tiene la siguiente propiedad:

PROPOSICION 3.1 Para p-casi todo punto x € A la medida condicional p*(z) genera-
da por p en la variedad (global) fuertemente inestable W"(x) es equivalente al volumen

Riemanniano m"(x) en W*(zx).

Esto es, para atractores parcialmente hiperbdlicos existen las u-medidas. Otra forma de

construir u-medidas es la siguiente: Fijemos un punto z € A y consideremos la variedad

12
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fuertemente inestable local V*(x), esto es la componente conexa que contiene a x de la
intersecciéon de W*"(x) con una bola centrada en = y de radio suficientemente pequeno.

Consideremos la sucesion de medidas (v,),>0 definida por:

n

P > frmt(x). (3.2)
k=0

En [BDV] se demuestra que la clase de todas las u-medidas es la clase de todos los

puntos limites de sucesiones de medidas dada por (3.2).

PROPOSICION 3.2 Si p es una medida invariante para f y la cuenca ergddica de p

tiene volumen positivo, entonces p es una u-medida.

La demostracion de esta proposicién se encuentra en [BDV]. La siguiente propo-

sicion es un reciproco parcial de la proposicién anterior.

PROPOSICION 3.3 Si existe una unica u-medida para f en A, entonces su cuenca

ergodica tiene volumen total en la cuenca topoldgica de atraccion de A.

Este resultado fue probado en [Do] cuando A = M.

PROPOSICION 3.4 Las componentes ergédicas de una u-medida son u-medidas.

Para una demostracién ver [BDV].

Sea r > 0, denotemos por LL(f,r) el conjunto de puntos x € A para los cuales el

tamano de la variedad estable local V'~ (z, f) estd acotada inferiormente por r.

PROPOSICION 3.5 Sea f un difeomorfismo de clase C'*® que tiene un atractor par-
cialmente hiperbdlico. Entonces, para cada a > 0 existen numeros r = r(a, f) > 0y
p = pla, f) > 0 los cuales dependen continuamente de f en la topologia C1**, tales que

las siguientes propiedades se verifican:

(1) Sea p una u-medida para f con respecto a la cual f tiene exponentes centrales

negativos en un subconjunto invariante A con medida positiva. Si

x(z, )| = a (3.3)
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para ji-casi todo punto x € A y todo v € T, M no nulo, entonces para p-casi todo
x € A existen > 0 tal que f~"(z) € L(f,r).

(2) Sea p una medida ergédica tal que (3.3) se cumple para p-casi todo z € A 'y todo
v € T, M no nulo. Entonces p(LL(f,r)) = p.

Para una demostracién ver [BDP].

PROPOSICION 3.6 El soporte de cualquier u-medida para f en A estd saturado por
variedades fuertemente inestables, es decir, es unién de variedades fuertemente inesta-
bles.

La demostracién de este resultado se encuentra en [BV].

Ahora se presentaran algunos resultados con demostraciones, que se usaran para

la prueba del Teorema principal (Teorema 2.3).

TEOREMA 3.1 Sea (f,) una sucesiéon de difeomorfismos de clase C'™* en M que

converge a un difeomorfismo f en la topologia C1*.

(1) Si f tiene un atractor parcialmente hiperbdlico A, entonces para n suficientemente

grande f,, también tiene un atractor parcialmente hiperbdlico A,,.

(2) Si p, es una u-medida para f, y la sucesion (u,) converge en la topologia débil * a

una medida i, entonces i1 es una u-medida para f.

Demostracion. La prueba de la primera parte se encuentra en [HPS], aqui se presen-
tard la prueba de la segunda parte. Por la primera parte, f, tiene un atractor parcial-
mente hiperbdlico A,, para n suficientemente grande, de modo que podemos considerar,
para tales n, la distribucién inestable E" asociada a f,. Sean z € A y r > 0 suficiente-
mente pequeno de manera que p(90B(x,r)) = 0. Veamos que u|B(z,r) genera medidas
condicionales en las hojas inestables V*(y, f) con y € B(z,r)NA que son absolutamente
continuas respecto al volumen en V*(y, f).

Consideremos una subvariedad T" tal que T' C B(x,r) y T es transversa a V*(x, f)

enxyaV"y,f) paray € B(xz,r) N A. Por continuidad de las variedades fuertemente
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inestables con respecto al difeomorfismo tenemos para n suficientemente grande que T’
es transversa a las hojas V%(x, f,). De acuerdo con el Teorema 3 en [PeSi| para cada n

la u-medida pu, cumple con:

dpn(y)|B(z,r) = dpn(y)dAa(y), y€T.

1
cn(y)

Donde A, es la medida de Borel en T" inducida por el volumen Riemanniano m, u!(y)

es la medida p, condicionada a V*(y, f,) y con densidad p,, dada por

R s el 25 (e ()
" L Sac DB ()

e V' (y. f). (3.4)

Y nly) = fV“(y,fn) pn(2)dmy (2).
Afirmamos que p,, — p uniformemente, donde p viene dado por:

2 Jae(DF B (7 ()
o) =11 5emrE () (3:5)

En efecto, sean n suficientemente grande de tal forma que cada f,, tiene un atractor

1=0

parcialmente hiperbdlico A, y k > 1. Denotemos por p, ;. y px las funciones dadas por

las siguientes expresiones:

k—1

B Jac(DfHE)(f, " (v))
puie(2) = g Jac(Df=E)(f(2))

k—1

(o) = T[22 2I B )
L Soco = Em (7772
Como Jac(Df, '|E") es a-Holder continuo para cada n, entonces por la Proposicién 2
en [PeSi] se tiene que la sucesién (py, ) converge uniformemente en k a p, para cada n.
Mediante el mismo argumento tenemos que p, — p uniformemente.

Por otro lado, dado que (f,,) converge a f en la topologia C1** y la distancia entre
los puntos f,“(y) v f,*(z) se contrae exponencialmente debido a que z € V¥(y, f,),

entonces para todo € > 0 existe un N = N(e) tal que si n > N, se verifica |p, x(z) —
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pe(2)| < g, para todo k > 1 y todo z € V%(y, f,). Al tomar limite cuando k — oo
obtenemos que p,(z) — p(z) cuando n — oo y la convergencia es uniforme en z.
Retomando de nuevo la demostracién de la parte 2 del Teorema, consideramos
si es necesario una subsucesion de (A,) la cual seguiremos denotando por (\,) tal que
An — A para alguna medida A en 7.
Como u(0B(x,r)) = 0, entonces para cualquier € > 0, hay un 6 > 0 de manera

que f,(0sB(x,7)) < € para todo n, donde JsB(z,r) denota la d-vecindad en M de

1
0B(z,r). Como consecuencia tenemos que la sucesion / ©(2)pn(z)dma(2)
cn(Y) Jvugy,fa)

es uniformemente integrable, y dado que
1
cn(Y)

n(2 . z2)p(z)dm"(z), n — oo
[ etm@imie s o [ e, .

donde ¢(y) = / p(z)dm*(z), entonces
Vi(y,f)

1 1
/ —pppdmidN, — —ppdm™d\
B(z,r)

Cn B(z,r) c
para cada funcién continua ¢ : M — R. Ahora, como u, — p en la topologia débil*, se

concluye que
1
du|B(x,r) = —pdm“dA,
c
y por lo tanto p es una u-medida. [ |

Para una funcién continua ¢ : M — R, o1 y ¢~ denotan los promedios de Birkhoff

1 &
“(2)= lim — (2 = lim k
o (2) 3ol v mnzw
Un punto z es reqular de Birkhoff si ¢~ (z) = ¢ (z). Consideremos el conjunto B de
puntos regulares de Birkhoff en A. Usando el hecho que el espacio de funciones continuas
de M en R es separable y el Teorema ergédico de Birkhoff, se verifica que B tiene u-
medida total en A. Ver [M].

TEOREMA 3.2 Si f tiene exponentes centrales negativos en un conjunto invariante A

de medida positiva con respecto a una u-medida p para f, entonces:
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(1) Cada componente ergddica de f|A con u-medida positiva es es un conjunto abierto

(mod 0); en particular A es abierto (mod 0).

(2) Si para p-casi todo x la trayectoria {f™(x)} es densa en sop(u), entonces f es

ergodica con respecto a .

Demostracién. Sea A el conjunto de puntos L-regulares en A, el cual tiene y-medida
total en A. Denotemos por B a la interseccién BN A. Asf B tiene p-medida total en A.

Del hecho que p es una u-medida y por la continuidad absoluta de la foliacién
inestable fuerte tenemos que en p-casi todo = € B se cumple que m*(x)-casi todo punto
de V*(x) estd en B.

Por otro lado, si z; y 2z son puntos L-regulares que estdn en V*(z) para algin
x € A, entonces xr(z1) = xs(22). Esto se verifica debido a que si z; y 2z, estan en
V*(x) entonces las érbitas hacia el pasado de 21 y 29 tienen el mismo comportamiento
asintotico y por la L-regularidad de los puntos se obtiene la igualdad de los exponentes
de Lyapunov. Luego, si € AN B se tiene que Ve(z) N BcC A

Ahora consideremos 2 € ANB tal que p(z) y m*(x) son equivalentes y m*(x)-casi
todo punto de V*(z) estd en B. Sean C y K las funciones asociadas a la hiperbolicidad
parcial de A como en (2.3) y (2.4) del capitulo anterior. Para cada m > 1 se define .
por
Ay = {y eN:Cy) <m, K(y) > %}

Cada Km es medible, ]\\m C Kmﬂ para todom > 1y A = Um>1 /A\m Para cada Km
existe d,, > 0 tal que §(y) > 0, para cada y € A, (Vea [BaPe)).

Por otro lado, como m*(z)(V*(z) N B) = m*(z)(V*(x) N BN (UpsiAw)) =1y
la sucesién de conjuntos {/A\m} es creciente, entonces existe um m > 1 suficientemente
grande de tal forma que el conjunto V*(z) N BN A, contiene a z y tiene m"“-medida
positiva.

Se define Y = Y (z) por Y (z) = V*(z) N BN A,,. Luego, Y es medible, esté conte-
nido en V*(z) N B y por ende en A, m*(z)(Y) > 0 y existe un d > 0 tal que para cada

y € Y el tamano de la variedad V'~ (y) estd acotado inferiormente por .
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Como Y C A, esto es, cada punto en Y tiene exponentes centrales negativos,
entonces para todo y € Y se cumple que V™~ (y) N V*(x) es una interseccién no vacia y
transversa. Luego por la continuidad de la foliacion fuertemente inestable y el hecho de
que los tamanos de las variedades V'~ (y) son mayores o iguales a § > 0 para caday € Y,
podemos considerar r > 0 suficientemente pequeno de tal forma que si 2’ € B~ (z,7)NA,
entonces V'~ (y) N V*%(2') es una interseccién transversa y no vacia para cada y € Y,
donde B~ (z,7) es la bola de centro z y radio r en V'~ (z).

Se definen los conjuntos B y C' por:

B=JV (y) (3.6)
yey
c=C= |J V). (3.7)
'€ B~ (z,r)NA
Ahora consideremos C' = U V*(z"), donde A es el conjunto de puntos 2’ € B~ (x, r)NA
a'€A

tales que m"(z')-casi todo punto de V*(z') pertenece a B. Es claro que C' C C, y por ser
1 una u-medida y de la continuidad absoluta de la foliacion inestable fuerte se concluye

que pu(C'\ C) = 0.

Por la continuidad de la foliacion fuertemente inestable y la transversalidad de
Vi(z') y V~(x) para cada 2’ € B~ (x,r) N A, se puede verificar que el conjunto C
es abierto. Por otro lado, como m*(Y’) > 0, entonces por continuidad absoluta de las
variedades estables locales tenemos que m*(BNV*(z’)) > 0 para todo 2’ € B~ (x,r)NA.
Sea w € C. Asf existe 2/ € A tal que w € V*(2'). Luego, m*(z')-casi todo punto de
V(') estd en By como m*(BNV*(z')) > 0 entonces BNV*(z')NB # @. Consideremos
ze BNV*(x')N B. Por estar z en B existe y € Y de manera que z € V~(y). Entonces

p (w) =9 (2) (z,we V"))
=¢(2) (2€B)
=¢(y) €V (y)
=¢ (y) (yeY CB)
=¢ (z) (yeY CV*z)).
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Es decir, ¢~ es constante en p-casi todo w € C' y en consecuencia C' estd contenido
(mod 0) en una componente ergédica de f en A que contiene a x. Sea D una com-
ponente ergdédica de f en A de p-medida positiva y consideremos x € D N B. De lo
anterior se construye C, como C', el cual es abierto, contiene a x y C, C D . De aqui,

U C. CDyu(D\ U C,) = 0. Luego, D es abierto (mod 0) porque U C, es

z€DNB z€DNB z€DNB
un conjunto abierto en A.

Ahora se demostrard la segunda parte del Teorema 3.2. Veamos primero que
(fIA, 1) es ergddico. Por ser A invariante y de medida positiva, entonces f|A es to-
pologicamente transitivo. Supongamos por el absurdo que existen dos componentes
ergddicas A; y Ay de f|A distintas y ambas de medida positiva. Por la primera parte
del Teorema hay dos conjuntos abiertos U; y U, de manera que Uy C Ay, Uy C A,
Ay =U; (mod 0) y Ay = Uy (mod 0). Asi los conjuntos U; y U, son abiertos no vacios en
Ay por tanto deben contener elementos de una érbita densa en A, pero esto contradice
la invarianza de A; y As. Por otro lado A = A (mod 0), de lo contrario, si u(A\ A) > 0,
entonces podemos tomar z € A\ A tal que su érbita es densa en sop(u), y dado que A
tiene pu-medida positiva y es abierto modulo cero, se obtiene que la orbita de z visita
a Ay esto contradice el hecho que A es invariante. Luego, como (f|A, ) es ergédico
y A = A (mod 0), entonces f es ergddica respecto a p. Con esto queda demostrado el

Teorema 3.2. n

TEOREMA 3.3 Sea f un difeomorfismo de clase C' de una variedad diferenciable,
Riemanniana y compacta M que posee un atractor parcialmente hiperbolico A. Entonces

las siguientes afirmaciones se verifican:

(1) Sea U C A un conjunto abierto. Si para cada © € A existe n = n(z,U) tal que
fr(W™(x))NU # &, entonces para cualquier u-medida i en A y p-casi todo z € A
existe m = m(x) tal que f™(z) € U.

(2) Si para cada x € A la drbita de la variedad global fuertemente inestable W*(z) es

densa en A, entonces sop(u) = A para cada u-medida p.
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Demostracion. (1) Sea U como en el enunciado de la primera parte. Supongamos por
el absurdo que existe una u-medida v tal que el conjunto Y de los puntos cuya semiorbita
positiva nunca visitan U tiene v-medida positiva. Notese que por la continuidad de f
el complemento de Y es abierto y en consecuencia Y es compacto.
Afirmacion. Existe n > 0 tal que para cada x € A y § > 0 se verifica
m"(B"(z,0) \'Y)
m*(B*(x,d))

Donde B*(z,0) es la bola en la variedad V*(z) centrada en x con radio ¢, y m" es el

volumen en V*(z).

En efecto, sean + € A y § > 0. Denotemos por A, s el conjunto B*(x,d) \ Y.
Como 7lirglJr m*(B*(x,6(1 +7))) = m“(B“(x,d)), entonces podemos considerar v > 0
suficientemente pequenio de manera que

m*(B*(x,0)) 1
(B (z.0(1 1 7)) = 2 (3.8)

Sea A > 0. Dado que f expande distancias uniformemente a lo largo de cada variedad

inestable, entonces para todo y € A existe m > 1 tal que

B*(f"(y),A) C fm<B“(y, %7)) (3.9)

Como f™(B"(x,d)) es un espacio de Lindel6ff, podemos extraer del cubrimiento de todas
la bolas de radio A en f™(B*(x,0)) un subcubrimiento numerable { B*(f™(z;), A)}iz1

con cada x; en B*(z,d). Es decir,

fm(B"(x,0)) € (B "(f™(x:), A). (3.10)
i>1
De (3.9) tenemos que para cada i > 1 se cumple lo siguiente,
BU(f™(x:),A) C f (B (g; 7)) (3.11)

Consideremos z; fijo y sea z € B%(x;,07/2). Entonces, por la desigualdad triangular,
dist"(z,x) < dist"(z, x;) + dist"(z;, x)

oy
L4
<5+

< (1 +7).
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Esto es, B%(x;,07/2) C B“(z,d(1 + 7)) para todo ¢ > 1. Combinando esta inclusién

con (3.11) se obtiene para todo i > 1,

B(f"(x:), A) C f™(B*(x,0(1+7))). (3.12)

Por (3.12),

U f Afm (z:) ) - f_m(fm<Ax,5(1+w)>>

i>1

= Az,5(1+’y) :

Combinando esta ultima inclusién con (3.10) obtenemos,

mu(Ax,5(1+’y)) S mu(Ui>1 fim(Afm(l‘i),A»
m(BY(,6)) = m (U f(BU(f(2:),A)))

Usando el Lema del Cubrimiento de Besicovitch (ver [KP]), consideramos un entero

(3.13)

positivo K de manera que

(Uf (Apm(z),a ) Zm " (Apm(z,a)-

=1 i>1

Luego, de aqui y (3.13) tenemos,

M (Agsiin) | 1 Sy m (" (A a))

> 3.14)
i (BY(r,0)) © K Sy mo (B (), A))) |
Por otro lado, para ¢ > 1 fijo se verifica,
W (f M (Ares)) s 20D )dm
m(f=m(Be(fm(x:),A))) fBu(fm(xi)A)JaC(Df*m)dm”
Usando distorsion acotada tenemos que,
T Apriaga)) iy DTN m(Ans) g

(B (P, &) " Tpeimins JacDF ) dme = “mi(Be(z,, &)
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Donde ¢ viene dado por (vea [V]):
Jac(Dy, [™)

¢ = Inf inf _—
m20yy,y2€B*(f™(z;),A) JaC(Dyz fﬁm)

Usando el hecho que Y es un conjunto compacto podemos seleccionar a A > 0 tal que
m*(A,a) > 0 para cada y € A, y como los volimenes m"(y) varfan continuamente con

y € Ay A es compacto, hacemos

i m*(Ay.a
p= mm{m} > 0.

Luego, combinando (3.8), (3.14) y (3.15) obtenemos

m*( Az s5(14)) S <P
mu(Be(x,5(14+7))) =~ 2K’

Como ¢ > 0 es arbitrario, haciendo n = ¢p/2K se tiene la veracidad de la afirmacion.
Retomando de nuevo la prueba de la primera parte del Teorema 3.3, tenemos que por
ser v una u-medida existe un punto z € A tal que m*(V*(z)NY’) > 0, luego del Teorema
de densidad de Lebesgue tenemos que m“-c.t.p. z € V¥(z)NY es un punto de densidad
del conjunto V*(xz) NY y esto contradice la afirmacion.

2) Supongamos por el absurdo que existe una u-medida y para la cual A\sop(u) #
@. Como A \ sop(u) es abierto, entonces por hipétesis, para cada = € sop(u), existe n
entero tal que f™(W"(x)) N (A\sop(u)) # @, y por la Proposicién 3.6 W*(z) C sop(u)
y asi f"(W¥(z)) C sop(p) lo cual es contradictorio. Por tanto sop(u) = A para toda
u-medida . |

Como un Corolario del Teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 3.4 Supongamos que para cada x € A la orbita de la variedad global
fuertemente inestable W"(x) es densa en A. Entonces para cualquier u-medida p en A

y p-casi todo x € A la trayectoria { f"(x)} es densa en A.

Demostracion. Sean {U, },>o una base numerable en A y p una u-medida para f. Por
la parte 1 del Teorema 3.3, para cada n > 0 existe un conjunto A,, medible de Borel en

A con p-medida total, tal que para cada x € A, la érbita de x visita U,.
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Sea A =), An- El conjunto A es medible de Borel con p-medida total, y para
cada x € A la érbita de = es densa en A porque esta visita cada uno de los conjuntos
U, de la base. ]

TEOREMA 3.5 Sea f un difeomorfismo de clase C'™ de una variedad diferenciable,
Riemanniana y compacta M con un atractor parcialmente hiperbolico A. Supongamos

que:

(1) Existe una u-medida p1 para f con respecto a la cual f tiene exponentes centrales

negativos en un subconjunto invariante A de A con p-medida positiva.

(2) Para cada x € A la ¢rbita de la variedad global fuertemente inestable W*(x) es

densa en A.

Entonces 1 es la unica u-medida para f y f tiene exponentes centrales negativos en
p-casi todo x € A. En particular, (f, ) es ergédico, sop(p) = A y la cuenca B(u) tiene

volumen total en la cuenca topoldgica de atraccion de A.

Demostracion. Consideremos p una u-medida como en el enunciado. Por el Teorema
3.41a 6rbita { f"(x)} es densa en A para u-casi todo x € A,y por la parte (2) del Teorema
3.2 obtenemos que el sistema (f, u) es ergédico. Notese que en este caso sop(p) = A
por la parte (2) del Teorema 3.3.

Dado que p(A) > 0, A es f-invariante y f es ergédico con respecto a p, entonces
f tiene exponentes centrales negativos en p-casi todo z € A.

Veamos que p es la tunica u-medida asociada a f. Sea v una u-medida para f
y sean Y, B y C los conjuntos construidos en la demostracion del Teorema 3.2 para
un x € A como en esa demostracién. Por la densidad de las érbitas de las variedades
fuertemente inestables y por la parte (2) del Teorema 3.3 tenemos que sop(v) = A,
y como C es abierto en A, se tiene v(C') > 0 y en consecuencia #(C N A) > 0. Por
ser v una u-medida y la continuidad absoluta de la foliacién de variedades fuertemente
inestables, existe un conjunto N con N C C'N A y v(C'\ N) = 0 tal que para cada
punto z € N se tiene que m"-casi todo punto en W"(z) estd en A. Veamos que cada

punto en N tiene exponentes centrales negativos. En efecto, sea z € N. Recordemos
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que el conjunto C' esta asociado a un punto x que tiene exponentes centrales negativos
y mt-casi todo punto en V*(z) estd en A.

Como z € N y por la continuidad absoluta de la foliacion de variedades estables
no uniformes tenemos que m*(W*(z) N BN /A\) > (), asi usando de nuevo la continuidad
absoluta podemos selecionar un punto y € Y tal que y € A y 3 dado por V~(y) N
Wt (z) = {y'} también esté en A. Luego,

X(z, E)

I
=
—~
Qd\
X
SN~—

x(y, Ey)
x(z, E7) <0.

Asi N es un conjunto con r-medida positiva donde f tiene exponentes centrales nega-
tivos.

Sea A, el mayor conjunto invariante de v-medida positiva tal que f tiene expo-
nentes centrales negativos en A,. Aplicando de nuevo los Teoremas 3.4 y 3.2 obtenemos
que v es ergddica y f tiene exponentes centrales negativos en v-casi todo punto de A.

Es claro que %(u + v) es una u-medida para f y que f tiene exponentes centrales
negativos en un conjunto de %(u + v)-medida positiva. Luego, aplicando el mismo argu-
mento anterior obtenemos que f es ergodica con respecto a %(,u + v) y en consecuencia
i = v. Asi tenemos la unicidad de la u-medida para f.

Por la Proposicion 3.3 se obtiene que la cuenca de p tiene volumen total en la
cuenca topoldgica de atraccién de A, y por la parte 2 del Teorema 3.3 como ya se habia

hecho notar se concluye que sop(u) = A. [



Capitulo 4

Ergodicidad estable de atractores
parcialmente hiperbdlicos con

exponentes centrales negativos

En este capitulo se presenta la demostracién del resultado principal de [BDPP]
(Teorema 2.3), el cual es un resultado de ergodicidad estable para el caso en que el
difeomorfismo posee un atractor parcialmente hiperbdlico, una tnica u-medida p aso-
ciada y exhibe exponentes centrales negativos en un conjunto de p-medida positiva.
Antes de presentar la demostracion de este resultado vamos a mostrar los siguientes

Lemas auxiliares.

LEMA 4.1 Sean f un difeomorfismo como en el Teorema 2.3 y g otro difeomorfismo
cerca de f en la topologia C't® de tal forma que g tiene un atractor parcialmente
hiperbdlico A,. Si g estd suficientemente cerca de f en la topologia C'**, entonces
existen una u-medida v y un subconjunto A, C A, de v-medida positiva en el cual g

tiene exponentes centrales negativos.

Demostracion. Sea p la tnica u-medida de f. Por la Proposicion 3.4 f es ergddica
respecto a u. Como f posee exponentes centrales negativos en un conjunto de v-medida

positiva, entonces por ergodicidad f tiene exponentes centrales negativos en un conjunto

25
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de p-medida total en A. Consideremos v < 0 el mayor exponente central negativo de
f. Usando el hecho que los puntos L-regulares forman un conjunto de p-medida total

en A obtenemos para pu-casi todo x € A
1 n c
lim —log [|Df"(z)v|| < «, para todo v € Ef(z).
n—oo M,
Si x es como en la ecuacién anterior, entonces consideramos ng > 0 tal que
1 n C
n—olog [Df"(z)v]| < parav e Ef(r).

Sea v € Ef(x) con [Jv]| = 1. Es claro que || D f™(z)v|| < €™, asf para p-casi todo z € A
se tiene lo siguiente:

1 n C
g LoelIPf (@) Ep(@)] < e
Integrando se obtiene

- | gl D@ E @) ldnte) < o [ dnta) = o (4.1)

Sea g un difeomorfismo en M cercano a f en la topologia C1*® tal que ¢ posee un

atractor parcialmente hiperbélico A, (Teorema 3.1) y sea v una u-medida para el sistema

(9, Ag)-

L X log HDg”O(x) dv(z) =

Un ;

Eg(x)

1 [( [ o5 1057 @) Bl ()~ logHDQ”°<SC>|E5<~”">”d“<‘”>)+

o Ay Ay

([ 1oglDg™ @5 ldnta) ~ [ 10w |05 @15 0)du) ) +

g

[ 1ogling (x)lEff(w)lldu(w)} |
Ag

Sea ¢ > 0 tal que e+« < 0. Por el Teorema 3.1 existe un entorno % de f en la topologia

C** tal que si ¢ € %, entonces v esté lo suficientemente cerca de p en la topologia
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débil* de tal forma que la suma de los términos en paréntesis multiplicado por 1/ng en

la igualdad anterior es menor que €. Con esto y por (4.1) se tiene para todo g € %:
1
n_/ log [|Dg™ (z)| Ey(w)[|dv(z) < e + a. (4.2)
0 JA,
Dada g € % se define ¢ : A, — R por
1 n C
o(x) = n—log | Dg" ()| Eg(x)|| para cada z € A,.
0

Es claro que ¢ es una funcién continua. Por el Teorema Ergddico de Birkhoff y por
(4.2) tenemos lo siguiente:
k
lim

-1
1 1

[t 2 S 105 1Dg™ (9 ()
0 JAy 0

=

Be(gi () |ldv(2) =

1
= —/ log | Dg™ ()| ge(x) l|dv(x) < e+ a.
un Ay

De esta desigualdad, existe un conjunto medible A, con v(A4,) > 0 tal que

1 ., 1 e o
o Al 7 Z o8| Dg™ (¢ ()| Ey(a ()] < & + o (4.3)
para todo x € A,. Por otro lado se tiene

log || Dg™* ()| Eg(x)|| = log | D(g™)" ()| Ey ()]
k—1

HDg"° (2)) | Eg ()

= log

< log (H Dy (5l E5(])

= log||Dg™ (¢’ (x))| Ej(x)]

J=0
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Luego, por (4.3) resulta

k—1
, 1 nok c 1 s 1 i A ¢
klglc}o@bg [ Dg""(z)| Eg(z)]| < n_();}EEoE ]EZO log | Dg™ (¢’ ()| Eg ()| < & +
para todo x € A,. Con esto queda probado el lema. [ ]

LEMA 4.2 Sea f un difeomorfismo de clase C' que posee un atractor parcialmente hi-
perbdlico A y una cantidad finita de u-medidas i1, . . . , py ergodicas. Entonces para cada

x € A la semidrbita positiva de W"(x) es densa en sop(p;) para algin j € {1,...,N}.

Demostracion. Para cada x € A se define el conjunto L, por:

N>0n>N

Claramente este conjunto es no vacio porque es una intersecciéon encajada de conjuntos
compactos, y también es invariante por f. Por la ergodicidad de cada p; tenemos que
pi(Ly) =00 p;(L,) = 1paratodo j. Asiexisteun j € {1,..., N} tal que p1;(L,) = 1, de

lo contrario, si p;(L,) = 0 para todo j, entonces p(L,) = 0 para toda u-medida porque
n—1

W1, - .., iy son las unicas u-medidas ergodicas. Por otro lado la sucesion — E fEm (z)

k=0
tiene un punto limite v que es una u-medida concentrada en L, y por tanto v(L,) > 0,

lo que es una contradiccion.

Ahora por ser p; ergbdica tenemos que p;(B(u;)) = 1y cada punto en B(p;) tiene
érbita densa en sop(p;). Consideremos z € L, N B(y;). Sea U un conjunto abierto y no
vacio en sop(p;). Por la densidad de la drbita de z en sop(ju;) existe m € Z de manera
que f™(z) € U. Ahora como L, es un conjunto invariante se tiene que f™(z) € L, NU,
y por la definicién del conjunto L, existe un n > 0 tal que f"(W*(x)) N U # @. Dado

que U es un abierto arbitrario en sop(yu;) obtenemos el resultado deseado. n

Demostracion del Teorema 2.3.
De la Proposicién 3.5 existen ntmeros positivos r; y py que dependen continuamente

de f de manera que p(IL(f, 7)) = py.
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Sea € > 0 con ¢ < ry. Consideremos ¢ suficientemente cerca de f en la topologia
C't* de manera que g tiene un atractor parcialmente hiperbdlico A,, una u-medida v
que podemos considerar ergédica por la Proposicién 3.4, existe el conjunto A, como
en el Lema 4.1, r, > ¢, p, = ps/2y 1 — v(B:sop(p)) < ps/2, donde B.sop(u) es la
e-vecindad del sop ().

Puesto que v(LL(g,74)) = py/2, ocurre que L(g,r,)) N Besop(i) # &, més aun,
V(L(g.74)) N B.sop()) > 0.

Dado que v(B(v)) = 1, v es una u-medida y la foliacién de variedades fuertemente
inestables es absolutamente continua, podemos seleccionar = € L(g,7,)) N B, sop(yu) tal
que sea Birkhoff genérico para la medida v y m“-casi todo punto en W*"(z) es Birkhoff
genérico para v. Consideramos para este x y el difeomorfismo ¢ los conjuntos Y, B y
C' como en la demostracién del Teorema 3.2. Debido a que Y C V*(z) y m"(Y) > 0

tenemos que m"-casi todo punto en Y es Birkhoff genérico para v.

Recordemos que
c= U v
z'€B~(x,r)NAy
donde r es un ntimero real positivo como en la demostracién del Teorema 3.2. El niimero
r es considerado aqui de tal forma que B(x,e) C C. Ahora veamos que la medida v es
la tinica u-medida para g.

Sea v otra u-medida ergddica para g. Por el Lema 4.2 la 6rbita de cada variedad
fuertemente inestable asociada a f es densa en sop(u), luego, como x € B.sop(u)
tenemos que B(x,e) Nsop(u) # &. Entonces, si g esta lo suficientemente cerca de f en
la topologia C'** (en realidad basta la cercanfa en la topologia C!), la érbita de cada
variedad fuertemente inestable asociada a ¢ intersecta a B(z,¢).

Dado que C' es abierto, por la parte (1) del Teorema 3.3, se tiene que r-casi toda

g-orbita visita a C'. Esto es, el conjunto U g "(C) tiene v-medida total.
n>0
Luego, existe n > 0 de manera que 7(¢g~"(C')) > 0y debido a que & es una medida

invariante por g obtenemos que 7(C') > 0.
Ahora consideremos C' el subconjunto de C' como en la demostracién del Teorema

3.2. Por la continuidad absoluta de la foliacion de variedades fuertemente inestables y
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por ser v una u-medida, este conjunto tiene v-medida total en C' y en consecuencia
7(C) > 0.

Sea z € C'N B(7) N B. Entonces existe 2’ € B~ (x,7) tal que z € V*(x') y m"-casi
todo punto en V*(z') es Birkhoff regular. Por la continuidad absoluta de la foliacién
estable V'~ tenemos que m*(V*(2')NB) > 0y existen 3y € V*(z/)NBNByy € YNB(v)

tal que ¢ € V~(y). De aqui para cada funcién ¢ en C°(M) obtenemos lo siguiente:

" (2)

“(2) (2€B)

() (zeVUa), ¥y e V("))
(v) (v eB)
) eV (y)
- / odv (y € Bv))

'd
'
¥
'd

Dado que esto es valido para cualquier ¢ en C°(M), entonces z es Birkhoff genérico
para v y I/, y como consecuencia tenemos que v = v.

Se ha demostrado que v es la inica u-medida ergddica para g, y por la Proposicién
3.4 es la inica u-medida para g, la cual denotamos por fi4, y de la Proposicion 3.3, B(f)

tiene volumen total en la cuenca topoldgica de atraccion de Ay. ]



Bibliografia

[BaPe]

[BDV]

[BMVW]

[BV]

[Bi]

D. ANosov. Geodesic flows on closed Riemann manifolds with negative

curvature.

R. ABRAHAM, S. SMALE. Non-genericity of Axiom A and Q-stability. Glo-
bal Analysis, Proc. Sympos. Pure Math., Vol. XIV, Berkeley (1970), pp.
133-163.

L. BARREIRA & YA. PESIN Lyapunov exponents and smooth ergodic
theory. Univ. Lect. Series, Amer. Math. Soc. 23, 2001.

C. BonaTTI, L. D1AZ AND M. VIANA. Dynamics beyond uniform hyper-
bolicity. A global geometric and probabilistic perspective. Encyclopaedia
of Mathematical Sciences, 102. Mathematical Physics III. Springer-Verlag,
Berlin, 2005.

C. BonaTTI, C. MATHEUS, M. VIANA & A. WILKINSON. Abundance of
stable ergodicity. Comment. Math. Helv., 79 (2004), 753-757.

C. BoNATTI & M. VIANA. SRB measures for partially hyperbolic systems
whose central direction is mostly contracting. Israel J. Math., 115 (2000)
157-193.

P. BILLINGSLEY. Convergence of Probability Measures. John Wiley and
Sons. Inc. USA. 1968.

31



B]

[BrPe]

[BDP]

[BDPP]

32

R. BOWEN. Equilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeo-
morphisms. Lecture Notes in Mathematics 470, Springer-Verlag, Berlin-New
York, 1975.

M. BRIN, Y. PESIN. Partially hyperbolic dynamical systems. Izv. Akad.
Nauk SSSR Ser. Mat. 38 (1974), 170-212.

K. BURNS, D. DOLGOPYAT & YA. PESIN. Partially hyperbolic diffeomorp-
hisms with non-zero exponents J. Statist. Phys. 108 (2002), 927-942.

K. BURNS, D. DOLGOPYAT, YA. PESIN, M. PoLLICOTT. Stable ergodicity

for partially hyperbolic attractors with negative central exponents. Journal
of Modern Dynamics. vol. 2, No. 1, 2008, 63-81.

K. Burns & A. WILKINSON. On the ergodicity of partially hyperbolic
systems. Annals of Math., 171:451-489, 2010.

D. DorcoprYAT On dynamics of mostly contracting diffeomorphisms.
Comm. in Math. Phys., 213 (2000), 181-201.

D. DoLGopYAT Limit theorems for partially  hyperbolic — sys-
tems. Transactions of the AMS, 356 (2004),1637-1689.

M. GrAyYsoN, C. PucH, & M. SHUB. Stably ergodic diffeomorphisms.
Annals of Math., 140:295-329, 1994.

M. HirscH, C. PuGH. Stable manifolds and hyperbolic sets. Proc. Sympos.
Pure Math., Vol. XIV, Berkeley, Calif., 1968, pp. 133-163, Amer. Math. Soc.,
Providence, R.1., 1970.

M. HirscH, C. PUGH AND M. SHUB Invariant manifolds. Springer Lecture
Notes on Mathematics, 583, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1977.

A. KATOK, B. HASSELBLATT. Introduction to the modern theory of dy-
namical systems. Cambridge University Press. New York, 54, 1997.



[Pal]

[Pa2]

[PeSi]

[PuSh1]

[PuSh2]

[PuSh3]

[PuSh4]

[RRU1]

33

S. G. KranTz, H. R. PARKS. Geometric Integration Theory. Birkhauser.
Boston. 2008.

R. MANE. Introducao a teoria ergédica Projeto Euclides. IMPA. Rio de
Janeiro. (1983).

J. PAL1s. A global view of dynamics and a conjecture on the denseness of
finitude of attractors. Astérisque 261 (2000) 335-47.

J. PALIS. Open questions leading to a global perspective in dynamics. Invited
paper, Nonlinearity 21 (2008) T37-T43.

YA. PESIN. Lectures on partial hyperbolicity and stable ergodicity. Zurich
Lectures in Advanced Mathematics. European Mathematical Society Pu-
blishing House, Switzerland, 2004.

YA. PESIN & YA. SINAI Gibbs measures for partially hyperbolic attractors
Ergod. Theory and Dyn. Syst., 2 (1982), 417-438.

C. PuGH, M. SHUB. Ergodicity of Anosov actions. Invent.Math., 15 (1972),
11123.

C. PucH, M. SHUB. Stable ergodicity and partial hyperbolicity. Ledrappier,
F. (ed.) et al., 1st International Conference on Dynamical Systems, Mon-

tevideo, Uruguay, 1995 a tribute to Ricardo Mané. Proceedings. Harlow:
Longman. Pitman Res. Notes Math. Ser. 362, (1996) 182-187.

C. PuGH, M. SHUB. Stably ergodic dynamical systems and partial hyper-
bolicity. J.

C. PuaH, M. SHUB. Stable ergodicity. Bulletin (New Series) of the Ame-
rican Mathematical Society, Volume 41, Number 1, 2003.

F. RopricUukz HERTZ, M. RODRIGUEZ HERTZ, R. URES. Partial hyper-
bolicity and ergodicity in dimension three. Journal of Modern Dynamics.
Volume 2, No. 2, 2008, 187-208.



[RRU2)

[Sh]

[Sm1]

[Sm2]

[W2]

34

F. RoDpRrRIGUEZ HERTZ, M. RODRIGUEZ HERTZ, R. URES. Accessibi-
lity and stable ergodicity for partially hyperbolic diffeomorphisms with 1d-
center bundle, Inv. Math. 172, 2 (2008), 353-381.

M. SHUB (&A. FaTHI, R. LANGEVIN). Global stability of dynamical sys-
tems. Springer, Berlin (1986).

S. SMALE. Structurally stable systems are not dense. Amer. J. of Math. 88
(1966) 491-496.

S. SMALE. Differentiable dynamical systems; Bull. Amer. Math. Soc., 73
(1967), 747 817.

M. VIANA. Lecture notes on attractors and physical measures. IMPA, Rio

de Janeiro.

A. WILKINSON. Smooth ergodic theory. Lecture Notes (umpublished).
Northwestern University, Illinois, 2008.

A. WILKINSON. Conservative partially hyperbolic dynamics. Proceedings of
the International Congress of Mathematicians, Hyderabad, India, 2010.



