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Resumen

En el anio de 1881, el gran matematico francés Camile Jordan introduce la nocién de
funcién de variacién acotada en un intervalo, ([14]), esta nocién ha sido generalizada en
varias direcciones, destacandose particularmente unas que podriamos enmarcar en un
ambito estrictamente espacial y aquellas afines a la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales. En ambos casos estas generalizaciones han mostrado su eficacia y utilidad en
la resolucion de diversos problemas no lineales, especialmente problemas de ecuaciones
integrales. Entre estas generalizaciones encontramos la dada por Charles-Jean Levieux,
Baron de La Vallée Poussin, ([7]), en el ano 1908, quien introduce el concepto de segunda
variacion acotada, asi como, la nocién de funcion de m-sequnda variacion acotada
dada por M. Russel en 1970, ([21]), y estudiada con més detalle por Frank Huggins en
1977, ([13]), quien llama a los elementos de esta clase funciones de pendiente-variacion
acotada.

Con el objetivo de introducir generalizaciones de tipo espacial, en nuestro trabajo se
exhibe una extension al plano de la nocién de funcion de variacion acotada en el sentido
de De la Vallée Poussin en [7], asi como, de la nocién de funcién de pendiente-variacion
acotada dada por Huggins en [13], introducimos los espacio de funciones de segunda
variacion bi-dimensional y de funciones de seqgunda p-variacion bi-dimensional, y pro-
bamos, entre otros resultados, la existencia de un polinomio de grado cuatro mayorante
de las funciones de segunda variacién que estan en la bola unitaria. Mostramos tam-

bién que las funciones de segunda pu-variaciéon bi-dimensional en la bola unitaria estan
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(uniformemente) mayoradas por una funcién de aspecto polindmica. A pesar de que
estos son resultados de tipo auxiliar que nos permiten mostrar que los espacios de fun-
ciones de sequnda variacion bi-dimensional y de segunda p-variacion bi-dimensional,
respectivamente, son espacios de Banach, los mismos podrian ser de algin interés en
si mismos.

Asimismo, damos un teorema de descomposicién en términos de funciones factoriza-
bles y presentamos resultados andlogos a los obtenidos por F. Riesz en [20] y similares
a la generalizacién del Lema de Riesz dado por N. Merentes en [16].

Parte de los resultados de esta tesis son extraidos de los articulos: [9], aceptado

para publicacién, y de [10], el cual esté en proceso de arbitraje.

Palabras Claves: Funciones de Segunda Variacién Acotada, Funciones de Varia-

cién Acotada.

VI



Functions of Bounded Second Variation in the Plane.
Abstract

In 1891, the great french mathematician Camile Jordan introduced the notion of
function of bounded variation on a real interval (([14]), this notion has been generalized
in several directions, with a particular emphasis on those that we can called strictly
spatials and those related to the theory of partial differential equations. In both cases,
these generalizations have shown its efficacy and usefulness in solving a variety of
non linear problems, specially problems of integral equations. Among the mentioned
generalizations we have the one given by Charles-Jean Levieux, Baron de La Vallée
Poussin, ([7]), in 1908, who introduced the concept of bounded second variation, and
also, the notion of m-bounded variation given by M. Russel in 1970, ([21]), that was
further studied in detail by Frank Huggins in 1977, ([13]), who called the functions in
this class functions of bounded slope-variation.

In order to introduce generalizations of spatial type, in this work we give an exten-
sion to the plane of the notion of second bounded variation in the sense of De la Vallée
Poussin ([7]), and also, of the Huggin “s notion of function of bounded slope-variation.
To that end, we introduce the normed spaces BV2(I?) of functions of bi-dimensional
bounded second variation and BV#*?(I?) of functions of bi-dimensional bounded se-
cond p-variation. Among other things we prove that there is a fourth degree majorant
polynomial p : R? — R such that |u(z,y)| < p(z,y)||ul for all u € BVZ(I?) and all
(z,y) € I°. We also show that the functions in the unit ball of BV#2(I°) are (uniformly)
majorized by a polynomial-like function. Despite the fact that this result allows us to
show that BV#2(I’) is a Banach space, the result seem to be of some independent
interest in itself.

On the other hand, we prove a decomposition theorem for factorable functions and
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present analogous results to those given by F. Riesz in [20] and by N. Merentes in [16].
Part of the results in this thesis are contained in the articles [9], accepted for publica-

tion, and in [10], which is under revision.

Keywords and phrases: Functions of Bounded Second Variation, Functions of

Bounded Variation.
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Introduccion

Jean-Baptiste-Joseph Fourier estudiando el problema de la
transmision del calor, presentd el trabajo: “Mémoire sur la pro-
pagation de la chaleur” al Instituto de Paris en 1807. Los jueces,
recomendaron a Fourier que puliera su trabajo y lo presentara para
el gran premio de 1812. Este trabajo presentado por Fourier fue un

paso revolucionario en la evolucién del concepto de funcion, pues

el sorprendente resultado principal propuesto por Fourier fue el si-

Jean-Baptiste-Joseph
Fourier gUIGHte

Teorema 0.1. Cualquier funcion f(x) definida en un intervalo (—¢,0) puede ser re-

presentada, en este intervalo, mediante una serie de senos y cosenos,

flx) = % + ; <ancos($) + bﬁ@ﬂ(?)) ,

donde los coeficientes a,, y b, estan dados por

¢ ¢
2/_1!005 (nTiTt) ft)dty b, = %/—e sen (nT?rt) f(t)dt

ap = —

El panel de jueces de la Academia para este concurso incluia a Lagrange, Laplace, y
Legendre, quienes le otorgaron a Fourier el gran premio; sin embargo, el panel emiti6 el

siguiente comentario:
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“La forma en la que el autor arriba a sus ecuaciones no estda exenta de dificultades, y

su andlisis deja algo que desear, sea en generalidad o aiun en rigurosidad.”

El problema residia en que Fourier manejaba las series infinitas sin establecer pre-
viamente su convergencia; es decir, no habia un fundamento teérico consistente a pesar
de que su teoria daba respuestas en la practica a problemas de ese tiempo tales como
el de la cuerda vibrante y la transmision del calor, entre otros. Fourier, sin embargo,
acumulé suficientes evidencias empiricas a favor de su afirmacion y es por ello que
su trabajo de la conduccion del calor y la teoria de las series trigonométricas que lo
soportaba, recién vi6 la luz con la publicacién de la clasica obra Thorie Analtytique
de la Chaleur (1822). Este trabajo produjo un gran impacto en su época y muchos
matematicos se dedicaron més a intentar demostrar las afirmaciones que aparecian en

esa publicacién, en vez de contradecirlas.

Entre los mateméticos que analizaron el trabajo de Fourier
estd el matemético aleman Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
quién en el ano 1825 (ver [8]) tomo el trabajo de Fourier y lo fun-
damenté de manera rigurosa realizando la primera demostracion

formal de la afirmacién de Fourier para funciones mondtonas por

partes, conocido como el criterio de Dirichlet, sentando bases firmes

Johann Peter Gustav

para el andlisis moderno. Lejeune Dirichlet

Motivados por los resultados presentado por Dirichlet, a muchos matemaéticos de

inmediato les atrajo el siguiente problema:

(P1) ;/Cuél es el menor espacio vectorial que contiene a las funciones mondtonas?
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Pues de existir este, se tendria una clase mas amplia de funciones las cuales satisfa-
cen el criterio de Dirichlet. Du Bois-Reymond, al tratar de resolver el problema (P1),

noté que para una funcién f que es la integral de su derivada, se puede escribir:

fz) = fla)+ / e - / SO, 1)

donde

[a]" = méx{0,a} [a]” = max{0, —a}

Es claro que (1) expresa a f como diferencia de dos funciones monétonas, pero
esto lo llevé a un problema mas dificil, ;Qué funciones son la integral indefinida de su
derivada?. Desafortunadamente, este nuevo problema no resolvera el problema original.
De hecho es asi, pues es bien conocido que la clase de funciones que son la integral
indefinida de su derivada, llamada funciones absolutamente continuas, no es la clase
de funciones mé&s pequena que contiene a las funciones monotonas.

La teoria de integraciéon esta intimamente ligada con la nociéon de medida de longi-

tud, por ende otro problema que estuvo en boga para esa época fue:

(P2) ; Cuales funciones, definidas en un intervalo cerrado, satisfacen la propiedad de

que su grafico tiene longitud finita?.

En el ano de 1881, C. Jordan ([14]) realiza un estudio critico del
Trabajo de Dirichlet y descubre inmersa en dicho trabajo la nocion

de funcion de variacion acotada y demuestra que, para esta clase

de funciones, es vélida la conjetura de Fourier.

C. Jordan
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Jordan ademaés establece una relaciéon entre ésta y la clase de todas las funciones
mondtonas como sigue: La funcion f : [a;b] — R tiene variacion acotada en
la,b] si, y solamente si, f es diferencia de funciones mondtonas (actual-
mente este hecho es conocido como el Teorema de Representacién de Jordan), ademés
prueba que: Una funcién f es de variacién acotada , si y solo si, f tiene longitud de arco
finita, es por ello que esta clase de funciones resuelve simultaneamente los problemas
(P1) y (P2).

El interés generado por esta nociéon ha conducido a algunas generalizaciones del con-
cepto, principalmente dirigidas a la busqueda de una clase mas amplia de funciones
cuyos elementos tengan series de Fourier puntualmente convergente. Como en el ca-
so clasico, estas generalizaciones han encontrado muchas aplicaciones en el estudio de

ciertas ecuaciones diferenciales e integrales (véase, e.g., [3]).

Durante los afios (1905-1906), desde el punto de vista espacial, E G. Vitali ([28])
y G. H. Hardy ([11]), extienden la nocién de variacién acotada a funciones definidas
sobre el plano. En el afio 1908, De La Vallée Poussin [7], introduce el concepto de
segunda variacién acotada sobre un intervalo y en esta direccion tenemos uno de los
resultados mas conocido: si una funcién f es de segunda variacién acotada sobre [a, b],
entonces f es absolutamente continua sobre [a, b] y puede expresarse como la diferencia
de dos funciones convexas (ver [[21], Theorem 1.1]). La denominacién posterior de estas
clase de funciones como funciones de convexidad acotada, aparentemente, es debido a
A. W. Roberts y D. E. Varberg ([22] y [23]). Unos anos més tarde en 1911, F. Riesz
([20]) prueba que una funcién F es de segunda variaciéon acotada sobre un intervalo, si
y s0lo si, es la integral de Lebesgue indefinida de una funcién f de variacién acotada. A
principios de la década del 90, del siglo pasado, N. Merentes presenta en [16], una nueva

generalizacién haciendo una combinacién de los conceptos de variacion presentados por
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F. Riesz y De la Vallée Poussin, esta es la nocién de funciones de (p,2)-variacion, a
este espacio de funciones lo denota por Vp2(u; [a, b]) y establece que funciones de (p, 2)-
variacién acotada son también funciones de segunda variacién acotada y generaliza el

Lema de Riesz como sigue:
V2 (u;[a,b]) < oo, siy solo si, u' € AC[a,b]' yu" € Lyla, b]*.

Ademds,

b
Viuilad) = [l

Desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales parciales la primera generali-
zacion del concepto de Jordan a varias variables fue en 1926, por L. Tonelli ([26]), el
cual introdujo la clase de funciones continuas de variacién acotada para funciones de
varias variables. Mas tarde L. Cesari ([5]), modifica el requisito de continuidad en la
definicién de Tonelli por un requisito menos restrictivo de integrabilidad, obteniéndo la
clase de funciones de variacién acotada de varias variables en su exitosa generalizacién;
él aplicé el concepto para resolver un problema relativo a la convergencia de series
de Fourier, pero para las funciones de dos variables. Después de eso, muchos autores,
han considerado varias generalizaciones del concepto de funciéon de variacién acotada
para estudiar series de Fourier en varias variables. Como en el caso clésico, estas ge-
neralizaciones han encontrado muchas aplicaciones en el estudio de ciertas ecuaciones
integrales y diferenciales (véase por ejemplo, [3]), en la teoria de la medida geométrica,
calculo de variaciones y fisica matemaética.

Desde el punto de vista espacial, nuestro trabajo presenta una extension al plano

tanto de la nocién de funcion de variaciéon acotada en el sentido de De la Vallée Poussin

LACa, b] es el espacio de las funciones absolutamente continuas sobre [a, b]
2Lpla,b] es el espacio de funciones p-Lebesgue-Integrable

XIII



en [7], como de la nocién de funcién de variacién acotada dada por Huggins en [13]. La
presentacion del mismo, la estructuramos en tres capitulos.

En el primer capitulo presentamos todo lo referente a la teoria de funciones de
variacién acotada y de segunda variacién sobre un intervalo [a,b], asi como, algunas
generalizaciones y resultados importantes en esta teoria. En el segundo capitulo se in-
troducen las nociones de funciones de sequnda variacion bi-dimensionl y de sequnda
w-variacion bi-dimensional. Mostramos versiones analogas para el caso bi-dimensional
de algunas propiedades de las funciones afin, y del hecho que: una funciéon con segunda
variacién (unidimensional) nula es una funcién afin, permitiendo esto definir normas
en cada una de estas nuevas clases de funciones y por ende darle estructura de espacios
normados. También demostramos que las funciones en la bola unitaria de estos espa-
cios normados estédn (uniformemente) mayoradas por una funcién de aspecto polinémio
h, resultado crucial para la demostracién que estos espacios son espacios de Banach.
Finalmente, en el tercer capitulo, estudiamos una distinguida subfamilia de estos es-
pacios; a saber, la de las funciones factorizables y se exhiben los resultados analogos
obtenidos por F. Riesz en [20] y similares a la generalizacion del Lema de Riesz dada

por N. Merentes en [16].
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Capitulo 1

Funciones de variacion acotada

Con el objetivo de hacer nuestra presentacién adecuadamente autocontenida, en
este capitulo presentamos algunas definiciones y resultados asociados con la nocién
de funcién de variacién acotada dada por Camile Jordan ([14]), asi como algunas ge-
neralizaciones de este concepto, como lo son la nocién de segunda variaciéon acotada
introducida por De La Vallée Poussin en [7] y la nocién de pendiente variacion (o
variacion con peso) dada por Huggins en [13]. Asi mismo presentamos otros resultados

que seran necesarias para el ulterior desarrollo de esta tesis.

Definicién 1.1 (C. Jordan [14]). Una funcion u : [a,b] — R se dice de variacion

acotada en el intervalo [a,b] si, la variacion de u,
V(u) = V(u;[a,b]) == sup > _ [u(ty) — u(t;1)| (1.1)
T =1

es finita, donde el supremo que aparece en (1.1) es considerado sobre el conjunto de

todas las particiones mw:a =1ty <t; <--- <t, =10 del intervalo [a,b].

Esta clase de funciones se denota por BV [a,b] y la misma posee una estructura de
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algebra y de espacio de Banach con la norma
lullviay = l[ullpv := [u(a)| + V(u), e BV]a,b].

Ejemplo 1.0.1. Si f : [a,b] — R es continua sobre [a,b] y diferenciable sobre (a,b)

con sup |f(x)] < M, entonces, para cualquier particion P = {xg,x1,- - ,x,} de [a,],
a<z<b

tenemos por el teorema del valor medio,

Z\f(l’i)—f(xi—l)\ = Z|f/(ti)H$i_$i71’

< zn:Mm — x| < M(b—a).
i=1
Asi, f es de variacion acotada y V(f;[a,b]) < M(b— a).
Ejemplo 1.0.2. Dada una funcion u : [a,b] — R mondtona, entonces:
V(o) = Ju(®) - ula)| < +oo
En efecto, si la funcion es mondtona creciente, entonces:
Vi(u;[a,b]) = SQPZ!U(@) — u(tj-1)|
j=1

n

= s]jrp Z(u(tj) - U(tj—l))

= u(b) — u(a).

V(u) = u(b) — u(a) = [u(d) — u(a)| < +oo.

Ahora, si la funcion u : [a,b] — R es mondtona decreciente, usando el mismo

argumento anterior obtenemos que la variacion es:
V(u) =u(a) — u(b) = |u(a) — u(b)| = |u(b) —u(a)| < +o0.

3



Lo cual concluye la demostracion.
Ejemplo 1.0.3. Dados nimeros reales positivos a y b, definimos

f (@) x“senﬁ, st0<xr <1
x) =
a,b
0, st x=0.
Supongamos que a = b+ 1. Entonces, f,, es de variacion acotada. En efecto, en

este caso se tiene

1 .
ar®lsen — — bax® " !cos 3, si x # 0;
ZEb T
!/ ( _
[, (@) =
a,b
. x%sen ﬁ | 1 _
lim —— =1lim 2 "sen — =0, st x=0.
x—0 x x—0 Qj‘b

Luego |f!,(z)| < a+ by por lo tanto f,, € BV|0,1].

Ejemplo 1.0.4. La funcion f(0) :==0 y f(x) :=sen(l/z) si x # 0, no es de variacion

acotada en [0,1]. En efecto, consideremos para cada n € N, la particion
, 1}.

pol3| =

p {01 2 " o ! 1 1 1
T @k+ DS,y U 4 Z4n—Dr’ Z4m—-2)1" " T4

INTE

Notamos que

s 2 _ sen (% + k?T) =1, si k es par,
(2k + 1)m

-1, si k es par.

Luego, la variacion de f correspondiente a una particion P,, con n par, serd:

MO NENIO|

2n.

_|_

\

Por lo tanto f ¢ BV|0,1].



Teorema 1.1. El espacio (BV]a,b],||.||sv) es un espacio de Banach.

Un resultado importante dado por Jordan cuando introduce el concepto de variacion

acotada es el siguiente:

Teorema 1.2 (ver [4],[14]). u € BV[a, b] si y sélo si existen funciones uy, us mondtonas

en [a,b] tales que u = uy — us.
En la prueba dada por Jordan [14] las funciones mondtonas que se exhiben son
ur(+) ==V, la,-]), ug:=u —u.

La relevancia de este resultado estriba en que un gran niimero de propiedades de las
funciones monodtonas se pueden transferir a las funciones que tienen variacion acotada:
existencia de limites laterales, convergencia de su serie de Fourier, discontinuidades de
salto, luego de cardinalidad numerable, Riemann-integrabilidad y existencia de deriva-

da c.s. en [a, b].

1.1. Funciones Absolutamente Continuas

Una clase de funciones relacionadas con las funciones de variacién acotada es la

de las funciones absolutamente continuas, concepto introducido por Vitali en 1905.

Definicién 1.2. Una funcion u : [a,b] — R se dice absolutamete continua si dado

€ >0, existe 6 > 0, tal que para cualquier coleccion finita de intervalos disjuntos dos a

dos (ag,bi), k = 1,...,n contenidos en |a,b], que verifique la condicion Z(bk —a) < 6,

‘ k=1
se tiene que



n

> fulbe) — ular)| < e.

k=1

El espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo [a, b] se denota
por ACla,b]. Este espacio es un espacio de Banach con la norma || - ||gy y més atn es
un algebra de Banach con una norma equivalente a esta. Entre las propiedades de las

funciones absolutamente continuas podemos mencionar las siguientes:

Toda funcién absolutamente continua en [a, b] es uniformemente continua y por

tanto continua en [a, b

» Si f: [a,b] = R es absolutamente continua, entonces u es de variaciéon acotada

sobre [a, b]
» Toda funcién Lipschitz es absolutamente continua.

= Si f es integrable sobre [a, b], entonces la funcién F' definida por
F(x): = / f)ydt; a <z <b,
es absolutamente continua sobre [a, b].

Proposicién 1.1.1. Las siguientes afirmaciones sobre una funcion f : [a,b] — R son

equivalentes:
1. f es absolutamente continua,

2. Y f € BV]a,bNCla,b] y satisface la propiedad N,

11 & 2: Teorema de Banach-Zareckii. Una funcién cumple la propiedad N si envia conjuntos de

medida de Lebesgue cero en conjuntos cde medida de Lebesgue cero
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3. [ es diferenciable c.s. en |a,b], f' € Lila,b] y
fo) = 1@+ [ fo

Como toda funcién u € Lip[a, b] (espacio de las funciones Lipschitzianas) pertenece

a AC|a, b], obtenemos las siguientes inclusiones
Lipla,b] C ACa,b] C BV]a,b.

Otro resultado interesante (ver por ejemplo [27]) relaciona los espacios AC|a,b] y

BVla,b] y nos garantiza que si u € BV [a, b], entonces

Vs [a,b]) > / (1)) dt (1.2)

y la igualdad es cierta sélo cuando u € ACa, b].

Obsérvese que la relacion (1.2) nos garantiza que si u € BV [a, b] entonces la longitud
de arco de u es finita.

En el ano 1908, F. Riesz en [19] introduce la nocién de p-variacién acotada, de la

manera siguiente:

Definicién 1.3. sean 1 < p < o0 y u : [a,b] = R una funcién. Se dice que u tiene

p-variacion acotada en el intervalo [a,b] si el niumero

Vy() = Vy(usa, b)) -= sup 3~ 1200) — ulli )1

™

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones

Tra=ty <t <---<t,=>b del intervalo [a,b].

El nimero V,(u; [a, b]) se denomina p-variacién en el sentido de Riesz de la funcién

u en el intervalo [a, b]. Esta clase de funciones es un espacio vectorial y se denota por

7



BV, [a,b]. Dotado con la siguiente norma resulta ser un espacio de Banach

lull? := Ju(a)] + (Vi (u; [a, b)) 7.

1.2. Segunda Variaciéon Acotada

En el ano 1908 De la Vallée Poussin generalizé en [7] la nocién de variacién dada

por Jordan, introduciendo la nocién de sequnda variacion acotada en un intervalo [a, b].

Definicién 1.4. Una funcion u : |a,b] — R se dice de seqgunda variacion acotada si
la expresion

n—2

V) = VA [0,0]) = 50D Sl 0] = ulfy 1y (1.3)

j=1
es finita, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones &

del intervalo [a,b] que poseen al menos tres puntos (este conjunto lo denotaremos por

[z ([a, b])) y

w(tjt2) — w(t; .
u[t]’+1,t]’+2] = ( ]+2) ( ]—H), ] = O, = 2.

tiva — tjta

El espacio vectorial de tales funciones es denotado por BV?[a, b].
Las siguientes son propiedades de las funciones en BV?([a,b]). ( ver [17], [22] y
[24]).

Proposicion 1.2.1. Sea u € BV?([a, b]).

1. Siv e BV?*([a,b]) y A es cualquier constante, entonces

V(s [a, b)) = [MV2(u;]a,b]) v V(u+v;[a,b]) < V3(u;[a,b]) + VZ(v;[a,b]).



2. (Monotonicidad) Si a < ¢ < d <b, entonces V*(u;[c,d]) < V?(u;[a,b]).

3. (Semi-aditividad) Si a < ¢ < b, entonces u € BV?([a,c]), u € BV*([c,b]) vy
V2(u; [a,b]) > V2(u;[a, c]) + V2(u; [c, b]).

4. ulyo, y1] es acotada para todo yo, 1y, € [a,b].
5. u es Lipschitz y por tanto absolutamente continua sobre [a,b].
6. u € BV?([a,b]) siy sdlo si u=u; — uy, donde uy,uy son funciones convezas.

7. Una condicion necesaria y suficiente para que una funcion F sea la integral de

una funcion f € BV ([a,b]) es que F € BV?([a,b]).

8. Siu es dos veces diferenciable con u” integrable sobre [a, b] entoncesu € BV?([a, b])

y V2(u;[a,b]) = [ |u"(t)|dt.

Teorema 1.3 (Russell [21]). u € BV?[a,b] si y sélo si u = u; — ug, donde uy,uy son

funciones convexas.

Demostracion:

Presentaremos un resumen de la demostraciéon expuesta por A. M. Russell en [21].

En primer lugar se demuestra que BV?[a,b] C Lip[a,b]. Luego toda funcién u €
BV?[a, b] es absolutamente continua y por tanto su derivada u’ existe en un conjunto
E C [a,b] tal que [a,b] — E tiene medida de Lebesgue cero ([15]).

Para cada t € E, definimos

p(e) = SV o)+ 0]y alt) = 5V fa,t) — /(0

entonces u'(t) = p(t) — q(t), t € E.



Ahora se prueba que p y ¢ son funciones crecientes no negativas utilizando que
V2(u; [2,9]) < V2w [a,y]) + V2 (us [a,2]), @ <y.

Como p y ¢ son crecientes en F, estas pueden extenderse al intervalo [a,b] de
tal manera que su extensiones, que seguiremos denominando p y ¢, sean crecientes y

acotadas. Como u € AC|a, b], resulta (por Proposicién 1.1.1)

u(t) :/ o' (t)dt + u(a)

- /at p(t)dt_/: q(t)dt (1.4)

y es facil ver que cada una de las integrales dadas en (1.4) son funciones convexas.
Supongamos ahora que u = 1 —us, siendo uy, us funciones convexas y demostremos
que u € BV?[a,b], para lo cual es suficiente verificar que toda funcién convexa tiene
segunda variacion acotada.
En efecto, sea v : [a,b] — R una funcién convexa y a < z < y < b, entonces v[z, y|
es creciente en la primera variable. Ademads las derivadas laterales de v existen en [a, D]

y
Vi (2) < vfe,y] <0 (0).

Seam:a=1t <ty <---<t,=>buna particién del intervalo [a, b], entonces

n—2 n—2

D Wltyen tige] —vltstiall = D vlti, tiye] — vlty i)
j=1 J

VAN
@\
—~
=
~
|
<
4+~
—
S
~—

De donde resulta que v € BV?a, b]. |
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1.3. p~ Segunda Variaciéon acotada sobre [a, b]

En 1970, A. M. Russell en ([21]) fue el primero que presenté una generalizacién del
concepto de segunda variacién dado por De la Vallée Poussin, llamada m-segunda va-
riacién sobre el intervalo [a, b] y para el ano 1977, Huggins en [13] introduce este mismo
concepto con el nombre de pendiente-variacion acotada y da un resultado analogo al

dado por F. Riesz en [20].

Definicién 1.5. Si u y p estin definidas en |a,b] y p es una funcion estrictamente

creciente, se define la sequnda p-variacion de u sobre [a,b] como:

r—2
V#2(u; [a,b]) := sup Z [wltivn, tiva] — wplti, tia]|
mells([ab]) =g
donde
u(tive) —u(tiv1) .
u [tz 1,ti 2] = s ZZO,...,T—Q. (15)
i pltive) — pu(tiv)

St V2 (u; [a, b]) < oo, diremos que u es de sequnda p-variacion acotada.

La clase de todas la funciones de segunda p-variacién acotada (sobre [a, b)), es de-

notada por BV#2([a, b]).

Las siguientes son propiedades de las funciones en BV#2([a,b]), (ver [21]).

Proposicién 1.3.1.
e Sia<c<b, entonces VP%(u;[a,b]) > V2 (u;[a,c]) + VP2(u; [c, b]).

e Siu € BV*?([a,b]), entonces u, es acotado sobre |a, D]

Una interesante relacion entre segunda p-variacion acotada y la integral indefinida
de Riemann-Stieltjes de funciones de variacién acotada (en el sentido ordinario de

Jordan) estd dada por la siguiente proposicién.
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Teorema 1.4 ([13],Theorem 1). Una funcién F definida sobre un intervalo [a,b] es
la integral Lebesque- Stieltjes de una funcion f de variacion acotada sobre [a,b], con
respecto a una funcion creciente m sobre [a,b], es necesario y suficiente que F' tenga

pendiente-variacion acotada con respecto a m sobre [a,b].

En 1992, N. Merentes en ([16]) introduce el concepto de (p,2)-variacién, haciendo
una combinacion de los conceptos de variacion presentados por F. Riesz y De la Vallée

Poussin en la siguiente forma:

Definicién 1.6. Sea 1 < p < co. Entonces la (p,2)- variacion de u sobre el intervalo

[a,b] es definida por

[tiv1, tiva] — ults, tiva] [

V ( [CL b = |ti+2 — tl|

z+2_t

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones & del intervalo [a,b] de al

menos tres puntos.

Cuando V}(u) < oo diremos que u tiene (p,2)- variacion acotada sobre [a,b] y

escribiremos u € BV?([a, b]).

A continuacién presentamos algunas propiedades fundamentales de la (p, 2)- varia-

cién, ver [16].

Lema 1.3.2 ([16]). Sea 1 < p < 00. Si VpZ(u; la,b]), entonces u tiene sequnda variacion

acotada y

V(s [a,0]) < (V(us [0, 0))7" |b — af' =77,

P
Lema 1.3.3 ([16]). Sea 1 < p < co. Si V}?(u; [a,b]) < oo, entonces u es absolutamente
continua sobre [a,b] y u puede ser expresada como una diferencia de dos funciones

converxas.
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Lema 1.3.4 (Generalizacién del Lema de Riesz,[16]).
V2 (u; [a,b]) < oo, siy solosi, u' € ACa,b] y u" € Ly[a,b.

Ademas,

V2 (s [a, b)) = / (1) Pt
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Capitulo 2

Funciones de Segunda Variacion

Acotada Bi-dimensional

En este capitulo comenzamos recordando la definicién dada por
G. Vitali y G. Hardy de funcién de variaciéon acotada en el plano

y desde un punto de vista espacial introduciremos generalizaciones

de las nociones de segunda variacién en el sentido de De La Vallée
Poussin y posteriormente la de pendiente variacién dada por Hug-

gins para el plano.

De La Vallée Poussin

Entre los aportes de esta investigacion mostraremos que estas dos nuevas clases de
funciones tienen estructura de espacios vectoriales y las dotaremos de normas, respec-
tivamente, respecto a las cuales resultan ser espacios de Banach, estos resultados son
considerados de los articulos [9], aceptado para publicacién en la revista Commenta-

tiones Mathematicae, y de [10], el cual estd en proceso de arbitraje.
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2.1. Variacion Bi-dimensional

En 1905-06 G. Vitali y G. Hardy (ver [11, 28]) extienden el concepto de funcién
de variacion acotada introducido por C. Jordan a funciones definidas en un rectdangulo
Il? = [&1, bl] X [CLQ, bg] C R?.

Usaremos las siguientes notaciones clésicas (ver [1, 2, 11, 28]).

Sea a = (ay,az), b = (by,by) € R? tal que a; < by y az < by. En lo que sigue,
usaremos el sfimbolo IP para denotar el rectangulo bésico [ay, b1] X [ag, ba].
Para & := {t;}i-, € II([a1,b1]) (conjunto de particiones de [a1,b1]) y 1 := {s;}]Ly €

I1([ag, ba]) (conjunto de particiones de [ag, bo]) utilizaremos la siguiente notacion:
(1) Ayoults,s) :=ults,s) —u(t;—1,s) para s € [ag, by] fijo.
(i) Agu(t,s;) == u(t,s;) —u(t,s;j—1) para t € a1, b;] fijo.

(111) Anu(ti, Sj) = U(ti_l, Sj—l) + u(tz Sj) — u(ti_l, Sj) — U(t“ Sj—l)-

Definicién 2.1.1. Sea u : Ig’ — R.

(A) Sis € [ag, bo] fijo, definimos la variacion en el sentido de Jordan de w en [ay,by]x

{s} por

Vi (1 5)) = sup > Ault, s)]

=1

donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones & €

[([ay, ba])-
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(B) De manera similar para ¢t € [a1,b], definimos la variacion en el sentido de

Jordan de u en {t} X [az, bs] por

V[az,bQ] (u(tv )) ‘= sup |A01u(ta Sj>| 5

donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones n €

H([CZQ, bg])
(C) Definimos la variacion de u, en el sentido de Hardy-Vitali como

V(u, I?) = ?u[; Z Z |Au(t; s;)|
&

i=1 j=1

donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones (£, 7)

de T([a1, b]) x TI([as, bs)).

(D) La total variacién de u sobre I° es definida como

TV (u,IP) =V (u(+;80)) + Voo (ulto, ")) + V(u, I?).

la1,b1]

donde (ty, so) es cualquier punto en I°.

(E) u es de total variacién acotada si TV (u, IP) < co. La clase de todas las funciones

u: I? — R de total variacién acotada es denotado como BV (IP).

Para la definicién de la variacién total de w in (D ) es irrelevante la escogencia del
punto (tg, sg) € IP. Este hecho es una de las consecuencias de la préxima proposicién,

la prueba se sigue de una manera directa de las definiciones y se omitira.

Proposicién 2.1.2. Supongamos V (f, IP) < co. Entonces
|V[a2,b2] (u(th )) - V[a2,b2] (u(tlv ))| < V(f7 [tla tQ] X [0’27 b2]) < V(f7 I:)
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para todo ay < t; <ty < by.
Un estimado similar se sigue para V,, ., (u(-,s)).

Teorema 2.1.3 ([6]). El espacio BV (I?) es un Algebra de Banach con respecto a la

norma

lull == Ju(a)| + TV (u, I7).

Para més informacién acerca de las propiedades de funciones en BV (IP) el lector

puede revisar [12] (c.f. también [6]).

Usando técnicas dadas anteriormente, para definir la variacién bi-dimensional, que
llamaremos de tipo Hardy-Vitali, se introduce en la siguiente seccién la extension al
plano de la nocién de funcién de variacion acotada en el sentido de De la Vallée Poussin
en [7], asi como, la nocién de funcién de pendiente-variacion acotada dada por Huggins

en [13], tema central de este trabajo.

2.2. Segunda Variacién Bi-dimensional

A partir de (1.3) introducimos la nocién de segunda variacién acotada de funciones
definidas en un rectdngulo I = [a1, by] X [ag, bo] C R% Sea u : [P — R, ¢ := {t;}7, €

3([a1, b1]) ¥ 0= {s;}]y € I3([az, bo]). Usaremos las siguientes notaciones:

(i) Para cada s € [ag, bo] fijo, diremos que

u(tiy2,s) — u(tiy1,s)

ultiz, tivo; s

liva — tiya
Ajoultivr, tive; sl t = ultipr, tiva; s| —ulti, tiva; 8]y
n—2
V2o (u(s): = sup > [ Asgultic, tiga; ]| -

g€tz ([az,b2]) S0
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(ii) De manera similar, para cada t € [aq, b1] fijo,

u(t’ 3j+2) - u(t7 Sj+1)

ult; sji1,8542] 0 =

Sj+2 — Sj+1
ANorult; sjp, Sj2] = ult;sjp1, i) — ult; sj, 8541] (2.1)
m—2
‘/[32’1,2] (U(t, )) = sup Z |A01U[t, Sj+1, Sj+2]| .

n€lls([az,b2]) ;=g

Definicién 2.2.1. Sea u: I? — R.

La Segunda Variacion de u sobre IP en el sentido de De La Vallée Poussin, es

definida como

V2(u, I?) := sup Vj) (u, & xn)

(&m =
n—2m—2
donde V2b (u, & x n) = |A%1u(ti73j>| con
I3 1=0 ]:O
A2 u(t- s-) o AOlu[ti+2;8j+17Sj+2} - AOlu[ti+1§5j+17sj+2}
(2] . -
1 / tive — tiy1

Ao1ultizr; Sj41, Sj+2] — Dorulti; sj41, Sj42]

)

tiv1 —t;

y el supremo es considerao sobre el conjunto de todas las particiones (£, n) de II3([aq, b1]) X

IT3([az, ba]).-

Gréficamente A% u(t;, s;) se obtiene como sigue:
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segunda variacion vertical fijando t,,,

R —(D)(A)- A, = u(A)—u(B) u(B)—u(C)
As I IAZ ‘ Al Sj+2_sj+1 sj+1_sj
5—(1"'1)7”,;1; ,,,,,, E l B).. segunda variacién vertical fijando t, ,
| | | A = U(D)—u(E) u(E)—u(F)
J 2 —
s_) - F ) € Sji2 ~Sjn S —S;

segunda variacion vertical fijando t;
_u(@G)—u(H) uH)-ud)

H H : A3 —
t (i) t (i+1) t_(i+2) Sit2 ~Sja Sij1—Sj
Azllu(tivsj) = Al_AZ _ Az _A3
ti+2 _ti+1 ti+1 _ti

La segunda variacion bi-dimensional de u en el sentido de De La Vallée Poussin, es

definida por

TV ) = Vi) 22
‘/[31,1)1](’&(‘,0,2)) + Vv[fl,bl](u(.7b2))
+ ‘/[321172] (u(ab )) T ‘/[32,b2] (u(bb ))

y una funcién u: I? — R, es de segunda variacién bi-dimensional acotada si
TV?(u, I?) < oo.

La clase de todas las funciones u € R2 de segunda variacion acotada es definida

por V2(IP); esto es,

VAHIR) = {u:I? >R/ TV?(u,I?) < 00} .
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Observacién 2.2.2. Para definir A2, solamente consideramos combinaciones de ex-
presiones de tipo Aoy (ver (2.1)). De hecho, A% puede ser definida también de la
manera siguiente:

Para cada j € {0,1,2,...,m—2} fijo, definimos la funcion A3, [u], : [a1,b1] - R como la

(segundo orden) variacion cociente de diferencias

A [ul, () := Doyult; sj, s741).

J

Entonces, es fdcil ver que
Afyultis5) = NG [l [t tiye] — Af[u], [t ]

(Recalquemos la notacion estandar f|a,b] para el cociente de diferencias fla,b] := (f(b)—
f(a))/(b—a) (ver (1.5))).

Si en lugar de proceder como se indico anteriormente, consideremos las siguientes
variaciones cocientes de diferencias de expresiones de tipo Ay, entonces, un razona-

miento andlogo nos llevaria a diferencias de tipo

A%O [u]iJrl [Sj+1> 5j+2] - A%O [u]iJrl [5j7 Sj+1] (2'3>

pero es facil de verificar, despues de expandir y reorganizar, que la diferencia (2.3)
es precisamente A u(t;, ;). Asi nuestra definicion de V?(u,I?) es independiente de la

escogencia de Agy 0 A1, para realizar las variaciones de cocientes de diferencias.
Ejemplo 2.2.3. Sea u: [P — R tal que u(x,y) = (z +y)?. Entonces u € V(IP).

Sea & := {t;}i_y € Us([a1,b1]) y n:= {s;}]L, € Us([az, bo)).

1. Para estimar V[f (u) notemos que para todo t € [ay, by ]

2,b2]
m—2 b2 82
P D Aot sj41,50)) = / 5oz t(t:8)| ds = 2(bs — ap).
7=0 a2
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2. De manera similar, para s € [asg, bo]

n—2

sup Z |Avoultipr, tivas sl| = 2(b1 — an).
3

=0

3. Finalmente, por un calculo directo

Apult; sj41,Sj12] = sj42 — s; para todo t € [ay, by].

Se sigue que A} u(t,s;) =0y TV2(u,I?) = 4(by — a1 + by — as).
La prueba del siguiente lema sigue de una forma directa de la definicién.

Lema 2.2.4. Siu y v pertenecen a V(IP), y X es cualquier constante real,entonces

TV, I?) = |N\TV?(u,I?)

TV (u+v,IP) < TV (u,I?) +TV?(v, IP).
Lema 2.2.5. Sea u € V?(IP)

(a) (Monotonicidad) Si ¢ = (c1,¢2) yd = (dy,ds) conay < ¢y <dy <by yas <cy <
dy < by. Entonces

TV?(u, I&) < TV?(u, I?).
(b) (Semi-aditividad) Sia; < x < by y ay <y < by. Entonces

aj,az) (x,a2)

o V2 (w152 V2 (w I5) < VR, ID).

. VQ (u,I(bl’y)> + V2 (U,I(bl’b2)> S VQ(U,I:).

(a1,a2) (a1,y)
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Demostracion. Para verificar (a), sea § 1= {t;}iy € s([c1,dh]) y n = {s;}]Ly €
IT3([c2, do]). Consideremos ahora, particiones € := {a1} {t:}"o U{b1} € M3([ar,b1]) ¥

1= {az} U{s;}1o U{b2} € II3([az, ba]) de acd,

L V2 (w) <V2  (u), sesigue por la parte (2) de la Proposicién 1.2.1.

[e1,dq] lay,b1

2. V? ] (u) < V[SQ . (u), se sigue por la parte (2) de la Proposicién 1.2.1.

[ea,d2

3. V2(u, Id) < V2(u, IP)

De lo cual se concluye

TV (u, IY) < TV (u, I?)

Para verificar (b), sea ¢ = {ti}Ly € Hs(lar,2]), & = {L}, € Ma([z,ba]) y 1 =
{s;}70 € I3([az, b]). Entonces

n-2m-2 n—2m-—2

SN AN ulti,s)| + >0 AL ult, ;)]

=0 5=0 i—0 j=0

n—2m-—2 _ ~

A Ut,s , 8 _A Ut75 8

= ZZ | Al ulti, 5;) |+Z ortlhisie Jé} 501 [to; Sj41,85+2]

=0 7=0 =0 1 —to
- {AOW[%; Sj+1, 5+2] = Rortltn—1; 541, Sj+2]} ‘

tn — th-1

n—2m-—2
+ Y ANl )| < V(w, IR).
1=0 j=0

Por tanto

( Xb2)> +V? (u, I((:’la’:f)) < V2(u, IP). La prueba de que V? < 1 bl’Y))> +

a1 a2) u, (a1 as

& ( ,I:llg)f)) < V?(u, I?) es andloga a la anterior. O

Definicién 2.2.6. Por Lema 2.2.4, V?(IP) es un espacio vectorial y en lo que sigue

sera denotado como BV2(IP).
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Observacion 2.2.7. En el caso unidimensional la nocion de sequnda variacion juega
un rol stmilar al desempenado por las sequndas derivadas en varios sentidos; por ejem-
plo, si[a,b] C R y f : [a,b] — R satisface V*(f,[a,b]) = 0, entonces f debe ser una
funcion afin (lineal+ constante). Es fdacil ver que cualquier funcién afin u : R? — R

cuando es restringida a IP satisface

Anu[a, b] = U(bl, bg) — U(Cll, b2> — U(bl, ag) + u(al, a2) = 0,

y sus coeficientes dependen linealmente de los valores de u sobre los vértices de IP°.
La siguiente proposicion generaliza este hecho para funciones de sequnda variacion

bi-dimensional acotada sobre un rectingulo I?.

Teorema 2.2.8. Una funcidn u: I® — R, satisface las condiciones Ajjula, bl =0 y

TV?(u, IP) = 0 si y sdlo si existen constantes A, B, C' tales que u(x,y) = Ar+ By +C.

Demostracion. Si V?(u, [a,b]) = 0 entonces, para todo (z,y) € (a1,b1) X (ag,bs), se

cumplen las siguientes implicaciones:

Vg (ultr) =0 — Mot mtlen) _ wbun el
R it = AL
2 (b)) =0 = u(bl,bzz:z(x,bg):u(m,bgi:zl(al,bg)7 @7

23



mientras que V?2(u, [P) =0 implica

1 {u(bl, be) —u(by,y)  u(by,y) — u(bi,as)

by —x by —y Yy —az

B u(z,by) — u(z,y) B u(z,y) — u(z, az)

_ ( 1 [[z(_wybz) — u(z,y) _yt;;fy) - 123[] as)
Tr—a 2 — Y Yy —ag

(sl s

El primer y cuarto sumando de las anterior igualdad son nulos en virtud de (2.4) y

(2.5). Asi,tenemos

1 |:u(33,b2) —u(z,y)  ulz,y) —U(ﬂf,@)] _

_bl—x by —y Yy — a2
1 |:U(l‘,b2) B U(.’I},y) _ ’U’(I?y) B U(l‘,a2):|
T — a1 by —y Yy —az

y resolviendo esta ecuacién para u(z,y) obtenemos

u(z,y) = (y_@>u@mg+(“_y>m%@y

by — as by — as

Por otro lado, haciendo uso de (2.6) and (2.7) obtenemos las relaciones

u(w,a) = (I_m>uwh@y+(h_x)umh@)

by —a; by —ay

w(z,by) = (x_“)u@h@y+<m_x)umhmy

by — by —ay

la cual, combinada con (2.8) se tiene

= y— a2 r—am Y —a by —x
u(z,y) = <b2—a2) <b1 _a1>u(b17b2)+ (bg-(lg) (bl_a1>u(a1,b2)
by —y r—a by —y by —x
' (b2a2> (blal)U(bl’%)—’_ <b2a2) <b1 a1>u<a17a2>.
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Ahora, aunque (2.11) fue establecido suponiendo que (z,y) € (ay,b1) X (ag,bs),
un célculo directo muestra que si reemplazamos en (2.11), (z,y) por cualquier punto
en la frontera de I°, se obtiene una identidad. Asf (2.11) en realidad vale para todo
(z,y) € IP.

Finalmente, notemos que, después de separar los términos de esta ultima expresion

para u(z,y), el coeficiente del producto zy es

Anu[a, b]
(b2 — ag) (b — a1)

el cual es cero, por hipétesis. Asi u debe ser una funcién afin.

Reciprocamente si u = Az + By + C entonces V?(u, I?) =0y

por Proposicion 1.2.1

b1 2
V2(u(., ag)las, b)) _/ Az + Bay + ©)| dz =0
Y b1 52
VQ(U(,,bQ)[ahbl]) :/ @(AZE—FBZ)Q—’—C) dZL':07
analogamente
b2 2
V2(u<a1,.>[(l2,b2]) = / @(Aal —i—By—l—C’)‘dy:O
y

2

I

b2
V2(u(by, )az, b)) = /

az

(Aby +By+C’)’dy = 0.

Por tanto, por (2.2)

TV?(u,I?) = 0.
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Basado en el Teorema 2.2.8, y en la discusion previa a esto, la siguiente definicion

es ahora natural.
Definicién 2.2.9. Para cualquier u € BV?(IP) definimos
lull = Elulla,b] + TV?(u, I),

donde ¥ ul[a, b] := [u(a, az)| + |u(by, bo)[ + [uar, by)| + [u(by, az)].

Corolario 2.2.10. || - || es una norma en BV?(IP).

Demostracion. sea u € BV?(IP). Por definicién |lul| > 0 y claramente u = 0 impli-
ca |lul|| = 0. Por otro lado, si ||ul| = 0, entonces TV?(u,IP?) = 0y |Ajula,b]| <
¥ |ul[a, b] = 0. Se sigue por (2.11) que u = 0.

Las propiedades:

(P2)  VaeR: faul| = laf[ul] y

(P3)  u+ol <l +1lvll, (u,v e BVHI))
se siguen facilmente por la definicién y propiedades de los funcionales médulo (] |) y

supremo (sup).

En la siguiente proposicién presentamos un polinomio mayorante para las funciones
en la bola unitaria de (BV2(IP), ||-||). Esta propiedad serd fundamental para demostrar

que BV2(IP) es un espacio de Banach.

Proposicién 2.2.11. Eziste un polinomio de grado cuatro p : R? — R tal que para

todo u € BV?(IP)

[u(z, y)| < p(e,y) llull  para todo (x,y) € I.
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En particular, BV?(I?) es una subvariedad lineal de B(IP) el espacio de las funciones

acotadas sobre IP con la norma del supremo.

Demostracion. Sea u en BVQ(]:). Digamos 01 := by — a1 y 02 := as — by. Entonces, por

(2.2) y la Definicién 2.27, para todo (z,y) € (a1,b1) X (az, b2), tenemos las siguientes

desigualdades

u(alabQ) — u(ahy) o u(alay) — U(CL17CL2) < ||UH
b —y (y — a2) -

u(blabQ) — u(bhy) . u(blay) + u(bhaQ) < ||7,L||
by —y Yy —az -

u(by, a2) — u(z, as) B u(x,az) + ulay, as) < Ilul:
by —x x—aq - ’

u(b1,b2) —u(z,ba)  u(w,ba) +ular, bo) < Ilu]
by —x T — ay -

mientras que V?2(u, I?) < ||u|| implica

bl—l‘

1 |:u(b17b2) - u(blvy) . u(blay) - u(b17a2)
ba —y Y —az

~ (u(:c, bo) —ulz,y)  ulx,y) —ulz, az))}

by —y

Yy —az

r — ap

1 [u(a:, by) —u(z,y) u(zr,y) —u(z,a)
by —y Yy —az

B (u(al,bz) —u(an,y)  wla,y) - u(ah@)ﬂ ’ < |ul.

by —y

Yy —az
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Ahora, (2.14),a su vez, implica

y de esto, por (2.12) y (2.13), obtenemos

01 e a " u(by, az) u(aq, az)
(by — ) (x — ay) (@, a2)| < [lulf + (by — @) x—aq
0
(b1 —z)(z —a)llull | |(@—a1)u(bi,a2) (b1 — z)u(a1, az)
[u(, az)| < 5 + 5 + 5 .
De manera similar, (2.15) implica
(i, bo)| < (b1 — l‘)((ﬂsfl— an)|ull N (z — al()s?(bhbz) n (b — fﬂzs@lt(alabz) .
Por otro lado, de la desigualdad (2.16)
5152u(x,y)
O = — )bz — )y —az)| = "I
u(ar, ba) —u(ar,y)  u(ar,y) —ular,az)
( —a1)(b2 —y) (z —a1)(y — a2)
u(by, ba) —u(bi,y)  u(br,y) + (b, az)
(b1 —x)(b2 — y) (b1 — x)(y — az)
du(z, by) ’ du(x,as)
(b1 —z)(z —a1)(b2 — y) (b1 —2)(x —a1)(y —az) |’

S162u(z,y) [[wll [[wll
G- -—a)b--a)| =~ e T
51U(Z‘ bg) ‘ +
(b1 —z)(z —a1)(b2 — y)
dru(z, az)
(b1 —z)(z —a1)(y — a2)
o equivalentemente
|U(£C, y)‘ S (bl - :L')(if B a‘;l)éib - y)(y - a2) ||UH + (bl x)(bzlg;y)(y a2) || ‘
(x —a1)(b2 — y)(y — az2) (y — az)u(z,b)
" - ful + [ £=22)
(b2 — y)u(, az) .

+

d2

28



tomando en cuenta (2.14), (2.15) y el hecho que X |u|[a,b] < |ju|, se obtiene
(b — @)z — a1)(ba =)y — az) (b = z)(b2 — ) (y — a2)

lu(z,y)| < 510, 5 (2.17)
I G al)(b;;?y)(y —a) (Y- az)(b&lﬂ:)(w —a1)
L= a;i((;lc —a) | (Y- a;f((szl —z) (b2 l(/sigsf —a)
Lo = y)(bg(;lx)(x —a1) | (b g)g z) ull.

Finalmente, reagrupando el lado derecho de esta desigualdad, podemos definir

p(x,y) = 1460, (by —x)(x — a1)(ba — y)(y — a2)
+67 by — x) (@ — ar) 4+ 65 (b2 — y) (v — az).

Ahora, cualquier punto en la frontera de IP la cual no es un vértice satisface una
de las desigualdades (2.12), (2.13), (2.14) o (2.15), y asi (2.17) se cumple para esos
puntos. Por otro lado, si (zg, yo) es un vértice entonces p(zo, yo) = 1y ya que |u(zo,y0)| <
¥ |ul[a,b] < |jul, (2.17) se cumple para todo (x,y) € [a1,bi] X [ag, by]. Esto finaliza la

prueba. O
Corolario 2.2.12. BV%(IP) es un espacio de Banach.

Demostracidn. Supongamos que {u, },>; es una sucesién de Cauchy en BV?(I?) y sea
p el polinomio dado por la Proposicién 2.2.11. Entonces, para todo (z,y) € I? y todo
r,s € N se tiene que
|(ur = us) (@, y)| < sup p(z,y) [[ur — um]-
(zy)elf
Asi, {u, },>1 es una sucesién de Cauchy en B(I?) y por tanto existe u € B(I?) tal que

|, — | — 0. Fijemos € > 0. Ya que {u, },>; es una sucesién de Cauchy en BV?(IP),
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existe p € N tal que para todo 7,5 > p y todo & = {t;}1° € Isfay,by], 1, =
{S;}TO S Hg[dg,bg]:

e > TV (u, —us, I?) > V2 (u, — ug, I?)

n—2m—2
> sup {Z Z | A% ( us) (ti,s5)| + € = {t:}7 € Mafar, by], n = {s;}" € Hg[ag,bg]}
=0 j=0

ng—2mg—2

=D A% (= ) (8 5))

7=0

Se sigue para todo r > p ytodo & = {t;}1° € slay, bi], n, = {33 10 € slag, byl:

—2my—2
>l 3 | - ) () vy 83, (= ) (¢, 5{2}15)
=0 j=0 =0 75=0

En consecuencia, para todo r > p

n—2 m—2

V2 (u, —u, 1Y) = Supz Z | A% (ur — ) (i, 55)] < e

&m) i=0 j=0

Aplicando un procedimiento similar a los sumandos restantes de TV?(u, —u), implica

que para todo r > p
TV (u, —u, I?) < Be,
la cual, a su vez, implica u € BV?(I?) y (ya que u, — u puntualmente en I?)
lim ||u, —u|| = 0.
o0

Por tanto, BV?(IP) es un espacio de Banach.
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2.3. p-Segunda Variacion Bi-dimensional

Sean u: IP — R, ¢ := {t;}iy € Wz([ar,b1]), 0 := {s;}}—o € Us([as,b2]) y p una funcién
estrictamente creciente a valores reales cuyo dominio incluye [ay, b1] y [ag, bo] . Usaremos

las siguientes notaciones:

(i) Para cada s € [az,bo] fijo, diremos

u(tiy2,s) — u(tiy1,s)
u tl ,ti yS = s
ulbir tivai ) p(tive) — p(tiv1)

Ajouyltive, tives s] = upltivr, tive; s] — wults, tiva; s y
n—2
‘/[51’72131] <u<7 S)) = Slglp ZO |A10uﬂ [ti+17 ti+2; SH :

(ii) De manera similar, para cada t € [aq, b;] fijo,

u(tv Sj+2) - u(t7 Sj+1)
p(sj42) — p(sjr1)

Uy [t; 841, 8542] =

Aoruu[t; sjv1, sj42] 1= wplt; sy, 8500 — wult; s5,8544] ¥
r—2
VIR (ult,) = sup ) [Aorut; i1, 8540
n j=0

Definicién 2.3.1. Sea u : I? — R y p una funcién estrictamente creciente a valores

reales cuyo dominio incluye [ay, b1] v [ag, bs].

La sequnda p-variacion de u sobre I es definida como

VE2(u, I%) = sup VA (u,€ x 1),
(&m) 8

31



n—2r—2

donde VI/; (u, & xm) = > > A} uu(t, s5)| con

i=0 j=0

A2 uy(ti ;) = Ag1uy[tito; Sj4+1, 8j+2] — Do1uu[titt; Sj41,Sj+2)
P(tiv2) — p(tivr)
Aorty[tivr; sj41,8542) — Dorupltis Sj41, Sj42]
p(tivr) — p(ti) 7

el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones (§,7n) € I3([a, b1])

I3 ([ag, bo)).

La sequnda p-variacion bi-dimensional de u se define como

TVF2(u, 1) = VP (1) (2.19)
2 m,2
Kgl’bl](u("GQ)) + ‘/Ia1,b1](u("b2))
2 2
‘/152&2] (u(al’ )) + ‘/[52,1)2] (u(b17 ))

y una funcién u: I? — R, se dice de segunda u-variacién bi-dimensional acotada si
TV (u, IP) < co.

. b . s . . .
La clase de todas las funciones u € R!= de segunda p-variacién bi-dimensional

acotada es denotado por V#2(IP): esto es,
VEA(IR) = {u: 12 = R/ TV*(u,I?) < 0o} .

Observacién 2.3.2. Al igual que en 2.2.2, A2, puede ser definida de la siguiente

forma:
Para cada j € {0,2,...,r =2} fijo, definimos la funcion Ag[u]® : [a1,b1] — R como la

variacion cociente de diferencias

AJ [l (t) := Aqruplt; 55, 5541]-
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Entonces, es facil ver que

Afuy(ti, 55) = Ajy[ul?, [tivs tive] — AF [u]?, [t tiga] (2.20)

J+1

Despues de expandir y reorganizar la diferencia (2.20) es precisamente A3 u,,(t;, s;).
Asi nuestra definicion de Vi2(u,IP?) es independiente de la escogencia de Ag; o A,

para realizar las variaciones de cocientes de diferencia.

La prueba del siguiente lema es directa de la definicion.
Lema 2.3.3. Siu y v pertenecen a V“’Z(I:), y A es una constante real, entonces

TV*2(\u, IP) = |\ TV#2(u, I?)

TVF(utv,18) < TV*(u, 1)+ TVF2(0, I2).

Lema 2.3.4. Sea u € V*2(IP)
(Monotonicidad) Si ¢ = (c1,¢2) and d = (dy,ds) con a; < c¢; < dy <by yag < cy <
dy < by entonces

TVH#2(u, I&) < TVH2(u, IP).

(Semi-aditividad) Sia; < x < by y ay < y < by entonces

Vi (u, 12 ) 4 Ve (u 1) < Ve, 1),

(a1,a2) (x,a2)

Demostracion. Omitimos la prueba de (a) la cual es de manera similar a la correspon-

diente parte (a) del Lema 2.2.5.
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Para probar (b), sea & := {t;}7, € s([a1,z]), £ = (T}, € Hs([z,by]) and 7 :=
{si}i_o € I3([a, b]). Entonces

n—2r—2 n—2r—2 _
DD (ANt )+ D D (A uu(ti,59))|
i=0 j=0 im Oj 0
n—2r—2 ~
Aoy [tr; sjt1, sj42) — Aorugfto; sjt1, Sj42]
< A2 u, (i, 55)| + u j j 01 U j j
ZZ’ ts ()| Z u(tr) — (o)

B |:A01u,u[tna Sj41,8j42) — A()lu,u[tn—la Sj+1, 5#2]} ’
,u(tn) - M(tnfl)

n—2m-—2
+ Y AT (i, s5)| < V2 (u, 1),
i=0 j=0

Por tanto

Vi (u, 12 ) 4 Vi (u 1)) < vid(u, 1), 0

(a1,a2) (x,a2)

Definicién 2.3.5. Por Lema 2.3.3, V#2(IP) es un espacio lineal. En lo que sigue

serd denotado como BV#*2(IP).

Definicién 2.3.6. Seaa p : [a,b] — R una funcién. Diremos que unaa funcién u : I? —

R es una p-afin funcién si existen constantes reales A, B and C' tales que
u(z,y) = Ap(z) + Bpu(y) + C.

Observaciéon 2.3.7. Sea i1 una funcion estrictamente creciente a valores reales cuyo
dominio incluye [ay,b1] y [az, bs]. Es fdcil ver que si I? C R? es un rectdngulo, y u :
R? — R es cualquier p-afin funcion entonces los coeficientes de u dependen linealmente

de los valores de u sobre los vértices de I (con coeficientes dependiendo de (j(b;) —

plai))™hi=1,2)) y
Anu[a, b] = u(bl, bz) — u(al, bg) — u(bl, CLQ) + u(al, CLQ) = 0.
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Teorema 2.3.8. Sea o una funcion estrictamente creciente a valores reales cuyo do-
minio incluye [a1,b1] y [as,bs]. Una funcion u : IP — R satisface las condiciones
Apula, b = 0 y TVH2(u,IP) = 0 entonces existen constantes A, B,C tales que
u(z,y) = Ap(x) + Bu(y) + C.

Demostracion. Si TV#?%(u,I?) = 0 entonces, para todo (x,y) € (a1,b1) % (a2, bs) se

cumplen las siguientes implicaciones:

R = = I
i <0 = S s i),
Ve (u(az) =0 = u(b;(zg :Zg’)az) = u(xu?;i :2227)%); (2.23)
VEL (b)) =0 — MO nle) uBoa et (o)

mientras que, V#?%(u,I?) =0 implica

1 [U(blv b2) - U(bh y) U(bl, y) - U(bh az)
p(br) —p(x) | plba) — p(y) 1(y)
B < u(z,by) —u(z,y)  ulz,y) —u(z, aa))

(
y

f1(b2) — uy; u(y) — p(az)

_ 1 [u z,by) — u(z,y) u(x, —u(x,as)
() 11(ba2) — p(y) 1(y) — plaz)
B ( (a1,b2) U(al, y) u(a1,y) —U(al,az))}
f1(b2) — pi(y) u(y) — plaz) '

Los primeros y cuartos sumandos de la desigualdad anterior son ceros, en virtud de
(2.21) and (2.22). Asf tenemos,

3 1 [u(x,bg) —u(z,y)  u(z,y) —ulz, 0,2):|
p(br) — p(z) [ plb2) — ply) 1(y) — p(az)
1 [U(:& bo) —u(z,y)  ulz,y) — U(%az)}
wx) —plar) | plbe) — p(y) w(y) — plaz)



y resolviendo esta ecuacién paara u(z,y) obtenemos
p(y) — plas) > ( p(ba) — p(y) )
u(x,y) = | ———5 ulz,by) + | ———F= | u(x,as). 2.25
(0) <M(b2) — p(az) (@ba) 1u(b2) — p(az) () (2:25)
Por otro lado, haciendo uso de (2.23) y (2.24) obtenemos las relaciones

_ (p@) = pla) wlby) —p(a) \
o) = () 2+ (1 ) e

la cual, combinada con (2.25) tenemos

u(y) — plaz) p(x) — plar) u(y) — plaz) wu(b1) — p(zx)
u(x, = u(by, b u(ai,b 2.26
(@ v) <u(b2)—u(a2)> <u(b1)—u(a1)> “ 2>+<M(bz)—u(a2)> (H(bl)—u(a1)> (01,02) (2:26)

N ( p(b2) — p(y) ) ( p(x) — pla) ) w(by, az) + ( p(b2) — p(y) ) ( p(b1) — p(=x) ) w(ay, az).

u(b2) — p(az) w(b1) — p(ar) u(b2) — p(az) w(b1) — p(ar)

Ahora, aunque (2.26) fue establecida suponiendo que (z,y) € (a1,b1) X (ag,by), un
célculo directo muestra que si reemplazamos en (2.26), (x,y) por cualquier punto en
la frontera de IP, entonces se obtiene la identidad. Asf (2.26) se cumple para todo
(z,y) € IP. Finalmente, notemos que despues de expandir y separar los términos en el
lado derecho de (2.26), el coeficiente del producto zy es

Aqjufa, b]
(k(b2) — plaz))(p(br) — p(ar))

la cual es cero, por hipotesis. Asi v debe ser una funcién afin.

[]

Basado en el Teorema 2.3.8, y en la discusién previa a este, la definicién siguiente

es natural.
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Definicién 2.3.9. Para cualquier u € BV#2(I?) definimos
[ul| = Xlulla,b] +TV*?(u,I?), (2.27)

donde ¥ |ul[a, b] := |u(ay, az)| + |u(by, ba)| + |u(ay, ba)| + |u(by, az).

Corolario 2.3.10. || - || es una norma sobre BV*2(IP).

Demostracion. Sea u € BV*2(IP).Por definicién |lul| > 0 y claramente v = 0 implica
que |Jul| = 0. Por otro lado, si ||u| = 0, entonces TV#2(u,I?) = 0y |Ajula,b]| <
¥ Ju|[a, b] = 0. Se sigue por (2.26), que u = 0.

Por otra parte, las propiedades:

(P2)  VaeR: |aul| = laf[ul] y

(Ps)  lutvll < llull +llvll, (u,0 € BV#(IR))
se siguen facilmente de la definicién y propiedades de los funcionales médulo (| |) y
supremo (sup).

En la siguiente proposicién presentamos una funcién fundamental que usaremos en

la prueba de que BV*2(IP) es un espacio de Banach.

Proposicién 2.3.11. Sea p una funcion estrictamente creciente y continua a valores
reales cuyo dominio incluye a1, b] y [ag, bs]. Eziste una funcén continua h : R?* — R

tal que para todo uw € BV*2(IP)
ula, )] < he,y) [l para todo (z,y) € I3

En particular, BV*2(I?) es una subvariedad linael de B(I?), el espacio de Banach de

todas las funciones acotadas sobre I? con la norma del supremo.
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Demostracion. Sea u en BV#2(IP). Coloquemos &, := pu(by) — p(ay) y 8y := p(by) —
p(az). Entonces, por (2.19) y definicién (2.27) para todo (x,y) € (ay,b1) X (ag,bs),

tenemos las siguientes desigualdades

u(ai,bz) —ular,y)  ular,y) —u(ar,as)

p(b2) — p(y) w(y) — p(az)

< lull; (2.28)

< lull; (2.29)

< full; (2.30)

u(bi, b2) —u(z,b2)  u(x,b2) —u(ar, bo)

u(br) — p(x) @) =) | = s (2.31)

mientras que V*2(u, IP) <|lu|| implica

‘ 1 u(by,b2) —u(bi,y)  u(bi,y) —u(bi,az)
p(br) — p(x) p(b2) — p(y) w(y) — plaz)

_ (u(.’L‘,bz) u(may) . u(z,y) _u(x’a2)):|
p(b2) — p(y) w(y) — plaz)
p(ba) — p(y) w(y) — p(az)

_ <u(a1,b2) —u(ay,y)  u(ay,y) — U(al,@)ﬂ
p(b2) — p(y) pu(y) — paz)

< lull. (2.32)

Ahora, (2.30), implica

01
(1(b1) — p(x)) () — plar))




(1(b1) — p(x)) () — plar)||ull
01

(p(x) — plar))u(br, az)
01

u(e, az)] < +]

n ‘ (n(br) — p())ulan, as)

De manera similarr, (2.31) implica que

(u(br) = p(@)) () = plaa))[ull | | (u(x) = plas))u(be, be)

(e, b)| < N ‘ N ‘ (1(br) — pu(x))u(ay, bo)
01 01 01
(2.33)
Por otro lado, de la desigualdad (2.32),
O1020(2, v) ‘ < flull +

(n(b1) — p()) (u(zx) — par))(r(b2) — n(y))(w(y) — plaz))

u(a1, b2) — u(ai, y) u(ay,y) — u(ai,az)
(@) — p(a))(u(b2) — u(¥) (@) — pla1)(u(y) — plaz)) '

u(by, b2) — u(b1,y) B u(by,y) — u(by, a2) ‘
(n(b1) — (@) (p(b2) — w(y))  (u(b1) — u(@))(n(y) — nlaz))

d1u(x, ba) n S1u(z, az)

(n(b1) — p()) (u(z) — plar))(u(b2) — n(y)) (1(b1) — (@) (u(x) — pla1))(p(y) — plaz)) |’

y de esta, por (2.28) y (2.29), se tiene

5182u(z, y) ’ < full + [lull [l
(n(b1) — p()) (u(z) — pla1))(u(bz) — n(w))(k(y) — plaz)) pu(x) —plar)  p(db1) — p(z)
S1u(x, ba)
(r(b1) — p(2)) (u(z) — pla1))(w(db2) — u(y)) ' M

Sru(z, az) ‘
(n(b1) — (@) (p(x) — plar))(u(y) — u(az))

o equivalentemente

(p(b1) — p(@) (1(@) — pla1))(p(b2) — p(Y))(1(y) — pla2))

lu(z,y)] < 3105 [l
n (n(b1) — p(2)) (r(b2) — p(y))(k(y) — pla2)) lull
5169
(n(z) — pla1))(p(b2) — p(y))(k(y) — plaz)) (1(y) — p(az))u(z, b2)
+ [lell +
5102 82
n (n(b2) — p(y))u(z, az) ‘

P
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Tomando en cuenta (2.30), (2.31) y el hecho que ¥ |u|[a,b] < |lu|, obtenemos

lu(z,v)| < [(u(’n) = p(z))(p(z) — u(a1;)((su(b2) = 1(y)(p(y) — nlaz)) (2.34)
102
+ (p(b1) — p(x))((b2) — w(y))(k(y) — pnlaz))
5152

. (n(@) — pla1))(w(b2) — p(y))(u(y) — plaz))

5102

n (1(y) — u(a2))(pb1) — p(x))(u(z) — pular)) n (1(y) — p(az))(p(z) — pla1))
52681 9201

n (1(y) — p(a2))(p(db1) — p(x)) n (n(b2) — p(y))(p(z) — pla1))

9162 6261
(n(b2) = p(y))(p(b1) — p(@))(w(z) — pla1)) | (u(b2) — pu(y))(p(b1) — u(z))}

+ + [l

5281 6261

Finalmente, reagrupando el lado derecho de esta desigualdad podemos definir

h(w,y) = 1406765 (ubr) — (@) (@) — plar))(ulb) — u(y)) (u(y) — plaz))
+ 07 (pulby) — pl)) () — plar)) + 65 (b)) — u(y)) (u(y) — plaz)).

Ahora,cualquier punto en la frontera de IP la cual no es un vértice debe satisfacer,
respectivamente, una de las desigualdades (2.28), (2.29), (2.30) or (2.31), y asi (2.34)
se cumple también para estos puntos. Por otro lado, si (zg,4y) es un vértice entonces
hzo,y0) = 1 y ya que |u(zo,y0)| < X |ulla,b] < |lul|, (2.34) se cumple para cualquier

(x,y) € [a1,b1] X [ag, bs]. Esto finaliza la prueba. O

Corolario 2.3.12. Si u es una funcion estrictamente creciente a valores reales cuyo

dominio incluye [ay,by] and [az, by] entonces BVH#2(IP) es un espacio de Banach.

Demostracion. Supongamos que {u,},>1 es una sucesién de Cauchy en BV#2(IP) y
sea h la funcién dada por Proposicién 2.3.11. Entonces, para todo (z,y) € I? y todo

r,s € N tenemos

[(ur —us)(z,y)] < sup h(z,y) |lu, — usl|.
(zy)elP

Asi, {u, },>1 es una sucesién de Cauchy en B(IP) y por tanto existe u € B(I?) tal que

|, —||oo — 0. Fijemos € > 0. Ya que {u, },>; es una sucesién de Cauchy en BV*2(IP),
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existe p € N tal que para todo 7,5 > p ytodo & = {t;}1° € s[ay, by, 1, = {SE}TO €
Hg [ag, bQ]Z

€ > w?(ur g, I2) > VH2(u, — ug, IP)
n— -2
> sup ‘A% (uy —uy), (tiys5)| + € = {t:}7 € Mylar, ba], n = {s;}7 € Msa, 52]}
i=0 j=0
ng—2mg—2
0 0
> 8% (= w),, (. 5))|.
i=0 =0

Se sigue que, para todo r > p y todo & = {t;}}° € Hs[ay, b1, 1, = {52}71% €
H3[a2,b2]2

ny—2m,—2
e > dm YN (AR —w), ()| = X0 AT (e —w), (1)) (2:35)

i=0 j=0 i=0 j=0

En consecuencia, para todo r > p

|
N
T
N

v (UT - uv[:) = € I; ‘Ail(ur - u>u<ti73j>‘ Se

7

I\

o
.

Il

o

Un procedimiento andlogo aplicado al resto de los sumandos de TV#2(u,—u,), implica

que para todo r > p
TV*2(u, —u, I?) < B,
se tiene que u € BV#2(IP) and (ya que u, — u puntualmente in IP)
Tlirglo |lur —ul| = 0.

Concluyendo que BV#2(IP) es un espacio de Banach.
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Capitulo 3

Funciones factorizables y Algunos

Teoremas de Representacion

En 1911, F. Riesz (]20]) prueba que una funcién F' es de segunda variacién acotada
sobre un intervalo [a,b], si y sélo si, esta es la integral definida de Lebesgue de una
funcion f de variacién acotada. Este clésico resultado es ahora conocido como el Lema

de Riesz.

En [25], F.A. Talalyan da unas versiones generalizadas del resultado de Riesz usando
la nocién de variacion esencial de Vitali. Segin ha senalado, en el caso unidimensional
su resultado implica el lema de Riesz, ya que cualquier funcién que tiene una variacion
esencial finita es casi igual en todas partes a una funcién de variaciéon acotada, hecho

que no es cierto en el caso multidimensional.

En este capitulo damos un teorema de descomposiciéon en términos de funciones
factorizables y presentamos resultados andlogos a los obtenidos por F. Riesz en [20] y

similares a la generalizacién del Lema de Riesz dado por N. Merentes en [16] los cuales
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son contribuciones de esta investigacion.

3.1. Funciones factorizables en BVQ(IE)

En esta seccién estudiaremos una distinguida subfamilia de BV2(IP).

Definicién 3.1.1. Una funcién u : I? — R se dice factorizable si esta puede ser
expresada como el producto de dos funciones no nulas g : (a1, b1] = Ry h: [ag, bs] — R;
ie.,

u(t,s) =gt)h(s); g#0 y h#0.

Observacion 3.1.2. Basado en la definicion es facil ver que una funcion factorizable
u : IP — R es de variacion acotada si y solo si cada factor es de (uni-dimensional)

variacion acotada.

Lema 3.1.3. Siu: I? — R con u(t,s) = g(t)h(s), entonces para cualquier particion

{ti}izo € Us([ar, b1]) y {s;}720 € Hs([az, bs]) tenemos

Afyultiysg) = (gltiv1s tive] = gltis tiva]) (hlsjen, sj2] = hlsjs s511])-

Demostracion. Sean las particiones {t;}7 € Il3([a1, b1]) y {s;}72, € I3([az, ba)).

Alyult,s;) = Aul(gh)(ti,s))
 Aoi(gh)[tive; sj11,8542] — Dor(gh)[tiv1; 8541, 5;42]
B tiva — tit1
Ao1(gh)[tit1s sj+1, 85+2] — Do1(gh)[ti; sj+1, Sjt2]
tiv1 — ti

[g(tiza)h(sj2) — g(tiva)h(sji1)  g(tipa)h(sji1) — g(tiv2)h(s)) ]

(tivz = tiv1)(Sj4+2 — Sj+1) (tivz = tiv1)(sj+1 — 85)

[g(tit1)h(sj42) — g(tit1)h(sjt1)  g(tix1)h(sj+1) — g(tiz1)h(s;)]

(tivz = tix1)(sjt2 — Sjt1) (tivz — tiv1)(sj+1 — s;)
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[Q(ti+1)h(8j+2) —g(tir)h(sj+1)  g(tip1)h(sjt1) — Q(ti+1)h(3j)}
(tiv1 —t)(Sj+2 — 8j41) (tit1 —ti) (8541 — 85)

n [g(ti>h(3j+2) —g(ta)h(sj+1)  g(ti)h(s;j+1) — g(ti)h(3j>:|
(tiv1 —ti)(Sj+2 — 8j41) (tit1 —ti)(sj41 — 85)

= (gltir1, tive] — glti, tia]) (hlsji1, 5j42] — hlsj, 5541])
obteniéndose lo deseado. O
Presentamos ahora el principal teorema de esta seccion.

Teorema 3.1.4. Una funcion factorizable u : I® — R es de sequnda variacion acotada

st y solo si cada factor es de (uni- dimensional) sequnda variacion acotada.

Demostracion. Sea § := {t;}i_y € Ilz([a1, b)) y 0 := {s;}]=y € U3([az, by]). Entonces si

u = g - h tenemos para s € [ag, b

|Avoultio, tivo:sl] = ’ |:g(ti+2)h(s) —g(tis2)h(s)  g(tir2)h(s) — g(ti+2)h(8):| ’

(tisa — tiy1) (tiv2 — tiv1)
_ < 9(tiv2) — g(tiv1)  g(tipa) — g(t:)
= [hs)l ‘ [ (tit2 —tit1) (tiv1 —ti) } ’

= |h(s)|(glti+1,tita] — glts, tiva])]

y para t € [ay, by]

Aovaltis s sl ‘ [208022) = f0h) _ sOasen) =500 ‘

(8j+2 = 8j+1) (8541 — 55)
_ h(sj+2) — h(sj+1)  h(sj+1) — h(s;)
= lo®)l ’ { (Sj+2 = Sj+1) (842 — 8j+1) ]

lg@)I [(hsjt+1,85+2] — hlsj, sj41])] -

Siu=g-he BV*IP), entonces por definicién de TV?(u, I?)

n—2 n—2
sup D 1Avoultigr, tigas ]| = Sup D) (gltivas tia] = gltistia )] < TV (u, I2) < 00
=0 =0
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m—2 m—2

sup Y |Aorult; sji1,8542)] = sup Y |g()][(Alsjr1, s542) = hlsjrs5))] < TV, IY) < oo
j=0 =0

Por tanto g € BV?([ay,b1]) vy h € BV?([ag, by])

Recipromente, si w = g - h con g € BV%([a1,b1]) y h € BV?*([ag, b)), entonces

n—2m-—2

TV (u,IY) = sup SN gltivriiva] = gltistigal| |hlsjg, s542] = hlsj, 41|
M) i=0 j=0

n—2
+ sup Z \h(a2)| |g[ti+1, tiva] — glti, tia]l
£€lls([a1,b1]) ;50

n—2

+ sup Y [h(b2)|lgltis1, tiva] — glti, tis]]
£ellz([a1,b1]) ;2o

m—2

+ sup Y [g(an)] |hlsje1, 8542] = Bsjs 554
n€llz(laz,b2]) 550

m—2

+ sup > [g(b)| |hlsjr1,542] = hlsj, s541]]
nells(laz,b2]) ;5o

= V*(g;ar, bi)V?(hs az, ba]) + 2méx{|h(az)], [A(b2) |}V (g3 [a1, ba])

+  2max{|g(a1)|, [g(01) [}V (ks a2, b2]) < o0.

3.2. Funciones factorizables en BV“Q([:)

De igual manera que en la seccién anterior para BV#2(IP) se tiene también la

siguiente subfamilia.
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Lema 3.2.1. Siu : I? — R with u(t,s) = g(t)h(s) y p una funcién estrictamente
creciente entonces para cualquier particion {t;}i-y € I3 ([a1,b1]) y {s;}7q € 1I3([az, b2])

se tiene

Atvuu(tisg) = (gultivr, tiva] = gultis tiv]) (ulsjn, sja] = hulsj, sj+1])
Demostracion. Sean las particiones {;}7 € Il3([a1, b1]) y {s;}7=o € I3([az, ba)).

Afyuu(tis;) = Aulgh)u(ti,s;)

Ao1(gh)pltive; sj+1,85+2] — Dor(gh)ultivi; sj+1, sj+2]
pltive) — pltiv1)
Ao1(gh)ulti+1;8j+1, 85+2] — Do1(gh)ulti; sj+1, 8j+2]
pltive) — p(ti)

g(tiva)h(sjs2) — g(tiya)h(sjs1) g(tiva)h(sjv1) — g(tiya)h(s;)

L((tiv2) = pltivn)) (u(sj2) — p(si+1))  (p(tiv) — p(tivn)) (u(sj+1) — u(s5)) ]

g(tir)h(sj+2) — gtir)h(sjr1)  g(tiv1)h(sj+1) — g(tiv1)h(s))
L(p(tig2) = pltipn)) (u(sj42) — p(si+1))  (p(tiv2) — p(tivn)) (p(sj+1) — uls;)) ]

B [ g(tir1)h(sj+2) — gltiv)h(sjv1)  gltiv)h(sj+1) — g(tir1)h(s;) }
(1(tiv1) — p(ta)) (u(sj42) — p(sjr1))  (p(tipr) — p(ts)) (1(sjt1) — pls;))
n [ g(ti)h(sj+2) — g(ti)h(sj+1) B g(t:)h(sj+1) — g(t:)h(s;) }
(u(tivr) = p(t))(u(sja2) = p(sjpr))  (ultivn) — p(ta)(p(sj41) — n(s;))
= (gultivr, tivel = gultistiva]) (hulsivn, sjee] — hulsj, sjtal)
y el resultado se sigue. O]

Teorema 3.2.2. Una funcidn factorizable u : IP — R es de seqgunda p-variacion

acotada si y solo si, cada factor es de (uni-dimensional) sequnda p-variacion acotada

variacion.
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Demostracion. Sea § 1= {t;}i_y € Il3(la1,b1]) y n = {s;}72y € Hs([a, bo]) y p una
funcién real estrictamente creciente cuyo dominio incluyen [ay, b1] v [ag, bo]. Entonces

si u = g - h tenemos por s € [ag, bs]

g(tir2)h(s) — g(tix1)h(s)  g(tit1)h(s) — g(t:)h(s)
1(tiv2) — pltivr) p(tivr) — p(ts)

Ih(s) ‘g(tzw) g(tiv1)  gltivr) —g(ts)
Wtive) — p(tivr)  pltivn) — p(ts)

|Avoupltivr tive:s]] = ’

)

y para t € [aq, by]

|[Aoruplt; sjr1, 8542]| = ‘g(t) (sj4+2) — g(t)h(s;+1) _ g()h(sj41) = 9()h(s;)
ulls 95415 55 p(sjt2) — p(sjt1) p(sjv1) = pls;)

= |g(t) ‘h(sﬁ-?) hEsH—l) (SJ-H h(s )

) —
p(sjv2) — p(sjpn)  plsjpn) — M()

Siu=g-he BV*(IP), entonces por definicién de TVH2(u, IP)

n—2 n—2

sup ) [Avouu[tit, tiva; as)| = sup D Nh(@a) |gultirn, tiva] = gults tiva]l < TVR2(u, 1) < oo
1=0 1=0

m—2 m—2

sup > [Aoruplar; sjsn, 0]l = sup Y g(ar)| [hulsjias sjie] = bulsj 5]l < TV (0, IR) < o0
n . n .
7=0 7=0

Por tanto g € BV*2([ay,b1]) y h € BV**([ag, bs)).
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Reciprocamente, si u = g - h con g € BV*?([ay,b1]) y h € BV#?([ag, by]), entonces

n—2m-—2
TV*2(u, I2) = sup > > gultivtsiva] = gulti tova]l ulsjns sj2) = hulss, sj44]]
&mn i=o j=0
n—2
+ sup Z |h(a2)| |gultivrs tiva] — gultis tiva]l
§€llz([a1,b1]) 55
n—2
+ sup > [A(b2)] |gpltirr tiva) = gultis tira]]
§€l3([a1,b1]) 5o
m—2
+ sup Y [g(an)] [Pulssers sj42] = hulsy sl
nellsz(laz,b2]) =0
m—2
+ sup > lg(00)| s sja] = hylsjs sj41]]

n€llz([az,b2]) =0

= V" (g;[ar, i)V (hs [az, ba]) + 2méx{|h(az)| , [A(b2) [}V** (g3 [a1, bi])

+ 2max{lg(a1)|, [g(b1)[}V"2(h; [az, ba]) < co.

3.3. Teoremas de Representacion

En esta seccién presentamos algunos resultados acerca de integrales de funciones
en BV (IP) y una versién del lema de Riesz para funciones factorizables en BV?(IP).
Ademas mostramos una relacién entre las funciones de segunda p-variacién bi-dimensional
acotada y la integral doble indefinida de Riemann-Stieltjes de funciones de variacion

acotada bi-dimensional.

Observaciéon 3.3.1. Si f € BV(IP) entonces para todo (r,0) € I?, la integral iterada

J7 Jo f(t,s)dsdt  existe y es igual a [T [T f(t,s)dtds ([12, Theorem III 7.14]). En este
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caso, si decimos que

F(r,0) == / /g F(t,s)ds dt

entonces, para todo ay <17 < by y as < o1 <oy < by

— T L
F(T,ag)AgF(r,m) :/al/o f(t,o1 4+ nAc)dndt (3.1)

donde Ao := 0y — 0.
usaremos reiteradamente la identidad (3.1) en la prueba de la proxima proposicion.
Teorema 3.3.2. Si f € BV(IR) y F(r,0):= [ [ f(t,s)dsdt then VZ(F,I?) < V(f,17)
and F € BV?(IP).

Demostracion. Sea ¢ := {t;}7_, € Is([a1,b1]), n := {s;}" € H3([az,bs]) . Por (3.1)

[F(ti+27 sj+2) — Fitiva, sj41)  F(tige, sjp1) — F(tiy, s;)
(tit2 = tip1)(sj+2 — 8j41) (tive = tiv1)(sj+1 — $5)

1 tito 1
— i [ fsi (e - s dnae (1)
tive —tit1 Ja, 0

1 tito 1
YL P
tive —tit1 Ja, 0

De manera similar

B |:F(ti+1a sj+2) = Ftit1,sj41)  Ftixr,sj+1) — F(liy1, s5)
(tive = tiv1)(Sj4+2 — Sj+1) (tivz = tiv1)(Sj4+1 — 5)

1 tig1 1
— i [ [ S ntsin - sp)dnde (1)
tive —tit1 Jq, 0

1 tit1 1
bt [ [t G - ) dnde. (1)
tita —tiv1 Jao, 0
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Por tanto, con la notacién indicada en la observaciéon 2.2.2, y la realizacion de las

sumas I + I3 y I + I4, se obtiene

Agl[F]_H—l [tit1,tivo]

/ / f(tivs +v(tive — tiv1), sj+1 +n(sj42 — 8j41)) dndv
0 0

1 1
/ / f(ti_i,_l + U(ti+2 — ti+1), Sj + TL(Sj.H - Sj)) dn dv.
0 0

Anélogamnente
A(Q)I[F]j+1[ti’ti+1]
1 1
/ / flti+v(tipr —ti), sj41 +n(sjp2 — 8j11)) dndv
0 0
1 1
/ / [+t —ti), s+ n(sjr1 — s;)) dndv.
0 0
Por tanto
n—2m-—2
ARIR) =YD |ALF (k)]
=0 j=0
n—2m-—2
= |A l+17 Z-‘rQ} - Agl [F}j-f-l[ti?ti"rl”
1=0 7=0

1 1m—2m—2
< / / D> i+ o(tive = tirr) sje1 + n(sje2 = 5551))
0

0 =0 j=0

—f(tiv1 +o(tive —tiv1),s; +nsjp1 — s5))
—f(ti +o(tivr — i), i1 +n(sjp2 — $541))

1,1
+f(ti +o(tisr —ti),s; +n(sjy1 — s;)) dndv < / / V(f, I:) dn dv.
o Jo
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Concluimos que V2(F, IP) < V(f, IP).

Ahora, por definicién F(ay,s) = F(t,as) = 0 para todo (t,s) € IP, se debe tener
que  Vigg po) (F(a1,-)) = Vigy 0] (F(+,a2)) = 0. Por otro lado

m—2
Ve, o (F(b1,7)) =sup > [Ag1 Flbi; 8541, 5542]]
—
up 3 [FOuts2) = Fusgs)  Fowsi) = Fiby, )
— Sj+2 = Sj+1 Sj+1 = §j
m—2

by 1
/ / {f(t,sj01 +n(sj12 — sj41) — f(t, 55 +n(sjp1 — s5) pdndt
al 0

= supz
L—

IN

by m—2 .1
/ sup » / |f(t, 8541 + n(sjp2 — sj+1) — f(t, 85 + n(sjp1 — ;)| dndt
ai n §=0 0

IN

1
(b1 — al)/o Viagbo) (F (£, ))dt < (b1 — a1) (Vigy ) (f (b1, ) + V (£, 12)) ,

por Proposicion 2.1.2. Un estimado similar se sigue para V[fmbl] (F(+,b)). se concluye

que F € BV2(IP). O

Teorema 3.3.3. Sea u : I® — R con u(t,s) = g(t)h(s) € BV2(IP). Entonces

1. g es casi siempre igual a una funcion en BV ([a1,by]);

2. h' es casi siempre igual a una funcion en BV (Jag, by]);

2 82u(t,s)

. . . ., b\ .
S0~ es casi siempre igual a una funcion en BV (17);
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0%u(t,s
4. uley) = o, o, Lok dsdt;

2
5. V2w, I2) <V (G 18

Demostracion. Supongamos que u € BV?(IP). Entonces, por Teorema 3.1.4, g €
BV?*([a1,b1]), h € BV?*([ag,bs]), y por lema 5 en [24], h,g son absolutamente conti-
nuas. Por tanto, las derivadas parciales ¢’ y k' existen casi siempre. Por Teorema 4 en
[24] ¢ es casi siempre igual a una funcién en BV ([a;,b1]) y A’ es casi siempre igual a
una funcién en BV ([ag, bs]), asi B;t—g:’) = ¢ (t)h'(s) existe casi siempre y por observa-
cién 3.1.2 % es de variacién acotada sobre IP.

ahora, g(x fal g (t)dty h(y fy s) ds, por tanto

u(r,y) = //Watas dsdt

Finalmente, por Teorema 3.3.6 V?(u, I?) <V <d2“ ]b> .

otds’ ~a

]

Teorema 3.3.4. Supongamos que u: I2 — R estd en C*(I?), 9% € BV ([az, b)), % €

BV ([ar,b1]) y que 2 € BV(IP). Entonces

b1 8 U bo 82U
TV (u,I?) < /a1 T —(t, aq) dt+/a2 @(al,s) ds
b1 | 92, b2 | 924,
+/al Tty dt+/a2 O (b)) ds

dsdt.

o[ 1

até’s
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Demostracion. Por Teorema 3 en [24]

.

V2 (u(-,a2)) = V(% lar, bi)),

la1,b1]

V2, (b)) = V(5 a1, bi]),

lag,b1]

V2 (ular, ) = V(5 (a2, b)),

lag,ba]

V2, (b, ) = V(G [az, b)),

\  [a2,b2]

Por otro lado,

u(tive, sj42) — u(tize, sj41)  ultite, sj41) — ultiv2, s;)

(tivz — tiv1)(Sj+2 — Sj41) (tivz — tir1)(sj+1 — 85)
1 /SM ou
— (tjpa,m)dr
(tivz = tiv1)(Sj4+2 = 8j+1) Js, 0 5 2 7)
| /+ ou
— — (tiqo,r)dr =
(tive = tiva)(sj+1 — 5) Js, 9s (11207

1 L ou

trrs —tis %(tiﬁ-% sj41 +n(sj42 — 8j41))dn
7 7 0

1 L ou
———— [ —(tit2,8; + n(sj+1 — s;))dn
tiva — tit1 /o 85( o420 85 F (8541 = 55))

u(tivr, 8542) —u(tivr,s541)  ultipr, sj41) — u(tiv, s5)

(tive = tiv1)(sjr2 — sj+1)  (tivz — tix1)(sj41 — $5)
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1 L ou
_m / %(ti-i-lu Sj+1 + n(sj+2 — Sj+1))d’l’L
7 i 0

1 ou
et ) B i1 S +1 — 85))dn.
+ti+2 _ti+1/0 83( 1,85 + (8541 = 55))dn

En consecuencia,

AOl J+1 [tl+1atz+2]

/ / ata (i1 +0(tive = tivn), 8541 + 708542 = 8541))dndv

/ / Otds (tig1 +vtive = tiy1), 85+ n(sjp1 — s5))dndv;

y
AG[u], 4 tutzﬂ]
B / / 8256 (ti +v(tiv1 — ti), 8541 +n(sjr2 — sj41))dndv
" / / 5igs (i T vltirr = 1), 85+ nlsj1 — s5))dndv.
Asi

m-2n-2 m—2n—2

> [8huttis)| = 3 3 |AFlul g e tisa] - Al [t
1=1 j=

1=1 j=1

=

2

m—2n—

1 1
1=1 j=1 0 0

0%u
~5ips (lit1 T V(2 — tiv), 55+ nlsj1 = 55))

o%u
ata H—l +’U(ti+2 —

tit1)s $i41 +n(sj42 — 5541))

0%u

~ Otds A5 G T 0tier = 1), sj1 +n(sj12 = 5541))

54



2

at; (ti + v(tigr — ti), 55 + n(sj41 — s5))| dndv

1m—2n—-2

L LS Ea

0%u
~ 519 Li+l T 0(tiv2 = tiv1), 85+ nlsi1 — 55))

(tivr + v(tige = tig1), Sj+1 + nlsj42 — $j41))

8t6

0%u

~ 55 (b T 0(tier = ti), sj1 + nlsje = sj41))
82

Y dndv,

+%( —ti), 85 +n(sj+1 — s5))

ti + U(ti+1

lo cual implica

Ou (3.3)

Vi) < v r).
wid) < v (git)
Se sigue de (3.2), (3.3), (1.2.1) y por la Proposicién 13 en [18] que
4 <gz; [a17b1]> +V (gt [al,bﬂ>
0%u

tV (?9 ’[02’b2]> e (g ’[az’bz]) v <8t8 ’I‘E)

IN

TV?(u, IP)

b 2 b
L 9%u 2 19%u
< [ |Gate|as [\ o)

b 2 b
Y 9%u 2 19%u

+/a1 8t2 (t bg) dt+/a2 @(bl,s) ds
by pbo

/ / dsdt.

Presentamos ahora resultados sobre integracién para funciones en BV#2(IP)
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Observacién 3.3.5. Si f € BV(I?) es una funcion continua y p una funcion reaal es-
trictamente creciente cuyo dominio incluye [a1, by] y [as, by] entonces para todo (1,0) €
Iy, la integral iterada [ [7 f(t,s)du(s)dp(t) esziste y es igual a [T [T f(t,s)dp(s) du(t)
([12, Chapter I1I]). En este caso, si decimos

Firo)= [ / :f<t, ) du(s) du(t)

entonces, para todo ay <17 < by y as < o1 <oy < by

F(r,09) — F(7,01) / / f(t,8)du(s) du(t) / f(t,c* — (o)) (3.4)
con ¢* € (01,02). Usaremos la identidad (3.4) reiteradas veces en la prueba de la
ProTIMa Proposicion.
Teorema 3.3.6. Si f € BV(IP) es una funcion continua, 1 una funcion real estricta-
mente creciente cuyo dominio incluye [ay, bi] y [ag,ba] y F(r,0) = [ [ f(t,s)dp(s) du(t)
entonces VHW2(F,IP) < V(f,I?) y F € BVH2(IP).
Demostracion. Sea ¢ := {t;}7_, € Is([a1,b1]) , 1= {s;}7y € U3([az,b2]). Por (3.4)

AZLFI [t tiga] = F(tita,85+2) = Ftiy2,8541) B Ftiyo,s541) — Ftiy2,s))
o1 A ((tive) — pltiv)l[(si+2) — p(siv1)]  [ptive) — pltiv)][(si+1) — u(s;)]

1 tit2 f;]ff f(t,s)du(s)
p(tive) — p(tivr) Ja,  1(sj42) — p(sj+1) a

—~
~~
~

1 L/m2ﬁiﬂf@ﬁﬁW®) "
w(tira) — iltisn) Jar  nlsyen) —pa(s;)

De manera similar,

A2 [FIP [t ti41] = F(tiz1,8542) — F(tiv1,5541) B F(tis1,si41) — F(tig1,s;)
B e | 7P R %) e v YY) R Y v ) Y EFRY R

56



B 1 /“H S350 £t ) dus)
T b)) — i) Juy ilsgaz) — (s

1 tiv1 fss_jj+1 f(t,S) dM(S)
_ p(tivr) — p(ts) Ja, 1(5701) — i(sy) dp(t).

Asi, usando la notacién dada en la Observaciéon 3.3.5, se tiene

1 tiyo 1 tit2
ALY, i, tira] = [ rttss)ut - [ rtes .
Ol e o ptive) — p(tiv1) Jo, It pltive) — ptiv1) Ja, A
Anélogamente,
) 1 tit1 1 tit1 )
AS[F1* Tt tie1] = / f(t, st dut——/ F(t, 8%, )du(t).
T Ry AU T ov e A
Por tanto,
n—2m—2 n—2m-—2
VAFIZ) = sup 3OS \A%lFm,sj)(:(sup Do D0 (AR, [iraitiga] = AFF1Y [t tisa]

(&m) i=o0 j=o0 €M) i=0 j=0

n—2m-—2 1
= sup

tit2 * *
[T 08 ) = 1S5t
(&m) i=0 j=0

p(tiga) — u(tig1) J, 44

1

ti * *
T L ) = £ au)

n—2m-—2

b
= (Sgup) Z Z ‘f(tz+275;+2) - f(t:+275;+1) - f(z:+115;+2)+f(z:+115;+1) < V(fa Ia)'
1) 4=0 =0

se concluye que V#2(F, IP?) < V(f,IP) < +o0.
Ahora, por definicién F(ay,s) = F(t,ay) = 0 para todo (¢,s) € I?, teniéndose que
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V2 (F(ay,-)) = V™ (F(-,a3)) = 0. Por otro lado

laz,b2] la1,b1]

m—2

V2 (F(b1,) = sup > [Ao1Fulbii i1, 5540]]
n =0

= supz b1’83+2 F(by,5j41) B F(b1,s541) — F(b1,s;)
5]+2 u(sj-‘rl) ,LL(SJ+1) — ,U(SJ)

= sup Z ’f (t,8742) f(t73;+1)‘

7=0
Vv[az,bz](f(t ))dt < ‘/[ambz](f(bl? )) + V(f7 Izlx)) < 400

IN

por la Proposicién 2.1.2. Una estimacion similar se sigue para Va ) (F(+5b2)). con-

cluiyéndose que F € BV*2(IP). O
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