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RESUMEN

En este estudio, se desea demostrar, hasta que punto la propiedad de perfecto balan-

ceamiento entre el costo de almacenamiento y el costo de preparación, se satisface para

el problema ELS, en una solución óptima. Se consideró sin perdida de generalidad un

horizonte de pedido que consiste de los periodos {1, . . . , t}, y se de�nió una cota para el
costo total de almacenamiento en dicho horizonte de pedido. Esta cota es una cantidad

proporcional al costo de preparación. Cabe agregar, que un horizonte de pedido es aquel

en donde un único pedido cubre un número entero de periodos consecutivos.

Luego, se de�ne la heurística de Silver-Meal, la cual esta basada en la propiedad de

balanceamiento entre el costo de almacenamiento y el costo de preparación del modelo

EOQ. Las heurística de Costo Unitario Mínimo (LUC) y la de Balanceamiento de

Periodos Parciales (PPB), también estan basadas en esta propiedad. Finalmente, se

utiliza la cota obtenida en el capítulo 2 para la construcción de una nueva heurística

llamadaH∗; y el buen rendimiento de la misma se comprueba al comparar los resultados

de la ejecución de H∗ con las otras heurísticas.
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INTRODUCCIÓN

En el año 1958 Harvey M. Wagner y Thomson M. Whitin publicarón un artículo

llamado �Dynamic Version of the Economic Lot Size Model�, el cual es una versión del

problema del tamaño del lote económico, donde las demandas a lo largo de todo el

horizonte de tiempo, son conocidas y variables para cada periodo. Para diferenciar el

modelo original de su versión dinámica, se suele denominar al problema de inventario

con una tasa de demanda constante, para todo el horizonte de tiempo, como modelo

de la �cantidad de pedido enconómico� (EOQ, por sus siglas en inglés); y como modelo

de �dimensionamiento del lote económico� (ELS, por sus siglas en inglés) al introducido

por Wagner y Whitin en 1958 [4].

En este trabajo se cosidera el problema de dimensionamiento del lote económico

(ELS). Este modelo se aplica en aquellas situaciones en donde un artículo presenta una

demanda determinista pero variable en un horizonte de tiempo �nito y discreto. Así

como también costos de preparación y almacenamiento distintos para cada periodo. El

problema consiste en determinar las cantidades de dicho producto que deben ordenarse

o producirse para que los costos totales del inventario sean minimizados.

En el primer capítulo, se presentan algunas propiedades del problema de la cantidad

de pedido económico (EOQ, por sus siglas en inglés). Este modelo posee una tasa de

demanda conocida y constaste a lo largo de un horizonte de tiempo in�nito y continuo.

Además, en él se consideran costos de preparación y almacenamiento constantes durante

todo el horizonte de tiempo. En base a estas características, se demuestra que en el

modelo EOQ, dichos costos estan perfectamente balanceados en una solución óptima.

En este capítulo, también se estudia el algoritmo presentado por Wagner y Whitin

[4], y se comprueba que existe una solución óptima para el problema ELS, que satisface

la propiedad de inventario cero; es decir, una orden es realizada solo cuando el nivel del

1



Introducción 2

inventario disminuye hasta llegar a cero.

Cabe destacar, que una de las propiedades más interesantes del modelo EOQ, es

el perfecto balanceamiento que existe entre el costo de almacenamiento y el costo de

preparación en una solución óptima. Esta propiedad se basa en el hecho, de que el costo

total del inventario, es una función cóncava de la variable y, donde y representa el nivel

del inventario en un determinado punto en el tiempo.

La propiedad de perfecto balanceamiento del problema EOQ, es utilizada como

base fundamental para la construcción de muchas heurísticas para el modelo de di-

mensionamiento del lote económico (ELS). Una de las heurísticas más conocidas, es la

denominada Balanceamiento de Periodos Parciales (PPB, por sus siglas en inglés). Esta

intenta contruir una solución, donde los costos de preparación y de almacenamiento se

encuentren balanceados. Otras heurísticas que buscan explotar esta propiedad, es la

conocida Silver-Meal (SM) y la del Costo Unitario Mínimo (LUC, por sus siglas en

inglés). En la primera se busca minimizar los costos promedios por periodos y en la

segunda se busca minimizar el costo promedio por unidad de artículo.

Son muchas las heurísticas que intentan construir una solución donde los costos esten

perfectamente balanceados. Sin embargo, tal como se demostrará en el capítulo 3, estas

heurísticas no siempre poseen un buen comportamiento. Esto se debe a que el costo de

almacenamiento y el costo de preparación, no necesariamente estan balanceados en una

solución óptima del modelo ELS.

En vista de lo anterior, es inevitable realizar la siguiente pregunta: ¾Hasta que

punto la propiedad de balanceamiento entre el costo de almacenamiento y el costo de

preparación en una solución óptima, se cumple para el modelo ELS?. La respuesta a

esta interrogante fue dada por Wilco van den Heuvel y Albert P.M. Wagelmans en un

artículo llamado �A holding cost bound for the economic lot-sizing problem with time-

invariant cost parameters� [6]. En dicho artículo, ellos demuestran que el costo total de

almacenamiento en un horizonte de pedido es acotado superiormente por una cantidad

proporcional al costo de preparación.

El objetivo principal de este estudio, es describir los resultados de Heuvel y Wagel-
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mans de forma más detallada y más explícita, ampliando el marco teórico y progra-

mando el algoritmo propuesto en el artículo.



Capítulo 1

PRELIMINARES

El objetivo �nal de un modelo de inventario generalizado es responder a dos sencillas

preguntas:

a. ¾Que cantidad de artículos deben perdirse?

b. ¾Cuando debe realizarse el pedido?

Las respuestas a estas dos interrogantes, pueden determinarse minimizando el costo

total del inventario, el cual se puede expresar como una función de estas dos variables.

Esta función generalmente viene dada de la siguiente forma:

(
costo total

del inventario

)
=

(
costo de

compra

)
+

(
costo de

preparación

)
+

(
costo de

almacenamiento

)
+

(
costo por

faltantes

)
.

Los modelos de inventario se dividen en cuatro tipos dependiendo del patrón de la

demanda, estos son:

a. Los modelos deterministas estáticos, donde la demanda es conocida y constante

a lo largo del tiempo.

b. Los modelos deterministas pero dinámicos, donde si bien la demanda se conoce

para cada periodo (por ejemplo mensualmente), la misma varía de periodo en

periodo.

c. Los modelos probabilísticos estacionarios, que son aquellos donde la función de

densidad de probabilidad de la demanda se mantiente sin cambio en el tiempo.
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1.1.Modelo clásico de la cantidad de pedido económico (EOQ) 5

d. Los modelos probabilísticos no estacionarios, donde la función de densidad de

probabilidad varía con el tiempo.

En este estudio, se van a considerar los modelos de inventario con demandas deter-

ministas, es decir, aquellos en donde las demandas son conocidas a lo largo del tiempo.

En particular, se presenta a continuación, el problema clásico de la cantidad de pedi-

do económico, y más adelante se presentará el modelo de dimensionamiento del lote

económico (ELS), en el cual se supone una demanda variable para cada periodo.

1.1. Modelo clásico de la cantidad de pedido económico (EOQ)

El problema de la cantidad de pedido económico es uno de los modelos de inventarios

mas simples conocidos. En este modelo se supone una demanda de consumo constante a

lo largo del tiempo, una reposición de inventario instantánea y no se permiten faltantes.

Además, la revisión del inventario se realiza de manera continua, y los costo de compra

por unidad permanecen constantes en todo el horizonte de tiempo.

Figura 1.1: Variación del nivel de inventario

En el modelo EOQ, se considera que el nivel de inventario varía a una razón de D

unidades por unidad de tiempo. Además, como se muestra en la �gura 1.1, el punto

mas alto en el nivel del inventario, el cual denotamos por y, ocurre cuando llega una

nueva orden.
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En este modelo se supone que la cantidad y se repone de manera instantánea y

se observa que el tiempo t0 que tarda en agotarse completamente una orden, luego de

haberse realizado un pedido, es de y/D unidades de tiempo.

Por otro lado, si el costo de preparación o el costo por realizar un pedido es K, y el

costo de almacenar una unidad de un artículo por una unidad de tiempo (usualmente

por un año) es de h, entonces el costo total del inventario por unidad de tiempo (TCU ,

por sus siglas en inglés) se expresa como una función de la variable y. Es decir;

TCU(y) =

(
costo de preparación

por unidad de tiempo

)
+

(
costo de almacenamiento

por unidad de tiempo

)

=
K

t0
+
h(y

2
)t0

t0

=
K
y
D

+ h(
y

2
)

TCU(y) =
KD

y
+
h

2
y. (1.1)

La ecuación (1.1) representa el costo total del inventario por unidad de tiempo, en

función de la variable y. Sin embargo, para obtener esta función, no se consideró el costo

por faltantes ni el costo de compra. Esto se debe, al hecho de que en este modelo no

se permiten faltantes; de manera que este costo debe ser nulo en la ecuación. Además,

como el costo de compra por unidad de inventario permanece sin cambio a lo largo del

tiempo, este costo no tiene relevancia al momento de la busquedad de un valor mínimo

para TCU .

Partiendo de los supuestos anteriores, una tarea prioritaria, es conseguir el valor y∗

que minimiza la función TCU . Para ello, se deriva la función TCU respecto a y y luego

se iguala a cero la derivada. Esto es:

d

dy
TCU(y) = 0,

lo implica que:
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−KD
y2

+
h

2
= 0.

Luego, despejando y de esta última ecuación se obtiene:

y =

√
2KD

h

.

Así, considerando que la función TCU es convexa en el intervalo (0,∞), se puede

concluir, que el punto que minimiza a TCU es

y∗ =

√
2KD

h
. (1.2)

En otras palabras, la ecuación (1.2) representa la cantidad que debe ordenarse para

que el costo total del inventario tenga el mínimo valor posible. Esta cantidad debe

ordenarse cada t∗0 = y∗

D
unidades de tiempo.

Por último, para �nalizar esta sección, se va a deducir la conocida propiedad de

balanceamiento perfecto, entre el costo de preparación K y el costo de almacenamiento

h en una solución óptima. Para obtener esto, se supone que se realiza un pedido de y∗

unidades de un artículo cada t0 = y∗

D
unidades de tiempo. De esta manera, el costo de

preparación por unidad de tiempo viene dado como sigue:

K

t∗0
=

K√
2KD

h

D

=DK

√
h

2KD

=DK

√
h

2KD

√
2Kh

2Kh

=hD

√
2K

hD

=
1

2
hDt∗0.
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Por lo tanto,

K

t∗0
=

1

2
hDt∗0. (1.3)

La ecuación (1.3), de�ne una propiedad entre el costo de preparación y el costo de

almacenamiento, la cual es utilizada en la construcción de algunas heurísticas para el

problema de dimensionamiento del lote económico (ELS). Este modelo se va a estudiar

en la próxima sección.

Observación 1.1. Para calcular el costo de almacenamiento por unidad de tiempo en

la ecuación (1.1), se toma en cuenta el nivel del inventario promedio y
2
. Por lo tanto, la

función TCU , en realidad representa el costo promedio total del inventario.

1.2. Modelo de dimensionamiento del lote económico (ELS)

El problema de dimensionamiento del lote económico (ELS, por sus siglas en inglés),

fue presentado por primera vez en el año 1958 por Wagner y Whitin [4]. En el mismo

se considera un horizonte de tiempo �nito y discreto, digamos de N periodos, en donde

cada periodo t, con t = 1, . . . , N , posee una demanda dt, cuyo valor se conoce de

antemano.

En contraste con el modelo EOQ, el problema ELS posee una demanda que varía

de periodo en periodo. Además, el instante en donde se realiza un nuevo pedido suele

coincidir con el comienzo de cada periodo.

Ante la situación planteada, la �nalidad del modelo ELS es minimizar el costo

total del inventario, es decir, queremos saber la respuesta a estas dos interrogantes:

¾que cantidad de unidades debe pedirse? y ¾cuándo debe realizarse las ordenes?. A

continuación, se presentan los modelos matemáticos que ayudan a responder estas dos

preguntas. La di�cultad del modelo depende mayormente del tipo de función de costo

que se este considerando.
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1.2.1. Modelo matemático con funciones de costos arbitrarias

Se presentará el modelo matemático de inventarios, bajo demanda determinista di-

námica, un tanto más general que la situación típica para los resultados de acotamiento

desarrollados por Van den Heuvel y Albert Wagelmans [6].

Se de�ne para cada t ∈ {1, . . . , N} los siguientes parámetros:

dt =cantidad demandada en el periodo t

Kt =costo de realizar un pedido en el periodo t

ht =costo de almacenar una unidad desde el periodo t hasta el t+1

zt =cantidad ordenada en el periodo t

xt =nivel de inventario al inicio del periodo t

ct(zt) =función de costo de compra por unidad

La función de costo de compra para el periodo t viene dada por:

Ct(zt) =

{
0, si zt = 0

Kt + ct(zt), si zt > 0
(1.4)

donde la función ct(zt) es de interés, sólo cuando el costo de compra unitario varía de

periodo en periodo, o si existen descuentos por cantidad.

Figura 1.2: Modelo de programación dinámica

Para la solución de este problema, se considera un algoritmo de programación diná-

mica, el cual se representa grá�camente en la �gura 1.2. El mismo consiste en dividir
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el problema en N subproblemas o etapas, donde en cada etapa se busca minimizar los

costos de compra y de almacenamiento, para luego comparar el resultado con la etapa

siguiente.

A �n de simpli�car, se supone que el costo de almacenamiento esta basado en el

inventario �nal de cada periodo, y además, el costo de almacenamiento se considera

proporcional a esa cantidad. Es decir, si la cantidad de inventario que entra en el

periodo t+ 1 se de�ne por:

xt+1 = xt + zt − dt,

entonces el costo de mantener la cantidad xt+1 desde el periodo t al periodo t+ 1 es de

htxt+1.

Ahora bien, para de�nir el algoritmo de avance que va a resolver este problema, se

tiene en cuenta que cada periodo representará una etapa en el algoritmo de programa-

ción dinámica, mientras que la cantidad xt+1, es el estado del sistema en la etapa o

periodo t.

La variable xt+1 es la cantidad de inventario restante en el periodo t, luego de

consumirse la demanda dt. Debido a esto, el valor mínimo de xt es cero y puede ser a

lo mas dt+1 + · · · + dN unidades de inventario. Por lo tanto, las distintas alternativas

del sistema en la etapa t, se evaluan desde cero hasta dt+1 + · · ·+ dN .

Sea ft(xt+1) el costo mínimo del inventario para los periodos 1, . . . , t, dada la canti-

dad xt+1 de inventario �nal del periodo t. El algoritmo de avance que resuelve el modelo

viene dado por:

f1(x2) = min
z1=d1+x2−x1

{C1(z1) + h1x2}

ft(xt+1) = min
0≤zt≤dt+xt+1

{Ct(zt) + htxt+1 + ft−1(xt+1 + dt − zt)}, (1.5)

con t = 2, 3, . . . , N .

Observación 1.2. Por un lado, se tiene que en el periodo 1, el valor de z1 es exac-

tamente d1 + x2 − x1 unidades de inventario; sin embargo cuando t > 1, la cantidad
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ordenada zt puede ser cero, es decir, que no sería óptimo realizar un pedido en el periodo

t. Esto se debe a que la demanda dt podría satisfacerse por una orden anterior.

1.2.2. Modelo matemático con costos marginales constantes o decrecientes

En economía y �nanzas, el costo marginal mide la tasa de variación del costo de

producción entre la variación de la producción; también se suele expresar como el in-

cremento que sufre el costo cuando se incrementa la producción en una unidad. Mate-

máticamente, la función de costo marginal se expresa como la derivada de la función

de costo total.

El modelo anterior de programación dinámica, es válido para cualquier función de

costo. Un caso particular de este modelo, es considerado cuando para un periodo t, el

costo de compra y el costo de almacenamiento por unidad, son funciones constantes o

decrecientes de las variables zt y xt respectivamente. En este caso, la función de costo

proporcionará costos marginales constantes o decrecientes.

Figura 1.3: Funciones de costos marginales

En la �gura 1.3 se observa, en la grá�ca de la izquierda, una situación en donde

la función de costo total posee un costo marginal constante; esto ocurre en ocasiones

donde no existen descuentos por cantidad producida; es decir, el costo de compra por

unidad es el mismo, independientemente de la cantidad que se ordene.

Por otro lado, la grá�ca situada en el centro de la �gura 1.3 muestra una función

de costo, donde para un pedido de zt > q unidades, existe un descuento en el costo por

unidad. Por lo tanto, el costo marginal tiende a decrecer. Por último, la grá�ca de la

derecha en la �gura 1.3, ilustra una función de costo cóncava en general.
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Dada las condiciones anteriores, se pueden demostrar ciertas propiedades que sirven

para reducir los cálculos en la obtención de una solución óptima. A continuación se

presenta un teorema que fue introducido por primera vez por Wagner y Whitin en el

artículo �dynamic version of the economic lot-size model [4].

Teorema 1.1. Dado el inventario inicial x1 = 0, existe una secuencia óptima z∗1,

z∗2 , . . . , z
∗
N que minimiza el costo total del inventario tal que x∗t z

∗
t = 0 para todo t ∈

{1, . . . , N}.

Demostración. Primero se considera el caso en el que los costos de compra unitarios

y los costos de almacenamiento por unidad, son costantes e idénticos para todo t ∈
{1, . . . , N}. Además, se supone que existe un t0 ∈ {1, . . . , N} tal que x∗t0z

∗
t0
> 0. Esto

quiere decir que existe un periodo t0, donde se realiza un pedido y se trae un inventario

del periodo anterior.

Ahora bien, el costo de mantener la cantidad x∗t0 desde el periodo t0 − 1 hasta t0 es

de hx∗t0 . Además la cantidad x∗t0 generó un costo de compra en algún periodo t < t0.

Así al realizar un aumento de x∗t0 en el pedido z∗t0 tenemos que los costos totales de

compra se mantienen sin variación. Por lo tanto, se obtiene un ahorro de hx∗t0 en los

costos totales del inventario. Esto contradice el hecho de que z∗1 , z
∗
2 , . . . , z

∗
N minimice

los costos totales del inventario.

Se supone ahora, que los costos de compra y los costos de almacenamiento unitarios,

estan dados por funciones cóncavas diferentes para cada periodo, y que x∗t0z
∗
t0
> 0 para

algún periodo t0 ∈ {1, . . . , N}. Sea bl el costo de adquirir y almacenar la cantidad x∗t0

desde un periodo l < t0. Se denota bt0 , el costo de ordenar la misma cantidad x∗t0 en t0.

Si bl < bt0 , entonces es mas económico ordenar una cantidad que satisfaga las deman-

das desde el periodo l hasta t0; esto se debe a que las funciones de costos marginales son

decrecientes. Pero Si bl ≥ bt0 , entonces sería mas económico adquirir x∗t0 en el periodo t0;

esto se debe nuevamente a la particularidad de las funciones de costos marginales. En

conclusión, dado que los costos marginales son constantes o decrecientes, la condición

x∗t z
∗
t = 0 para todo t ∈ {1, . . . , N} no proporcionará una solución peor. �

Dos colorarios siguen del teorema 1.1.
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Corolario 1.1. Existe una secuencia óptima z∗1, z
∗
2 . . . , z

∗
N tal que para todo t ∈

{1, . . . , N} se tiene que z∗t = 0 ó z∗t =
k∑
i=t

di para algún k con t ≤ k ≤ N .

Corolario 1.2. Existe una secuencia óptima tal que: si para algún periodo t0 ∈ {1, . . . , N},
la demanda dt0 es satisfecha por zt∗0 con t∗0 < t0, entonces las demandas dt∗0 , dt∗0+1, . . . ,

dt0−1 son satisfechas tambien por zt∗0 .

Observación 1.3. Para una demostración de los corolarios 1 y 2 puede verse el artículo

[4] publicado por Wagner y Whitin en 1958.

Los corolarios 1.1 y 1.2 indican por un lado que para un periodo t, la cantidad

ordenada zt, si es positiva debe satisfacer un número exacto de periodos consecutivos;

mientras que si zt es cero, la demanda del periodo t debe ser satisfecha totalmente por

un pedido anterior.

Gracias a estos resultados, se obtiene un ahorro importante en el número de cálculos

del algoritmo de avance. Esto se debe principalmente, a que el estado en el algoritmo

de avance esta determinado por las cantidades demandadas en los periodos siguientes.

Sin embargo, para el caso donde existen costos marginales constantes o decrecientes, se

considera para los estados del algoritmo, el número de periodos subsecuentes y no la

cantidad demandada en dichos periodos.

Cabe agregar, que en el teorema 1.1 se dio la condición de que el inventario inicial

debe ser cero, sin embargo, si nos encontramos con un problema donde x1 > 0, en-

tonces esta cantidad puede restarse de las demandas posteriores hasta que se agote la

existencia. Los periodos donde la demanda se ha satisfecho aún pueden incluirse en el

problema, pero dichas demandas deben ser nulas. Esto se ilustrará con un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Considere el siguiente modelo de inventario de cuatro periodos

Periodo t dt Kt($) ht($)

1 76 98 1

2 26 114 1

3 90 185 1

4 67 70 1



1.2.Modelo de dimensionamiento del lote económico (ELS) 14

El inventario inicial es de 80 unidades y el costo de compra por unidad es constante

e igual a $2.00 para todos los periodos.

Se utilizará el algoritmo de avance para obtener la solución óptima, y se considera-

rán las propiedades demostradas anteriormente. Dado que x1 = 80, la demanda d1 es

satisfecha por esta cantidad. Además d2 = 26− 4 = 22. Luego, el nuevo problema es:

Periodo t dt Kt($) ht($)

1 0 98 1

2 22 114 1

3 90 185 1

4 67 70 1

donde el inventario inicial se considera nulo. En este caso la función de costo se de�ne

por:

Ct(zt) =

0, si zt = 0

Kt + 2zt, si zt > 0

para todo t ∈ {1, 2, 3, 4}.

Etapa 1: d1 = 0, z1 = d1 + x2 − x1.

f1(x2) = C1(z1) + h1x2

z1 = 0 22 112 179 Solución óptima

x2 h1x2 C1(z1)=0 142 322 456 f1(x2) z∗1

0 0 0 - - - 0 0

22 22 - 164 - - 164 22

112 112 - - 434 - 434 112

179 179 - - - 635 635 179

Pedido en 1 para 1 1,2 1,2,3 1,2,3,4
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Etapa 2: d2 = 22, 0 ≤ z2 ≤ d2 + x3 = 22 + x3.

f2(x3) = C2(z2) + h2x3 + f1(x3 + d2 − z2)
z1 = 0 22 112 179 Solución óptima

x3 h2x3 C2(z2)=0 158 338 472 f2(x3) z∗2

0 0 0+164=164 158+0=158 - - 158 22

90 90 90+434=524 - 428+0=428 - 428 112

157 157 157+635=792 - - 629+0=629 629 179

Pedido en 2 para - 2 2,3 2,3,4

Etapa 3: d3 = 90, 0 ≤ z3 ≤ d3 + x4 = 90 + x4.

f3(x4) = C3(z3) + h3x4 + f2(x4 + d3 − z3)
z3 = 0 90 157 Solución óptima

x4 h3x4 C3(z3)=0 365 499 f3(x4) z∗3

0 0 0+428=428 365+158=523 - 428 0

67 67 67+629=696 - 566+158=724 696 0

Pedido en 3 para - 3 3,4

Etapa 4: d4 = 67, x5 = 0, 0 ≤ z4 ≤ d4 + x5 = 67.

f4(x5) = C4(z4) + h4x5 + f3(x5 + d4 − z4)
z4 = 0 67 Solución óptima

x5 h4x5 C4(z4)=0 204 f4(x5) z∗4

0 0 0+696=696 204+428=632 632 67

Pedido en 4 para - 4

La solución óptima viene dada de la siguiente forma:

(x5 = 0) −→ z∗4 = 67 −→ (x4 = 0 + 67− 67 = 0) −→ z∗3 = 0 −→ (x3 = 0 + 90− 0 =

90) −→ z∗2 = 112 −→ (x2 = 90 + 22− 112 = 0) −→ z∗1 = 0 .
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1.2.3. Modelo con funciones de costos de compras a�nes

Un caso particular de una función de costo de compra, es cuando ésta es una función

lineal o afín; es decir que para cada t ∈ {1, . . . , N} se tiene que:

Ct(zt) = Kt + ctzt,

donde ct+1 ≥ ct, para todo t ∈ {1, . . . , N − 1}.

Bajo estas condiciones, el algoritmo de avance se puede modi�car, de manera que

se obtenga un ahorro signi�cativo en los cálculos. Este nuevo algoritmo modi�cado, a

diferencia del original, de�ne cada etapa t de manera que para el periodo t, la política

óptima se determina considerando los pedidos realizados en los periodos anteriores,

hasta el mismo periodo t. Matemáticamente el algoritmo modi�cado se de�ne como

sigue:

f(t) = min


min
1≤i<t

[
Ci +

t−1∑
k=i

t∑
p=k+1

hkdp + f(i− 1)

]
Ct + f(t− 1)

(1.6)

donde para algún periodo k, la función f(k) representa el costo mínimo total para los

periodos 1, 2, . . . , k; mientras que Ci es el costo total de realizar un pedido en el periodo

i para traer la cantidad zi = di + di+1 · · ·+ dk del periodo i al k.

Observación 1.4. En el modelo original, el número máximo de cálculos que deben

realizarse para obtener una solución óptima es de N(N+1)+N(N−1)
2

= N2; mientras que

en el modelo modi�cado el número de registros es de N(N+1)
2

. Sin embargo, este número

puede reducirse aún mas, si consideramos el siguiente teorema.

Teorema del horizonte de planeación: Si para un periodo t∗ el mínimo en (1.6)

ocurre de tal modo que la demanda dt∗ es satisfecha desde un periodo t∗∗ < t∗, entonces

para los periodos t > t∗, es su�ciente buscar la solución óptima considerando solo los

periodos t∗∗, t∗∗ + 1, . . . , t. En particular, si t∗ = t∗∗, entonces para cualquier periodo

futuro t > t∗ siempre será óptimo ordenar en t∗. En este caso se dice que t∗ marca el

comienzo de un horizonte de planeación.
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Demostración. Se considera sin pérdida de optimalidad, un programa óptimo que satis-

face las características supuestas en el teorema. Supongamos además, que el programa

sugiere que se debe considerar un pedido en el periodo t∗∗∗ < t∗∗ para el periodo t∗;

entonces por el corolario 1.2, la demanda dt∗∗ debe ser satisfecha también por un pedido

en t∗∗∗. Luego se tiene un inventario de entrada positivo y un pedido positivo en t∗∗, lo

cual contradice el teorema 1.1. �

El teorema anterior implica dos importantes conceptos:

a. Los cálculos en (1.6) pueden ser realizados solo para k > t∗∗. Esto conduce a un

ahorro en el número de operaciones del ordenador.

b. En el caso particular, donde t∗∗ = t∗; además de truncar los cálculos en t∗, los

periodos futuros comenzando por t∗ serán considerados independientes de todos

los periodos anteriores.

En el caso donde t∗∗ < t∗, la política óptima puede requerir cambios en las demandas

futuras. En este caso, t∗∗ se denominará el periodo de inicio de un subhorizonte siempre

que t∗∗ < t∗.



Capítulo 2

COTA PARA EL COSTO TOTAL DE
ALMACENAMIENTO DEL MODELO ELS

En el capítulo 1, se probó que existe una solución óptima para el problema de

dimensionamiento del lote económico (ELS), que satisface la propiedad de inventario

cero; esto quiere decir que en una solución óptima, un pedido es realizado cuando el nivel

del inventario cae a cero. Esto se demostró partiendo del hecho de que para un periodo

t, los costos de compra y de almacenamiento por unidad, son funciones constantes o

decrecientes de zt y xt+1 respectivamente.

En este capítulo, se va a deducir una cota superior para el costo de almacenamiento,

en un horizonte de orden o horizonte de pedido; donde un horizonte de orden se de�ne

como el número de periodos en los que las demandas son satisfechas por un único

pedido.

Hecha la observación anterior, en este capítulo se va a considerar el caso particular

donde los costos de compra, de almacenamiento y de preparación son constantes e

indénticos para todos los periodos. Así que el costo de compra deja de tener relevancia

en la obtención de una solución óptima.

Ante la situación planteada, se denota por K a el costo de realizar una orden y

como h a el costo de almacenamiento del modelo ELS. Se supone además, sin perdida

de generalidad, que un horizonte de pedido de una solución óptima contiene los periodos

1, 2, . . . , t. Se procederá a deducir una cota para el costo total de almacenamiento en

este horizonte de orden.

Sea ri = di+1 + · · · + dt la cantidad de inventario restante para algún periodo

i ∈ {1, . . . , t − 1} (como se muestra en la �gura 2.1), luego de que se ha consumido la

18
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cantidad di. Entonces, el costo de almacenar ri durante el periodo i es de hri.

Figura 2.1: Variación del inventario en un horizonte de pedido

Por lo tanto, el costo total de almacenamiento viene dado por:

Ht = hr1 + hr2 + · · ·+ hrt−1

= h(d2 + · · ·+ dt) + h(d3 + · · ·+ dt) + · · ·+ h(di + · · ·+ dt) + · · ·+ h(dt)

= hd2 + h2d3 + · · ·+ h(i− 1)di + · · ·+ h(t− 1)dt

= h
t∑

i=2

(i− 1)di

Luego;

Ht = h

t∑
i=2

(i− 1)di (2.1)

Si se realiza un pedido en algún periodo p+ 1, con p ∈ {2, . . . , t− 1}, de tal forma

que esta nueva orden modi�que la solución óptima, es decir, un pedido realizado en el

periodo 1 cubre las demandas desde 1 hasta p; mientras que la cantidad ordenada en

p+ 1 debe satisfacer desde p+ 1 hasta el último periodo t.

En la �gura 2.2 se ilustra grá�camente esta situación. Se observa que al agregar una

preparación en p + 1, se obtiene un ahorro en el costo total de mantenimiento de la
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cantidad dp+1 + · · ·+ dt. Este ahorro es en cada uno de los periodos 1, 2, . . . y p. Por lo

tanto, como en el horizonte de pedido de la solución óptima, esta cantidad se almacena

p veces, el descuento que se obtiene al realizar el pedido en p+ 1 es de

hp(dp+1 + · · ·+ dt) = ph

t∑
i=p+1

di (2.2)

Figura 2.2: Variación del inventario con una orden en p+ 1

Los siguientes lemas que se presentarán a continuación, serán utilizados para de-

mostrar el teorema principal de este estudio, el cual fue introducido en el año 2009

por Wilco Van Den Heuvel y Albert Wagelmans [6]. La idea de la prueba se basa en

el hecho, de que ninguna orden adicional en un horizonte de pedido de una solución

óptima, conduce a una reducción de los costos totales del inventario.

Lema 2.1. Supongamos que existe una constante c ≥ 0 y un periodo p ∈ {1, . . . , t− 1}
tal que

cph
t∑

i=p+1

di ≥ h
t∑

i=2

(i− 1)di. (2.3)

Entonces en una solución óptima se tiene que Ht ≤ cK.

Demostración. Sea el conjunto {1, . . . , t} un horizonte de pedido arbitrario de una

solución óptima para el modelo ELS. Entonces, como se demostró anteriormente, al
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agregar un pedido en el periodo p + 1 con p ∈ {1, . . . , t − 1}, se obtiene un descuento

en el costo total de almacenamiento de ph
t∑

i=p+1

di unidades. Además, debido a que se

esta considerando un programa óptimo, esta cantidad no debe ser mayor que el costo

de realizar una orden en p+ 1. En otras palabras, para todo p ∈ {1, . . . , t− 1} se tiene
que

ph
t∑

i=p+1

di ≤ K.

Luego, por (2.2) y (2.3),

Ht = h

t∑
i=2

(i− 1)di ≤ cph
t∑

i=p+1

di ≤ cK.

�

El Lema 2.1 se interpreta así: si se puede encontrar un c ≥ 0, tal que la desigualdad

(2.3) se cumpla para cualquier secuencia de demandas d=d1, . . . , dt, entonces se ha

encontrado una cota para el costo total de almacenamiento en un horizonte de pedido

de una solución óptima.

Por otro lado, en el horizonte de pedido {1, . . . , t}, el mayor incremento que puede

sufrir el costo total de almacenamiento es cuando se realiza una orden en cada periodo.

Es decir;

K + h
t∑

i=2

(i− 1)di ≤ tK.

Así,

h
t∑

i=2

(i− 1)di ≤ (t− 1)K.

Por lo tanto, una cota superior para la constante c debe ser t− 1. Esto es, cuando

en la desigualdad (2.3) se toma c = t− 1 y p = 1, entonces Ht ≤ cK.

En la observación de arriba, se ha obtenido una cota trivial para Ht en una solución

óptima, sin embargo el objetivo es encontrar una cota superior para el costo total de

almacenamiento, dada una secuencia de demandas arbitrarias, que sea menor que esta

cota trivial. En el Lema siguiente, se obtiene una cota superior de c, dada una secuencia
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d=d1, . . . , dt particular, mientras que en el Lema 2.3 se demuestra que esta cota funciona

dada cualquier secuencia de demanda.

Lema 2.2. Sea d0 = d01, . . . , d
0
t una secuencia de demandas de�nidas por:

d01 > 0, d0i = 1
i(i−1)

= 1
i−1
− 1

i
, con i = 2, . . . , t− 1, d0t = 1

t−1
.

Entonces, para la secuencia d0 se cumple que:

(
t−1∑
i=1

1

i

)
p

t∑
i=p+1

d0i =
t∑

i=2

(i− 1)d0i , para todo p = 1, . . . , t− 1.

Demostración. Por un lado, tomando en cuenta que la demanda en el i-ésimo periodo

es d0i = 1
i(i−1)

, y que en el perido t es d0t = 1
t−1

se tiene que:

t∑
i=2

(i− 1)d0i =
t−1∑
i=2

(i− 1)d0i + (t− 1)d0t

=
t−1∑
i=2

(i− 1)
1

i(i− 1)
+ (t− 1)

1

t− 1

=
t−1∑
i=2

1

i
+ 1

=
t−1∑
i=1

1

i
.

Por otro lado, para cualquier periodo p ∈ {1, . . . , t− 1} se tiene que

p

t∑
i=p+1

d0i = p

[
t−1∑

i=p+1

(
1

i− 1
− 1

i

)]
= p

[(
1
p
− 1

t−1

)
+ 1

t−1

]
= 1.

Por lo tanto, (
t−1∑
i=1

1

i

)
p

t∑
i=p+1

d0i =

(
t−1∑
i=1

1

i

)
1 =

t∑
i=2

(i− 1)d0i ,

lo cual demuestra el Lema. �
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Note que si en un horizonte de pedido de una solución óptima, la secuencia de

demandas correspondientes a los periodos de este horizonte, estan de�nida por d0,

entonces cualquier pedido que se agregue en p+ 1, con p ∈ {1, . . . , t− 1} conduce a la

misma reducción en el costo total almacenamiento. En otras palabras, cualquier pedido

que se haga en p+ 1 conduce a una reducción del costo de una unidad.

Cabe agregar, que en el Lema 2.2 se demostró que para esta secuencia de demanda

en particular, existe una constante c =
t−1∑
i=1

1

i
, tal que la igualdad en la inecuación (2.3)

se satisface. Esto quiere decir que para las demadas d0, el valor mas pequeño que puede

tomar la costante c de manera que se satisfaga (2.3) es

t−1∑
i=1

1

i

.

Además, se observa que cuando Ht es �nito, siempre es posible encontrar un valor

de c su�cientemente grande que satisfaga (2.3); sin embargo, debido al Lema 2.2, para

una demanda arbitraria debemos tener c ≥
t−1∑
i=1

1

i
, porque de lo contrario, cuando se

tenga un caso particular donde la demanda esta dada por d0, la desigualdad (2.3) no

se cumpliría. Lo cual contradice el Lema 2.2.

El siguiente Lema prueba que la cantidad
t−1∑
i=1

1

i
es una cota superior para el valor

de c, cuando (2.3) se satisface para demandas arbitrarias.

Lema 2.3. Para cualquier secuencia de demandas d = d1, . . . , dt de una solución óp-

tima, existe un periodo p ∈ {1, . . . , t− 1} tal que(
t−1∑
i=1

1

i

)
p

t∑
i=p+1

di ≥
t∑

i=2

(i− 1)di (2.4)

Demostración. En el caso donde di = 0 para todo i ∈ {2, . . . , t}, la desigualdad (2.4)

se cumple trivialmente. Así que se supone que existe un periodo i ∈ {2, . . . , t}, tal que

di > 0. Entonces,
t∑

i=2

(i− 1)di > 0.
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Sea α =

t∑
i=2

(i− 1)di

t∑
i=2

(i− 1)d0i

, entonces α > 0, debido a la de�nición de d0. Esto implica

que:

t∑
i=2

(i− 1)di = α

t∑
i=2

(i− 1)d0i . (2.5)

Se de�ne el vector ∆d = d− αd0. Entonces por (2.5) se tiene que:

t∑
i=2

(i− 1)∆di =
t∑

i=2

(i− 1)(di − αd0i ) = 0.

A�rmación 2.1. Existe un perido p ∈ {1, . . . , t− 1} tal que

p
t∑

i=p+1

di ≥ p
t∑

i=p+1

αd0i ⇔ p
t∑

i=p+1

∆di ≥ 0. (2.6)

En efecto; se supone que (2.6) no se cumple, es decir, para todo p ∈ {1, . . . t − 1} se
tiene que

p
t∑

i=p+1

∆di < 0⇔
t∑

i=p+1

∆di < 0.

Entonces

0 >
t−1∑
p=1

t∑
i=p+1

∆di =
t∑

i=2

i−1∑
p=1

∆di =
t∑

i=2

(i− 1)∆di = 0.

Lo cual es una contradicción.

Ahora bien, debido a la a�rmación anterior y al Lema 2.2, existe un periodo p ∈
{1, . . . , t− 1} tal que

(
t−1∑
i=1

1

i

)
p

t∑
i=p+1

di ≥

(
t−1∑
i=1

1

i

)
p

t∑
i=p+1

αd0i

= α
t∑

i=2

(i− 1)d0i =
t∑

i=2

(i− 1)di.

Por lo tanto el Lema queda demostrado. �
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Puesto que se ha encontrado un cota superior para la constante c, dada cualquier

secuencia de demandas arbitrarias, se procederá a enunciar y demostrar el teorema

principal.

Teorema 2.1. Sea {1, . . . , t} el conjunto de periodos en un horizonte de pedido de

una solución óptima de un problema con una secuencia de demandas de d1, d2, . . . , dt.

Entonces, para el costo total de almacenamiento se cumple que:

Ht = h

t∑
i=2

(i− 1)di ≤ K

t−1∑
i=1

1

i
. (2.7)

Demostración. Por el Lema 2.3, existe un periodo p ∈ {1, . . . , t− 1} tal que(
t−1∑
i=1

1

i

)
ph

t∑
i=p+1

di ≥
t∑

i=2

(i− 1)di,

Luego si se toma c =
t−1∑
i=1

1

i
en la desigualdad (2.3), se obtiene que

Ht =
t∑

i=2

(i− 1)di ≤ cK = K
t−1∑
i=1

1

i
.

Por lo tanto, el teorema queda demostrado. �

En el teorema 2.1, se ha encontrado una cota superior para el costo total de alma-

cenamiento en un horizonte de pedido de una solución óptima, para una secuencia de

demandas arbitraria.

En un caso particular de N periodos, con costos K = h = 1 y una secuencia d0

de�nida como en el Lema 2.2. Es decir;

d01 > 0, d0i = 1
i(i−1)

= 1
i−1
− 1

i
, con i = 2, . . . , N − 1, d0N = 1

N−1
.

Se tiene que la solución óptima consiste en realizar un único pedido en el periodo

1 que satisfaga todas las demandas hasta el último periodo N. En efecto; si se agrega



26

una orden en p + 1, con p = 1, . . . , N − 1, se obtiene un ahorro en el costo total de

almacenamiento de p
N∑

i=p+1

d0i unidades, pero

p
N∑

i=p+1

d0i = p

[(
1

p
− 1

N − 1

)
+

1

N − 1

]
= 1 = K.

De modo que, ningún pedido adicional mejorará la solución.

Por otro lado, si se agrega un pedido en un periodo p̂+1, despues de haber agregado

previamente una orden en p + 1, entonces en el costo total de almacenamiento, la

cantidad d0p̂+1 + · · ·+ d0N se ahorra un número p̂− (p+ 1) + 1 de veces. De manera que

el ahorro que se obtiene es

(p̂− p)
N∑

i=p̂+1

d0i .

Pero,

(p̂− p)
N∑

i=p̂+1

d0i = (p̂− p)1

p̂
= 1− p

p̂
< 1 = K,

pues p < p̂. Por lo tanto, agregar más de una orden en {2, . . . , N} tampoco mejorará

la solución. Así que cada vez que se agregue una orden adicional, los costos totales

del inventario aumentarán. En conclusión, se ha probado que la mejor solución del

problema, es realizar una única orden al incio del intervalo.

En vista de lo anterior, se tiene que la razón entre el costo de almacenamiento y

el costo de preparación en el horizonte de pedido {1, . . . , N}, se hace aribitrariamente

grande cuando N se hace grande. Esto es,

HN

K
=

N−1∑
i=1

1

i
→∞ cuando N →∞

Ahora se esta en condiciones de enunciar el siguiente teorema. El cual demuestra

que el criterio que se utiliza en la construcción de la heurística PPB no es cierto en

general. La heurística PPB se estudiará en el siguiente capítulo.

Teorema 2.2. Existe una instancia de problema para el cual la razón entre el costo de

almacenamiento y el costo de preparación en una solución óptima es arbitrariamente

grande.



Capítulo 3

HEURÍSTICAS PARA EL MODELO ELS

En este capítulo se de�nen tres heurísticas para la resolución del problema de di-

mensionamiento del lote económico (ELS) basadas en la propiedad de perfecto ba-

lanceamiento del modelo EOQ. En estas heurísitcas los costos de preparación y de

almacenamiento se suponen constante e idénticos para todos los periodos.

Luego, se procede a la construcción de una nueva heurística, la cual estará basada

en la propiedad (2.7) deducida en el capítulo dos. Al �nal del capítulo se muestran los

resultados de un pequeño análisis computacional que se realizó usando la herramienta

MatLab, y cuyo objetivo fue comparar el rendimiento de esta nueva heurística con las

otras tres.

3.1. Heurística de Silver-Meal (SM).

La heurística de Silver-Meal requiere la determinación del costo promedio por pe-

riodo como función del número de periodos que el pedido actual cubrirá. Los cálculos

se detienen cuando esta función se incrementa.

Se de�ne la función C(t) como el costo total de preparar un pedido en el periodo 1

y mantenerlo durante los periodos 1, 2, . . . , t. Esta función viene dada por:

C(t) = K + hd2 + 2hd3 + 3hd4 + · · ·+ (t− 1)hdt.

Si se divide la cantidad C(t) por el número de periodos trascurridos desde que se

realizó la orden, se obtiene la función de costo total promedio por periodo CP (t), la

cual se de�ne como

CP (t) =
K + hd2 + 2hd3 + 3hd4 + · · ·+ (t− 1)hdt

t
.
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donde CP(1)=K.

El horizonte de pedido se obtiene al veri�car en que punto la desigualdad CP (t) >

CP (t−1) no se satisface, en ese momento se detienen los cálculos, se programa una orden

que satisfaga los periodos 1, 2, . . . , t− 1 y se comienza nuevamente el procedimiento en

el periodo t.

3.2. Heurística de Costo Unitario Mínimo (LUC).

.

La heurística de Costo Unitario Mínimo (LUC, Least Unit Cost), es similar al mé-

todo de Silver-Meal, excepto que en lugar de dividir el costo para el periodo t entre

el número de periodos, se divide entre la cantidad total de unidades demandadas a lo

largo del periodo t. Se elige el horizonte de pedido que minimiza el costo por unidad de

demanda en lugar del costo por periodo.

Se de�ne CPU(t) como el costo total promedio por unidad para un horizonte de

pedido con t periodos. Esto es;

CPU(t) =
K + hd2 + 2h3 + 3hd4 + · · ·+ (t− 1)hdt

d1 + d2 + · · ·+ dt

donde CPU(1) = K
d1
.

Como en el caso de la heurística de Silver-Meal, el cálculo se detiene cuando CPU(t) >

CPU(t − 1) y se realiza una orden de la cantidad d1 + · · · + dt−1. Luego, se repite el

procedimiento iniciando en el periodo t.

3.3. Heurística de Balanceo de Periodos Parciales (PPB).

Este último método consiste en igualar el horizonte de pedido al número de periodos

que más ajuste al costo total de almacenamiento con el costo de preparación en dicho

periodo. El horizonte de pedido que iguale exactamente los costos de preparación y al-

macenamiento, di�cilmente será un número entero de periodos, a ello se debe el nombre

del método.
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3.4. Nueva Heurística H∗

En el capítulo 2, se obtuvo una cota superior para el costo total de almacenamiento

en un horizonte de pedido de una solución óptima, lo cual se demostró en el Teorema

2.1. Esto plantea una idea para la construcción de una nueva heurística para el modelo

ELS, con parámetros de costos invariantes en el tiempo.

Por el teorema 2.1, se sabe que en cualquier horizonte de pedido de una solución óp-

tima, el costo de almacenamiento satisface la desigualdad (2.7), así la nueva heurística,

la cual se denotará como H, consistirá en encontrar horizonte de pedido que cumplan

con esta propiedad. En otras palabras, la heurística H va a seleccionar un horizonte de

pedido que cubra los periodos 1, . . . , t de tal forma que:

h
t∑

i=2

(i− 1)di ≤ K
t−1∑
i=1

1

i
. (3.1)

Por lo tanto, cualquier solución que se encuentre utilizando H cumple con una

propiedad que es satisfecha por cualquier solución óptima.

Ejemplo 3.1. Un taller de maquinado desea programar la producción por lotes para

cubiertas de computadoras. En las siguiente cinco semanas las demandas de cubiertas

son d = (18, 30, 42, 5, 20). El costo de almacenamiento es de $2 por cubierta a la semana,

y el costo de preparación es de $80 por tanda de producción. Los datos del problema

se resumen en la siguiente tabla.

Periodo t dt Kt($) ht($)

1 18 80 2

2 30 80 2

3 42 80 2

4 5 80 2

5 20 80 2

Solución: Se utiliza la heurística H para encontrar un programa de producción para

este problema. La busquedad consiste en probar hasta que periodo t se satisface (3.1). En

el primer periodo se debe realizar una orden obligatoriamente, por lo tanto la heurística

empieza la veri�cación en el segundo periodo.
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Para t = 2,

h
t∑

i=2

(i− 1)di = 2(1)30 = 60 ≤ 80 = 80(1) = K

t−1∑
i=1

1

i
.

Como esta última desigualdad se cumple, se procede a veri�car el siguiente periodo.

Para t = 3,

h

t∑
i=2

(i− 1)di = 2((1)30 + (2)42) = 228 ≤ 120 = 80(1 +
1

2
) = K

t−1∑
i=1

1

i
.

Debido a que la desigualdad anterior no es cierta, el primer horizonte de pedido

contiene los periodos {1, 2}. Es decir, la heurística H sugiere que se debe realizar un

pedido en t = 1 que satisfaga las demandas en los periodos 1 y 2. Luego, se realiza un

pedido en t = 3 y se procede a chequear el periodo t = 4. Note que en t = 3 comienza

un nuevo horizonte de pedido, por lo tanto la heurística empieza la busqueda en k = 2,

el cual corresponde al segundo periodo del nuevo horizonte de pedido.

Para t = 4, k = 2 y d̂2 = d4,

h
k∑

i=2

(i− 1)d̂i = 2(5) = 10 ≤ 80 = 80(1) = K
k−1∑
i=1

1

i
.

Para t = 5, k = 3 y d̂3 = d5,

h
k∑

i=2

(i− 1)d̂i = 2((1)5 + (2)20) = 90 ≤ 120 = 80(1 +
1

2
) = K

k−1∑
i=1

1

i
.

Luego, el segundo horizonte de orden contiene los periodos {3, 4, 5}.

Finalmente, la solución generada por H consiste en programar la producción de

z∗1 = 48 unidades para la semana 1 y 2, y de z∗3 = 67 para las semanas restantes. Esto

generará un costo total CH de

CH = 2(80) + 2(30) + 2((1)5 + (2)20) = $310.

Note que esta es la solución óptima del problema; sin embargo esta heurística no

siempre genera una solución óptima. Mas aún, el siguiente ejemplo muestra que el peor

caso del rendimiento de H es arbitrariamente malo.
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Ejemplo 3.2. Sea una instancia de problema donde la secuencia de demandas esta

de�nida de la siguiente manera:

d1 > 0, dN = k
h(N−1)

N−1∑
i=1

1

t
y dt = 0, para todo t = 2, . . . , N − 1.

Entonces, para este caso, la razón entre el costo de la solución generada por H y el

costo de la solución óptima es arbitrariamente grande cuando N se hace arbitrariamente

grande.

En efecto; note que para t = 2, . . . , N − 1, la desigualdad (3.1) se satisface trivial-

mente. Pero cuando t = N tenemos que

h
t∑

i=2

(i− 1)di = h(N − 1)
K

h(N − 1)

N−1∑
t=1

1

t
= K

N−1∑
t=1

1

t
= K

t−1∑
i=1

1

i
.

De modo que, la solución generada por H consiste en realizar un único pedido al

inicio del horizonte de planeación, obteniendo así un costo total de

CH = K + h
N∑
t=2

(t− 1)dt = K + h(N − 1)
K

h(N − 1)

N−1∑
t=1

1

t
= K

N−1∑
t=1

1

t

.

Sin embargo, la solución óptima consiste en realizar un pedido en el primer y último

periodo, con un costo total de C∗ = 2K.

Así,

CH

C∗ =

K

(
1 +

N−1∑
t=1

1

t

)
2K

→∞ cuando N →∞.

En la heurísticaH, se ha usado el valor c =
t−1∑
i=1

1

i
, el cual es el valor mas pequeño que

satisface la desigualdad (2.3). Sin embargo, este no es el mejor valor de c que se puede

obtener dado un caso particular de un problema. Esto es porque para una instancia en

particular d = d1, . . . , dt, la costante c depende principalmente de dicha secuencia.
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En vista de lo anterior, la heurística H puede ser mejorada si se actualiza el valor

de c cada vez que se veri�ca si la desigualdad (2.3) se cumple. En otras palabras, la

nueva heurística, la cual es denotada por H∗, realiza la busqueda de una solución de la

siguiente manera.

Suponga sin perdida de generalidad, que en un problema de inventario se ha llegado

en algún periodo t, de tal suerte que el último pedido se realizó en el periodo 1. Entonces,

se calcula el valor más pequeño de c que satisface la desigualdad (2.3) y se veri�ca si

h
t∑

i=2

(i− 1)di ≤ ctK. (3.2)

En caso de que la desigualdad (3.2) se cumpla, se procede con la veri�cación del

perido t+1; de lo contrario, debe realizarse una orden que cubra los periodos {1, . . . , t−
1}, además se hace un pedido en t y se procede a realizar el mismo procedimiento, para

luego obtener el próximo horizonte de pedido.

Observación 3.1. El mejor valor de c se obtiene de la siguiente forma: Se veri�ca para

cual de los valores de p ∈ {1, . . . , t − 1} se obtiene un mayor ahorro en el costo de

almacenamiento total Ht, cuando se agrega una preparación en el periodo p + 1. De

modo que la constante c que satisface la igualdad en (2.3), es la constante ct que sugiere

la heurística.

Luego si se llega a un periodo t que no satisface (3.2), es decir h
t∑

i=2

(i− 1)di > ctK,

entonces

ctph
t∑

i=p+1

di ≥ h
t∑

i=2

(i− 1)di > ctK

Esto implica que:

ph

t∑
i=p+1

di > K.

Esto indica que existe un periodo p ∈ {1, . . . , t−1} tal que al agregar un pedido en p+
1, se obtiene una reducción de los costos totales. Por lo tanto, H∗ selecciona horizontes

de pedidos tan largos como sea posible de manera que ningún pedido adicional pueda

mejorar la solución. Se usa esta propiedad de H∗ para probar el siguiente teorema.
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Figura 3.1: Variación del inventario de la solución heurística

Teorema 3.1. El peor caso de rendimiento de H∗ es a lo más 2.

Demostración. Considere una solución para alguna instancia arbitraria d generada por

la heurística H∗. Suponga que esta solución genera un costo de CH∗
. Modi�que la

solución agregando una orden (siempre que no haya) en cada periodo donde la solución

óptima tenga un pedido, y reorganice las cantidades ordenadas, de acuerdo a los pedidos

agregados. Denote el costo total de esta nueva solución por C̄. Suponga además, que la

solución óptima consta de n∗ órdenes. Entonces, sabiendo que ambas soluciones deben

tener una orden en el primer periodo, se agrega a lo más n∗ − 1 órdenes en la solución

heurística. Luego se tiene que:

CH∗ ≤ C̄ ≤ C∗ + (n∗ − 1)K ≤ 2C∗,

donde C∗ es el costo total de la solución óptima. La primera desigualdad se cumple

debido a la observación 3.1, la cual indica que ningún pedido adicional puede mejorar el

costo total del inventario. Así, debido a que la solución que genera un costo de C̄, se le ha

agregado a lo más n∗−1 órdenes, entonces estos pedidos adicionales pueden desmejorar

la solución heurística. La segunda desigualdad se cumple porque la nueva solución
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tiene a lo más n∗ − 1 pedidos adicionales y además menor costo de almacenamiento

comparado con la solución óptima. Finalmente, la última desigualdad se cumple debido

a que C∗ ≥ Kn∗. En conlusión se tiene que:

CH∗

C∗ ≤ 2.

�

El siguiente ejemplo con�rma que esta cota es ajustada.

Ejemplo 3.3. Considere un modelo de inventario con N = 2n periodos (n ∈ N),

K = h = 1, dt = 2ε para todo t impar y dt = 1 − ε para todo t par. Se utiliza la

heurística H∗ para encontrar una solución del problema.

Para t = 2, se tiene que p = 1. Así,

ph
t∑

i=p+1

di = (1)(1)(d2) = 1− ε.

Luego, c2 =
(1)(2− 1)d2

1− ε
= 1.

Ahora se veri�ca si se satisface la desigualdad (3.2) para c2 = 1. Es decir; queremos

saber si se cumple que:

(1)(2− 1)d2 = 1− ε ≤ 1 = c2(K)

Para un ε su�cientemente pequeño, la ecuación de arriba se satisface. Por lo tanto,

se procede a la veri�cación del siguiente periodo.

Para t = 3, se tiene los posibles valores p = 1 y p = 2. Así, para p = 1

ph
t∑

i=p+1

di = (1)(1)(d2 + d3) = 1− ε+ 2ε = 1 + ε,

y para p = 2

ph
t∑

i=p+1

di = (2)(1)(d3) = 2(2ε) = 4ε.
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Luego,

c3 =
(1)(d2 + 2d3)

4ε
=

1− ε+ 4ε

4ε
=

1 + 3ε

4ε
.

Ahora se veri�ca si satisface (3.2) para c3,

(1)(d2 + 2d3) = 1 + 3ε ≤ 1 + 3ε

4ε
.

La desigualdad de arriba no se satisface para ningún ε. Por lo tanto, se debe realizar

un pedido en 1 que cubra las demandas d1 y d2. Luego, se ordena en el periodo 3 y se

comienza la búsqueda de un nuevo horizonte de pedido.

Como las cantidades demandadas en t = 2k − 1 y t = 2k son las mismas que en

los periodos t = 1 y t = 2 respectivamente, para todo k ∈ {2, . . . , n}. Entonces, la
heurística H∗ generará una solución con órdenes en los periodos 1, 3, . . . , 2n− 1 con un

costo total de

CH∗
= nK + nh(1− ε) = 2n− nε.

Por otro lado, una solución alternativa del problema es realizar pedidos en los pe-

riodos 1, 2, 4, . . . , 2n generando un costo total de

CA = (n+ 1)K + h(n− 1)2ε = (n+ 1)K + 2ε(n− 1).

Si se supone que C∗ es el costo total de la solución óptima, entonces

CH∗

C∗ ≥
CH∗

CA
=

2n− nε
(n+ 1) + 2(n− 1)ε

→ 2

para ε = 1
n
y n→∞.

El ejemplo 3.2 y el teorema 3.1 demuestran que la razón del peor caso de la heurística

H∗ es 2. Los siguientes teoremas demuestran otras propiedades de H∗.

Teorema 3.2. El número de pedidos en una solución generada por la heurística H∗ es

a los más el número de órdenes en cualquier solución óptima.

Demostración. Sea el conjunto {r, . . . , s − 1} un horizonte de pedido de una solución

óptima. Es su�ciente demostrar que la heurística H∗ no genera una solución con mas
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de una preparación en este horizonte. Asi que se supone que H∗ genera una solución

con dos órdenes en {r, . . . s− 1}. Es decir, si v y w son dos órdenes consecutivas en la

solución heurística, entonces ocurre que r ≤ v < w < s.

En vista de que en el periodo w la desigualdad (3.2) no se satisface (esto es por la

de�nición deH∗), se tiene por la observación 3.1 que existe un periodo p ∈ {v+1, . . . , w}
tal que una orden en dicho periodo conduce a una reducción de los costos totales, es

decir;

K + h

p−1∑
i=v+1

(i− v)di +K + h

w∑
i=p+1

(i− p)di

< K + h
w∑

i=v+1

(i− v)di = K + h

p−1∑
i=v+1

(i− v)di + h
w∑
i=p

(i− v)di.

Esto implica que:

K + h
w∑

i=p+1

(i− p)di < h
w∑
i=p

(i− v)di. (3.3)

En la �gura 3.2, se representa grá�camente la variación del nivel de inventario en

el horizonte de pedido {v, . . . , p − 1}. Se observa que para algún periodo v + k, con

k ∈ {1, . . . , p − 1 − v}, la cantidad dv+k se ha almacenado durante v + k − v = k

periodos, así el costo total por almacenar esta cantidad en este horizonte de orden es

de hk(dv+k). Luego, el costo total de almacenamiento, el cual se va denotar por Hv,p−1,

se obtiene al sumar todas las cantidades hkdv+k. Esto es;

Hv,p−1 = h

p−1−v∑
k=1

kdv+k.

Haciendo el cambio de variable i = v + k, se tiene que k = i− v, y por lo tanto,

Hv,p−1 = h

p−1∑
i=v+1

(i− v)di.

Si se realiza una orden en r que satisfaga la demanda en el horizonte de orden

{r, . . . , p−1}, entonces siguiendo un procedimiento similar al que se utilizó para deducir
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Figura 3.2: Variación del inventario en los periodos v,...,p-1

Hv,p−1 se tiene que el costo de almacenamiento total en este horizonte, el cual se denotará

por Hr,p−1, viene dado por:

Hr,p−1 = h

p−1∑
i=r+1

(i− r)di. (3.4)

Finalmente, usando (3.3) y (3.4) se tiene que:

K + h

p−1∑
i=r+1

(i− r)di + K + h
w∑

i=p+1

(i− p)di

< K + h

p−1∑
i=r+1

(i− r)di +K + h
w∑
i=p

(i− v)di

< K + h

p−1∑
i=r+1

(i− r)di +K + h
w∑
i=p

(i− r)di, (r < v)

= K + h

w∑
i=r+1

(i− r)di. (3.5)
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Pero si se agrega una orden en p, en la solución óptima, el costo total de almacena-

miento en el horizonte de pedido {r, . . . , s− 1} es de

K + h

p−1∑
i=r+1

di + K + h

s−1∑
i=p+1

(i− p)di

= K + h

p−1∑
i=r+1

(i− r)di +K + h

w∑
i=p+1

(i− p)di

+ h

s−1∑
i=w+1

(i− p)di

< K + h
w∑

i=r+1

(i− r)di + h
s−1∑

i=w+1

(i− p)di

≤ K + h
s−1∑

i=r+1

(i− r)di,

donde la última desigualdad se debe a que p > r. Esto signi�ca que se ha encontrado

una mejor solución que la óptima, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el teorema

queda demostrado. �

Teorema 3.3. Sea el conjunto {r, . . . , s − 1} algún horizonte de pedido generado por

H∗. Entonces una solución óptima con un mínimo número de órdenes tiene a lo más

dos órdenes en este intervalo.

Demostración. Sea el conjunto {r, . . . , s − 1} un horizonte de pedido generado por la

heurísticaH∗. Sean u, v y w órdenes consecutivas de una solución óptima con un mínimo

número de órdenes, tal que r ≤ u < v < w ≤ s− 1.

El costo total de almacenamiento en el horizonte {u, . . . , w} viene dado por:

Hu,w−1 = h
w−1∑

i=u+1

(i− u)di.

Luego, al agregar un pedido en el periodo v se obtiene un ahorro en Hu,w−1 de

(v− 1− u+ 1)h
w−1∑

i=v−1+1

di = (v− u)h
w−1∑
i=v

di. Pero, como la solución posee una orden en

v, se tiene que
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(v − u)h
w−1∑
i=v

di > K.

Esta desigualdad es estricta debido a que la solución óptima es una una solución

con el mínimo de órdenes. Ahora como r ≤ u,

(v − r)h
w−1∑
i=v

di ≥ (v − u)h
w−1∑
i=v

di > K.

Esta última desigualdad signi�ca que al agregar una orden en el periodo v, en la

solución generada por H∗, se obtiene una reducción de los costos, y por lo tanto H∗

debe tener una orden en el periodo w−1 < s−1 o antes de este periodo. Esto contradice

la hipotesis del teorema y por lo tanto el teorema queda demostrado.

�

Los teoremas anteriores implican el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea n∗ el número de pedidos en una solución óptima y sea n el número

de preparaciones generado por H∗. Entonces

n ≤ n∗ ≤ 2n ó
1

2
n∗ ≤ n ≤ n∗.

Demostración. El teorema 3.2 dice que el número de órdenes en una solución generada

por la heurística es a lo mas n∗, mientras que el teorema 3.3 muestra que el número

de órdenes de una solución óptima es a lo más 2n. Por lo tanto, n ≤ n∗ ≤ 2n. La otra

desigualdad es consecuencia de la primera. �

3.5. Análisis computacional del rendimiento de H∗

Para �nalizar el estudio, se presentan los resultados de un pequeño estudio compu-

taciónal que se ha realizado utilizando la herramienta de software MatLab. En este

estudio se observa el buen rendimiento de la heurística H∗ comparandola con las heu-

rísticas PPB, LUC y Silver-Meal. Se ha considerado para esta prueba una cantidad de

1000 modelos de inventarios de N = 100 periodos cada uno, cuya secuencia de deman-

das, costos de preparación y costos de compra se obtienen de manera aleatoria (en el

Apéndice A se ilustran los algoritmos que se utilizarón para realizar el estudio). Las

conclusiones del estudio estan resumidas en la siguiente tabla.
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Heurística Soluciónes no óptimas PP(%) Instancias consideradas
H∗ 39 0,0327 1000
SM 43 0,0205 1000
LUC 375 18,3743 1000
PPB 583 1,2477 1000

Tabla 3.1: Resumen de nuestro estudio computacional

En la tabla 3.1 se observa que la heurística H∗ proporciona un mayor número de

soluciónes óptimas si se consideran instancias aleatorias. Sin embargo, la heurística

Silver-Meal tiene un mejor valor PP , donde PP es el porcentaje promedio para el cual

el costo generado por la heurística correspondiente excede el costo de la solución óptima.



CONCLUSIONES

La propiedad de balanceamiento, entre el costo de almacenamiento y el costo de

preparación, en una solución óptima del modelo EOQ, sirvió como una base para el

desarrollo de algunas heurísticas para el modelo ELS. Las mas conocidas son las heu-

rísticas de Silver-Meal (SM), la de Balanceamiento de Periodos Parciales (PPB) y la de

Costo Unitario Mínimo (LUC). A pesar de que, en una solución óptima, la propiedad

de balanceamiento no siempre se cumple, se pudo demostrar que el costo de almacena-

miento en un horizonte de pedido, es acotado por una cantidad proporcional al costo

de preparación.

Gracias a esta cota, fue posible la construcción de una nueva heurística, denotada

como H∗, cuyo peor rendimiento puede ser a lo mas de dos, tal como se demostró en el

teorema 3.1. Esto quiere decir, que en caso de queH∗ proporcione una solución diferente

de la óptima, esta nunca va a generar un costo mayor al doble del costo mínimo total.

Además, en vista de que el número de preparaciones que genera H∗, es a lo más el

número de preparaciones en una solución óptima, no tendremos que preocuparnos de

que la heurística pudiera generar demansiadas preparaciones en una solución.

Cabe destacar, que gracias al teorema 3.3, podemos asegurar que la cantidad de

pedidos que genera H∗, es cuando menos la mitad de los pedidos de una solución

óptima, con un número mínimo de órdenes. El estudio computacional que se ha realizado

comprueba que esta heurística posee un buen comportamiento con respecto a las otras

tres heurísticas.
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APÉNDICE A

Algoritmos utilizados para el análisis computacional del rendimiento de la heurística

H∗. Los mismos fueron ejecutados en la conocida herramienta de software MatLab.

.1. Algoritmo Wagner-Whitin en MatLab.

El siguiente código cálcula una solución óptima para el modelo de dimensionamiento

del lote económico basado en el algoritmo de avance de�nido por Wagner y Whitin en

[4].

1 function [z,x,J,arg_J,C] = wargner_whitin(d , K , c , h);

2

3 %

4 % Wagner-Whitin Algorithm

5 %

6 % Build production plans versus time cycles k =1,...,N responding /

production queries dk

7 % and miniming the sum of following production costs

8 %

9 % i) Fix production cost K_k

10 % ii) Unitary production cost c_k

11 % iii) Stockage unitary cost h_k

12 %

13 % Assumption : initial and final stocks are null.

14 %

15 %

16 % Inputs

42
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17 % ------

18 %

19 % d Queries of production througth time cycles (1 x N)

20 % K Fix production cost (1 x N)

21 % c Unitary production cost (1 x N)

22 % h Stockage unitary cost (1 x N)

23 %

24 %

25 % Outputs

26 % ------

27 %

28 %

29 % z Optimal cost at the end of the N cycles

30 % x Quantities to product (1 x N)

31 % J Partial politics (1 x N)

32 % arg_J Arguments of the partial politics (1 x N)

33 % C Cost transition matrix (N x N)

34 % Author : Sbastien PARIS (sebastien.paris@lsis.org) 08/30/2001.

35 % ------

36 %

37

38 N = length(d);

39

40 %------------------- Initialization ---------------------- %

41

42 C = zeros(N);

43

44 FF = C;

45

46 J = zeros(1 , N + 1);

47

48 arg_J = J ;
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49

50 ZN = zeros(1 , N);

51

52 ON = ones(1 , N);

53

54 vect_N = (1:N);

55

56

57 %------- Cost matrix C = {c(k,l)}, k,l = 1,...,N ----- %

58

59 mat_tp = triu(vect_N(ON , :));

60

61 K1 = K(:);

62

63 c1 = c(:);

64

65 h1 = h(:);

66

67 h1 = h1(1:end − 1);

68

69 KK = triu(K1(: , ON));

70

71 CC = triu(c1(: , ON));

72

73 indice = (mat_tp ~= 0);

74

75 FF(indice) = d(mat_tp(indice));

76

77 YY = cumsum(FF , 2);

78

79 SS = YY(2:end , 1:end);

80
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81 HH1 = triu(h1(: , ON));

82

83 EE = HH1.∗SS;
84

85 ZZ = cumsum(EE(end : −1 : 1 , :) , 1);

86

87 ZZ = ZZ(end : −1 : 1 , :);

88

89 C = KK + (CC.∗YY) + ([ZZ ; ZN]);

90

91

92 %------------------------ Dynamic Programming -------------------- %

93

94 J(end) = 0;

95

96 arg_J(end) = 0;

97

98 for k = N : −1 : 1

99

100 tp = ZN;

101

102 tp(:) = NaN;

103

104 tp(k :end) = C(k , k:end ) + J(k + 1 : end);

105

106 [J(k) arg_J(k) ] = min(tp);

107

108 end

109

110 z = J(1);

111

112 %------------------------ Back-Tracking -------------------- %
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113

114 k = 1;

115

116 x = ZN;

117

118 while(k <= N)

119

120 x(k) = sum(d(k : arg_J(k)));

121

122 k = arg_J(k) + 1;

123

124 end

125

126 J = J(1:end − 1);

.2. Algoritmo Silver-Meal (SM) en Matlab.

EL siguiente código cálcula una solución para el modelo de dimensionamiento del

lote económico basado en la heurística propuesta por Silver y Meal.

1 % Heuristica de Silver-Meal con costos de preparacion y almacenamiento

2 % constantes e identicos para cada periodo.

3 % Entradas:

4 % d= vector de demandas,

5 % h= costo de almacenamiento,

6 % K= costo de preparacion.

7 % Salidas:

8 % C= costo total generado por la solucin.

9

10 % Autor: Alexis Yglesias alexisandres1990@hotmail.com

11

12 N=length(d);
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13 Z=zeros(1,N); Z(1)=1;

14 k=1;

15 CPt=K;

16 for t=(k+1):N;

17 %Calcula es costo de almacenamiento desde k hasta t.

18 Ht=0;

19 for i=(k+1):t;

20 Ht=Ht+h∗(i−k)∗d(i);
21 end

22 x=(K+Ht)/(t−k+1);
23 if x<=CPt

24 CPt=x;

25 continue

26 else k=t; Z(t)=t; CPt=K;

27 end

28 end

29 % Esto calcula el costo total de la solucion generada por la /

heuristica

30 C=K;

31 w=1;

32 for j=(w+1):N;

33 if Z(j)<=0;

34 C=C+h∗(j−w)∗d(j);
35 else C=C+K; w=j;

36 end

37 end

38

39 disp('El costo total es')

40 disp(C)
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.3. Algoritmo LUC en MatLab.

Con estas sentencias se optiene una solución para el problema ELS basado en la

heurística de Costo Mínimo Unitario.

1 % Heuristica de Costo Unitario Minimo (LUC)

2 % Entradas:

3 % d= vector de demandas

4 % h= costo de alamcenamiento

5 % K=costo de preparacion

6 % El costo de compra se considera constante e identico para cada /

periodo.

7 % Salida:

8 % C= costo total

9 % Z= vector de pedidos

10

11 % Autor: Alexis Yglesias alexisandres1990@hotmail.com

12

13 N=length(d);

14 Z=zeros(1,N); Z(1)=1;

15 k=1;

16 CPt=(K/d(1));

17 for t=(k+1):N;

18 %Calcula es costo de almacenamiento desde k hasta t.

19 Ht=0;

20 for i=(k+1):t;

21 Ht=Ht+h∗(i−k)∗d(i);
22 end

23

24 x=(K+Ht)/(sum([d((k):t)]));

25 if x<=CPt

26 CPt=x;

27 continue



.4.Algoritmo PPB en MatLab 49

28 else k=t; Z(t)=t; CPt=(K/d(t));

29 end

30 end

31 % Esto calcula el costo total de la solucion generada por la /

heuristica

32 C=K;

33 w=1;

34 for j=(w+1):N;

35 if Z(j)<=0;

36 C=C+h∗(j−w)∗d(j);
37 else C=C+K; w=j;

38 end

39 end

40

41 disp('El costo total es')

42 disp(C)

.4. Algoritmo PPB en MatLab

Una solución para el modelo de dimensionamiento del lote económico es obtenida

con el siguiente código, basado en la heurística de Balanceamiento de Periodos Parciales.

1 % Heuristica de Balanceo de Periodos Parciales con costos de /

preparacion

2 % y alamcenamiento constantes e identicos para cada periodo.

3 % Entradas:

4 % d= vector de demandas,

5 % h= costo de almacenamiento,

6 % K= costo de preparacion.

7 % Salidas:

8 % C= costo total generado por la solucion.

9 % Z= vector de pedidos
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10

11 % Autor: Alexis Yglesias alexisandres1990@hotmail.com

12

13 N=length(d);

14 Z=zeros(1,N); Z(1)=1;

15 k=1;

16

17 for t=(k+1):N;

18 %Calcula es costo de almacenamiento desde k hasta t.

19 Ht=0;

20 for i=(k+1):t;

21 Ht=Ht+h∗(i−k)∗d(i);
22 end

23

24 if Ht<=K

25 continue

26 else

27 h1=0;

28 for i=(k+1):(t−1);
29 h1=h1+h∗(i−k)∗d(i);
30 end

31 h2=0;

32

33 for i=(k+1):t;

34 h2=h2+h∗(i−k)∗d(i);
35 end

36

37 m=min(K−h1,h2−K);
38 if (K−h1)<=(h2−K)
39 k=t; Z(t)=t;

40 else

41 if t<N; %Esto resuelve el problema que hay cuando t=N
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42 k=t+1; Z(t+1)=t+1;

43 else

44 k=k; Z(k)=k;

45 end

46 end

47 end

48 end

49 % Esto calcula el costo total de la solucion generada por la /

heuristica

50 C=K;

51 w=1;

52 for j=(w+1):N;

53 if Z(j)<=0;

54 C=C+h∗(j−w)∗d(j);
55 else C=C+K; w=j;

56 end

57 end

58

59 disp('El costo total es')

60 disp(C)

.5. Algoritmo para el análisis del rendimiento de H∗

Se obtiene con las siguientes lineas una matriz que contiene las soluciones genera-

das por cada uno de los algoritmos anteriores, para una cantidad de 1000 modelos de

inventarios.

1 % Autor: Alexis Yglesias alexisandres1990@hotmail.com

2

3 N=100;

4 costos=zeros(1000,5); % Matriz 100x5 que contiende los costos generados

5 % por WW, H, SM, LUC y PPB respectivamente.
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6

7 optimas=zeros(1,4);

8 for l=1:1000;

9

10 d = ceil(N∗rand(1 , N));

11 K = ceil(N∗rand(1 , 1));

12 h = ceil(N∗rand(1 , 1));

13 K1=linspace(K,K,N);

14 h1=linspace(h,h,N);

15 c=zeros(1,N);

16

17

18 O=wargner_whitin(d,K1,c,h1);

19 costos(l,1)=O;

20 heuristicaH;

21 costos(l,2)=C;

22 if C<=O

23 optimas(1,1)=optimas(1,1)+1;

24 end

25 Silver_Meal;

26 if C<=O

27 optimas(1,2)=optimas(1,2)+1;

28 end

29 costos(l,3)=C;

30 HeuristicaLUC;

31 if C<=O

32 optimas(1,3)=optimas(1,3)+1;

33 end

34 costos(l,4)=C;

35 HeuristicaPPB;

36 if C<=O

37 optimas(1,4)=optimas(1,4)+1;
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38 end

39 costos(l,5)=C;

40 end
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