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Acerca de la dinamica de endomorfismos
cuadraticos planos con retardo y del tipo
horizontal

Leda. Massiel Gatica

RESUMEN

En este articulo describimos el comportamiento asintético de las
soluciones acotadas de una clase especial de familias a un parame-
tro de ecuaciones de diferencia autématas cuadraticas. Para tal
fin, primero consideramos los sistemas dinamicos discretos pro-
porcionados por ciertos endomorfismos con retardo. Luego mos-
tramos que si la interseccion de la imagen del conjunto critico
de los endomorfismos y un continuo de superficies de nivel de las
funciones que definen las ecuaciones en diferencia es la unién dis-
junta de dos anillos, entonces el conjunto de condiciones iniciales
generando las soluciones acotadas de las ecuaciones es el produc-
to de un conjunto de Cantor y una circunferencia, y el conjunto
no errante de los sistemas dinamicos es un conjunto hiperbélico
del tipo silla y topolégicamente conjugado al shift unilateral en
dos simbolos.






Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo esta destinado a presentar aspectos generales de los endo-
morfismos con retardo; especial atencién haremos sobre el caso cuadratico en
el plano que es marco en el cual se desarrolla el contenido de la monografia.

1.1. Generalidades

Una ecuacion en diferencia con retardo de orden k es cualquier ecuacién
en diferencia del tipo

Ttk = f(znvxn+1v "'7$n+/€—1)’ con n Z 0 (11)

donde f es una funcién a valores reales definida en algtin subconjunto de R¥
llamadas ecuaciones en diferencia con retardo de orden k.

Note que a partir de k valores, o datos iniciales x, ..., xx_1, la funcién f
que define la ecuacion (1.1) genera recursivamente la sucesion (z,,),>0, donde

T = f(Tm—ky -y Tm—1), para todom >k + 1.

La sucesion asi obtenida se denomina solucion de la ecuacién (1.1) con datos
iniciales xq, ..., Tp_1.

El problema fundamental de las ecuaciones en diferencia con retardo es
describir el comportamiento asintotico de sus soluciones, no su existencia pues
a partir de una condicién inicial (zg,--- ,z,_1) se obtiene por recurrencia la
sucesion (x,,)n>o que es la solucién de (1.1) correspondiente al dato inicial
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dado. Con el objeto de intentar dar respuestas parciales a este problema, P.
Montel en 1957, ver [16], usé el endomorfismo

F(zy, - x,) = (x2, -z, f(1, -0+ 1)), (1.2)

conocido como endomorfismo con retardo, para estudiar el comportamiento
limite de las soluciones de (1.1) en las proximidades de una solucién estaciona-
ria; esto es, una solucion (x,,),>¢ donde x,, = o para todo n > 0. En general,
la consideracién del endomorfismo F' permite abordar el problema central de
las ecuaciones en diferencia (1.1) mediante la teoria de los sistemas dindmi-
cos, ya que estudiar los puntos de acumulacién de las soluciones de (1.1)
equivale a estudiar el comportamiento asintotico de las orbitas positivas por
el endomorfismo F' definido en (1.2); néte que (x,,),>0 es solucién de (1.1) si,
y solo si, {(x, ++ , Zpik—1) : n > 0} es la érbita del punto x = (xq, -+, Tx_1)
por F. Asi, las soluciones de (1.1) estan en correspondencia biunivoca con
las orbitas del endomorfismo asociado; ademas, la dinamica que describen
las érbitas de puntos por F' se corresponde con el comportamiento asintético
de esas soluciones.

En el marco de los endomorfismos con retardo, intentar establecer pro-
piedades dinamicas generales e interesantes, digamos que no triviales, es una
tarea dificil; ejemplo de ello son los diversos tipos de dindmicas, incluso to-
poldgicas, con las cuales uno puede encontrarse. Esta es una razén por la
cual se dedique un considerable esfuerzo en analizar clases especiales de en-
domorfismos con retardo; una parcial lista de publicaciones que evidencian
esta afirmacion es por ejemplo: [8], [9], [11], [15], [19],]20], [21], [22], [23], [24],
25), [26], [28],[29] v [27].

Los objetos de estudio en este proyecto tienen su origen en el articulo
[25] y en la monograffa [19]. En la primera de estas referencias se consideran
funciones de clase C? que semejan (en cierta forma) funciones cuadraticas
del plano con especiales caracteristicas de convexidad; en la monografia son
estudiadas algunas propiedades dindmicas de la familia a un parametro:

Fu(z,y) = (y, fu(z,y)) para cada (z,y) € R?, (1.3)

donde f,(z,y) = f(x,y) — p cualquiera sea p € R; siendo f la funcién
cuadratica dada por

f(z,y) = azx® + by* + cry + dx + ey, (1.4)



la cual supondremos convexa; esto es: a > 0y A = 4ab — ¢ > 0. En
[19] son consideradas dos clases, Dy y Dy, de endomorfismos con dindmicas
diferentes; estas clases son definidas como sigue:

1. Dy son las transformaciones F : R? — R? de clase C! tales que:

(a) oo es un atractor para F')y

(b) el conjunto no errante de F, Q(F'), o es vacio o es un conjunto de
Cantor que coincide con el complemento de la cuenca de atraccién de
oo y F restricto a Q(F') expande.

2. Dy como los endomorfismos F : R? — R? de clase C! que satisfacen:

(a) oo es un atractor para F')y

(b) A(F) :=R?\ By (F) es vacio, o bien homeomorfo al producto de un
circulo S! y un conjunto de Cantor; en este 1ltimo caso, su conjunto
no errante Q(F) = (1,5 F"(A(F)) es hiperbdlico del tipo silla.

En esa misma monografia se hace un bosquejo, en términos de los endo-
morfismos en las clases Dy y Dy, del siguiente resultado que depende del
espacio de los parametros de la funcion cuadratica f:

Teorema 1.1. Dada f como en 1.4, se tiene:

(i) Sia es suficientemente grande respecto de b y ¢, entonces existe py tal
que para todo p > 1, I, € Dy.

(ii) Sib es suficientemente grande respecto de a y ¢, entonces existe g tal
que para todo p > po, F,, € Dy.

Es importante mencionar que como parte esencial para la descripcion de
la dindmica de endomorfismos con retardo y no invertibles, es el caso de los
mapas F), como en (1.4), es necesario hacer uso tanto el conjunto critico
del mapa como el conjunto de sus imagenes; esto es, sus valores criticos. Es
simple ver en este caso, la matriz Jacobiana de F), en cualquier punto p del
plano no depende de p y viene dada por

0 1
DyF, = <8f(p) 8f(p)) ;
Ox1 Oxo




de donde, el conjunto de puntos criticos de F), es

E:{peRz:%f—(mzo}.

€

En nuestro contexto, el cuadratico como en (1.3) y (1.4), los conjuntos
(, F,(¢) y F,(R?) estén especialmente definidos y relacionados entre si: £ es
una recta, F),(¢) es una parabola P, de ecuacién y = p,(x), cuyo epigrafico
Epi(p.) = {(2,y) 1 y = pu(2)} = F,,(R?); ademds, para todo (z,y) ¢ Epi(p,)
se tiene que F, ' (x,y) = 0; todo (z,y) en el interior del epigréfico tiene exac-
tamente dos preimagenes que estan ubicadas con cierta simetria a diferentes
lados de ¢; mientras que F, mapea difeomorficamente ¢ en P,. Soportado
en ello y haciendo uso de la convexidad de las funciones f, se verifica que
existe un valor p* > 0 del pardmetro i de forma que para todo p > p* estan
definidos ntimeros reales s, < 0 < s,, ambos del orden de /i, tales que el
conjunto A, de puntos que tienen érbita acotada es dado por:

A, =R\ B = () E5(C),

k>0

donde €y = Ugep, 5. fu 1(B). Adicionalmente, también se muestra en [19]
que existe p, < p* tal que para todo p < u, se tiene que toda orbita por
F, es no acotada; esto es, B,, = R? o equivalentemente Q(F,) = (. En
realidad esta situacién es un hecho general para familias de endomorfismos
con retardo en el que sus funciones asociadas satisfacen una condicion de
convexidad; véase [20] para mayor precisién en esa nocién de convexidad.

Una vez determinado el conjunto A, se discute en [19] la posicién relativa
de las curvas de nivel (elipses) de las funciones cuadréticas f, con respecto a la
imagen P, del conjunto critico. Es alli cuando surgen los dos casos referidos en
el enunciado del Teorema 1.1. El primer caso, descrito en (i), significa que el
anillo C), estd contenido estrictamente en el interior de Epi(p,,); mientas que
en el segundo caso C), atraviesa transversalmente P,; de hecho, la interseccién
de C), con Epi(p,) es la unién disjunta de dos franjas.

En [23] la situacién geométrica correspondiente al item (i) es colocada en
un contexto bastante més general; en ese articulo es introducido el concepto
de funciones del tipo vertical, nocion que es formulada en términos de una
cierta relacion entre las derivadas parciales de segundo orden de la funcién
en cuestion. Justamente tal propiedad de verticalidad estd presente en las
funciones cuadraticas f, cuando los valores de a,b y ¢ son como lo expresa



(i) en el Teorema 1.1. Asi que para los endomorfismos con retardo cuyas
funciones asociadas son del tipo vertical es demostrado un resultado similar
al de la primera parte del Teorema 1.1. En cuanto a la segunda parte de
ese teorema, en [25] se demuestra a una extensién del mismo a una clase de
funciones que incluyen las cuadraticas y convexas con las restricciones sobre
los coeficientes a, b, c como en el enunciado del Teorema 1.1; de hecho, se
muestra la existencia de un conjunto abierto (en la topologia C* de Whitney)
de funciones de R? en R tal que, para toda f en ese abierto, el endomorfismo
con retardo F), asociado a f, = f — p pertenece a la clase Dy siempre
que u sea suficientemente grande. Es de hacer notar que las herramientas
empleadas en [25] para mostrar ese resultado son significativamente diferentes
a las empleadas en [19] para mostrar la parte (ii) del Teorema 1.1. Creemos
importante destacar que no hay, hasta el momento, una extension similar a
la expuesta en [23] para el caso descrito en (ii) del Teorema 1.1 o en [25].
No obstante, resultados parciales en dimensién 3 y en el contexto cuadrético
han sido tratados por Jesus Silva en su tesis doctoral; ver [26].

1.2. Objetivo central

Considerando la importancia de la busqueda de una extension de la parte
(ii) en el Teorema 1.1 y de las herramientas de trabajo ligeramente descritas
en [19], el objetivo principal de esta monografia es hacer una exposicién
mas detallada y autocontenida para justamente esa parte del Teorema 1.1,
siguiendo de hecho las ideas expuesta en [19]. Haremos énfasis en los detalles
que conducen a la demostracién de que para un abierto V (en la topologia
de los coeficientes) de funciones cuadraticas como en (1.4), se cumpla que
para toda f € V), el endomorfismo con retardo F},, definido como en (1.3),
pertenezca a la clase Dy cuando p es grande. De significativa importancia
en esos detalles estd la construccién de familias de conos (horizontales y
verticales) que en definitiva constituyen la herramienta fundamental para
demostrar que para todo p suficientemente grande, tanto que el conjunto de
puntos con 6rbita acotada para F}, es homeomorfo al producto de un conjunto
de Cantor en un intervalo y la circunferencia unitaria; como la hiperbolicidad
(del tipo silla) del conjunto no errante de F),.






Capitulo 2

Preliminares

El contexto donde se ubica el temario de esta monografia es el de los endo-
morfismos planares cuadréticos con retardo, en el cual la funcién f : R? — R
que induce un tal endomorfismo tiene ciertas propiedades geométricas, las
cuales agrupamos bajo un concepto: funciones del tipo horizontal. Més es-
pecificamente, consideraremos la familia uniparamétrica f, = f — u, donde
f como en (1.4) de forma que los coeficientes de f satisfacen las condiciones:

a>0,A=4ab—c* >0 yb>mix{a,|c|}. (2.1)

Una funcién cuadratica f cuyos coeficientes satisfagan estas condiciones la
llamaremos funcion del tipo horizontal. Las dos primeras de las condiciones
refieren a la convexidad estricta de la funciéon f, y por tanto esta misma
propiedad geométrica se transfiere a cada f,, u € R.

2.1. Funciones cuadraticas convexas

Consideremos cualquier funcion cuadrética y convexa f : R? — R, las
siguientes propiedades son simples de verificar:

Propiedad 2.1. Existe R > 0 tal que f(z) > %xz, sixz > R.

Propiedad 2.2. La funcién f tiene un tnico punto critico, y alli la funcién
tiene su valor minimo.

Propiedad 2.3. El conjunto de nivel s de f, f71(s) = {w € R*: f(w) = s},
es siempre compacto cualquiera sea s € R; de hecho:
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(a) Si s < min f, entonces f~!(s) = 0.

(b) El conjunto de nivel f~!(s) es el punto critico de f si, y solo si, el nivel
s es el valor minimo de f.

(c) Si s > min f, entonces f~!(s) es una elipse; la componente acotada de
su complemento es i(f~1(s)) = {z € R* : f(z) < s}, la componente no
acotada es denotada por e(f~!(s)). Obviamente cada una de esas elipses
tiene exactamente dos puntos de tangencia horizontal y dos de tangencia
vertical.

Observe que la familia de elipses {f~'(s) : s > min f} constituye una
foliacién de R? excepto el punto critico wy de f; ademds, ¢ € i(f~1(s)) para
cada s >min f, y f~'(s) Ci(f~'(t)) para todo min f < s < t.

Antes de enunciar la préxima propiedad introducimos las siguientes nota-
of 0 f

respectivamente, el vector gradiente de f por Vf, y para ¢ = 1,2 definimos

los conjuntos £;(f) = {x € R* : 9;f(z) = 0}, las cuales llamamos lineas

ciones. Las derivadas parciales serdn denotadas por 0;f y 0;; f

criticas de f.

Propiedad 2.4. Cada conjunto ¢;(f),con i = 1,2 es una recta:
G(f) = {(z,y) : 2az+cy+d = 0} vy La(f) = {(v,y) : 2by+ca+e =0}, (2.2)
siendo f como en (1.4).

Debe hacerse notar que las rectas ¢1(f) y lo(f) corresponden a los luga-
res geométricos donde ocurren las tangencias horizontales y verticales de las
curvas de nivel de la funciéon f. Ahora bien, al considerar la familia unipa-
ramétrica f, = f — u, sigue inmediatamente que las correspondientes lineas
l;(fu), i =1,2, son las mismas que para f. Note ademds que:

» El punto critico de f, es el mismo de f.
» min f, = min f — p.

» Para cada pr € R y todo 8 > min f,, se tiene f;l(ﬁ) = fYu+pB).
Claramente, para todo p € R se tiene

R\ {c}= |J £.'(8) (2.3)

B>min f,
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La siguiente proposicion es crucial para nuestros posteriores propositos

Proposicién 2.1. Sean f como en (1.4) y f, = f —p. Existe o € R tal que
para cada p > jo estan definidos nimeros s, < s, de forma que:

= f'(s.) tiene como tangencias horizontales a y = s, yy =5,.

" 5, = 400 y 5, = —oo cuando p — +00; de hecho, tanto s, como s,
son del orden de \/ji

Esbozo de la demostracién. Consideremos 3 > min f,, los puntos de tangen-
cia horizontal de [ 1(B) constituyen la solucion del siguiente sistema

ax® +by? + cxy +dx +ey — pu =3, (a)
2ax +cy +d = 0. (b)
—cy —d
De (b) z = L, que al sustituirlo en (a) define una funcién de y con

pardmetro p, ¢, : R — R. dada por:

B cy+d
w(y)—fu(— 5 )

Una simple cuenta nos muestra que ¢,, tiene puntos fijos siempre que

- (206 —cd)® &
4da da
Tomamos el mayor de ellos

Sy = % [(cd + 2a — 2ae) + v/ (2ae — cd — 2a)? + A(dap + d?)

y su otra ¢,-preimagen

- 4ae — 2cd
= ()

De esta forma los tinicos puntos que no se van al infinito; es decir, que no
pertenecen a Bo,(pt), son aquellos cuya drbita permanece en C,(f)

A, = R\ Ba(p)
= {(zy): Fi(z,y) € Cu(f)}
- ﬂF/;n(Cu(f))

n>0
Observe que p — s, y pt — 5, cumplen con las afirmaciones de la propo-
sicién.

]
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y = s(p)

fit(s(w)

y = s(p)

Figura 2.1: Tangencia horizontal de curva de nivel f(s(x))

2.2. Endomorfismos cuadraticos con retardo

Consideremos, para cada p en R, el endomorfismo F),(z,y) = (y, fu(x,v)),
donde f,, es como en (1.4). Varias consecuencias dindmicas simples siguen del
hecho que f sea convexa; la primera de ellas es que oo es un atractor para
F,; es decir, existe r > 0 tal que el complemento de la bola cerrada B de
centro en el origen y radio r es invariante por F),, y para cada w € R* \ B
se tiene que |[F)}(w)]| — 400 cuando n — +00. La cuenca de atraccién del
00 es el conjunto abierto By (1) = {w € R : || FjY(w)|| — 400 si n — +o0}.
En caso que F), no tenga puntos fijos, Bu (1) = R?; lo cual equivale a que el
conjunto w-limite de cada punto sea vacio, esta es la situacion de dindamica
trivial. Por otro lado, con el auxilio de las funciones pn — s, y i — s, arriba
enunciadas se muestran:

L. e(f;l(su)) U Z(fu_l(gu)) C Boo(p), y

2. F,(f,N(B) CCy:= U f;l(ﬁ), cualquiera sea (8 € I, := [5,, S,].

Bely

El conjunto de puntos cuya érbita nunca abandona el conjunto C), es un
anillo cuyos bordes externos son las elipses f Ysu) y fu 1(5,). En general el
conjunto A, no es igual al conjunto no errante de F),; de hecho un ejemplo de
esto es cuando el coeficiente b en (2.1) es superior a méx{a, |c|}, que es el caso
que denominamos horizontal. Ello se debe a la forma de cémo el anillo C),
estd posicionado respecto de la pardbola P,, que es la imagen del conjunto
de puntos criticos £ de F},, el cual coincide con la linea donde ocurren las
tangencias horizontales en las elipses de nivel de la funcién f,. En otras
palabras, las curvas de nivel en C), atraviesan transversalmente la pardbola
P, de manera que la interseccién entre C), y el epigrafico de la funcién que
define a P, es la unién de dos bandas disjuntas. La preimagen de cada una
de esas bandas da origen a una regién anular que preserva la interseccion
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tranversal con P,, observdndose asi la formacién de un conjunto de Cantor
de curvas cerradas (préximas a elipses) que atraviesan transversalmente a
la pardbola P,.Una parte de estas curvas en el complemento del epigrafico
no son puntos del conjunto no errante pues ellos no tienen preimagen, sin
embargo tienen drbitas acotadas. De esta forma, el conjunto no errante 2, de

F,, es dado por m F7(C,). En [19] se hace un esbozo (aunque preciso) que
n>0

evita los calculos que efectivamente demuestren que el conjunto de puntos
con érbita acotada es un Cantor de curvas cerradas tipo elipses, y de que
en el conjunto no errante se pueden construir familias de conos, estables e
inestables, mediante los cuales se obtenga la hiperbolicidad (tipo silla) del
conjunto €2,,.

2.3. Mapas con retardo cuadratico horizontal
en R?

Nos proponemos a estudiar la dinamica de una categoria especial de fami-
lias a un parametro de endomorfismos con retardo en R?; se trata de aquellos
endomorfismos

Fu(z,y) = (y, fulz,y))

Asociados a las ecuaciones en diferencia con retardo dadas por las fun-
ciones

ful@,y) = az® + by® + cay + de + ey — p = f(z,y) — p

donde p. F), tendra a lo mds dos puntos fijos y esto ocurrira si el parametro
1 es suficientemente grande, esto es:

Fumy) = (0y) & o=y y fuleo)=s
& fulzr,x)==o

En el caso cuadratico:
(a+b+c)a*+(d+e—Dz—p=0
hay puntos fijos sii

(d+e—12+4(a+b+c)u>0
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si (a+ b+ c¢) # 0, tenemos que

(d+e—1)?
4(a+b+c)
d —1)?
Sea u* = _—El(a—:ab—i—i)‘ En adelante, > p*; por lo tanto, F), tiene dos

puntos fijos si p > p* como se muestra en la figura

graph(f)

min ff .

2.4. Conjunto imagen de F,

Dado (z,y) € [ calculamos F),(x,y), esto es,

Fulz,y) = (y, fulz,y))
= (y,ax® +by® + cry +dr + ey — p)

= (Y, hu(y))
Donde
1
hu(y) = Z[Ayz + (4ae — 2cd)y — 4ap — d?]
A 2+4ae—20d a2
4ay 4a Y 4a a
P,=F,(lh) ={(y,hu(y)) : y € R} = graph(h,)
Por lo tanto, para todo (z,y) € R? :

fulz,y) = 41 (2ax + cy + d)* + h(y)

a
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2.5. Puntos de tangencia horizontales y el con-
junto de puntos con orbita acotada.
Consideremos el siguiente sistema , tomemos § > min f,
{am2+by2—|—cxy+dm+ey—uzﬁ, (a)

2ax +cy +d =0, (b)

—cy —d

De (b) tenemos x = al sustituir en (a) se define una funcién de

a
y con pardmetro u; ¢, : R — R dada por:

@u(y) = fu (_Cyz—g d>y>

Calculemos sus derivadas

QDL(y) = O0fyu (_Cy+d7y>+a2fu <_Cy+d>y)

2a 2a
cy +d
= 82fu (_ 7y)

2a
d
Sea q, = (_cy—;— ,y) luego

2
" —C
e.(y) = Oafulay) (%) + 022 fulay)
4dab — 2
= g >0

Si g >> 1 (suficientemente grande)entonces ¢, tiene dos puntos fijos;
uno de ellos positivo, el otro negativo y a los lados opuestos del punto critico
de ¢,. Al positivo lo llamaremos s(;) y su preimagen la denotaremos por

s(p).

(1) = puloto) = f (- LD i)

s(0) = 500 = f (- ()

2a 2a
fu es 5(p); por tanto, ellos pertenecen a f, " (s(u)) N1y, esto significa que:

los puntos (—M, s(u)) y <—M,'§(u)) estan en [; y su imagen por

y=s(u) y y=:5(u)
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definen la tangencia horizontal de f;'(s(u)); ver figura de tangencia 2.1
Para cada p1 >> 1, existe s(u) ~ /1t (5(1) ~ —/p) tal que si tomamos
B> s(p) y sean v(f),v(3) sus preimagenes por ¢,

u(0(8)) = 9u((8)) = B, por ser cuadratico, s(u) < v(8) < f.

Si (x,y) € e(f'(s(u))) entonces existe 5 > s(u) tal que (z,y) € f'(3) Al

tomar

Fu(z,y) = (v, fulz,y) = (v, 8)

Implica e(f; ' (s(1))) C Buo(p).
)

Si (z,y) € i(f ' (5(n))) \ {c}, entonces existe § < 3(p) tal que fu(z,y) =3
y Fu € e(f; " (s(n))) Por lo tanto,

i(f (s(1))) € Boo(p).

Definimos Cy,(f) = Usersu.s(u) f71(B); por lo que:

1. B2\ Cu(f) € Bulp)

2. F;7YC,) cC,

I

Asi

A = B2\ Bo()
— {(2.y): Fi(e.y) € Culf))
— N EMC)

n>0
Lo cual denominamos Conjunto de puntos de érbitas acotadas.

Lema 2.1. f es horizontal si los puntos de tangencia vertical de f,(5(u))

estan fuera de P,, es decir, estdn en el ext(P,); para todo pu suficientemente
grande.

Demostracion. Los puntos de tangencia de f;(5(u)) son los tinicos que re-
suelven el sistema:

ax? + by* + cxy + dz + ey = p + 3(p), (a)
2by +cx +e=0, (b)
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cr + e

de (b): y = 5 ; al sustituir en (a)
2
9 cx+e\ crte ot e
ax +b< 5 ) T +dx—e 5 =5(p) +p

Luego,

4ab — c? 2bd — ec 3e? — 4bs(p) — 4bp
2 _
() () ()

Analicemos el discriminente de esta ecuacién

2bd — ec\” .y dab — c*\ [ 3e* — 4bs(pu) — 4b
4b 4b 4b
1

=3 [(2bd — ec)? + (4ab — ¢*)(—3e® + 4bs(p) + 4bp)]

Conocemos que

4ab —c* >0
Veamos para que valores de b, —3e? + bs(u) + 4bp > 0

—3e® +b3(pu) +4by > 0
= 4b(3(p) +p) > 3e?

=b > 3—62 pw>>1
Ab(s(p) + p)’
Asi pues
1
—(2bd — ec) % \/@ [(—ec+ 2bd)* + (4ab — ¢*)(—3€® + 4b5(p) + 4bp)]

e 4dab — 2
Al sustituir z en y = —%Jge se obtiene

1

—c(ec — 2bd) + \/ o [(—ec+ 2bd)? + (4ab — ) (—3e® + 4b5(p) + 4bp)| + e

y =

4ab — c?
Il

Introducimos la siguiente notacion:
Si h es una funcién de p escribimos h ~ p? si u—hq — a con a # 0.
Sin pérdida de generalidad resolvemos el sistema anterior asintéticamente

az? + by? + cry + dx + ey = p+ 3(p), (a)
2by +cx+e=0, (b)
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az® + by* + cxy +dr + ey = p+ 5(p)
1
—(ax® + by? + cxy +dr +ey) ~ 1
w

lzl.lyl

puesto que — 0 cuando p — 400, tenemos

1
ﬁ(axQ +by* + cry) ~ 1

por otra parte tenemos de (b)

_ crHte
Y
de aqui
cr
(R
De aqui,
1 A A\, 1A,
_ - = ——x°~1
u(a+4> %)x pan”
4b b
De aqui, 2% ~ Na esto es, x ~ +2 AH
Por lo tanto,
b
¢ (2 Y ZN> __c b

Definimos ahora

il
o= (253 s)

Queremos probar que Vi(u), Va(p) € Ext(P,) conocemos que
By = Fulls) = {(y hu(9)) s y € R} = graph(hy)

h, : R — R es una funcién cuadratica (convexa).
Si (u,v) € L N P, existe y € R de manera que

(u,v) = (y, hy) S u=y, v="h(y)
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De donde se obtiene: v = h,,. Asi
extP, = {(x,y) : hy(x) >y}, intP, ={(z,y): hu(z) <y}

Probemos ahora:

hu(y)—{Ey % Q—E—M}
Asintéticamente
h(w) A
W 4a
evaluando:
hu(Q\/ %M) A b
— = —4—pu—-1
L da A
b
a
tenemos

b
b>>a, |c|, porlo que —pu—1> 1.
a

Por otra parte,

M<<1 lo tant —9\/3 <h ﬂ
b , por lo tanto, b AM Au

Concluimos asi que V; € ext(P,). De manera andloga se prueba que
Vi € ext(P,).

Calculemos F}(C),).

Sea 3 € I, = [5(pn), s(pn)], sean oy y s los arcos de f, en int(P,)
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Q3

0

Sabemos que Fu(fgl(ﬁ)) es un segmento en y = [ con extremos a dife-
rentes lados de [; y sobre P,.

Sean ¢; =1 Ny y pi = F,(c;), i = 1,2. Es claro que p; € P,.

Dado que g >> 1, suponemos que m(c1) > 0y ma(an) < 0, luego F,(a;)
es un segmento (al lado derecho de [; si ¢ = 1, y al lado izquierdo si i = 2).

La unién F,(a;) U Fy,(az) no cubre a F,,(f;'(3)) porque la imagen de
[ 1(B) Neat(P,) es un segmento en pips.

Por tanto, F,(f,"(5)) es la unién de dos segmentos disjuntos contenidos en
la recta y = [ y a distintos lados de [;.
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21

(Ch)

1
Bu,d

y=3(w)

De hecho cada una de estas bandas es foliada por los segmentos que de-
finen a f, (), cualquiera sea 8 € I,. F,(C,) N C, es la unién de cuatro

sectores disjuntos, dos a cada lado de [y, dos de ellos con segunda componen-

te positiva y los otros dos con segunda componente negativa.

Pu\

/

y=s(p) \
y = 3s(u)

frf

\

/
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C.2 = F.(C))
Ci,1,+ U (Jj@+ U Cﬁ,l,_ U (J}L’Q,_

Tomemos 3 como antes; luego f, (BN Cﬁ es la unién de 4 arcos: 2 arriba
y 2 abajo, es decir, 2 contenidos en a; y 2 contenidos en as.

Si af es el segmento en ay, entonces los segmentos de f, LB)n C’ﬁ son
C).1.+UC) 5 ;5 entonces su imagen es un segmento ¢ {y = B} al lado derecho
de [y, con un estremo en P, y contenido propiamente en el segmento imagen
de a;. Por tanto, F,(a; \ af) es el completo del segmento descrito.

Con un argumento similar en el otro arco ay, y haciendo variar 8 € I,
concluimos:

F,(C?) es una unién de dos bandas.

Bzyd - FM(C;i,l,-i- U 0;72,_,’_)’ BZJ’ - FN<Cl,1L,1,— U C:L,2,—)

\ FF;L(C,?)—¢ /

Pu

y=s(u)

1

Por inducciéon para cada n > 2 tenemos:
(a)
ch = Fu(C’ﬁfl) NnCy,

n—1 n—1 .
O)u'7i7+ U Clufzi777 L= 17 2
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(b)
FM(CZ) = BLaVU L
donde By, = F,(C LU CZ§1+)

I

Teneomos asf dos secuencias de bandas (B} j)n>0 ¥ (B} ;)n>0-
Observacion:

Consideremos la curva 7 que intersecta a P,, digamos en a y b como
muestra la figura.

Luego F (7) es una curva cerrada que sale de P,.

Figura 19

Esto es, por el hecho de que las preimagenes de a y b estan sobre la linea
critica [y, es decir, sus coordenadas estan posicionadas una a la derecha y
otra a la izquierda de [;.

Teorema 2.1. A, es el producto de un cantor y un S*.

Proceso inductivo de construccién de A,,.
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FH(Cy) es la unién de dos anillos A5 y A7,

Denotemos por A9 1 anillo interior y A el anillo exterior. Luego,

F1(C,)nint(F,) es la unién de 4 bandas disjuntas con bordes a diferentes

lados de [; y sobre P,, las denotamos por:

A’ nint(P,) = By U B}
A}, Nint(P,) = By U B}
Veamos ahora que
Fr1(A9) = AD U AL
FrI(Al) = ALl U AT

donde: F)(A)%) = By, F,(A)”) = Bf, F,.(A)') = BY, F,,(A}}) = BY

Calculemos F*(C,,).

F_Q(Ou) = F_I(F;L_l(ou))

= F'(AJUA)

= FYA)UF,'(A))
= APUAPUAUAY
- U

i,j€{0,1}

donde A = {z: 2 € A}, F,(2) € Al }

F.2(C,) Nint(P,) es la unién de 8 bandas disjuntas con bordes a dife-

rentes lados de [; y sobre P,

AY nint(P,) = B, U B,
A Nint(P,) = B}y U BY

por lo que
ij . u d
AN int(P,) = Bj5 U Bjj



Asi
Fr1(AY) = A% U ALY
por lo que:
F(Ch) = FNEZ(C))
= £'CU 4D
1,j€{0,1}
En general,
Ry = | ape
i,€{0,1}
donde

N 0N
VAN AT

Figura 2.2: Diagrama de inclusién

G0 ip_1
U A

1,€{0,1}

A,u = mFﬁn(Cﬂ)

n>0
=N U 4
n>0i,e{0,1}
= () (AP AT L ARk

~;€{0,1}

25
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Por lo tanto,
A= () A

ve{0,1}N

para todo x € A, existe un tnico v € {0,1}" tal que
Fi(z) e AI™, ¥n>0

Consideremos la funcién Cod:

Ayucog{0, 13"

x — Cod(x) =7

Si (z,y) € A, definimos:
x~y< Cod(z) = Cod(y)
Esta relacion es de equivalencia, por lo que
Ay = {la] 12 € A,)

y la aplicacion
AyynCog{0, 1}

es biyectiva. Por lo tanto, A, . con la topologia cociente es homeomorfo a
{0, 1} con la topologia producto.

Atln es necesario realizar algunos estudidos previos para lograr demostrar el
teorema 2.1.

2.6. Acotamientos importantes

.Coémo es x en P, N{5(p) <y <s(u)}?
(, h(2)) € Py hy(x) € [8(u), 5(w)]

conocemos



Asintoticamente tenemos

JCémo es yen P,NC,7

(x,y) e P,NC, & y=hu(z)
az? + by* + cxy + dx + ey — p = [ para algtin 8 € I,

4
Tenemos de (a) 22 ~ Za,u

y el sistema

{ y = hy(x),

ar? +by* +cey+de+ey=pn+p, BeI,

Asintéticamente al sustituir el valor de la z

4a* [a
K,u+by2j:20 Kuy—,u:O

N I R P
by® + 2¢ Ay+(A 1)#—0 (1)

La ecuacién (1) tiene discriminante

4ctap  16ba’ +4bAu _ Ap

A N X = K(CLCQ — 4ba’® + bA)
_ %(—a(élab _ A4+ bA)
4
- K’*(—m +bA)
= 4K'u(b —a)A

= 4u(b—a) >0 puesto que b >>a

Por lo tanto

27
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Sin pérdida de generalidad supongamos que x > 0, luego

y = % {—C\/%\/ﬁi \/m\/ﬁ]

para y >0
y = ﬂl—cwﬁ%—vb—a}
b A
= M 1o %
b A(b—a)
Seak=1-—c m;asik>081b>>a.
Por tanto, asintéticamente
vb—a
y~ ki

Verifiquemos que

T of]

V=) [VEG=—a) -cva] _. [a
A(b—a) ]SQ\/Z @

es decir,

b

(2) vale sii

VAD—a)—cv/a < 2v/ab
A(b—a) < Va(2b+c)
A(b—a) < a(2b+c)?
4ab® — b — 4a*b +ac® < a(4b® + dbe + )
—4a®> — * < dac
< 4a® + dac+ A
< (2a+¢)?
Por lo tanto:
Vb —a

k< a?y?<4al



Capitulo 3

Hiperbolicidad del conjunto no
errante

3.1. Familia de Conos Horizontales

Consideremos en cada punto p € C’EL el cono
H(p) = {(u,v) : |v] < |ul}

Tomemos puntos p, q € C}L tales que F),(¢) = p.
Note que p € C C C}; también es claro que ¢ € F'(p).
Por lo tanto, ¢ € C, N F,*(C,) = C, N F,*(C,); asf por definicién ( e inva-
rianza de F;') si p € C%, entonces F,,'(p) C C}.

Sean G, la rama de la inversa de F), tal que G,(p) = qy (u,v) € H*(p).
Deseamos comparar la imagen de (u,v) por D,G,, con H*(q).

Calculemos las ramas de la inversa:

Si (x,y) pertenece a int(F,), (u,v) € F, ' (z,y) sii
EAU,U) = (l',y) = (Uv f,u(uvv))
sii
V=21
fulu,2) =y = au® + bz* + cur + du+ ex — p

De aqui,
au® + (cx + d)u +bx* +ex —y—pu=0

29
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luego

1
u= g —(cx+d):|:\/(ca:+d)2—4a(bx2~l—ea:—y—u)]

Analicemos el radical:

(cx +d)*> —4a(bx® + ex —y —p) = *2° + 2cdx + d* — dabx® — daex + 4ay + 4ap
—Az? 4 2(cd — 2ac)x + day + d* + dap
- TH(ZE, y)
Asi
1
Gito) = (5 (~(er + )+ o)) o)

Golo) = (5 (et 01— frdan)) o)

son las ramas de Fu_l.
(x,y) € int(P,) & ru(z,y) >0
(x,y) € P, e ru(z,y) =0

Llamemos:
t+ = —1 — +d) £
1 (xa y) % (cx ) T,u(xa y)

Consideremos sélo G p
Oit* (=, Ot ™ (z,
D(:U,y)Gu = { ' § v) % (() v) }

20  4a

— 1
Ot (a,y) = o+ (e, ) 0 (a,y)
Ohru(z,y) = —2Az + 2(cd — 2ae)

4qa

1
0ot * (w,y) = —(ru(a,y) " 0ru(2,y)
Oory(z,y) = 4a
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Siw e Hi(p) :

(3.1)

byt [0 00

u

[uditt (p) + vout™ (p)| =

[—_c N (cd — 2ae) — Ax . v ] ' (3.2)

2a 2a+/r,(x,y) 2ar/1 (7, y)

Queremos:
[udit™ (p) + vdat™* (p)| >> Ju|
De (1.3):
it (p) + vutt(p)| = —
2a+/1,(z,y)
1
= ——— |u[—cy/ru(x,y) + (cd — 2ae) — Ax] +v
20\/Ty(a.y) g
d—2
_ 1 Al [ |1+ cyrulzy) (e ae) v
20, /Tu(ay) Ax Ax Az
Mallul (| lely/mal@s) fed —2ae| o
2y Al Al Bl

ru(z,y) = —Az® + 2(cd — 2ae)x + day + d* + dap

(2, y) 1 (cd —2ae) = 4day d? da
=42
A2y AT A2 T A A T A
Tu(xv y)
A272

Si p es suficientemente grande, b >> a y |c|, entonces << 1.

Como x es del orden de /i y
Vb — ak <P < dap

tenemos:

Ml Y- VEA
s Vitvayi Za
(4ab — *)(b— a)Y*VE
Vbda3/?

> 1
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kE~1s1b>>1.

Por lo tanto,
[uoit™ (p) +v0at™ (p)| > |ul
Ast, [o] > Jul.
Con esto hemos probado que para todo p € C’; la derivada en p de
cualquier rama de F, " mapea a C*(p)\ {0} en el interior topoldgico de C*(g),

cualquiera que sea q € F; 1(p). Ademés, lo anterior tambiém demuestra que
la derivada expande.

Lema 3.1. Si b >> a y |c| entonces existe i € R tal que para todo p >
i, peCr w=(u,v) € Hp) se cumple:

1. D,F,(H*(p)\ {0}) C int(H*(q)),
2. |D,Gu(W)|| > Al

para todo W € H*(p) \ {0} donde G, es la rama de la inversa de F, tal que
Gu(m =d.

3.2. Familia de Conos Verticales

Consideremos en cada punto p € Cﬁ el cono:

V3(p) = {(w, 0) + fu] < Juf}

Tomemos puntos p,q € C,, tales que F,(¢q) = p. Note que p € C% C C;,
tambien es claro que ¢ € F,'(p), por lo tanto, ¢ € C, N F;'(C,) = C, N

F1(C,). Sipe CF entonces F, ' (p) C C).

Teorema 3.1. Si b >> a y |c| entonces existe i € R tal que para todo
p>q, p€Chyw=(u,v) € Vi(p) se cumple:

1. DyFy(w) € Viya(p),

2. |DpFL (W) > 2|



33

Demostracién. Sea w§ = (u,v) tal que w € Vi(p)

0 1

D(z,y)F = O F(z,y) O02F(x,y)

D(x,y)F (&) = @] (ur, v1)

vy = O f(z,y)u+ 0o f (z,y)v

|01/ (, y)]]ul
il = [0af (9] (1 - |agf<x,y)|lvl>
01 f (. y)|
> |02f(z,y)][v] (1—m)
Como
@ <2’y < 4%“ 33)

dondekzl—c‘/%

81f(x,y)‘ _ [2ax ey +d| _ 2az] + [c|ly| +|d]
Oof(z.y) | [2by +co+e| = 2bly| = [c]|z] — |e]

Veamos que:

]| z] |€\)
2bly| — |c||x| — |e| = 2bly (1— —
ol = Iele] = el = 2yl (1= g0t = 5

x? uk:—vbb_“ _ kAVb—a
Y %p B 4ab

para b >> a, |c|

Tenemos que — 0 y para p suficientemente grande (u — +00)

le]
2by| ,
Asi, asintéticamente tenemos:

_ kle[AVb—a
8ab?

—0

2bly| — |ellz] — || > 2bly (1 )>b|y| G bo>a |
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por lo que:
O1f(z.y)| _ 2alz| +clly| +|d] _,laflz] | |e| | Je]
Oaf (z,y)| ~ bly| blyl b bly|

u suficientemente grande (u — +o00), b >> |c¢| y por (1.4) se tiene

alf(x’y)
a2f<x7y)

4

o 2 Baf o lll (1§ ) = Iouf e )l

Por lo que,
] < oo v
3|0, f( y)l
Como |0y f(x,y)| — +oo cuando u — +oo se tiene:
L DpF,(w) € Vija(p),
2. [DpEu(w)l = 2| (ur, wi)]
Vn>1,V"=D, F"(V(z,))

3.3. Construccion Topolégica Parcial de /N\M

=Urn@)=[a

n>0 n>1

C, = Fu.(C) NG,

m

y(s(p))

Grafico 20



B e

Por lo tanto,

Fu(f,1(8)
' !

P,
8

Grdfico 21

— {(z,y) € int(P,) : 3(n) <y < s(u)}

35
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+
o
F,
—_—
Gra fico 22

F (@) = ayd

En general:




Bel,

Grafico 23

v C f;l(ﬂ)a sgma(y) >0

Por lo tanto, Ci — Fu(c,}t)

. 1
\ B, B, . / y=s(u)

F.(C})

Grd fico 24

F,(C})=B.,uB2,

Asi,
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2 = F,(CINC,)
= CiHUC’j”_UC;’d#UCIid’_
je{@d}

Por recurrencia tenemos:
(a)
cr = F#(C’Zfl) NCu, n>2

- U

je{id}

n+1
U u Js + =B t,d
]G{zd}
n+1
U u Js— =B HyT
JE{zd}
le.
Ren=U B
jetid}
Cada By, ; es una banda verical desde y = 5(u1) hasta y = s(u) contenido
propiamente en B" 1.

(Bpi)n>1, (B a)n>1

encajadas
ﬂ B, je{id}
n>0
Asi
NEC) =N
n>0 n>1
Luego,

F.(Crn{y>0}) =Byt
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F.(Chn{y <0}) =B
Por lo tanto,

G- U (Ne)

n>1 jefid} \n>1

Para cadea j € {i,d} y k € {+,—}

n+1 m
Cu,j,k’ C Cw}k

y cada C7; ;. tiene tope inferior en f ' (5(u)) y superior en F, ' (s(u))., ademas

B?d/ y=s(p)

F.(C)

Grd fico 24

Rl U ) =mn| Ua) =81 69
je{i,d} jedi,d}
Afirmacion:
Vi€ {i,d}, Vke{+ —}, Sujik =Nz Cpjx €8 una curva que va desde
fit () a £t (s(p))-

Notese que de (3.5)
Ey U Sujt | = E?dQ F, U Suj— | = Bz,oz‘ (3.5)
je{i,d} je{i,d}

Supongamos que ﬂn21 Cl a4 los bordes laterales no colapsan, esto equi-
vale a que en cierta horizontal y = f con § € [,, B}, tiene separados los
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bordes laterales (esto sigue de (3.5)).
Notacién: Vj € {i,d}, Vk € {—,+}:

Spugk = 07, U 855, U Ry
donde 6, es el borde lateral izquierdo, (5?7k es el borde lateral derechoy R, ;
es el conujunto de pedazos de curva de nivel f, donde &’ es distinto de 69,

Proposicién 3.1. R, ;;, = O

Demostracion. Afirmacion:
Si v es una curva regular contenida en S, ;; tiene tangentes en los conos
horizontales, entonces I(y) < oo (I(7y) = longitud de arco).

v(t) = (1 (t),72())
7'(t) € H(y(1))
es decir,
Y2 ()] < ()]

De aqui, tenemos:

/0 N AN CATIE / V2l ()t
< V2[5(0) — y(1)|
< V2L (L = mazd(p,q);p € 5i, q € 5d)

Supongamos que R, ;i # ©. Tomamos p € R, 7 un pedazo de una
curva de nivel de f, contenido en R, y conteniendo a p.

Entonces 7/(t) € conos horizontales.
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G: (7) =71

con extremos ', v?

V(1) € H(y(t)) = ~'(t) € H(y (1)), Vt
= 1(7,) < V2I¥n.

Luego,

(1) = UG (yas)) = / 1D, G ()]

Para n suficientemente grande, I(y,) — 400 y por otra parte [(7,) <
V21 Contradiccién.
[

3.4. Hiperbolicidad del conjunto no errante

En las secciones anteriores hemos analizado la estructura topoldgica tanto
del conjunto A, de puntos con érbita positiva acotada, como el conjunto A,
formado por los puntos en C),; es decir, el conjunto de puntos x tales que

U EM(x) C O,

n>0

De allf se deduce claramente que el conjunto no errante €2, de F}, es la in-
terseccion A, N A, que es un compacto no vacio F), invariante (F,(€2,) = Q,)

con FH(Q,) = Q.
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_ (0)...p(n)
ap = () Ao

n>0

A= ﬂ F;L_H(CM) = U Aﬁ

n>0 pe{0,1}N

zeN, & INpe{0, 1}V /Vn>0F(z)e A
-1 0 00 10
FHAY) = AR U AL
—1 1y _ 201 11
F N A =AY UAL

A= a2 e Al B0 € A)
En general:
Aioin = {3 Fi(z) € A, 0<4,j <n

Por otra parte

Ae=ECH= U Suin
n>0 je{i,d}
{Q—HQMQL
n __ n—1
cn=F(Cr)Ne,

n+1 n
Smj,k - Su,j,k

Sk = ﬂ SZ,j,k? Bk = ﬂ BZ,k
n>1 n>1
Para cada p € {0, 1}, el conjunto

Aﬁ _ ﬂ Az(o)---p(n)

n>0
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intersecta 2, en cuatro partes disjuntas:
AnQ, = J (408,
jefi,d}
Lema 3.2. Para cada p € {0,1}Y, j € {i,d} y k € {+,—} se tiene:
card(AL NS, ;1) = 1

Demostracion. Dado que las tangentes de cada curva Sy, j  estan en los conos
verticales, las ramas de la inversa de F), restrictas a estos conjuntos contraen
didametro.

Sean B,; y B, 4 los limites de las bandas verticales cuando se hizo la
construccién de los C}}(n > 1); como sabemos estas son curvas a diferentes
lados de la linea critica, con extremos en las rectas horizontales y = s(u) y

y = s(p).
Por construccion tenemos:
(a) SMJH’ U SMJ}— C BMJ; j - {’L, d}

Fu(Spi- U Spa+) = By
Por tanto,
{ Fo(Suit USua+)NCy=S,4-US,a+
F,u(Su,i,f U Sﬂ’d,J’») ﬁ CN - S/hi:* U S S+

Dado que DF), expande con tasa mayor que 2 en los conos verticales sobre
cada S, tenemos que cualquier rama F,- ! contrae con tasa menor que %
Sean 0 < A < 3 tal que si S es cualquier arco en alguna de las curvasS,, j; y
G es una rama de la inversa, entonces

diam(G|S) < Adiam(S)
Denotemos por U, o y U, los subconjuntos en €, N P, tales que:
*Cu,NP,=U,0UU,

* las ordenadas de los puntos en U, o son positivas y las de U, ; negativas,
para todo pu suficientemente grande.
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Note que:
Al = Ffl(UM); j=0,1

I

Tomemos po,p1 € {0,1}, j € {i,d} y k € {+, —} cualesquiera.
Luego,

-1
AP = F (AR U U o)
Ademss, existe una unica rama G; de Fu_l y una curva s € {S,jx : Jj €
{i,d}, ke {+,—-}} =S tal que:
APPEOS, k= G(AT N S)

Por lo que

diam(APP* NS, jx) <

N —

max{diam(A}, N S) :p € {0,1} yS € S}

Por recurrencia sigue que
; Po--.p )
diam (A7 N S, %) — 0 cuando n — oo

Por lo tanto
card(Ap U S, jr) =1

Teorema 3.2. F,|q, es topoldgicamente conjugado a 2-shift unilaterales

Demostracion. Sabemos que cada punto en Ku tiene un itinerario p € {0, 1}
en términos de los anillos A), y Aj; de hecho

z € A es tal que Fi(x) € AR i

x € AU APty U AP = Ay con p = (pn)nzo € {0,117
Para cada p € {0, 1}" existen exactamente cuatro puntos en €, (A% NQ,)
cuyo itinerario es p.

Para proceder a demostrar que F,|q, es topolégicamente conjugado a 2-shift
unilaterales hagamos lo siguiente:
Sean:

Spi = Sui—-US,i+
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S;,L,l = S/*"7i7_ U S 7i7+

(S.U‘)j - S.u‘aj?_ U S,U,,j,—f—y j 6 {d’ Z})

Note que:
1 Q= Npso F " (Si U Spa)

2. Cada pieza de S, ; tiene una preimagen en S, ; — y otra en S, 4 _; mien-
tras que las piezas de S, 4 tienen una preimagen en S,; y otra en

S+

Asi que FM_I(SW-) tiene una parte en S, ; y otra S, 4 cualquiera sea j € {i,d}

Fﬁl(&t»j) = Suij U Sud;

I
donde

Sptd C SuayFu(Su) = Su;, Vi, j € {i,d} (3.6)
S,.; tiene dos piezas (S, j_ ¥ Suj+)-
S, tambien tiene dos piezas y el didmetro de cualquiera de ellas es menor

que fracl2 por el maximo del diametro de las piezas en .S, ;.

Con ello tenemos el clasico arbol de Cantor:
Asi,

Q= ﬂ Sip

pe{i,d}N

Spp = Supo N Sup(O)p(l) M. = {xp}

el cual es punto (por (1.7)).

T gso(x)
Q, — {0, 1}"

¢o(x) = p si p es el itinerario en S,; y S, 4. ¢ es un homeomorfismo que
conjuga F|q, v el 2-shift unilateral.
O
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3.5. Variedades estables

Examinaremos ahora las variedades estables de puntos en el conjunto no
errante §2,. Sabemos que cada curva S, ;x(j € {i,d}, k € {—,+}) en Ku es el
limite de los bordes laterales de la componente de los conjuntos Cy n > 1, a
la cual pertenece. Por construccion, los bordes laterales de las componentes
de cada C}; (n > 1) son mapeados recursivamente en los bordes laterales de
las bandas verticales mediante las cuales se obtuvieron los conjuntos C);.
Dado que para cada p € ,, su variedad estable local W} (p) intersecta
transversalmente (en p) a la curva S, ;, que contiene a p (por compacidad),
podemos escoger ng > 1 tal que para cada p € Q,, W} _(p) atraviesa transver-
salmente los bordes laterales de cada pieza de C}, cualquiera sea n > ng, que
contiene a p. De aca que si k > 1 es cualquier entero suficientemente grande
, entonces F, ¥ (W (FJ(p))) contiene una curva pasando por F)(p) cuyos
extremos estan a diferentes lados de la linea critica [ y sobre la parabola P,:
S es la componente de Ku que contiene a F),(p) y S’ es la que contiene a F),(p)
(comentario de la figura que va aqui)

Sigue por tanto que F,*(Wj (F%(p))), que es parte de W*(p), contiene una
curva simple cerrada que intersecta exactamente cada S, ;; en un inico pun-
to ; esto es consecuencia de lo anterior y el hecho de que:

F (F (Wi (FL(p)) = FM (Wi (F, (p))

= U B Wi (5 ()

k>0

Ahora tomemos 7 > 0 tal que para cada p € Q,. Si ¢ € R? cumple
d(Ff(p), F;(q)) < r para todo k > 0, entonces ¢ € W;.(p). En vista que
card(ArNQ,) = 4 (un punto por cada pieza S, ;x) cualquiera sea p € {0, 1},
podemos escoger n; > 1 de forma que para todo n > n; y cada p € {0, 1}
se tiene que la interseccion de AP con cada componente de C} estd contenida
en una bola de radio r y centrada en uno de los 4 puntos de AP N Q,.
Consideremos cualquier p € {0, 1} y cualquier punto p € AP NQ,, contenido
en la bola B,.(p) por la construccién de los conjuntos Al y O} se tiene que

k k .
F;(A) C B.(F;(p)), paratodok > 0;

esto obviamente implica que A C W} .(p); de hecho A es un arco en W} .(p)
conteniendo a p en su interior. Por tanto, podemos considerar a A como la
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propia variedad estable local Wi (p). De esta discusién se concluye que A
es la componente conexa de W*(p) que contiene a p. De alli que A, sea el
producto de un conjunto de Cantor (€2, en este caso) y S*.
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