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Acerca de la dinámica de endomorfismos
cuadráticos planos con retardo y del tipo

horizontal

Lcda. Massiel Gatica

RESUMEN

En este art́ıculo describimos el comportamiento asintótico de las

soluciones acotadas de una clase especial de familias a un paráme-

tro de ecuaciones de diferencia autómatas cuadráticas. Para tal

fin, primero consideramos los sistemas dinámicos discretos pro-

porcionados por ciertos endomorfismos con retardo. Luego mos-

tramos que si la intersección de la imagen del conjunto cŕıtico

de los endomorfismos y un continuo de superficies de nivel de las

funciones que definen las ecuaciones en diferencia es la unión dis-

junta de dos anillos, entonces el conjunto de condiciones iniciales

generando las soluciones acotadas de las ecuaciones es el produc-

to de un conjunto de Cantor y una circunferencia, y el conjunto

no errante de los sistemas dinámicos es un conjunto hiperbólico

del tipo silla y topológicamente conjugado al shift unilateral en

dos śımbolos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo está destinado a presentar aspectos generales de los endo-

morfismos con retardo; especial atención haremos sobre el caso cuadrático en

el plano que es marco en el cual se desarrolla el contenido de la monograf́ıa.

1.1. Generalidades

Una ecuación en diferencia con retardo de orden k es cualquier ecuación

en diferencia del tipo

xn+k = f(xn, xn+1, ..., xn+k−1), con n ≥ 0 (1.1)

donde f es una función a valores reales definida en algún subconjunto de Rk

llamadas ecuaciones en diferencia con retardo de orden k.

Note que a partir de k valores, o datos iniciales x0, ..., xk−1, la función f

que define la ecuaćıon (1.1) genera recursivamente la sucesión (xn)n≥0, donde

xm = f(xm−k, ..., xm−1), para todo m ≥ k + 1.

La sucesión aśı obtenida se denomina solución de la ecuación (1.1) con datos

iniciales x0, ..., xk−1.

El problema fundamental de las ecuaciones en diferencia con retardo es

describir el comportamiento asintótico de sus soluciones, no su existencia pues

a partir de una condición inicial (x0, · · · , xk−1) se obtiene por recurrencia la

sucesión (xn)n≥0 que es la solución de (1.1) correspondiente al dato inicial

3
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dado. Con el objeto de intentar dar respuestas parciales a este problema, P.

Montel en 1957, ver [16], usó el endomorfismo

F (x1, · · · , xk) = (x2, · · · , xk, f(x1, · · · , xk)), (1.2)

conocido como endomorfismo con retardo, para estudiar el comportamiento

ĺımite de las soluciones de (1.1) en las proximidades de una solución estaciona-

ria; esto es, una solución (xn)n≥0 donde xn = α para todo n ≥ 0. En general,

la consideración del endomorfismo F permite abordar el problema central de

las ecuaciones en diferencia (1.1) mediante la teoŕıa de los sistemas dinámi-

cos, ya que estudiar los puntos de acumulación de las soluciones de (1.1)

equivale a estudiar el comportamiento asintótico de las órbitas positivas por

el endomorfismo F definido en (1.2); nóte que (xn)n≥0 es solución de (1.1) si,

y solo si, {(xn, · · · , xn+k−1) : n ≥ 0} es la órbita del punto x = (x0, · · · , xk−1)

por F . Aśı, las soluciones de (1.1) están en correspondencia biuńıvoca con

las órbitas del endomorfismo asociado; además, la dinámica que describen

las órbitas de puntos por F se corresponde con el comportamiento asintótico

de esas soluciones.

En el marco de los endomorfismos con retardo, intentar establecer pro-

piedades dinámicas generales e interesantes, digamos que no triviales, es una

tarea dif́ıcil; ejemplo de ello son los diversos tipos de dinámicas, incluso to-

pológicas, con las cuales uno puede encontrarse. Esta es una razón por la

cual se dedique un considerable esfuerzo en analizar clases especiales de en-

domorfismos con retardo; una parcial lista de publicaciones que evidencian

esta afirmación es por ejemplo: [8], [9], [11], [15], [19],[20], [21], [22], [23], [24],

[25], [26], [28],[29] y [27].

Los objetos de estudio en este proyecto tienen su origen en el art́ıculo

[25] y en la monograf́ıa [19]. En la primera de estas referencias se consideran

funciones de clase C2 que semejan (en cierta forma) funciones cuadráticas

del plano con especiales caracteŕısticas de convexidad; en la monograf́ıa son

estudiadas algunas propiedades dinámicas de la familia a un parámetro:

Fµ(x, y) = (y, fµ(x, y)) para cada (x, y) ∈ R2, (1.3)

donde fµ(x, y) = f(x, y) − µ cualquiera sea µ ∈ R; siendo f la función

cuadrática dada por

f(x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx+ ey, (1.4)
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la cual supondremos convexa; esto es: a > 0 y ∆ = 4ab − c2 > 0. En

[19] son consideradas dos clases, DV y DH, de endomorfismos con dinámicas

diferentes; estas clases son definidas como sigue:

1. DV son las transformaciones F : R2 → R2 de clase C1 tales que:

(a) ∞ es un atractor para F , y

(b) el conjunto no errante de F , Ω(F ), o es vaćıo o es un conjunto de

Cantor que coincide con el complemento de la cuenca de atracción de

∞ y F restricto a Ω(F ) expande.

2. DH como los endomorfismos F : R2 → R2 de clase C1 que satisfacen:

(a) ∞ es un atractor para F , y

(b) Λ(F ) := R2 \ B∞(F ) es vaćıo, o bien homeomorfo al producto de un

ćırculo S1 y un conjunto de Cantor; en este último caso, su conjunto

no errante Ω(F ) =
⋂
n≥0 F

n(Λ(F )) es hiperbólico del tipo silla.

En esa misma monograf́ıa se hace un bosquejo, en términos de los endo-

morfismos en las clases DV y DH, del siguiente resultado que depende del

espacio de los parámetros de la función cuadrática f :

Teorema 1.1. Dada f como en 1.4, se tiene:

(i) Si a es suficientemente grande respecto de b y c, entonces existe µ1 tal

que para todo µ ≥ µ1, Fµ ∈ DV .

(ii) Si b es suficientemente grande respecto de a y c, entonces existe µ0 tal

que para todo µ ≥ µ0, Fµ ∈ DH.

Es importante mencionar que como parte esencial para la descripción de

la dinámica de endomorfismos con retardo y no invertibles, es el caso de los

mapas Fµ como en (1.4), es necesario hacer uso tanto el conjunto cŕıtico

del mapa como el conjunto de sus imágenes; esto es, sus valores cŕıticos. Es

simple ver en este caso, la matriz Jacobiana de Fµ en cualquier punto p del

plano no depende de µ y viene dada por

DpFµ =

(
0 1

∂f(p)
∂x1

∂f(p)
∂x2

)
,
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de donde, el conjunto de puntos cŕıticos de Fµ es

` =

{
p ∈ R2 :

∂f(p)

∂x1

= 0

}
.

En nuestro contexto, el cuadrático como en (1.3) y (1.4), los conjuntos

`, Fµ(`) y Fµ(R2) están especialmente definidos y relacionados entre śı: ` es

una recta, Fµ(`) es una parábola Pµ de ecuación y = pµ(x), cuyo epigráfico

Epi(pµ) = {(x, y) : y ≥ pµ(x)} = Fµ(R2); además, para todo (x, y) /∈ Epi(pµ)

se tiene que F−1
µ (x, y) = ∅; todo (x, y) en el interior del epigráfico tiene exac-

tamente dos preimágenes que están ubicadas con cierta simetŕıa a diferentes

lados de `; mientras que Fµ mapea difeomorficamente ` en Pµ. Soportado

en ello y haciendo uso de la convexidad de las funciones fµ se verifica que

existe un valor µ? > 0 del parámetro µ de forma que para todo µ > µ? están

definidos números reales s̃µ < 0 < sµ, ambos del orden de
√
µ, tales que el

conjunto Λµ de puntos que tienen órbita acotada es dado por:

Λµ = R2 \B∞ =
⋂
k≥0

F−kµ (Cµ),

donde Cµ =
⋃
β∈[s̃µ,sµ] f

−1
µ (β). Adicionalmente, también se muestra en [19]

que existe µ? < µ? tal que para todo µ < µ? se tiene que toda órbita por

Fµ es no acotada; esto es, B∞ = R2, o equivalentemente Ω(Fµ) = ∅. En

realidad esta situación es un hecho general para familias de endomorfismos

con retardo en el que sus funciones asociadas satisfacen una condición de

convexidad; véase [20] para mayor precisión en esa noción de convexidad.

Una vez determinado el conjunto Λµ se discute en [19] la posición relativa

de las curvas de nivel (elipses) de las funciones cuadráticas fµ con respecto a la

imagen Pµ del conjunto cŕıtico. Es alĺı cuando surgen los dos casos referidos en

el enunciado del Teorema 1.1. El primer caso, descrito en (i), significa que el

anillo Cµ está contenido estrictamente en el interior de Epi(pµ); mientas que

en el segundo caso Cµ atraviesa transversalmente Pµ; de hecho, la intersección

de Cµ con Epi(pµ) es la unión disjunta de dos franjas.

En [23] la situación geométrica correspondiente al item (i) es colocada en

un contexto bastante más general; en ese art́ıculo es introducido el concepto

de funciones del tipo vertical, noción que es formulada en términos de una

cierta relación entre las derivadas parciales de segundo orden de la función

en cuestión. Justamente tal propiedad de verticalidad está presente en las

funciones cuadráticas fµ cuando los valores de a, b y c son como lo expresa
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(i) en el Teorema 1.1. Aśı que para los endomorfismos con retardo cuyas

funciones asociadas son del tipo vertical es demostrado un resultado similar

al de la primera parte del Teorema 1.1. En cuanto a la segunda parte de

ese teorema, en [25] se demuestra a una extensión del mismo a una clase de

funciones que incluyen las cuadráticas y convexas con las restricciones sobre

los coeficientes a, b, c como en el enunciado del Teorema 1.1; de hecho, se

muestra la existencia de un conjunto abierto (en la topoloǵıa C2 de Whitney)

de funciones de R2 en R tal que, para toda f en ese abierto, el endomorfismo

con retardo Fµ asociado a fµ = f − µ pertenece a la clase DH siempre

que µ sea suficientemente grande. Es de hacer notar que las herramientas

empleadas en [25] para mostrar ese resultado son significativamente diferentes

a las empleadas en [19] para mostrar la parte (ii) del Teorema 1.1. Creemos

importante destacar que no hay, hasta el momento, una extensión similar a

la expuesta en [23] para el caso descrito en (ii) del Teorema 1.1 o en [25].

No obstante, resultados parciales en dimensión 3 y en el contexto cuadrático

han sido tratados por Jesús Silva en su tesis doctoral; ver [26].

1.2. Objetivo central

Considerando la importancia de la búsqueda de una extensión de la parte

(ii) en el Teorema 1.1 y de las herramientas de trabajo ligeramente descritas

en [19], el objetivo principal de esta monograf́ıa es hacer una exposición

más detallada y autocontenida para justamente esa parte del Teorema 1.1,

siguiendo de hecho las ideas expuesta en [19]. Haremos énfasis en los detalles

que conducen a la demostración de que para un abierto V (en la topoloǵıa

de los coeficientes) de funciones cuadráticas como en (1.4), se cumpla que

para toda f ∈ V , el endomorfismo con retardo Fµ, definido como en (1.3),

pertenezca a la clase DH cuando µ es grande. De significativa importancia

en esos detalles está la construcción de familias de conos (horizontales y

verticales) que en definitiva constituyen la herramienta fundamental para

demostrar que para todo µ suficientemente grande, tanto que el conjunto de

puntos con órbita acotada para Fµ es homeomorfo al producto de un conjunto

de Cantor en un intervalo y la circunferencia unitaria; como la hiperbolicidad

(del tipo silla) del conjunto no errante de Fµ.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

El contexto donde se ubica el temario de esta monograf́ıa es el de los endo-

morfismos planares cuadráticos con retardo, en el cual la función f : R2 → R
que induce un tal endomorfismo tiene ciertas propiedades geométricas, las

cuales agrupamos bajo un concepto: funciones del tipo horizontal. Más es-

pećıficamente, consideraremos la familia uniparamétrica fµ = f − µ, donde

f como en (1.4) de forma que los coeficientes de f satisfacen las condiciones:

a > 0,∆ = 4ab− c2 > 0 y b > máx{a, |c|}. (2.1)

Una función cuadrática f cuyos coeficientes satisfagan estas condiciones la

llamaremos función del tipo horizontal. Las dos primeras de las condiciones

refieren a la convexidad estricta de la función f , y por tanto esta misma

propiedad geométrica se transfiere a cada fµ, µ ∈ R.

2.1. Funciones cuadráticas convexas

Consideremos cualquier funcion cuadrática y convexa f : R2 → R, las

siguientes propiedades son simples de verificar:

Propiedad 2.1. Existe R > 0 tal que f(x) ≥ α

3
x2, si x ≥ R.

Propiedad 2.2. La función f tiene un único punto cŕıtico, y alĺı la función

tiene su valor mı́nimo.

Propiedad 2.3. El conjunto de nivel s de f , f−1(s) = {w ∈ R2 : f(w) = s},
es siempre compacto cualquiera sea s ∈ R; de hecho:

9
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(a) Si s < mı́n f , entonces f−1(s) = ∅.

(b) El conjunto de nivel f−1(s) es el punto cŕıtico de f si, y solo si, el nivel

s es el valor mı́nimo de f .

(c) Si s > mı́n f , entonces f−1(s) es una elipse; la componente acotada de

su complemento es i(f−1(s)) = {x ∈ Rk : f(x) < s}, la componente no

acotada es denotada por e(f−1(s)). Obviamente cada una de esas elipses

tiene exactamente dos puntos de tangencia horizontal y dos de tangencia

vertical.

Observe que la familia de elipses {f−1(s) : s > mı́n f} constituye una

foliación de R2 excepto el punto cŕıtico w0 de f ; además, c ∈ i(f−1(s)) para

cada s > mı́n f , y f−1(s) ⊂ i(f−1(t)) para todo mı́n f < s < t.

Antes de enunciar la próxima propiedad introducimos las siguientes nota-

ciones. Las derivadas parciales
∂f

∂xi
y

∂2f

∂xi∂xj
serán denotadas por ∂if y ∂ijf

respectivamente, el vector gradiente de f por ∇f , y para i = 1, 2 definimos

los conjuntos `i(f) = {x ∈ Rk : ∂if(x) = 0}, las cuales llamamos ĺıneas

cŕıticas de f .

Propiedad 2.4. Cada conjunto `i(f),con i = 1, 2 es una recta:

`1(f) = {(x, y) : 2ax+cy+d = 0} y `2(f) = {(x, y) : 2by+cx+e = 0}, (2.2)

siendo f como en (1.4).

Debe hacerse notar que las rectas `1(f) y `2(f) corresponden a los luga-

res geométricos donde ocurren las tangencias horizontales y verticales de las

curvas de nivel de la función f . Ahora bien, al considerar la familia unipa-

ramétrica fµ = f − µ, sigue inmediatamente que las correspondientes ĺıneas

`i(fµ), i = 1, 2, son las mismas que para f . Note además que:

El punto cŕıtico de fµ es el mismo de f .

mı́n fµ = mı́n f − µ.

Para cada µ ∈ R y todo β > mı́n fµ, se tiene f−1
µ (β) = f−1(µ + β).

Claramente, para todo µ ∈ R se tiene

R2 \ {c} =
⋃

β>mı́n fµ

f−1
µ (β). (2.3)
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La siguiente proposición es crucial para nuestros posteriores propositos

Proposición 2.1. Sean f como en (1.4) y fµ = f −µ. Existe µ0 ∈ R tal que

para cada µ > µ0 estan definidos números s̃µ < sµ de forma que:

f−1
µ (sµ) tiene como tangencias horizontales a y = sµ y y = s̃µ.

sµ → +∞ y s̃µ → −∞ cuando µ → +∞; de hecho, tanto sµ como s̃µ
son del orden de

√
µ

Esbozo de la demostración. Consideremos β > mı́n fµ, los puntos de tangen-

cia horizontal de f−1
µ (β) constituyen la solucion del siguiente sistema{

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey − µ = β, (a)

2ax+ cy + d = 0. (b)

De (b) x =
−cy − d

2a
, que al sustituirlo en (a) define una función de y con

parámetro µ, ϕµ : R→ R. dada por:

ϕµ(y) = fµ

(
−cy + d

2a
, y

)
.

Una simple cuenta nos muestra que ϕµ tiene puntos fijos siempre que

µ > −(2ae− cd)2

4a∆
− d2

4a
.

Tomamos el mayor de ellos

sµ =
1

∆

[
(cd+ 2a− 2ae) +

√
(2ae− cd− 2a)2 + ∆(4aµ+ d2)

]
y su otra ϕµ-preimagen

s̃µ = −4ae− 2cd

∆
− s(µ)

De esta forma los únicos puntos que no se van al infinito; es decir, que no

pertenecen a B∞(µ), son aquellos cuya órbita permanece en Cµ(f)

Λµ = R2 \B∞(µ)

= {(x, y) : F n
µ (x, y) ∈ Cµ(f)}

=
⋂
n≥0

F−nµ (Cµ(f))

Observe que µ→ sµ y µ→ s̃µ cumplen con las afirmaciones de la propo-

sición.
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Figura 2.1: Tangencia horizontal de curva de nivel f−1
µ (s(µ))

2.2. Endomorfismos cuadráticos con retardo

Consideremos, para cada µ en R, el endomorfismo Fµ(x, y) = (y, fµ(x, y)),

donde fµ es como en (1.4). Varias consecuencias dinámicas simples siguen del

hecho que f sea convexa; la primera de ellas es que ∞ es un atractor para

Fµ; es decir, existe r > 0 tal que el complemento de la bola cerrada B de

centro en el origen y radio r es invariante por Fµ, y para cada w ∈ R2 \ B
se tiene que ‖F n

µ (w)‖ → +∞ cuando n → +∞. La cuenca de atracción del

∞ es el conjunto abierto B∞(µ) = {w ∈ R2 : ‖F n
µ (w)‖ → +∞ si n→ +∞}.

En caso que Fµ no tenga puntos fijos, B∞(µ) = R2; lo cual equivale a que el

conjunto ω-ĺımite de cada punto sea vaćıo, esta es la situación de dinámica

trivial. Por otro lado, con el auxilio de las funciones µ→ sµ y µ→ s̃µ arriba

enunciadas se muestran:

1. e(f−1
µ (sµ)) ∪ i(f−1

µ (s̃µ)) ⊂ B∞(µ), y

2. Fµ(f−1
µ (β)) ⊂ Cµ :=

⋃
β∈Iµ

f−1
µ (β), cualquiera sea β ∈ Iµ := [s̃µ, sµ].

El conjunto de puntos cuya órbita nunca abandona el conjunto Cµ es un

anillo cuyos bordes externos son las elipses f−1
µ (sµ) y f−1

µ (s̃µ). En general el

conjunto Λµ no es igual al conjunto no errante de Fµ; de hecho un ejemplo de

esto es cuando el coeficiente b en (2.1) es superior a máx{a, |c|}, que es el caso

que denominamos horizontal. Ello se debe a la forma de cómo el anillo Cµ
está posicionado respecto de la parábola Pµ, que es la imagen del conjunto

de puntos cŕıticos ` de Fµ, el cual coincide con la ĺınea donde ocurren las

tangencias horizontales en las elipses de nivel de la función fµ. En otras

palabras, las curvas de nivel en Cµ atraviesan transversalmente la parábola

Pµ de manera que la intersección entre Cµ y el epigráfico de la función que

define a Pµ es la unión de dos bandas disjuntas. La preimagen de cada una

de esas bandas da origen a una región anular que preserva la intersección
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tranversal con Pµ, observándose aśı la formación de un conjunto de Cantor

de curvas cerradas (próximas a elipses) que atraviesan transversalmente a

la parábola Pµ.Una parte de estas curvas en el complemento del epigráfico

no son puntos del conjunto no errante pues ellos no tienen preimagen, sin

embargo tienen órbitas acotadas. De esta forma, el conjunto no errante Ωµ de

Fµ es dado por
⋂
n≥0

F n
µ (Cµ). En [19] se hace un esbozo (aunque preciso) que

evita los cálculos que efectivamente demuestren que el conjunto de puntos

con órbita acotada es un Cantor de curvas cerradas tipo elipses, y de que

en el conjunto no errante se pueden construir familias de conos, estables e

inestables, mediante los cuales se obtenga la hiperbolicidad (tipo silla) del

conjunto Ωµ.

2.3. Mapas con retardo cuadrático horizontal

en R2

Nos proponemos a estudiar la dinámica de una categoria especial de fami-

lias a un parámetro de endomorfismos con retardo en R2; se trata de aquellos

endomorfismos

Fµ(x, y) = (y, fµ(x, y))

Asociados a las ecuaciones en diferencia con retardo dadas por las fun-

ciones

fµ(x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx+ ey − µ = f(x, y)− µ

donde µ. Fµ tendrá a lo más dos puntos fijos y esto ocurrirá si el parámetro

µ es suficientemente grande, esto es:

Fµ(x, y) = (x, y) ⇔ x = y y fµ(x, x) = x

⇔ fµ(x, x) = x

En el caso cuadrático:

(a+ b+ c)x2 + (d+ e− 1)x− µ = 0

hay puntos fijos sii

(d+ e− 1)2 + 4(a+ b+ c)µ ≥ 0
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si (a+ b+ c) 6= 0, tenemos que

µ ≥ −(d+ e− 1)2

4(a+ b+ c)

Sea µ∗ = −(d+ e− 1)2

4(a+ b+ c)
. En adelante, µ > µ∗; por lo tanto, Fµ tiene dos

puntos fijos si µ > µ∗ como se muestra en la figura

2.4. Conjunto imagen de Fµ

Dado (x, y) ∈ l1 calculamos Fµ(x, y), esto es,

Fµ(x, y) = (y, fµ(x, y))

= (y, ax2 + by2 + cxy + dx+ ey − µ)

= (y, hµ(y))

Donde

hµ(y) =
1

4
[∆y2 + (4ae− 2cd)y − 4aµ− d2]

=
∆

4a
y2 +

4ae− 2cd

4a
y − d2

4a
− µ

Pµ = Fµ(l1) = {(y, hµ(y)) : y ∈ R} = graph(hµ)

Por lo tanto, para todo (x, y) ∈ R2 :

fµ(x, y) =
1

4a
(2ax+ cy + d)2 ± hµ(y)
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2.5. Puntos de tangencia horizontales y el con-

junto de puntos con órbita acotada.

Consideremos el siguiente sistema , tomemos β > mı́n fµ{
ax2 + by2 + cxy + dx+ ey − µ = β, (a)

2ax+ cy + d = 0, (b)

De (b) tenemos x =
−cy − d

2a
al sustituir en (a) se define una función de

y con parámetro µ; ϕµ : R→ R dada por:

ϕµ(y) = fµ

(
−cy + d

2a
, y

)
Calculemos sus derivadas

ϕ
′

µ(y) = ∂1fµ

(
−cy + d

2a
, y

)
+ ∂2fµ

(
−cy + d

2a
, y

)
= ∂2fµ

(
−cy + d

2a
, y

)
Sea qy =

(
−cy + d

2a
, y

)
luego

ϕ
′′

µ(y) = ∂12fµ(qy)

(
−c
2a

)
+ ∂22fµ(qy)

=
4ab− c2

2a
> 0

Si µ >> 1 (suficientemente grande)entonces ϕµ tiene dos puntos fijos;

uno de ellos positivo, el otro negativo y a los lados opuestos del punto cŕıtico

de ϕµ. Al positivo lo llamaremos s(µ) y su preimagen la denotaremos por

s̃(µ).

s(µ) = ϕµ(s(µ)) = fµ

(
−c(s(µ)) + d

2a
, s(µ)

)
s(µ) = ϕµ(s̃(µ)) = fµ

(
−c(s̃(µ)) + d

2a
, s̃(µ)

)
los puntos

(
− c(s(µ))+d

2a
, s(µ)

)
y
(
− c(s̃(µ))+d

2a
, s̃(µ)

)
están en l1 y su imagen por

fµ es s(µ); por tanto, ellos pertenecen a f−1
µ (s(µ)) ∩ l1, esto significa que:

y = s(µ) y y = s̃(µ)
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definen la tangencia horizontal de f−1
µ (s(µ)); ver figura de tangencia 2.1

Para cada µ >> 1, existe s(µ) ∼ √µ (s̃(µ) ∼ −√µ) tal que si tomamos

β > s(µ) y sean v(β), ṽ(β) sus preimagenes por ϕµ

ϕµ(v(β)) = ϕµ(ṽ(β)) = β, por ser cuadrático, s(µ) < v(β) < β.

Si (x, y) ∈ e(f−1
µ (s(µ))) entonces existe β > s(µ) tal que (x, y) ∈ f−1

µ (β) Al

tomar

Fµ(x, y) = (y, fµ(x, y)) = (y, β)

Implica e(f−1
µ (s(µ))) ⊂ B∞(µ).

Si (x, y) ∈ i(f−1
µ (s̃(µ))) \ {c}, entonces existe β < s̃(µ) tal que fµ(x, y) = β

y Fµ ∈ e(f−1
µ (s(µ))) Por lo tanto,

i(f−1
µ (s(µ))) ⊂ B∞(µ).

Definimos Cµ(f) =
⋃
β∈[s̃(µ),s(µ)] f

−1
µ (β); por lo que:

1. R2 \ Cµ(f) ⊂ B∞(µ)

2. F−1
µ (Cµ) ⊂ Cµ

Aśı

Λµ = R2 \B∞(µ)

= {(x, y) : F n
µ (x, y) ∈ Cµ(f)}

=
⋂
n≥0

F−nµ (Cµ(f))

Lo cual denominamos Conjunto de puntos de órbitas acotadas.

Lema 2.1. f es horizontal si los puntos de tangencia vertical de f−1
µ (s̃(µ))

están fuera de Pµ, es decir, están en el ext(Pµ); para todo µ suficientemente

grande.

Demostración. Los puntos de tangencia de f−1
µ (s̃(µ)) son los únicos que re-

suelven el sistema:{
ax2 + by2 + cxy + dx+ ey = µ+ s̃(µ), (a)

2by + cx+ e = 0, (b)
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de (b): y = −cx+ e

2b
; al sustituir en (a)

ax2 + b

(
cx+ e

2b

)2

− cxcx+ e

2b
+ dx− ecx+ e

2b
= s̃(µ) + µ

Luego,

x2

(
4ab− c2

4b

)
+ x

(
2bd− ec

2b

)
+

(
3e2 − 4bs̃(µ)− 4bµ

4b

)
= 0

Analicemos el discriminente de esta ecuación(
2bd− ec

4b

)2

− 4

(
4ab− c2

4b

)(
3e2 − 4bs̃(µ)− 4b

4b

)
=

1

4

[
(2bd− ec)2 + (4ab− c2)(−3e2 + 4bs̃(µ) + 4bµ)

]
Conocemos que

4ab− c2 > 0

Veamos para que valores de b, −3e2 + bs̃(µ) + 4bµ > 0

−3e2 + bs̃(µ) + 4bµ > 0

⇒ 4b(s̃(µ) + µ) > 3e2

⇒ b >
3e2

4b(s̃(µ) + µ)
, µ >> 1

Asi pues

x =
−(2bd− ec)±

√
1

4b

[
(−ec+ 2bd)2 + (4ab− c2)(−3e2 + 4bs̃(µ) + 4bµ)

]
4ab− c2

Al sustituir x en y = − cx+e
2b

se obtiene

y =
−c(ec− 2bd)±

√
1

4b

[
(−ec+ 2bd)2 + (4ab− c2)(−3e2 + 4bs̃(µ) + 4bµ)

]
+ e

4ab− c2

Introducimos la siguiente notación:

Si h es una función de µ escribimos h ∼ µq si h
µq
→ a con a 6= 0.

Sin pérdida de generalidad resolvemos el sistema anterior asintóticamente{
ax2 + by2 + cxy + dx+ ey = µ+ s̃(µ), (a)

2by + cx+ e = 0, (b)



18

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey = µ+ s̃(µ)

1

µ
(ax2 + by2 + cxy + dx+ ey) ∼ 1

puesto que |x|,|y|
µ
→ 0 cuando µ→ +∞, tenemos

1

µ
(ax2 + by2 + cxy) ∼ 1

por otra parte tenemos de (b)

y = −cx+ e

2b

de aqui

y ∼ −cx
2b

De aqui,
1

µ

(
a+

c2

4b
− c2

2b

)
x2 =

1

µ

∆

4b
x2 ∼ 1

De aqui, x2 ∼ 4b

∆
µ, esto es, x ∼ ±2

√
b

∆
µ

Por lo tanto,

y ∼ ∓
c
(

2
√

b
∆
µ
)

2b
= ∓c

b

√
b

∆
µ

Definimos ahora

V1(µ) =

(
2

√
b

∆
µ,−c

b

√
b

∆
µ

)

V2(µ) =

(
−2

√
b

∆
µ,+

c

b

√
b

∆
µ

)
Queremos probar que V1(µ), V2(µ) ∈ Ext(Pµ) conocemos que

Pµ = Fµ(l1) = {(y, hµ(y)) : y ∈ R} = graph(hµ)

hµ : R→ R es una función cuadrática (convexa).

Si (u, v) ∈ l1 ∩ Pµ, existe y ∈ R de manera que

(u, v) = (y, hµ)⇔ u = y, v = h(y)
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De donde se obtiene: v = hµ. Aśı

extPµ = {(x, y) : hµ(x) > y}, intPµ = {(x, y) : hµ(x) < y}

Probemos ahora:

h

(
2

√
b

∆
µ

)
>

(
−c
b

√
b

∆
µ

)

hµ(y) = {∆

4a
y2 +

2ae− cd
2a

y − d2

4a
− µ}

Asintóticamente

hµ(y)

µ
=

∆

4a
y2 − 1

evaluando:

hµ(2
√

b
∆
µ)

µ
=

∆

4a
4
b

∆
µ− 1

=
b

a
µ− 1

tenemos

b >> a, |c|, por lo que
b

a
µ− 1 > 1.

Por otra parte,

|c|
b
<< 1, por lo tanto, −c

b

√
b

∆
µ < h

(√
b

∆
µ

)
Concluimos asi que V1 ∈ ext(Pµ). De manera análoga se prueba que

V2 ∈ ext(Pµ).

Calculemos F n
µ (Cµ).

Sea β ∈ Iµ = [s̃(µ), s(µ)], sean α1 y α2 los arcos de f−1
µ en int(Pµ)
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Sabemos que Fµ(f−1
µ (β)) es un segmento en y = β con extremos a dife-

rentes lados de l1 y sobre Pµ.

Sean ci = l1 ∩ αi y pi = Fµ(ci), i = 1, 2. Es claro que pi ∈ Pµ.

Dado que µ >> 1, suponemos que π2(α1) > 0 y π2(α2) < 0, luego Fµ(αi)

es un segmento (al lado derecho de l1 si i = 1, y al lado izquierdo si i = 2).

La unión Fµ(α1) ∪ Fµ(α2) no cubre a Fµ(f−1
µ (β)) porque la imagen de

f−1
µ (β) ∩ ext(Pµ) es un segmento en p1p2.

Por tanto, Fµ(f−1
µ (β)) es la unión de dos segmentos disjuntos contenidos en

la recta y = β y a distintos lados de l1.
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De hecho cada una de estas bandas es foliada por los segmentos que de-

finen a f−1
µ (β), cualquiera sea β ∈ Iµ. Fµ(C1

µ) ∩ Cµ es la unión de cuatro

sectores disjuntos, dos a cada lado de l1, dos de ellos con segunda componen-

te positiva y los otros dos con segunda componente negativa.
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Cµ2 = Fµ(C1
µ)

= C1
µ,1,+ ∪ C1

µ,2,+ ∪ C1
µ,1,− ∪ C1

µ,2,−

Tomemos β como antes; luego f−1
µ (β)∩C2

µ es la unión de 4 arcos: 2 arriba

y 2 abajo, es decir, 2 contenidos en α1 y 2 contenidos en α2.

Si αe1 es el segmento en α1, entonces los segmentos de f−1
µ (β) ∩ C2

µ son

C1
µ,1,+∪C1

µ,2,+; entonces su imagen es un segmento c {y = β} al lado derecho

de l1, con un estremo en Pµ y contenido propiamente en el segmento imagen

de α1. Por tanto, Fµ(α1 \ αe1) es el completo del segmento descrito.

Con un argumento similar en el otro arco α2, y haciendo variar β ∈ Iµ
concluimos:

Fµ(C2
µ) es una unión de dos bandas.

B2
µ,d = Fµ(C1

µ,1,+ ∪ C1
µ,2,+), B2

µ,i = Fµ(C1
µ,1,− ∪ C1

µ,2,−)

Por inducción para cada n ≥ 2 tenemos:

(a)

Cn
µ = Fµ(Cn−1

µ ) ∩ Cµ
= Cn−1

µ,i,+ ∪ Cn−1
µ,i,−, i = 1, 2
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(b)

Fµ(Cn
µ ) = Bn

µ,d ∪ Cn
µ,i

donde Bn
µ,d = Fµ(Cn−1

µ,1,+ ∪ Cn−1
µ,2,+).

Teneomos aśı dos secuencias de bandas (Bn
µ,d)n≥0 y (Bn

µ,i)n≥0.

Observación:

Consideremos la curva γ que intersecta a Pµ, digamos en a y b como

muestra la figura.

Luego F−1
µ (γ) es una curva cerrada que sale de Pµ.

Esto es, por el hecho de que las preimágenes de a y b están sobre la ĺınea

cŕıtica l1, es decir, sus coordenadas están posicionadas una a la derecha y

otra a la izquierda de l1.

Teorema 2.1. Λµ es el producto de un cantor y un S1.

Proceso inductivo de construcción de Λµ.
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F−1
µ (Cµ) es la unión de dos anillos Aeµ y Aiµ.

Denotemos por A0
µ l anillo interior y A1

µ el anillo exterior. Luego,

F−1
µ (Cµ)∩int(Pµ) es la unión de 4 bandas disjuntas con bordes a diferentes

lados de l1 y sobre Pµ, las denotamos por:

A0
µ ∩ int(Pµ) = Bu

0 ∪Bd
0

A1
µ ∩ int(Pµ) = Bu

1 ∪Bd
1

Veamos ahora que

F−1
µ (A0

µ) = A00
µ ∪ A10

µ

F−1
µ (A1

µ) = A11
µ ∪ A01

µ

donde: Fµ(A00
µ ) = Bu

0 , Fµ(A10
µ ) = Bd

0 , Fµ(A11
µ ) = Bd

1 , Fµ(A01
µ ) = Bu

1

Calculemos F−2
µ (Cµ).

F−2
µ (Cµ) = F−1

µ (F−1
µ (Cµ))

= F−1
µ (A0

µ ∪ A1
µ)

= F−1
µ (A0

µ) ∪ F−1
µ (A1

µ)

= A00
µ ∪ A10

µ ∪ A11
µ ∪ A01

µ

=
⋃

i,j∈{0,1}

Aijµ

donde Aijµ = {z : z ∈ Aiµ, Fµ(z) ∈ Ajµ}

F−2
µ (Cµ) ∩ int(Pµ) es la unión de 8 bandas disjuntas con bordes a dife-

rentes lados de l1 y sobre Pµ

A00
µ ∩ int(Pµ) = Bd

00 ∪Bu
00

A10
µ ∩ int(Pµ) = Bu

10 ∪Bd
10

por lo que

Aijµ ∩ int(Pµ) = Bu
ij ∪Bd

ij
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Aśı

F−1
µ (Aijµ ) = A0ij

µ ∪ A1ij
µ

por lo que:

F−3
µ (Cµ) = F−1

µ (F−2
µ (Cµ))

= F−1
µ (

⋃
i,j∈{0,1}

Aijµ )

En general,

F−nµ (Cµ) =
⋃

ik∈{0,1}

Ai0...ik−1
µ

donde

Ai0...ikµ = {z ∈ Cµ : F j
µ(z) ∈ Aijµ , 0 ≤ j < k}

Ai0...ik ⊂ Ai1...ik

Fµ(Ai0...ikµ ) = Ai1...ikµ

Figura 2.2: Diagrama de inclusión

F−nµ (Cµ) =
⋃

ik∈{0,1}

Ai0...ik−1
µ

Λµ =
⋂
n≥0

F−n(Cµ)

=
⋂
n≥0

⋃
ik∈{0,1}

Ai0...ik−1
µ

=
⋂

γj∈{0,1}

(
Aγ0µ ∩ Aγ0γ1µ ∩ ... ∩ Aγ0γ1...γkµ

)
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Por lo tanto,

Λµ =
⋂

γ∈{0,1}N
Aγµ

para todo x ∈ Λµ, existe un único γ ∈ {0, 1}N tal que

F n
µ (x) ∈ Aγ(n)

µ , ∀n ≥ 0

Consideremos la función Cod:

ΛµCod−−→{0, 1}
N

x→ Cod(x) =?

Si (x, y) ∈ Λµ definimos:

x ∼ y ⇔ Cod(x) = Cod(y)

Esta relación es de equivalencia, por lo que

Λµ/∼ = {[x] : x ∈ Λµ}

y la aplicación
Λµ/∼Cod−−→{0, 1}

N

es biyectiva. Por lo tanto, Λµ/∼ con la topoloǵıa cociente es homeomorfo a

{0, 1}N con la topologia producto.

Aún es necesario realizar algunos estudidos previos para lograr demostrar el

teorema 2.1.

2.6. Acotamientos importantes

¿Cómo es x en Pµ ∩ {s̃(µ) ≤ y ≤ s(µ)}?

(x, hµ(x)) ∈ Pµ, hµ(x) ∈ [s̃(u), s(u)]

conocemos

hµ(x) =
∆

4a
x2 +

2ae− cd
2a

x− d2

4a
− µ
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Asintoticamente tenemos

x2 ∼ 4a

∆
µ (a)

¿Cómo es y en Pµ ∩ Cµ?

(x, y) ∈ Pµ ∩ Cµ ⇔ y = hµ(x)

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey − µ = β para algún β ∈ Iµ

Tenemos de (a) x2 ∼ 4a

∆
µ

y el sistema

{
y = hµ(x),

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey = µ+ β, β ∈ Iµ

Asintóticamente al sustituir el valor de la x

4a2

∆
µ+ by2 ± 2c

√
aµ

∆
y − µ = 0

by2 ± 2c

√
aµ

∆
y +

(
4a2

∆
− 1

)
µ = 0 (1)

La ecuación (1) tiene discriminante

4c2aµ

∆
− 16ba2

∆
µ+

4b∆µ

∆
=

4µ

∆
(ac2 − 4ba2 + b∆)

=
4µ

∆
(−a(4ab− c2) + b∆)

=
4µ

∆
(−a∆ + b∆)

=
4µ

∆
(b− a)∆

= 4µ(b− a) > 0 puesto que b >> a

Por lo tanto

y =
1

2b

[
−sg(x)2c

√
aµ

∆
±
√

4µ(b− a)

]
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Sin pérdida de generalidad supongamos que x > 0, luego

y =
1

b

[
−c
√
a

∆

√
µ±

√
(b− a)

√
µ

]
para y > 0

y =

√
µ

b

[
−c
√
a

∆
+
√
b− a

]
=

√
(b− a)µ

b

[
1− c

√
a

∆(b− a)

]
Sea k = 1− c

√
a

∆(b− a)
; asi k > 0 si b >> a.

Por tanto, asintóticamente

y ∼
√
b− a
b

k
√
µ

Verifiquemos que√
(b− a)

b

[
1− c

√
a

∆(b− a)

]
≤ 2

√
a

∆

es decir, √
(b− a)

b

[√
∆(b− a)− c

√
a√

∆(b− a)

]
≤ 2

√
a

∆
(2)

(2) vale sii √
∆(b− a)− c

√
a ≤ 2

√
ab√

∆(b− a) ≤
√
a(2b+ c)

∆(b− a) ≤ a(2b+ c)2

4ab2 − c2b− 4a2b+ ac2 ≤ a(4b2 + 4bc+ c2)

−4a2 − c2 ≤ 4ac

0 ≤ 4a2 + 4ac+ c2

0 ≤ (2a+ c)2

Por lo tanto:

µ

√
b− a
b

k ≤ x2, y2 ≤ 4
a

∆
µ



Caṕıtulo 3

Hiperbolicidad del conjunto no

errante

3.1. Familia de Conos Horizontales

Consideremos en cada punto p ∈ C1
µ el cono

Hs(p) = {(u, v) : |v| ≤ |u|}

Tomemos puntos p, q ∈ C1
µ tales que Fµ(q) = p.

Note que p ∈ C2
µ ⊂ C1

µ; también es claro que q ∈ F−1
µ (p).

Por lo tanto, q ∈ C1
µ ∩ F−1

µ (Cµ) = Cµ ∩ F−1
µ (Cµ); aśı por definición ( e inva-

rianza de F−1
µ ) si p ∈ C2

µ, entonces F−1
µ (p) ⊂ C1

µ.

Sean Gµ la rama de la inversa de Fµ tal que Gµ(p) = q y (u, v) ∈ Hs(p).

Deseamos comparar la imagen de (u, v) por DpGµ con Hs(q).

Calculemos las ramas de la inversa:

Si (x, y) pertenece a int(Pµ), (u, v) ∈ F−1
µ (x, y) sii

Fµ(u, v) = (x, y) = (v, fµ(u, v))

sii {
v = x

fµ(u, x) = y = au2 + bx2 + cux+ du+ ex− µ
De aqúı,

au2 + (cx+ d)u+ bx2 + ex− y − µ = 0

29
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luego

u =
1

2a

[
−(cx+ d)±

√
(cx+ d)2 − 4a(bx2 + ex− y − µ)

]
Analicemos el radical:

(cx+ d)2 − 4a(bx2 + ex− y − µ) = c2x2 + 2cdx+ d2 − 4abx2 − 4aex+ 4ay + 4aµ

= −∆x2 + 2(cd− 2ac)x+ 4ay + d2 + 4aµ

= rµ(x, y)

Aśı

G+
µ (x, y) =

(
1

2a

(
−(cx+ d) +

√
rµ(x, y)

)
, x

)

G−µ (x, y) =

(
1

2a

(
−(cx+ d)−

√
rµ(x, y)

)
, x

)
son las ramas de F−1

µ .{
(x, y) ∈ int(Pµ)⇔ rµ(x, y) ≥ 0

(x, y) ∈ Pµ ⇔ rµ(x, y) = 0

Llamemos:

t±µ (x, y) =
1

2a

[
−(cx+ d)±

√
rµ(x, y)

]
Consideremos sólo G+

µ :

D(x, y)G+
µ =

[
∂1t

+(x, y) ∂2t
+(x, y)

1 0

]
 ∂1t

+(x, y) =
−c
2a

+
1

4a
(rµ(x, y))(−1/2)∂1rµ(x, y)

∂1rµ(x, y) = −2∆x+ 2(cd− 2ae) ∂2t
+(x, y) =

1

4a
(rµ(x, y))(−1/2)∂2rµ(x, y)

∂2rµ(x, y) = 4a
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Si w ∈ Hs
1(p) :

DpG(w) =

[
u∂1t

+(p) + v∂2t
+(p)

u

]
(3.1)

|u∂1t
+(p) + v∂2t

+(p)| =

∣∣∣∣∣u
[
−c
2a

+
(cd− 2ae)−∆x

2a
√
rµ(x, y)

+
v

2a
√
rµ(x, y)

]∣∣∣∣∣ (3.2)

Queremos:

|u∂1t
+(p) + v∂2t

+(p)| >> |u|
De (1.3):

|u∂1t
+(p) + v∂2t

+(p)| =
1

2a
√
rµ(x, y)

=
1

2a
√
rµ(x,y)

∣∣∣∣u[−c
√
rµ(x, y) + (cd− 2ae)−∆x] + v

∣∣∣∣
=

1

2a
√
rµ(x,y)

|u|∆|x|

(∣∣∣∣∣1 +
c
√
rµ(x, y)

∆x
− (cd− 2ae)

∆x
− v

∆xµ

∣∣∣∣∣
)

≥ ∆|x||u|
2a
√
rµ(x,y)

(
1−
|c|
√
rµ(x, y)

∆|x|
|cd− 2ae|

∆|x|
− |v|

∆|µ||x|

)

rµ(x, y) = −∆x2 + 2(cd− 2ae)x+ 4ay + d2 + 4aµ

rµ(x, y)

∆2x2
= − 1

∆
+ 2

(cd− 2ae)

∆2x2
+

4ay

∆2x2
+

d2

∆2x2
+

4aµ

∆2x2

Si µ es suficientemente grande, b >> a y |c|, entonces
rµ(x, y)

∆2x2
<< 1.

Como x es del orden de
√
µ y

µ
√
b− ak
b

≤ x2, y2 ≤ 4aµ

∆
tenemos:

∆|x|
2a
√
rµ(x, y)

≥
√
µ(b− a)1/4

√
k

√
b2
√
a
√
µ

∆

2a

=
(4ab− c2)(b− a)1/4

√
k√

b4a3/2

> 1
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k ∼ 1 si b >> 1.

Por lo tanto,

|u∂1t
+(p) + v∂2t

+(p)| ≥ |u|

Aśı, |v| ≥ |u|.

Con esto hemos probado que para todo p ∈ C1
µ la derivada en p de

cualquier rama de F−1
µ mapea a Cs(p)\{0} en el interior topológico de Cs(q),

cualquiera que sea q ∈ F−1
µ (p). Además, lo anterior tambiém demuestra que

la derivada expande.

Lema 3.1. Si b >> a y |c| entonces existe µ̂ ∈ R tal que para todo µ >

µ̂, p ∈ C2
µ, w = (u, v) ∈ H1(p) se cumple:

1. DpFµ(Hs(p) \ {0}) ⊂ int(Hs(q)),

2. ‖DpGµ(−→w )‖ > λ‖−→w ‖

para todo −→w ∈ Hs(p) \ {0} donde Gµ es la rama de la inversa de Fµ tal que

Gµ(p) = q.

3.2. Familia de Conos Verticales

Consideremos en cada punto p ∈ C1
µ el cono:

V s(p) = {(u, v) : |u| ≤ |v|}

Tomemos puntos p, q ∈ C1
µ tales que Fµ(q) = p. Note que p ∈ C2

µ ⊂ C1
µ

tambien es claro que q ∈ F−1
µ (p), por lo tanto, q ∈ C1

µ ∩ F−1
µ (Cµ) = Cµ ∩

F−1
µ (Cµ). Si p ∈ C2

µ entonces F−1
µ (p) ⊂ C1

µ.

Teorema 3.1. Si b >> a y |c| entonces existe µ̂ ∈ R tal que para todo

µ > µ̂, p ∈ C2
µ y w = (u, v) ∈ V1(p) se cumple:

1. DpFµ(w) ∈ V1/2(p),

2. |DpFµ(−→w )| ≥ 2‖w‖
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Demostración. Sea −→w = (u, v) tal que w ∈ V1(p)

D(x, y)F =

[
0 1

∂1F (x, y) ∂2F (x, y)

]

D(x, y)F (−→w ) = −→w1(u1, v1)

u1 = v

v1 = ∂1f(x, y)u+ ∂2f(x, y)v

|v1| ≥ |∂2f(x, y)||v|
(

1− |∂1f(x, y)||u|
|∂2f(x, y)||v|

)
≥ |∂2f(x, y)||v|

(
1− |∂1f(x, y)|
|∂2f(x, y)|

)
Como

µ
√
b− ak
b

≤ x2, y2 ≤ 4aµ

∆
(3.3)

donde k = 1− c
√

a
∆(b−a)∣∣∣∣∂1f(x, y)

∂2f(x, y)

∣∣∣∣ =
|2ax+ cy + d|
|2by + cx+ e|

≤ 2a|x|+ |c||y|+ |d|
2b|y| − |c||x| − |e|

Veamos que:

2b|y| − |c||x| − |e| = 2b|y|
(

1− |c||x|
2b|y|

− |e|
2b|y|

)
por (1.4)

x2

y2
≥
µk
√
b−a
b

4a
∆
µ

=
k∆
√
b− a

4ab
para b >> a, |c|

Tenemos que
|c||x|
2b|y|

→ 0 y para µ suficientemente grande (u → +∞)

|e|
2b|y|

→ 0

Aśı, asintóticamente tenemos:

2b|y| − |c||x| − |e| ≥ 2b|y|
(

1− k|c|∆
√
b− a

8ab2

)
> b|y| si b >> a, |c|
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por lo que:∣∣∣∣∂1f(x, y)

∂2f(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 2a|x|+ |c||y|+ |d|
b|y|

= 2
|a|
b

|x|
|y|

+
|c|
b

+
|c|
b|y|

u suficientemente grande (u → +∞), b >> |c| y por (1.4) se tiene∣∣∣∣∂1f(x, y)

∂2f(x, y)

∣∣∣∣ < 1
4

|v1| ≥ |∂2f(x, y)||u1|
(

1− 1

4

)
= |∂2f(x, y)||u1|

3

4

Por lo que,

|u1| ≤
4

3|∂2f(x, y)|
|v1|

Como |∂2f(x, y)| → +∞ cuando u→ +∞ se tiene:

1. DpFµ(w) ∈ V1/2(p),

2. ‖DpFµ(w)‖ ≥ 2‖(u1, w1)‖

∀n ≥ 1, V n = DznF
n(V (zn))

3.3. Construcción Topológica Parcial de Λ̃µ

Λ̃µ =
⋃
n≥0

F n
µ (Cµ) =

⋂
n≥1

Cn
µ

C1
µ = Fµ(Cµ) ∩ Cµ
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Fµ(f−1
µ (β)) ⊂ int(Pµ) ∩ {y = β}

β ∈ Iµ

Por lo tanto,

C1
µ = {(x, y) ∈ int(Pµ) : s̃(µ) ≤ y ≤ s(µ)}
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Fµ(a1a2) = a
′
1a
′

En general:
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γ ⊂ f−1
µ (β), sgπ2(γ) > 0

Por lo tanto, C1
µ → Fµ(C1

µ)

Fµ(C1
µ) = B1

µ,i ∪B2
µ,d

Aśı,
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C2
µ = Fµ(C1

µ ∩ Cµ)

= C1
µ,i,+ ∪ C1

µ,i,− ∪ C1
µ,d,+ ∪ C1

µ,d,−

=
⋃

j∈{i,d}

C1
µ,j,k

Por recurrencia tenemos:

(a)

Cn
µ = Fµ(Cn−1

µ ) ∩ Cµ, n ≥ 2

=
⋃

j∈{i,d}

Cn
µ,j,k

(b)

Fµ(
⋃

j∈{i,d}

Cn
µ,j,+) = Bn+1

µ,d

Fµ(
⋃

j∈{i,d}

Cn
µ,j,−) = Bn+1

µ,i

i.e.

Fµ(Cn
µ ) =

⋃
j∈{i,d}

Bn+1
µ,j

Cada Bn
µ,j es una banda verical desde y = s̃(µ) hasta y = s(µ) contenido

propiamente en Bn−1.

(Bn
µ,i)n≥1, (Bn

µ,d)n≥1

encajadas

B∞µ,j =
⋂
n≥0

Bn
µ,j, j ∈ {i, d}

Aśı ⋂
n≥0

F n
µ (Cµ) =

⋂
n≥1

Cn
µ

Luego,

Fµ(Cn
µ ∩ {y > 0}) = Bn+1

µ,+
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Fµ(Cn
µ ∩ {y < 0}) = Bn+1

µ,−

Por lo tanto,

⋂
n≥1

Cn
µ =

⋃
j∈{i,d}

(⋂
n≥1

Cn
µ,j,k

)
Para cadea j ∈ {i, d} y k ∈ {+,−}

Cn+1
µ,j,k ⊂ Cn

µ,j,k

y cada Cn
µ,j,k tiene tope inferior en f−1

µ (s̃(µ)) y superior en F−1
µ (s(µ))., ademas

Fµ

 ⋃
j∈{i,d}

Cn
µ,j,+

 = Bn+1
µ,d ;Fµ

 ⋃
j∈{i,d}

Cn
µ,j,−

 = Bn+1
µ,i (3.4)

Afirmación:

∀j ∈ {i, d}, ∀k ∈ {+,−}, Sµ,j,k =
⋂
n≥1C

n
µ,j,k es una curva que va desde

f−1
µ (s̃(µ)) a f−1

µ (s(µ)).

Notese que de (3.5)

Fµ

 ⋃
j∈{i,d}

Sµ,j,+

 = B∞µ,d;Fµ

 ⋃
j∈{i,d}

Sµ,j,−

 = B∞µ,i (3.5)

Supongamos que
⋂
n≥1C

n
µ,d,+ los bordes laterales no colapsan, esto equi-

vale a que en cierta horizontal y = β con β ∈ Iµ, B∞µ,d tiene separados los
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bordes laterales (esto sigue de (3.5)).

Notación: ∀j ∈ {i, d}, ∀k ∈ {−,+}:

Sµ,j,k = δij,k ∪ δdj,k ∪Rµ,j,k

donde δij,k es el borde lateral izquierdo, δdj,k es el borde lateral derecho y Rµ,j,k

es el conujunto de pedazos de curva de nivel fµ donde δij,k es distinto de δdj,k

Proposición 3.1. Rµ,j,k = Ø

Demostración. Afirmación:

Si γ es una curva regular contenida en Sµ,j,k tiene tangentes en los conos

horizontales, entonces l(γ) <∞ (l(γ) = longitud de arco).

l(γ) =

∫ 1

0

‖γ′(t)‖dt

=

∫ 1

0

√
(γ′1)2 + (γ′2(t))2dt

γ(t) = (γ1(t), γ2(t))

γ′(t) ∈ H(γ(t))

es decir,

|γ′2(t)| ≤ |γ′1(t)|

De aqui, tenemos:∫ 1

0

√
(γ′1)2 + (γ′2(t))2dt ≤

∫ 1

0

√
2|γ′1(t)|dt

≤
√

2|γ(0)− γ(1)|
≤
√

2L (L = maxd(p, q); p ∈ δi, q ∈ δd)

Supongamos que Rµ,j,k 6= Ø. Tomamos p ∈ Rµ,j,k γ un pedazo de una

curva de nivel de fµ contenido en Rµ,j,k y conteniendo a p.

Entonces γ′(t) ∈ conos horizontales.
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G−µ (Sµ,d,+) ⊂ Sµ,i,+

G−µ (Sµ,d,+) ⊂ Sµ,i,+

G+
µ (γ) = γ1,

(G+
µ )n(γ) = γn ⊂ Sµ,d,+

con extremos γi, γd

γ′(t) ∈ H(γ(t))⇒ γ′(t) ∈ H(γn(t)),∀t

⇒ l(γn) <
√

2l∀n.

Luego,

l(γn) = l(G+
µ (γn−1)) =

∫ 1

0

‖Dγn−1G
+
µ (γ

′

n−1)dt‖

Para n suficientemente grande, l(γn) −→ +∞ y por otra parte l(γn) <√
2l Contradicción.

3.4. Hiperbolicidad del conjunto no errante

En las secciones anteriores hemos analizado la estructura topológica tanto

del conjunto Λµ de puntos con órbita positiva acotada, como el conjunto Λ̃µ

formado por los puntos en Cµ; es decir, el conjunto de puntos x tales que⋃
n≥0

F−nµ (x) ⊂ Cµ

.

De alĺı se deduce claramente que el conjunto no errante Ωµ de Fµ es la in-

tersección Λµ∩ Λ̃µ que es un compacto no vacio Fµ invariante (Fµ(Ωµ) = Ωµ)

con F−1
µ (Ωµ) = Ωµ.
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Apµ =
⋂
n≥0

Ap(0)...p(n)
µ

Λµ =
⋂
n≥0

F−nµ (Cµ) =
⋃

p∈{0,1}N
Apµ

x ∈ Λµ ⇔ ∃! p ∈ {0, 1}N / ∀ n ≥ 0 F n
µ (x) ∈ Ap(n)

µ

F−1
µ (A0

µ) = A00
µ ∪ A10

µ

F−1
µ (A1

µ) = A01
µ ∪ A11

µ

Aijµ = {x / x ∈ Aiµ, Fµ(x) ∈ Ajµ}

En general: {
Ai0...inµ = {x : F j

µ(x) ∈ Aijµ , 0 ≤ i, j ≤ n

Fµ(Ai0...inµ ) ⊂ Ai1...inµ

Por otra parte

Λ̃µ =
⋂
n≥0

F n
µ (Cn

µ ) =
⋃

j∈{i,d}

Sµ,j,k

{
C1
µ = F (Cµ) ∩ Cµ

Cn
µ = F (Cn−1

µ ) ∩ Cµ

Bn+1
µ,k ⊂ Bn

µ,k

Sn+1
µ,j,k ⊂ Snµ,j,k

Sµ,j,k =
⋂
n≥1

Snµ,j,k; Bµ,k =
⋂
n≥1

Bn
µ,k

Para cada p ∈ {0, 1}N, el conjunto

Apµ =
⋂
n≥0

Ap(0)...p(n)
µ
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intersecta Ωµ en cuatro partes disjuntas:

Apµ ∩ Ωµ =
⋃

j∈{i,d}

(Apµ ∩ Sµ,j,k)

Lema 3.2. Para cada p ∈ {0, 1}N, j ∈ {i, d} y k ∈ {+,−} se tiene:

card(Apµ ∩ Sµ,j,k) = 1

Demostración. Dado que las tangentes de cada curva Sµ,j,k están en los conos

verticales, las ramas de la inversa de Fµ restrictas a estos conjuntos contraen

diámetro.

Sean Bµ,i y Bµ,d los limites de las bandas verticales cuando se hizo la

construcción de los Cn
µ (n ≥ 1); como sabemos estas son curvas a diferentes

lados de la linea cŕıtica, con extremos en las rectas horizontales y = s̃(µ) y

y = s(µ).

Por construcción tenemos:

(a) Sµ,j,+ ∪ Sµ,j,− ⊂ Bµ,j; j ∈ {i, d}

(b)

{
Fµ(Sµ,j,+ ∪ Sµ,d,+) = Bµ,+

Fµ(Sµ,i,− ∪ Sµ,d,+) = Bµ,−

Por tanto, {
Fµ(Sµ,i,+ ∪ Sµ,d,+) ∩ Cµ = Sµ,d,− ∪ Sµ,d,+
Fµ(Sµ,i,− ∪ Sµ,d,+) ∩ Cµ = Sµ,i,− ∪ Sµ,i,+

Dado que DFµ expande con tasa mayor que 2 en los conos verticales sobre

cada Sµ,j,k tenemos que cualquier rama F−1
µ contrae con tasa menor que 1

2
.

Sean 0 < λ < 1
2

tal que si S es cualquier arco en alguna de las curvasSµ,j,k y

G es una rama de la inversa, entonces

diam(G|S) ≤ λdiam(S)

Denotemos por Uµ,0 y Uµ,1 los subconjuntos en Cµ ∩ Pµ tales que:

* Cµ ∩ Pµ = Uµ,0 ∪ Uµ,1

* las ordenadas de los puntos en Uµ,0 son positivas y las de Uµ,1 negativas,

para todo µ suficientemente grande.
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Note que:

Ajµ = F−1
µ (Uµ,j); j = 0, 1

Tomemos p0, p1 ∈ {0, 1}, j ∈ {i, d} y k ∈ {+,−} cualesquiera.

Luego,

Ap0p1µ = F−1
µ (Ap1µ ∪ Uµ,p0)

Además, existe una única rama Gj de F−1
µ y una curva s ∈ {sµ,j,k : j ∈

{i, d}, k ∈ {+,−}} = S tal que:

Ap0p1µ ∩ Sµ,j,k = Gj(A
p1
µ ∩ S)

Por lo que

diam(Ap0p1µ ∩ Sµ,j,k) <
1

2

máx{diam(Apµ ∩ S) : p ∈ {0, 1} yS ∈ S}

Por recurrencia sigue que

diam(Ap0...pnµ ∩ Sµ,j,k)→ 0 cuando n→∞

Por lo tanto

card(Apµ ∪ Sµ,j,k) = 1

Teorema 3.2. Fµ|Ωµ es topológicamente conjugado a 2-shift unilaterales

Demostración. Sabemos que cada punto en Λ̃µ tiene un itinerario p ∈ {0, 1}N
en términos de los anillos A0

µ y A1
µ; de hecho

x ∈ Λ̃ es tal que F n
µ (x) ∈ Ap(n)

µ sii

x ∈ Ap0µ ∪ Ap0p1µ ∪ ... ∪ Ap0...pnµ ∪ ... = Ap con p = (pn)n≥0 ∈ {0, 1}N.

Para cada p ∈ {0, 1}N existen exactamente cuatro puntos en Ωµ, (Apµ ∩ Ωµ)

cuyo itinerario es p.

Para proceder a demostrar que Fµ|Ωµ es topológicamente conjugado a 2-shift

unilaterales hagamos lo siguiente:

Sean:

Sµ,i = Sµ,i,− ∪ Sµ,i,+
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Sµ,i = Sµ,i,− ∪ Sµ,i,+

(Sµ,j = Sµ,j,− ∪ Sµ,j,+, j ∈ {d, i})

Note que:

1. Ωµ =
⋂
n≥0 F

−n
µ (Sµ,i ∪ Sµ,d)

2. Cada pieza de Sµ,i tiene una preimagen en Sµ,i,− y otra en Sµ,d,−; mien-

tras que las piezas de Sµ,d tienen una preimagen en Sµ,i,+ y otra en

Sµ,d,+.

Asi que F−1
µ (Sµ,j) tiene una parte en Sµ,i y otra Sµ,d cualquiera sea j ∈ {i, d}

F−1
µ (Sµ,j) = Sµ,i,j ∪ Sµ,d,j

donde

Sµ,l,d ⊂ Sµ,lyFµ(Sµ,l,j) = Sµ,j,∀l, j ∈ {i, d} (3.6)

Sµ,j tiene dos piezas (Sµ,j,− y Sµ,j,+).

Sµ,l,j tambien tiene dos piezas y el diámetro de cualquiera de ellas es menor

que frac12 por el máximo del diametro de las piezas en Sµ,j.

Con ello tenemos el clásico árbol de Cantor:

Aśı,

Ωµ =
⋂

p∈{i,d}N
Sµ,p

Sµ,p = Sµp0 ∩ Sµp(0)p(1) ∩ ... = {xp}

el cual es punto (por (1.7)).

xϕ−→ϕ(x)

Ωµ → {0, 1}N

ϕ(x) = p si p es el itinerario en Sµ,i y Sµ,d. ϕ es un homeomorfismo que

conjuga Fµ|Ωµ y el 2-shift unilateral.
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3.5. Variedades estables

Examinaremos ahora las variedades estables de puntos en el conjunto no

errante Ωµ. Sabemos que cada curva Sµ,j,k(j ∈ {i, d}, k ∈ {−,+}) en Λ̃µ es el

limite de los bordes laterales de la componente de los conjuntos Cn
µ n ≥ 1, a

la cual pertenece. Por construcción, los bordes laterales de las componentes

de cada Cn
µ (n ≥ 1) son mapeados recursivamente en los bordes laterales de

las bandas verticales mediante las cuales se obtuvieron los conjuntos Cn
µ .

Dado que para cada p ∈ Ωµ, su variedad estable local W s
loc(p) intersecta

transversalmente (en p) a la curva Sµ,j,k que contiene a p (por compacidad),

podemos escoger n0 ≥ 1 tal que para cada p ∈ Ωµ, W s
loc(p) atraviesa transver-

salmente los bordes laterales de cada pieza de Cn
µ , cualquiera sea n ≥ n0, que

contiene a p. De acá que si k ≥ 1 es cualquier entero suficientemente grande

, entonces F−k+1
µ (W s

loc(F
k
µ (p))) contiene una curva pasando por Fµ(p) cuyos

extremos están a diferentes lados de la linea critica l y sobre la parábola Pµ:

S es la componente de Λ̃µ que contiene a Fµ(p) y S’ es la que contiene a Fµ(p)

(comentario de la figura que va aqui)

Sigue por tanto que F−kµ (W s
loc(F

k
µ (p))), que es parte de W s(p), contiene una

curva simple cerrada que intersecta exactamente cada Sµ,j,k en un único pun-

to ; esto es consecuencia de lo anterior y el hecho de que:

F−1
µ (F−k+1

µ (W s
loc(F

k
µ (p)))) = F−kµ (W s

loc(F
k
µ (p)))

y

W s(p) =
⋃
k≥0

F−kµ (W s
loc(F

k
µ (p)))

Ahora tomemos r > 0 tal que para cada p ∈ Ωµ. Si q ∈ R2 cumple

d(F k
µ (p), F k

µ (q)) ≤ r para todo k ≥ 0, entonces q ∈ W s
loc(p). En vista que

card(Apµ∩Ωµ) = 4 (un punto por cada pieza Sµ,j,k) cualquiera sea p ∈ {0, 1}N,

podemos escoger n1 ≥ 1 de forma que para todo n ≥ n1 y cada p ∈ {0, 1}N
se tiene que la intersección de Apµ con cada componente de Cn

µ está contenida

en una bola de radio r y centrada en uno de los 4 puntos de Apµ ∩ Ωµ.

Consideremos cualquier p ∈ {0, 1}N y cualquier punto p ∈ Apµ∩Ωµ contenido

en la bola Br(p) por la construcción de los conjuntos Apµ y Cn
µ se tiene que

F k
µ (A) ⊂ Br(F

k
µ (p)), para todo k ≥ 0;

esto obviamente implica que A ⊂ W s
loc(p); de hecho A es un arco en W s

loc(p)

conteniendo a p en su interior. Por tanto, podemos considerar a A como la
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propia variedad estable local W s
loc(p). De esta discusión se concluye que Apµ

es la componente conexa de W s(p) que contiene a p. De alli que Λµ sea el

producto de un conjunto de Cantor (Ωµ en este caso) y S1.
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Quadratic Circulant Difference Equations. Journal of Difference Equa-

tion and Applications. Vol. 11(10). 897-907, (2005).

[9] V.A. Dobrynskii, On semi-unimodal maps of the plane and the struc-

ture of their sets of nonwandering points, Izv. Math. Vol 61:5, 899-931

(1997).

49



50

[10] S. Elaydi. An introduction to difference equations. Undergraduate texts

in mathematics. 3rd ed. Springer-Verlag. New York, (2005).
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endomorphisms. Discrete and Continuous Dynamical Systems, Vol.7(1),

35-50 (2001).

[22] N. Romero, A. Rovella & F. Vilamajó. Perturbations of the quadratic

family of order two. Nonlinearity, Vol. 14, 1633-1652 (2001).

[23] N. Romero, A. Rovella & F. Vilamajó. Dynamics of vertical delay endo-
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