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RESUMEN

Se estudia el mecanismo propuesto por Ghoroku-Nakamura [1], el cual radica en loca-
lizar campos vectoriales y no de calibre sobre la brana RS [2]. En este sentido, el problema
que se concibe, consiste en hacer una revisión del mecanismo generalizado de Ghoroku-
Nakamura planteado por Rodriguez y Guerrero [3, 4], en donde se logra mediante un aco-
plamiento no convencional entre el campo y la pared, localizar los campos de calibre sobre
la pared de dominio. Y al reducir dimensionalmente la teoŕıa efectiva cuatro-dimensional
corresponde a la teoŕıa de Maxwell desacoplada, mas una torre de campos de Stueckelberg
[5, 6].
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Introducción

Dentro de la comunidad de la f́ısica teórica han venido surgiendo modelos y mecanismos
en espaciotiempo de mayor dimensionalidad a las (3+1) dimensiones que se conocen del
universo [7]. Todo esto en pro de resolver discrepancia en la teoŕıa, como la generada por
problema de jerarqúıa concebido entre la escala de Planck y la escala electrodébil [8].

En relación con este planteamiento se define un espaciotiempo cinco-dimensional que
es llamado Bulk, dentro del cual se encuentra sumergida la pared de dominio cuatro-
dimensional [9], que no es mas que un defecto topológico provocado por una fuente de
enerǵıa altamente concentrada de grosor δ que proviene de un campo escalar, bajo autoin-
teracción. Las paredes de dominio a su ves dan solución al sistema de ecuaciones acoplado
Einstein-Campo Escalar, donde el campo escalar es un kink topológico que interpola entre
los mı́nimos (o vaćıos) consecutivos del potencial de autointeracción. La brana a diferencia
de la pared, no posee grosor δ→ 0, es decir esta se obtiene como el ĺımite de pared delgada
de la estructura de grosor finito.

Ahora bien, uno de los modelos pioneros en este ámbito es el presentado por Randall y
Sundrum (RS), [2]. En este se describe un espaciotiempo Minkowskiano (M4), confinado
a una lámina mundo cuatro-dimensional, o tres-brana, el cual se encuentra dentro de un
espaciotiempo cinco-dimensional Anti de Sitter (AdS5), con simetŕıa de reflexión Z2, y
cuyo tensor métrico g en la variedad R5 esta dado por

gmn = e2a(z)(ηµνdxµ
mdxν

n + dzmdzn) (1)

con
a(z) =− ln(1 + α|z|), (2)

donde ηµν y xµ, son la métrica y las coordenadas del espaciotiempo cuatro-dimensional y
z es la coordenada de la dimensión transversa. La densidad de enerǵıa en este escenario
viene dada por

ρ(z) =
6αδ(z)

ea(z)
−6α

2, (3)

en la que se observa sobre la brana en z = 0, que existe una alta concentración de enerǵıa,
mientras que para z→∞, se obtiene la densidad de vaćıo, dada por la constante cosmológica
que es Λ =−6α2.

Bajo esta configuración los modos que definen al potencial gravitacional entre dos
part́ıculas m1 y m2 separadas una distancia r sobre la brana, es dado por

U(r) = G
m1m2

r

[
ψ0(0)2 +

∫
∞

0
ψm(0)2e−mrdm

]
, (4)
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siendo ψ0 el modo cero del graviton, el cual se encuentra localizado y tiene por solución
ψ0 ∼ e3a(z)/2. Este se encuentra ubicado sobre la brana en z = 0 y reproduce la gravitación
Newtoniana, mientras los modos masivos ψm se propagan libremente a lo largo de la
dimension adicional y dan las correcciones a dicho potencial.

Cabe considerar, que la localización de otros campos sobre la pared RS, será factible
siempre que se pueda obtener los campos asociados del universo cuatro-dimensional cono-
cido sobre la brana, entre los que se encuentran los campos definidos por las interacciones
fundamentales.

Por consiguiente unos de los campos asociados a la interacción fundamental, es el
campo electromagnético. La fuerza interacción electromagnética sobre la brana RS, puede
ser descrita por una lagrangiana tipo Maxwell sin fuente Jµ = 0 en cinco-dimensiones, cuya
acción es dada por

SM =
∫

d5x
√

gLM, con LM =−1
4

FabFab, (5)

donde
Fab = ∂aAb−∂bAa, (6)

es el tensor de campo electromagnético. Además el boson vectorial cinco-dimensional Ab no
esta uńıvocamente definido, es decir, no cambian si se escoge otro que difiera del original
en el gradiente de un campo escalar

Ab(x)−→ A′b(x) = Ab(x)+ ∂bΛ(x), (7)

en la que Λ(x) es una función arbitraria. Esta libertad se denomina transformación de
calibre, y la invarianza de las ecuaciones de Maxwell respecto a ella se denomina invarianza
de calibre del electromagnetismo. La arbitrariedad del boson vectorial Ab se puede fijar de
formas alternativas {

A′µ(x) = Aµ(x)+ ∂µΛ(x),
A′5(x) = A5(x)+ ∂5Λ(x),

(8)

en la que se puede pedir que A5 = 0, esto implica que ∂5Λ = A′5, lo que constituye la llamada
fijación de calibre. Aśı para el propósito de este trabajo se utilizara la fijación del calibre
axial nulo, dado por A5 = 0.

De este modo se plantea el problema de reducir dimensionalmente la acción en (5), para
verificar si la teoŕıa efectiva cuatro-dimensional concierne a Maxwell, en esta perspectiva
se estima solo la contribución del estado base, ψ0. Considerando la factorización [10]

Aµ(x,z) ∼ aµ(x)ψ0(z), (9)

y el calibre axial A5 = 0, se tiene

SM =−1
4

∫
dz ea(z)

ψ
2
0

∫
d4x fµν f µν− 1

2

∫
dz ea(z)(∂zψ0)2

∫
d4x η

µαaµaα, (10)

en el cual se aprecia que el segundo término contiene un campo masivo dado por aµ. Como
el fotón es un campo de masa nula, debe pedirse que ∂zψ0 = 0, aśı la solución viene como



ψ0 = ctte. En consecuencia ψ0 no es normalizable ya que1

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ea(z)
ψ

2
0 = ψ

2
0 lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ea(z)

= ψ
2
0 lı́m

yr→∞

∫ yr

−yr

dy (Coordenada Longitud Propia)

= ψ
2
0 lı́m

yr→∞
y−→ ∞. (11)

De esta manera no es posible reconocer una teoŕıa cuatro-dimensional que concierna al
fotón sobre la pared RS, para la acción (5) tipo Maxwell [10].

En tal sentido Ghoroku y Nakamura [1], incorporan términos de acoplamiento no con-
vencionales entre el campo vectorial y la brana, para localizar el modo vectorial no-masivo,
asociado al fotón sobre la brana. Este mecanismo propone que la dinámica de un campo
vectorial cinco-dimensional, que se propaga en el escenario RS, viene como

LGN =−1
4

FabFab− 1
2

(m2
5−ηδ(z))AaAa (12)

donde m5 es la masa y se acopla a la brana en z = 0, v́ıa el parámetro η.
El término de acoplamiento en (12) es cuadrático, lo que implica que la teoŕıa no es

invariante de calibre2 y por ende el modo cero asociado a este mecanismo no corresponde
al fotón.

En este trabajo se considera una generalización del mecanismo de Ghoroku-Nakamura
a paredes de dominio propuesta en [3, 4],

Lgn =−1
4

FabFab +
2
3

V (κ,z)AaAa. (13)

Visto de esta forma, la simetŕıa de calibre de la teoŕıa se rompe, ya que el término de aco-
plamiento es cuadrático para el campo vectorial y el modo cero vinculado a esta generali-
zación sobre la pared de dominio no corresponde al fotón. Para eliminar este inconveniente
se propone adicionar dos términos a nivel de la lagrangiana [3, 4], dada por

L 8c = Lgn +
(

κ− 1
2

)
∂zaAz

∂
cAc +

[
1
2

(
κ− 1

2

)
(∂

2
z a +(∂za)2)− 2

3
V (κ,z)e2a

]
(Az)2, (14)

la cual es invariante bajo la transformación de calibre

Aµ −→ A′µ = Aµ + ∂bΛ−
(

κ− 1
2

)
a′Λδ

z
b, (15)

1El cambio de coordenadas conformes a coordenadas de longitud propia no afecta la f́ısica del sistema,
este cambio sigue visualizando la misma simetŕıa plano paralela.

2 Nótese que el campo de Maxwell no puede ser masivo, ya que un término tipo A2 rompe la simetŕıa
de calibre. Esto es

AaAa −→ A′aA′a = gab(Aa + ∂aΛ)(Ab + ∂bΛ)

= gab(AaAb + 2Aa∂bΛ + ∂aΛ∂bΛ).

el segundo y tercer término no se puede escribir como una derivada total de manera que diverjan y dejen
invariante AaAa. Por lo tanto no es invariante bajo la transformación de calibre (7).



se reconoce en (14) que bajo el calibre axial Az = 0, la teoŕıa se reduce a Ghoroku-Nakamura
y la localización del modo vectorial no masivo esta asociada al fotón, al ser esta teoŕıa
invariante de calibre.

Esta monograf́ıa esta estructurada en cinco Caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1 se presenta la
definición de pared de dominio, lográndose encontrar a través del sistema Einstein-Campo
Escalar las ecuaciones para el campo escalar, potencial de autointeracción, densidad de
enerǵıa y presión; de igual manera, se propone un espaciotiempo estático con curvatura
AdS5 sobre el Bulk, para el estudio de una familia de soluciones del tipo pared doble
[9]. En los Caṕıtulos 2 y 3 se hace una breve revisión sobre la teoŕıa de Maxwell cuatro-
dimensional y se plantea la acción cinco-dimensional tipo Maxwell, comprobándose que
bajo reducción a cuatro-dimensiones no es posible identificar a nivel de la acción el modo
cero asociado al fotón. Finalmente, en los Caṕıtulos 4 y 5 se presentan el mecanismo de
Ghoroku-Nakamura [1], incorporando la simetŕıa de calibre, aśı como su generalización
a través de acoplamientos no convencionales [3, 4]. Posterior a esto se desarrollan las
conclusiones respectivas.

En adelante se define el uso de sub́ındices en letras latinas minúsculas (a,b,c, . . .)
para el espaciotiempo cinco-dimensional y letras griegas minúsculas (α,β,γ, . . .) para el
espaciotiempo cuatro-dimensional, además i, j = 1,2,3. También se definen las métricas
usadas con signatura positiva (−,+,+,+,+) a menos que se indique lo contrario.



Capı́tulo 1
Paredes de Dominio

En este caṕıtulo se presenta las condiciones que sigue una pared de dominio, se analizan
dos tipos de soluciones, una en un caso sencillo para ilustrar sus caracteŕısticas [11], y otra
en el caso de la familia de soluciones llamadas paredes dobles [9].

1.1. Pared de Dominio

Las paredes de dominio son soluciones al sistema Einstein-Campo Escalar, compuesto
por

Gab = Rab−
1
2

gabR = Tab, (1.1)

Tab = ∇aφ∇bφ−gab

[
1
2

∇dφ∇
d
φ +V (φ)

]
, (1.2)

∇d∇
d
φ− dV (φ)

dφ
= 0, (1.3)

donde Gab es el Tensor de Einstein; Tab es el Tensor Enerǵıa-Impulso que representa la
fuente del campo gravitacional dado por el campo escalar φ con potencial de autointeración
V (φ); gab es el tensor métrico del sistema que representa la geometŕıa del espaciotiempo;
Rab es el Tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura o escalar de Ricci.

El tensor métrico g, para que el espaciotiempo cinco-dimensional sea dinámico y con
simetŕıa plano paralela [12], se describe como

gab = f 2(z)(−dtadtb + e2βtdxi
adxi

b)+ f 2(z)dzadzb, β≥ 0, (1.4)

donde e2βt es el factor de escala o parámetro de expansión del universo. En el caso que
β = 0, la métrica (1.4) es

gab = f 2(z)(−dtadtb + dxi
adxi

b)+ f 2(z)dzadzb, (1.5)

en esta se estará hablando de un universo estático, el cual sera el objeto de estudio a lo
largo del trabajo.

Ahora para encontrar la solución a las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3), se deben cumplir
con las siguientes condiciones
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Caṕıtulo 1

1. El campo escalar solo depende de la coordenada adicional z,

φ = φ(z) (1.6)

2. El campo escalar interpola entre los mı́nimos (o vaćıos) consecutivos del potencial
de autointeracción,

lı́m
φ→ϕ±

dV (φ)

dφ
= 0 =⇒ lı́m

z→±∞
φ(z) = ϕ±, ϕ± ∈ R (1.7)

3. La geometŕıa del espaciotiempo se describe en un sistema de coordenadas cartesiano,
en otras palabras se tiene simetŕıa plano paralela.

Dadas estas condiciones y con la métrica (1.5), se construyen las componentes del Tensor
de Einstein

Gt
t =

3
f 2

(
f ′′

f

)
, Gz

z =
6
f 2

(
f ′2

f 2

)
,

G1
1 =

3
f 2

(
f ′′

f

)
, G2

2 = G3
3 = G1

1, (1.8)

y las componentes del Tensor Enerǵıa-Impulso

T t
t = −ρ =−1

2
1
f 2 φ
′2−V (φ), T 1

1 =−1
2

1
f 2 φ
′2−V (φ),

T z
z = −P =

1
2

1
f 2 φ
′2−V (φ), T 2

2 = T 3
3 = T 1

1 , (1.9)

donde T t
t y T z

z se interpretan como la densidad de enerǵıa ρ, y la densidad de presión P
con signo opuesto, respectivamente.

Sucede pues, que tomando la suma Gt
t + Gz

z = T t
t + T z

z , se consigue

φ
′2 = 3

[
2

f ′2

f 2 −
f ′′

f

]
, (1.10)

y haciendo la resta Gt
t−Gz

z = T t
t −T z

z , se obtiene

V (φ) =− 3
2 f 2

[
2

f ′2

f 2 +
f ′′

f

]
. (1.11)

En efecto, el Sistema Einstein-Campo Escalar se resume en un par de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias acopladas que vienen dadas por (1.10) y (1.11).

1.2. Bulk

Se llama Bulk al espaciotiempo cinco-dimensional, en el cual se encuentra sumergida
la pared de dominio cuatro-dimensional. La pared divide al Bulk en dos sub-espacios, que
pueden ser

6 Juan La Cruz



Caṕıtulo 1

Planos, tipo Minkowski.

De curvatura positiva dS, o de curvatura negativa AdS.

Dicha curvatura puede determinarse calculando el Tensor Enerǵıa-Impulso cuando z→
±∞, donde los efectos gravitacionales de la pared son despreciados y sólo permanece la
contribución de la enerǵıa en el vaćıo, asociada al espaciotiempo donde está la pared. En
(1.2) se anulan los dos primeros términos, cuando se evalúa z→±∞, dado que el campo
escalar φ tiende a una constante ϕ±, esto es

lı́m
z→±∞

Tab =−gab lı́m
φ→ϕ±

V (φ). (1.12)

Al mismo tiempo (1.1) se reduce a las ecuaciones de Einstein en el vaćıo con constante
cosmológica Λ±, aśı

Gab + Λ±gab = 0, Λ± = lı́m
φ→ϕ±

V (φ). (1.13)

Evidentemente esta última expresión muestra que la curvatura del Bulk también puede
ser determinada evaluando el potencial de autointeracción V (φ) en sus mı́nimos, en otra
palabras, cuando φ→ ϕ±.

Vale destacar que las paredes de dominio son regiones del espaciotiempo que poseen
curvatura propia diferente de la del Bulk. Para el sector cuatro-dimensional de la métrica
(1.4),

gµν =−dtµdtν + e2βtdxi
µdxi

ν, β≥ 0, (1.14)

calculando las componentes distintas de cero del Tensor de Einstein, se tiene

Gtt = 3β
2, G11 =−3β

2e2βt , G11 = G22 = G33, (1.15)

la cual se puede escribir como

Gµν =−3β
2gµν −→ Gµν + Λ0gµν = 0 (1.16)

que es la ecuación de Einstein en el vaćıo con constante cosmológica Λ0 = 3β2. Por lo que
la curvatura sobre la pared y el Bulk, quedan determinadas por Λ0 y Λ±, es decir, poseen
curvatura diferente.

1.3. Soluciones Tipo Pared de Dominio

Para ilustrar las caracteŕısticas de las paredes de dominio, se tomara un caso sencillo
[11] y luego una familia de soluciones [9], todo esto en el caso estático β = 0, esto es para
la métrica (1.5).

1.3.1. Pared Simple

De la solución reportada en [11], cuyo factor métrico se expresa como

f (z) = [1 +(αz)2]−
1
2 , (1.17)

7 Juan La Cruz



Caṕıtulo 1

Figura 1.1: Factor Métrico f 2(z).

Figura 1.2: Campo Escalar φ(z) (izquierda) y Potencial de Autointeracción V (φ) (derecha).

donde α es una constante.
Dentro de este marco se observa que se tiene el comportamiento convencional en forma

de campana para f , figura 1.1. Por consiguiente resolviendo (1.10) y (1.11), se obtienen el
campo escalar y el potencial de autointeracción

φ(z) =
√

3arctan(αz), (1.18)

V (φ) = 3α
2
[

5
2

cos2(φ/
√

3)−2
]
, (1.19)

los cuales se puede ver en la figura 1.2, en donde se percibe que el campo escalar es un
kink topológico que interpola entre los mı́nimos (o vaćıos) consecutivos del potencial de

autointeracción, o sea que cuando z→±∞, entonces φ→±π
√

3
2 .

8 Juan La Cruz



Caṕıtulo 1

Figura 1.3: Densidad de Enerǵıa ρ(z) (izquierda) y Densidad de Presión P(z) (derecha).

De este modo resolviendo (1.9), se halla la densidad de enerǵıa y la densidad de presión

ρ(z) =−3α
2
(

2(αz)2−1
1 +(αz)2

)
, (1.20)

P(z) =
−6α2

1 +(αz)−2 , (1.21)

ambas presentan una alta concentración de enerǵıa alrededor de z = 0. Desde la densidad
de enerǵıa (1.20) se observa que existe una pared de dominio alrededor de este punto, la
cual interpola entre dos vaćıos AdS5 con constante cosmológica Λ =−6α2, figura 1.3.

1.3.2. Paredes Dobles

En [9], se muestran un conjunto de soluciones tipo pared de dominio, en la que el factor
métrico f , es dado como

f (z) = [1 +(αz)2s]−
1
2s , (1.22)

donde α es una constante y s es el parámetro del conjunto de soluciones.
Para los diferentes valores de s, el factor métrico toma la forma acampanada, en par-

ticular para s = 1 que es la pared discutida en la sección previa, 1.3.1. No obstante, se
presenta una región plana alrededor de z = 0, para aquellos valores de s 6= 1, figura 1.4. Esto
apunta que la geometŕıa del espaciotiempo define una estructura interna en los alrededores
de este punto.

Con el fin de determinar el campo escalar y el potencial de autointeracción se resuelve
(1.10) y (1.11), obteniendo

φ(z) = φ0 arctan(α
szs), φ0 =

√
3(2s−1)

s
, s = 1,3,5 (1.23)

V (φ) = 3α
2 sin2−2/s(φ/φ0)

[
(2s + 3)

2
cos2(φ/φ0)−2

]
, (1.24)

se verifica que el campo escalar interpola entre los mı́nimos (o vaćıos) consecutivos del
potencial, para diferentes valores de s, esto es que si z→±∞, entonces φ→±π

2 φ0, siempre

9 Juan La Cruz



Caṕıtulo 1

Figura 1.4: Factor Métrico, f 2(z), para s=1 (rojo), s=3 (azul) y s=9 (verde).

Figura 1.5: Campo Escalar φ(z) (izquierda) y Potencial de Autointeracción V (φ) (derecha),
ambas para s = 1 (rojo), s = 3 (azul) y s = 9 (verde).

que s pertenezca a los enteros impares positivos, figura 1.5. Esta última condición se
desglosa de (1.23), que para φ ∈ R, debe ser s > 1/2. Asimismo, s debe ser impar para
interpolar entre mı́nimos consecutivos del potencial, ya que el campo pierde la forma tipo
kink para los valores pares de s, tendiendo a valores iguales cuando z→±∞.

Para hallar la densidad de enerǵıa y la densidad de presión, se resuelve (1.9), consi-
guiendo

ρ(z) =−6α
2[1 +(αz)−2s](

1
s−2)[1 +

1−2s
2

(αz)−2s], (1.25)

P(z) =−6α
2[1 +(αz)−2s](

1
s−2). (1.26)

De ah́ı que cuando s = 1, se observa una alta concentración de enerǵıa alrededor del origen.
Pero para s 6= 1, se nota una fuerte concentración de enerǵıa en dos lugares cercanos al
origen, que se incrementa a medida que s toma dichos valores, figura 1.6. Esto indica que la
pared de dominio esta compuesta por dos subparedes paralelas, ya que en sus alrededores
posee cierta estructura interna. A este tipo de solución se le conoce como pared doble y se

10 Juan La Cruz



Caṕıtulo 1

Figura 1.6: Densidad de Enerǵıa ρ(z) (izquierda) y Densidad de Presión P(z) (derecha),
ambas para s = 1 (rojo),s = 3 (azul) y s = 9 (verde).

establece que cada subpared interpola entre un vaćıo Minkowskiano y un vaćıo AdS con
constante cosmológica Λ =−6α2.

Aśı se ha verificado que para s = 1, el campo presenta una forma tipo kink simple, e

interpola suavemente entre los mı́nimos del potencial, esto es ±π
√

3
2 . Pero para aquellos

valores impares mayores que uno de s, el campo tiene una forma de kink doble y se
encuentra el mı́nimo local del potencial entre dos mı́nimos globales. Además, el campo
escalar toma valores en el mı́nimo local en una región cercana al origen; mientras que
tiende a los mı́nimos globales del potencial cuando la coordenada espacial adicional tiende
a infinito.

Es importante acotar que las soluciones pared de dominio, representaran un modelo
factible de universo cuatro-dimensional, siempre que se pueda encontrar los campos aso-
ciados a las fuerzas de interacción fundamental. En adelante, esta monograf́ıa se enfocara
en el estudio de los campos de calibre sobre paredes de dominio.

11 Juan La Cruz



Capı́tulo 2
El Campo Electromagnético

Debe señalarse que el comportamiento de nuestro universo cuatro-dimensional es regido
por las fuerzas de interacción fundamental, es por esto que todo modelo acorde de universo
debe contener la fuerza de interacción electromagnética, la cual es transmitida por los
fotones. A continuación se presenta la teoŕıa de Maxwell cuatro-dimensional, que describe
el comportamiento del campo electromagnético, la cual esta fundamentada por cuatro
leyes

Ley de Gauss para el campo eléctrico.

Ley de Ampere.

Ley de Gauss para el campo magnético.

Ley de Faraday.

También se verificara el principio de conservación de la carga, aśı como la invarianza de
calibre de la cual goza la teoŕıa. Esta última de gran repercusión, ya que permite reconocer
cuando un sistema posee en su estructura la teoŕıa de Maxwell.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

El campo electromagnético es representado por el cuadrivector aµ = (φ,a), llamado
el potencial de calibre. La fuente de este campo viene dada por la corriente conservada
Jµ = (ρ, j) donde ρ y j son la densidad de carga y de corriente respectivamente. Ahora,
si el campo de calibre se propaga libremente en un espaciotiempo cuatro-dimensional de
Minkowski, entonces su dinámica es descrita por la lagrangiana

L =−1
4

fµν f µν− Jµaµ, (2.1)

donde los componentes del tensor

fµν ≡ ∂µaν−∂νaµ, (2.2)

12



Caṕıtulo 2

están asociados con los campos eléctricos y magnéticos de la siguiente forma

f 0i =−E i, f i j =−ε
i jkBk. (2.3)

La ecuación de movimiento de aµ, viene dada por

∂µ f µν = Jν, (2.4)

la cual se deduce de (2.1), como sigue
De la ecuación de Euler-Lagrange

∂
β

(
∂L

∂(∂βaα)

)
=

∂L
∂aα

, (2.5)

sustituyendo fµν en la lagrangiana

L =−1
4

ηλµηνσ(∂
µaσ−∂

σaµ)(∂
λaν−∂

νaλ)− Jλaλ, (2.6)

desarrollando los términos entre paréntesis y derivando

∂

∂(∂βaα)
(∂

µaσ−∂
σaµ) = δ

µ
β

δ
σ
α−δ

σ

β
δ

µ
α, (2.7)

y
∂

∂(∂βaα)
(∂

λaν−∂
νaλ) = δ

λ

β
δ

ν
α−δ

ν

β
δ

λ
α, (2.8)

luego derivando en (2.6), se tiene

∂L
∂(∂βaα)

= −1
4

ηλµηνσ(δ
µ
β

δ
σ
α f λν−δ

σ

β
δ

µ
α f λν + δ

λ

β
δ

ν
α f µσ−δ

ν

β
δ

λ
α f µσ)

= −1
4

( fβα− fαβ + fβα− fαβ)

= − fβα, (2.9)

de acá que

∂
β

(
∂L

∂(∂βaα)

)
=−∂

β fβα, (2.10)

y
∂L
∂aα

=−Jα, (2.11)

sustituyendo (2.10) y (2.11), en (2.5), se consigue que la ecuación de movimiento para el
campo aα, esta dada por

∂
β fβα = Jα ó ∂β f βα = Jα. (2.12)

�
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Caṕıtulo 2

De hecho por ser Jµ una corriente conservada, se verifica que

∂µJµ = 0, (2.13)

esto se deduce derivando (2.12), ya que las dos derivadas son simétricas (conmutan) y el
tensor es antisimétrico, con lo que su contracción se anula, esto es

∂µ∂β f βµ = 0 ⇒ ∂µJµ = 0

⇒ ∂0J0 + ∂iJi = 0

⇒ d
dt

ρ +∇∇∇.j = 0, (2.14)

que es la ecuación de continuidad, que corresponde a la conservación de la carga. �
Al mismo tiempo de la ecuación de movimiento (2.12), se deduce en términos del campo

eléctrico E y magnético B, que

∇∇∇.E = ρ, ∇∇∇×B−∂tE = j, (2.15)

correspondientes a la ley de Gauss y de Ampere [13]. Y de la identidad de Bianchi

∂µ f̃ µν = 0, (2.16)

donde

f̃ µν =
1
2

ε
µναβ fαβ, (2.17)

se deduce en términos del campo eléctrico E y magnético B, que

∇∇∇.B = 0, ∇∇∇×E−∂tB = 0, (2.18)

concernientes a la ley de Gauss para el campo magnético (que niega la existencia de mono-
polos magnéticos) y la ley de faraday [13]. Estas últimas cuatro ecuaciones (2.15) y (2.18),
representan las ecuaciones de Maxwell en cuatro-dimensiones que definen el electromag-
netismo.

2.2. Transformación de Calibre

Se dice que un campo es de calibre, dado que es invariante bajo la transformación de
calibre dada por

aµ(x)−→ a′µ(x) = aµ(x)+ ∂µΛ(x), (2.19)

donde Λ(x) es una función arbitraria. Se prueba que (2.1), es invariante de calibre, si se
cumple que

S′ =
∫

d4xL ′ =
∫

d4xL = S. (2.20)

Primero se demuestra que

f ′µν = ∂µ(aν + ∂νΛ)−∂ν(aµ + ∂µΛ)

= ∂µaν + ∂µ∂νΛ−∂νaµ−∂ν∂µΛ

= fµν, (2.21)
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Caṕıtulo 2

y de forma similar (subiendo los ı́ndices), se obtiene que f ′µν = f µν. Luego,

Jµa′µ = Jµ(aµ + ∂µΛ)

= Jµaµ + Jµ
∂µΛ

= Jµaµ + Jµ
∂µΛ + Λ∂µJµ (Conservación de la Carga)

= Jµaµ + ∂µ(ΛJµ). (2.22)

Regresando a la acción S′, se tiene

S′ =
∫

d4xL ′

=
∫

d4x

(
− 1

4
f ′µν f ′µν− Jµa′µ

)

=
∫

d4x

(
− 1

4
fµν f µν

)
−

∫
d4xJµaµ−

∫
d4x∂µ(ΛJµ)

=
∫

d4xL−
∫

d ∑
µ

(ΛJµ)

=
∫

d4xL

= S, (2.23)

donde se utilizo el teorema de la divergencia y la condición que los campos tienden a cero,
cuando los bordes tienden a infinito, entre la tercera y cuarta igualdad. Por lo tanto se a
logrado probar la invarianza de (2.1) bajo el calibre (2.19). �

Esto indica que existe una cantidad conservada. La presencia de esta simetŕıa en la
naturaleza es la que conduce a la conservación de la carga electromagnética, acorde con
el teorema de Nöther: por cada simetŕıa continua de un sistema lagrangiano, se conserva
una cantidad.
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Capı́tulo 3
El Campo de Calibre Libre sobre la Pared

La acción cinco-dimensional para un campo de calibre sin fuente Jµ = 0, sobre la pared
de dominio, viene dada por la acción tipo Maxwell libre

SM =
∫

d5x
√

g
[
− 1

4
F̂abF̂ab

]
(3.1)

sujeta a la transformación de calibre

Ab(x)−→ A′b(x) = Ab(x)+ ∂bΛ(x), (3.2)

y tensor métrico cinco-dimensional

gab = e2a(z)(ηµνdxµ
adxν

b + dzadzb), (3.3)

con simetŕıa plano paralela, siendo M4 la geometŕıa sobre la pared, y por lo tanto, tensor
métrico ηµν.

Bajo la redefinición para el campo

Âb(x,z) = e−a(z)/2Ab(x,z), (3.4)

y el parámetro de calibre
Λ̂b(x,z) = e−a(z)/2

Λb(x,z). (3.5)

Esto es una justificación de lo que se esta haciendo, dado que en la acción (3.1), la
√

g da

un factor de e5a(z), para no llevar este factor se redefine el campo y el parámetro de calibre
como (3.4) y (3.5), para que se valla pareciendo a la acción de Maxwell en el espacio plano
cuatro-dimensional dado por (2.1).

Dicho esto, la acción (3.1) se puede reescribir de otra forma, tal como prueba a conti-
nuación

Partiendo de
F̂abF̂ab = gacgbdF̂abF̂cd, (3.6)
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Caṕıtulo 3

desarrollando F̂abF̂cd

F̂abF̂cd = [∂a(e−a(z)/2Ab)−∂b(e−a(z)/2Aa)][∂c(e−a(z)/2Ad)−∂d(e−a(z)/2Ac)]

=

[(
− 1

2
e−a(z)/2Ab∂aa + e−a(z)/2

∂aAb

)(
− 1

2
e−a(z)/2Ad∂ca + e−a(z)/2

∂cAd

)

−

(
− 1

2
e−a(z)/2Ab∂aa + e−a(z)/2

∂aAb

)(
− 1

2
e−a(z)/2Ac∂da + e−a(z)/2

∂dAc

)

−

(
− 1

2
e−a(z)/2Aa∂ba + e−a(z)/2

∂bAa

)(
− 1

2
e−a(z)/2Ad∂ca + e−a(z)/2

∂cAd

)

+

(
− 1

2
e−a(z)/2Aa∂ba + e−a(z)/2

∂bAa

)(
− 1

2
e−a(z)/2Ac∂da + e−a(z)/2

∂dAc

)]

F̂abF̂cd = e−a(z)

[(
1
4

Ab∂aaAd∂ca− 1
2

Ab∂aa∂cAd−
1
2

∂aAbAd∂ca + ∂aAb∂cAd

)

−

(
1
4

Ab∂aaAc∂da− 1
2

Ab∂aa∂dAc−
1
2

∂aAbAc∂da + ∂aAb∂dAc

)

−

(
1
4

Aa∂baAd∂ca− 1
2

Aa∂ba∂cAd−
1
2

∂bAaAd∂ca + ∂bAa∂cAd

)

+

(
1
4

Aa∂baAc∂da− 1
2

Aa∂ba∂dAc−
1
2

∂bAaAc∂da + ∂bAa∂dAc

)]
. (3.7)

Sumando de la siguiente forma, primeros, segundos y terceros, y cuartos término dentro
de cada paréntesis, se obtiene que

F̂abF̂ab = e−5a(z)
η

ac
η

bd[FabFcd + 2Ac∂da(z)Fab + A[a∂b]a(z)Aa[∂d]a(z)]. (3.8)

Por lo tanto, bajo la redefinición (3.4), la acción (3.1) se reescribe como

SM =
∫

d5x
[
− 1

4
η

ac
η

bdFabFcd−
1
2

η
ac

η
bdAc∂da(z)Fab−

1
4

η
ac

η
bdA[a∂b]a(z)A[c∂d]a(z)

]
(3.9)

sujeta a la transformación de calibre

Ab(x)−→ A′b(x) = Ab(x)+ ∂bΛ− 1
2

∂ba(z)Λ. (3.10)

3.1. Reducción Dimensional para el Campo de Cali-

bre Libre sobre la Pared

Dentro de este marco, considérese el desarrollo de las componentes del campo vectorial
cinco-dimensional Ab, en la base ψn,ϕn del espacio de Hilbert, dado por

Aµ(x,z) = aµ(x)ψ0(z)+ ∑
n6=0

an
µ(x)ψn(z) (3.11)
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Caṕıtulo 3

Az(x,z) = ∑
p6=0

ap
z (x)ϕp(z), (3.12)

con parámetro de calibre

Λ(x,z) = Λ0(x)ψ0(z)+ ∑
n6=0

Λn(x)ψn(z), (3.13)

donde

Aµ tiene un campo asociado al modo cero (fotón), por medio de la base ψ0.

Az no tiene campo a bajas enerǵıas [14].

En este orden, se define los operadores

Q = ∂z +
1
2

∂za(z), Q+ =−∂z +
1
2

∂za(z). (3.14)

De ah́ı pues, que ψn es un conjunto de estado que satisface el siguiente problema de
autovalores [15]

QQ+
ψn = m2

nψn, Q+
ψn
∣∣
±∞

= 0, (3.15)

y dado que los operadores diferenciables son factorizables, la función de autovalores m2
n≥ 0,

entonces se cumple1

Q+Qϕn = m2
nϕn (3.16)

donde ϕn = Q+ψn/mn, para todo mn 6= 0. Cabe considerar que en el espacio de Hilbert las
bases ψn,ϕn, cumplen con la condición de ortonormalidad

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ψn(z)ψp(z)dz = δnp, lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ϕn(z)ϕp(z)dz = δnp. (3.17)

Por consiguiente se plantea el reducir dimensionalmente la acción (3.1), con el fin
de estudiar la teoŕıa efectiva cuatro-dimensional. Dicha reducción se hace a partir de la
acción (3.9), luego se expande conforme a (3.11) y (3.12), en cada uno de los términos
obteniéndose

Primer término

− 1
4

η
ac

η
bdFabFcd =−1

4
η

αµ
η

βν

[
fαβ fµνψ0ψ0 + ∑

n6=0
f n
αβ ∑

k 6=0
f k
µνψnψk

+ fαβ ∑
k 6=0

f k
µνψ0ψk + fµν ∑

n 6=0
f n
αβ

ψ0ψn

]
− 1

2
η

αµ
[

∑
p6=0

∂αap
z ϕp ∑

q6=0
∂µaq

z ϕq

+ ∑
n 6=0

an
α∂zψn ∑

m 6=0
am

µ ∂zψm + aα∂zψ0aµ∂zψ0−2 ∑
p6=0

∂αap
z ϕp ∑

m 6=0
am

µ ∂zψm

+ 2aµ∂zψ0 ∑
n6=0

an
α∂zψn−2aµ∂zψ0 ∑

p6=0
∂αap

z ϕp

]
. (3.18)

1Sustituyendo ϕn = Q+ψn/mn en (3.16)

Q+Q(Q+
ψn/mn) = m2

n(Q+
ψn/mn)

y como (3.15) es solución de (3.16), se tiene la igualdad.
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Segundo término

− 1
2

η
ac

η
bdAc∂daFab =−1

2
η

αβ

[
aβψ0∂za

(
∑
p6=0

∂αap
z ϕp− ∑

m 6=0
am

α ∂zψm−aα∂zψ0

)
+ ∂za

(
∑
n6=0

an
β
ψn ∑

p6=0
∂αap

z ϕp−∑
n6=0

an
β
ψn ∑

m 6=0
am

α ∂zψm−aα∂zψ0 ∑
n6=0

an
β
ψn

)]
. (3.19)

Tercer término

− 1
4

η
ac

η
bdA[a∂b]aA[c∂d]a =

− 1
8

η
αµ
[
(aµaµψ0ψ0 + 2aα ∑

k 6=0
ak

µψkψ0 ∑
n6=0

an
αψn ∑

k 6=0
ak

µψk)(∂za)2
]
. (3.20)

Sumando (3.18), (3.19), (3.20), y luego aplicando la ecuación de movimiento y la con-
dición de borde (3.15), se llega a

SM =
∫

d5x
[
− 1

4
η

αµ
η

βν

(
fαβ fµνψ0ψ0 + ∑

n,k 6=0
f n
αβ

f k
µνψnψk + ∑

k 6=0
fαβ f k

µνψ0ψk

+ ∑
n6=0

fµν f n
αβ

ψ0ψn

)
− 1

2
η

αµ
∑

n,q6=0
∂αan

z ∂µaq
z ϕnϕp−

1
2

η
αµ

∑
n,m 6=0

m2
nan

αam
µ ψnψm

− η
αµ

∑
n6=0

m2
naαan

µψnψ0−η
αµ

∑
n,p 6=0

mnan
µ∂αap

z ϕnϕp

]
, (3.21)

integrado esta última expresión sobre la dimension adicional z,

SM =
∫

d4x
[
− 1

4
η

αµ
η

βν

(
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz fαβ fµνψ0ψ0 + lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,k 6=0

f n
αβ

f k
µνψnψk

+ lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
k 6=0

fαβ f k
µνψ0ψk + lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n6=0

fµν f n
αβ

ψ0ψn

)
− 1

2
η

αµ
(

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,m 6=0

m2
nan

αam
µ ψnψm + 2 lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,p6=0

mnan
µ∂αap

z ϕnϕp

+ lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,q 6=0

∂αan
z ∂µaq

z ϕnϕp

)]
. (3.22)

De acá, analizando en (3.22) cada uno de los términos, primer término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz fαβ fµνψ0ψ0. (3.23)

Para m0 = 0, el estado base viene dado por

ψ0 = Neαa(z), (3.24)

con N la constante de normalización y α una constante real.
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Sustituyendo (3.24) en (3.15),(
∂z +

1
2

∂za(z)
)(
−∂z +

1
2

∂za(z)
)

Neαa(z) = 0

−
(

α
2(∂za)2 + α∂

2
z a
)

eαa(z) +
(1

2
∂

2
z a +

1
4

(∂za)2
)

eαa(z) = 0(1
4
−α

2
)

(∂za)2 +
(1

2
−α

)
(∂

2
z a) = 0, (3.25)

cuya solución para la ecuación diferencial es, α = 1
2 . Por lo tanto,

ψ0 = Nea(z)/2. (3.26)

Reemplazando ψ0, en la condición de ortonormalidad (3.17),

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ψ0(z)ψ0(z)dz = lı́m
zr→∞

N2
∫ zr

−zr

ea(z)dz

= N2 lı́m
yr→∞

∫ yr

−yr

dy (Coordenada Longitud Propia)

= N2
(

lı́m
yr→∞

y
∣∣∣yr

−yr

)
−→ N2

∞ (3.27)

lo que implica que N = 0. Por lo tanto ψ0 = 0, en otras palabras, ψ0 no es normalizable y
por ende no es parte de la base.

Ahora bien, continuando con el análisis de los términos de (3.22), al aplicarle (3.17),
al segundo término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,k 6=0

f n
αβ

f k
µνψnψk = ∑

n6=0
f n
αβ

f n
µν, (3.28)

tercer término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
k 6=0

fαβ f k
µνψ0ψk = 0, (3.29)

cuarto término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n6=0

fµν f n
αβ

ψ0ψn = 0, (3.30)

quinto término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,m6=0

m2
nan

αam
µ ψnψm = ∑

n 6=0
m2

nan
αan

µ, (3.31)

sexto término

2 lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,p6=0

mnan
µ∂αap

z ϕnϕp = 2 ∑
n6=0

mnan
µ∂αan

z , (3.32)

y séptimo término

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∑
n,q 6=0

∂αan
z ∂µaq

z ϕnϕp = ∑
n 6=0

∂αan
z ∂µan

z . (3.33)

20 Juan La Cruz
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Aśı, sumando todos los términos de (3.22) y factorizando, se obtiene que la represen-
tación de la acción sobre el cuadri-espacio se reduce a

SM =
∫

d4x ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2], (3.34)

la cual esta sujeta a invarianza de calibre

an
α −→ an

α

′ = an
α + ∂αΛn, an

z −→ an
z
′ = an

z −mnΛn, (3.35)

que se verifica partiendo de la acción (3.34), como sigue

S′M =
∫

d4x ∑
n 6=0

[
− 1

4
( f n

αβ

′)2− 1
2

(mnan
µ
′+ ∂µan

z
′)2], (3.36)

nótese que

( f n
αβ

′)2 = η
αµ

η
βν f n

αβ

′ f n
µν

′

= η
αµ

η
βν(∂αan

β

′−∂βan
α

′)(∂µan
ν

′−∂νan
µ
′)

= η
αµ

η
βν(∂αan

β
−∂βan

α)(∂µan
ν−∂νan

µ)

= η
αµ

η
βν f n

αβ
f n
µν

= ( f n
αβ

)2 (3.37)

y

mnan
µ
′+ ∂µan

z
′ = mn(an

µ + ∂µΛn)+ ∂µ(an
z −mnΛn)

= mnan
µ + ∂µan

z , (3.38)

aśı sustituyendo (3.37) y (3.38), en (3.36), se tiene que

S′M = SM. (3.39)

Visto de esta forma en (3.34) no esta presente el modo cero, o sea que no esta presente
el Campo de Maxwell (fotón) [10], ya que ψ0 no es parte de la base. Solo queda una torre
masiva de campos de calibre que corresponden a los Campos de Stueckelberg [5, 6]. Estos
campos no representan al fotón, y su contribución solo se percibe a altas enerǵıas, a nivel
del potencial electrostático como correcciones al potencial de Coulomb. En concreto, un
modelo del universo dependerá fuertemente de que tan grande sean estas correcciones, lo
cual no sera objeto de estudio en este trabajo, para detalles al respecto véase [3, 4].

Como se observa, la teoŕıa de Maxwell cinco-dimensional no reproduce la teoŕıa de
Maxwell en cuatro-dimensiones. Esto sugiere que existe una estructura mas compleja de
la acción cinco-dimensional que permite localizar el fotón en cuatro-dimensiones, esto se
analizara en el siguiente caṕıtulo.
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Capı́tulo 4
Campo Vectorial Acoplado a la Pared

Para identificar una teoŕıa efectiva cuatro-dimensional, que conciernan al fotón sobre
la brana RS, desde la acción cinco-dimensional tipo Maxwell, se considera incorporar
términos de interacción no convencionales entre el campo vectorial Ab y la brana en la
acción (3.1). En tal sentido, considérese el mecanismo de Ghoroku y Nakamura [1].

4.1. Mecanismo de Ghoroku-Nakamura

Este mecanismo propone que la dinámica de un campo vectorial cinco-dimensional,
que se propaga en el escenario RS, esta dado como

LGN =−1
4

FabFab− 1
2

(m2
5−ηδ(z))AaAa (4.1)

donde Ab es el boson vectorial cinco-dimensional, con una masa m5 y acoplado a la brana
en z = 0, v́ıa el parámetro de acoplamiento η.

La solución a la no-normalizabilidad del modo cero en la acción tipo Maxwell, se
determina a través de (4.1) esto se hace reduciendo dimensionalmente LGN . Para ello
considérese el cambio Ab → e−a/2Ab en (4.1) y la expansión a orden cero de los campos
vectoriales (3.11), dado que el fotón esta asociado por medio de la base ψ0, aśı bajo la
factorización1

Aµ(x,z) ∼ aµ(x)ψ0(z), (4.2)

la acción queda como

S = −1
4

∫
dz ψ

2
0

∫
d4x fµν f µν

− 1
2

η
µα

∫
d5x (∂µA5 ∂αA5−2aα ∂µA5 ∂zψ0 + aα ∂za ∂µA5 ψ0)

− 1
2

∫
d5x e2a(z)(m2

5−ηδ(z))A2
5

− 1
2

∫
dz
[
(∂zψ0)2−∂za ψ0 ∂zψ0 +

1
4

(∂za)2 +(m2
5−ηδ(z))e2a(z)

ψ
2
0

]∫
d4x η

µαaµaα,

(4.3)

1Esto se hace similar a Borut Bajac and Gregory Gabadadze en [9], solo que no se impone calibre axial
nulo, A5 6= 0, dado que (4.1) no es invariante de calibre.
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Caṕıtulo 4

integrando por partes, solo en la última linea de (4.3), se obtiene

S = −1
4

∫
dz ψ

2
0

∫
d4x fµν f µν

− 1
2

η
µα

∫
d5x (∂µA5 ∂αA5−2aα ∂µA5 ∂zψ0 + aα ∂za ∂µA5 ψ0)

− 1
2

∫
d5x e2a(z)(m2

5−ηδ(z))A2
5

− 1
2

∫
dz
[
∂z(ψ0∂zψ0)

]∫
d4x η

µαaµaα +
1
2

∫
dz
[
∂z

(
∂zaψ2

0
2

)]∫
d4x η

µαaµaα

− 1
2

∫
dz
[(
−∂

2
z ψ0 +(

∂2
z a
2

+
(∂za)2

4
+(m2

5−ηδ(z))e2a(z))ψ0

)
ψ0

]∫
d4x η

µαaµaα

(4.4)

los términos de la penúltima linea dan cero, mientras que en la última linea de (4.4) se
aprecia un término masivo dado por la interacción entre aµ y aα. Para no obtener campos
masivos (dado que el fotón es un campo sin masa), se pide que

−∂
2
z ψ0 +(

∂2
z a
2

+
(∂za)2

4
+(m2

5−ηδ(z))e2a(z))ψ0 = 0. (4.5)

Esta última admite como solución

ψ0 = Neκa(z), (4.6)

con N la constante de normalización y κ una constante real, con la condición de que

m2
5 = α

2
(

κ− 1
2

)(
κ +

3
2

)
, η = 2α

(
κ− 1

2

)
, (4.7)

y relacionados como

η = 2α

(√
1 +
(m5

α

)2
−1

)
. (4.8)

Además en (4.3), se tiene que cumplir que∫
dz ψ

2
0 = 1, (4.9)

ya que este término esta asociado a la acción de Maxwell en el cuadri-espacio. Aśı susti-
tuyendo (4.6) en (4.9)∫

dz ψ
2
0 = N2

∫
(ea(z)dz)e2(κ−1/2)a(z)

= N2
∫

dy e2(κ−1/2)a(y), (Coordenada Longitud Propia) (4.10)

la integral en (4.10), converge para κ > 1/2, y diverge para κ ≤ 1/2. Por lo que ψ0 es
normalizable solo para aquellos valores de κ > 1/2.

23 Juan La Cruz



Caṕıtulo 4

En cambio se observa que para el caso κ = 1/2, tanto m5 como η son cero y la teoŕıa
(4.1) se reduce a Maxwell cinco-dimensional. De esta manera el mecanismo de Ghoroku-
Nakamura consigue proporcionar la cinemática correspondiente a un campo vectorial no
masivo sobre la brana, en contraste con la acción tipo Maxwell, pero a costa de que sacrifica
la simetŕıa de calibre por el acoplamiento tipo A2 con la pared. Nótese que la teoŕıa cinco-
dimensional (4.1), no es invariante bajo la transformación de calibre, dado que el término
cuadrático en el campo rompe la simetŕıa. Al no ser la teoŕıa invariante de calibre, se tiene
que el modo vectorial no-masivo aµ no representa un campo de Maxwell (fotón).

4.2. Acoplamiento V (κ,z)A2

Una generalización del mecanismo de Ghoroku-Nakamura para obtener fotones sobre
la pared de dominio [3, 4], es aquella en la que se define un término de acoplamiento no-
convencional, entre el campo vectorial Ab y el espaciotiempo pared de dominio. En esta se
propone para el campo Ab la lagrangiana

Lgn =−1
4

FabFab +
2
3

V (κ,z)AaAa, (4.11)

donde

V (κ,z) =−3
4

(
κ− 1

2

)[(
κ +

1
2

)
a′2 + a′′

]
e−2a, κ≥ 1/2 (4.12)

en la que a′ y a′′ se refieren ∂za y ∂2
z a, respectivamente. Y cuyo tensor métrico es dado por

(3.3).
Al igual que el mecanismo de Ghoroku-Nakamura, se sigue manteniendo que esta teoŕıa

no es invariante de calibre por que se rompe la simetŕıa de calibre, dado que el término de
acoplamiento es cuadrático para el campo vectorial.

Para la lagrangiana sobre la pared de dominio (4.11), se demuestra en el caso particular
en que la solución corresponde a la brana RS

a(z) =− ln(1 + α|z|), (4.13)

su dinámica es descrita por

Lgn =−1
4

FabFab− 1
2

[
α

2
(

κ− 1
2

)(
κ +

3
2

)
−2α

(
κ− 1

2

)
δ(z)

]
AaAa, (4.14)

lo cual se muestra a continuación.
Para determinar (4.11) en el ĺımite de pared delgada, ósea en el caso de la brana RS

(4.13). Basta determinar en (4.12), [a′(z)]2 y a′′(z).
Para [a′(z)]2

a′(z) =
−1

1 + α|z|
α

d|z|
dz

=
−α

1 + α|z|
(θ(z)−θ(−z)) =⇒ [a′(z)]2 =

α2

(1 + α|z|)2 , (4.15)

donde θ(z) representa la función Heaviside.
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Caṕıtulo 4

Y para a′′(z)

a′′(z) = −α

[
2δ(z)(1 + α|z|)− (θ(z)−θ(−z))(1 + α|z|)′

(1 + α|z|)2

]

= −α

[
2δ(z)+ 2αδ(z)|z|− (−1)(α(θ(z)−θ(−z)))

(1 + α|z|)2

]

= −α

[
2δ(z)+ 2α(zδ(z)θ(z)− zδ(z)θ(−z))−α

(1 + α|z|)2

]

=
α2

(1 + α|z|)2 −
2αδ(z)

(1 + α|z|)2 . (4.16)

Por lo tanto, sustituyendo (4.15) y (4.16), en (4.11), se cumple que

Lgn =−1
4

FabFab− 1
2

(m2
5−ηδ(z))AaAa, (4.17)

con m5 y η dados por (4.7) respectivamente.
De este modo se percibe que (4.11) es una generalización del mecanismo de Ghoroku-

Nakamura, dado que sobre la brana RS coincide con el mecanismo Ghoroku-Nakamura.
En consecuencia, se conserva la consistencia de la teoŕıa.

4.3. Reducción Dimensional

Justo como en el Caṕıtulo 3, es de interés ver como luce (4.11) cuando se reduce a
cuatro-dimensiones, esto con la finalidad de reconocer el modo no-masivo aµ asociado a la
teoŕıa cuatro-dimensional.

Antes que nada se separa en dos términos la lagrangiana (4.11), quedando como

St = SM + SA, (4.18)

donde

SM =
∫

d5x
√

g
[
− 1

4
FabFab

]
, SA =

∫
d5x
√

g
[2

3
V (κ,z)AaAa

]
. (4.19)

Realizando el cambio Ab → e−a/2Ab en (4.19) para SM y desarrollando Ab acorde a
(3.11) y (3.12), se tiene
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Caṕıtulo 4

SM =
∫

d5x
[
− 1

4
η

αµ
η

βν

(
fαβ fµνψ0ψ0 + ∑

n6=0
f n
αβ ∑

k 6=0
f k
µνψnψk + fαβ ∑

k 6=0
f k
µνψ0ψk

+ fµν ∑
n6=0

f n
αβ

ψ0ψn

)
− 1

2
η

αµ
(

∑
p6=0

∂αap
z ϕp ∑

q 6=0
∂µaq

z ϕq + ∑
n6=0

an
α∂zψn ∑

m 6=0
am

µ ∂zψm

+ aα∂zψ0aµ∂zψ0−2 ∑
p 6=0

∂αap
z ϕp ∑

m 6=0
am

µ ∂zψm + 2aµ∂zψ0 ∑
n6=0

an
α∂zψn

− 2aµ∂zψ0 ∑
p6=0

∂αap
z ϕp

)
− 1

2
η

αβ

(
aβψ0∂za

(
∑
p6=0

∂αap
z ϕp− ∑

m 6=0
am

α ∂zψm−aα∂zψ0

)
+ ∂za

(
∑
n6=0

an
β
ψn ∑

p6=0
∂αap

z ϕp−∑
n6=0

an
β
ψn ∑

m6=0
am

α ∂zψm−aα∂zψ0 ∑
n6=0

an
β
ψn

))
− 1

8
η

αµ
(

(aµaµψ0ψ0 + 2aα ∑
k 6=0

ak
µψkψ0 ∑

n6=0
an

αψn ∑
k 6=0

ak
µψk)(∂za)2

)]
. (4.20)

Agrupando términos en (4.20) y luego aplicando la ecuación de movimiento y la condición
de borde (4.24), e integrando sobre la dimension adicional z (solo el primer término entre
paréntesis) , se llega a

SM =
∫

d4x

[
− 1

4
f 2
αβ

+ ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2
]]

+
∫

d5x

[
1
2

η
αµaαaµ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψ0ψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψ0ψ0

]
+ ∑

n,m 6=0

1
2

η
αµan

αam
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψm +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψm

]
+ ∑

n6=0
η

αµaαan
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψ0

]
+ ∑

n,p6=0
η

αµan
µ∂αap

z

(
κ− 1

2

)
∂zaψnϕp + ∑

p6=0
η

ανaµ∂αap
z

(
κ− 1

2

)
∂zaψ0ϕp

]
. (4.21)

Del mismo modo, realizando el cambio Ab→ e−a/2Ab en (4.19) para SA y expandiendo
Ab conforme a (3.11) y (3.12), se obtiene

SA =
∫

d5x

[
− 1

2
η

αµaαaµ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψ0ψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψ0ψ0

]
− ∑

n,p6=0

1
2

η
αµan

αap
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψp +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψp

]
− ∑

p6=0
η

αµaαap
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψpψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψpψ0

]
+

2
3

V (κ,z)e2a
∑

n,p6=0
an

5ap
5ϕnϕp

]
. (4.22)
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Caṕıtulo 4

Sumando (4.21) y (4.22), se identifica que la representación de la lagrangiana sobre el
cuadri-espacio es

L(4)
gn = −1

4
f 2
αβ

+ ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2

]

+
(

κ− 1
2

)
∑

n
p 6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∂za ψn

(
Q+ ψp

mp

)]
∂

µan
5 ap

5

+
2
3 ∑

n,p6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz e2a V (κ,z)ϕnϕp

]
an

5 ap
5 , (4.23)

en la cual los estados satisfacen (3.15),

QQ+
ψn = m2

nψn, (4.24)

pero con Q y Q+ dados por

Q = ∂z + κa′, Q+ =−∂z + κa′. (4.25)

Por lo que para m0 = 0, el estado base viene dado por

ψ0 = Neκa(z), (4.26)

con N la constante de normalización y κ una constante real.
Sustituyendo ψ0 en la condición de ortonormalidad (3.17),

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ψ0(z)ψ0(z)dz = lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

N2e2κa(z)dz

= N2 lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

(ea(z)dz)e2(κ−1/2)a(z)

= N2 lı́m
yr→∞

∫ yr

−yr

dy e2(κ−1/2)a(y), (Coordenada Longitud Propia)

de acá que

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ψ0(z)ψ0(z)dz = N2 lı́m
yr→∞

∫ yr

−yr

dy e2(κ−1/2)a(y), (4.27)

esta última integral converge para aquellos valores de κ > 1/2, y diverge para κ≤ 1/2. Por
lo tanto ψ0 es normalizable para κ > 1/2.

Cabe considerar que en (4.23) los dos primeros términos gozan de ser invariantes de
calibre, mientras que el tercer y cuarto no poseen dicha invarianza. A continuación se tiene

1. Término de Maxwell para el campo aµ, dado por

f 2
αβ
.

2. Acción de Stueckelberg para los bosones aµ de masa mn, dado por

− 1
4

( f n
αβ

)2− 1
2

(mnan
µ + ∂µan

z )2.
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Caṕıtulo 4

3. Término de interacción entre an
5 y ap

5 via la dinámica de los modos escalares masivos
∂µap

5 , a través de

(
κ− 1

2

)
∑

n
p 6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∂za ψn

(
Q+ ψp

mp

)]
∂

µan
5 ap

5 .

4. Término masivo para el campo a5 dada la interacción directa entre los an
5 y ap

5 , a
través de

2
3 ∑

n,p6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz e2a V (κ,z)ϕnϕp

]
an

5 ap
5 .

Al no ser la teoŕıa invariante de calibre, se tiene que el modo vectorial no-masivo
aµ, no representa un campo de Maxwell (fotón). Desde esta perspectiva, la teoŕıa no es
fenomenológicamente importante, no obstante, es una buena aproximación a una teoŕıa de
calibre que pretenda generalizar el mecanismo de localización de Ghoroku-Nakamura [1].
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Capı́tulo 5
Campo de Calibre Acoplado a la Pared

En el Caṕıtulo 3, se estudio la acción cinco-dimensional tipo Maxwell, la cual es una
teoŕıa invariante de calibre, pero que al reducir dimensionalmente no logra localizar al
fotón [10]. En contraste, en el Caṕıtulo 4 se propone una generalización del mecanismo de
Ghoroku-Nakamura [3, 4], con la que se logra localizar el modo no-masivo aµ, pero este
no corresponde al fotón, ya que dicho mecanismo no es invariante bajo transformación de
calibre.

Una propuesta que incorpora la simetŕıa de calibre es la siguiente

L̃c = Lgn +
(

κ− 1
2

)
a′Az

∂
cAc +

[
1
2

(
κ− 1

2

)
(a′′+ a′2)− 2

3
V (κ,z)e2a

]
(Az)2, (5.1)

la cual es invariante bajo la transformación de calibre

Ab −→ A′b = Ab + ∂bΛ−
(

κ− 1
2

)
a′Λδ

z
b. (5.2)

Es de resaltar que bajo el calibre axial Az = 0, la teoŕıa (5.1) se reduce a la generalización

del mecanismo de Ghoroku-Nakamura, esto es L̃c = Lgn, por lo que la localización del fotón
esta garantizada.

Antes de probar la invarianza de calibre de (5.1), se comprobara que esta tiene una
lagrangiana equivalente, dada por

Lc =−1
4

FabFab +
(

κ− 1
2

)
ga[cgd]ba′δz

c[2∂aAb−
(

κ− 1
2

)
a′δz

aAb]Ad. (5.3)

Se dice que dos lagrangianas L̃c y Lc son equivalentes, si se cumple
√

gLc[∂A,A] =
√

gL̃c[∂A,A]+ ∂a f a[∂A,A]. (5.4)

Cambiando Ab→ e−a/2Ab y desarrollando

√
gLc = −1

4
FabFabe5a(z) +

(
κ− 1

2

)
a′ea(z)(∂zAa)Aa

+
1
2

(
κ− 1

2

)2
a′2ea(z)AzAz−

1
2

(
κ− 1

2

)2
a′2ea(z)AaAa

−
(

κ− 1
2

)
a′ea(z)(∂cAz)Ac, (5.5)

29
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y

√
gL̃c = −1

4
FabFabe5a(z) +

(
κ− 1

2

)
a′ea(z)(∂zAa)Aa

+
1
2

(
κ− 1

2

)2
a′2ea(z)AzAz−

1
2

(
κ− 1

2

)2
a′2ea(z)AaAa

−
(

κ− 1
2

)
a′ea(z)(∂cAz)Ac−

1
2

(
κ− 1

2

)
∂z(a′ea(z)AaAa)

+
(

κ− 1
2

)
∂c(a′ea(z)AcAz), (5.6)

comparando (5.5) con (5.6), se tiene

√
gLc =

√
gL̃c + ∂c

[1
2

(
κ− 1

2

)
a′ea(z)

(
2AcAz−AaAaδ

c
z

)]
. (5.7)

Por lo tanto Lc y L̃c son equivalentes. �

Ahora bien, dada la correspondencia entre Lc y L̃c , se prueba que Lc es invariante
bajo el calibre (5.2). Esto se muestra expandiendo en los tres términos de (5.3) como sigue

Primer término

− 1
4

F ′abF ′ab
=−1

4
FabFab + 2

(
κ− 1

2

)
ga[cgd]ba′δz

d∂aAb∂cΛ. (5.8)

Segundo término(
κ− 1

2

)
ga[cgd]ba′δz

c2∂aA′bA′d = 2
(

κ− 1
2

)
ga[cgd]ba′δz

c[∂aAbAd

+ ∂Ab∂dΛ−
(

κ− 1
2

)
a′δz

bAd∂aΛ]. (5.9)

Tercer término

−
(

κ− 1
2

)2
ga[cgd]ba′2δ

z
cδ

z
aA′bA′d = −

(
κ− 1

2

)2
ga[cgd]ba′2δ

z
cδ

z
aAbAd

+ 2
(

κ− 1
2

)2
ga[cgd]ba′2δ

z
cδ

z
bAd∂aΛ. (5.10)

Aśı pues agrupando (5.8), (5.9) y (5.10), se obtiene

L ′c = Lc. (5.11)

Por lo tanto (5.3) es invariante bajo el calibre (5.2). �
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Caṕıtulo 5

5.1. Reducción Dimensional

Con el objetivo principal de identificar a nivel de la lagrangeana cuatro-dimensional
el modo no-masivo asociado a la teoŕıa, es de interés estudiar (5.1) cuando se le aplica
reducción dimensional, para hacer dicha reducción se utiliza la lagrangiana equivalente Lc,
dada la equivalencia (5.7).

Realizando el cambio Ab→ e−a/2Ab en (5.3), y expandiendo Ab conforme a

Aµ(x,z) = aµ(x)ψ0(z)+ ∑
n 6=0

an
µ(x)ψn(z), Az(x,z) = ∑

p 6=0
ap

z (x)ϕp(z), (5.12)

se obtiene para cada uno de los términos

Primer término

∫
d5x

[
− 1

4
F̂abF̂ab

]
=

∫
d4x

[
− 1

4
f 2
αβ

+ ∑
n 6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2
]]

+
∫

d5x

[
1
2

η
αµaαaµ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψ0ψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψ0ψ0

]
+ ∑

n,m 6=0

1
2

η
αµan

αam
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψm +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψm

]
+ ∑

n 6=0
η

αµaαan
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψ0

]
+ ∑

n,p6=0

(
κ− 1

2

)(
η

αµan
µ∂αap

z ∂zaψnϕp + η
ανaµ∂αap

z ∂zaψ0ϕp

)]
,

(5.13)

es obtenido equivalentemente como en la Sección 4.3.

Segundo y Tercer término∫
d5x
[(

κ− 1
2

)
ga[cgd]ba′δz

c[2∂aÂb−
(

κ− 1
2

)
a′δz

aÂb]Âd

]
=

∫
d5x
[
e−5a

(
κ− 1

2

)
a′ηαβ

(
∂zAβAα−

1
2

a′AβAα−∂zAzAβ

)
− 1

2
e−5a

(
κ− 1

2

)2
η

αβa′2AαAβ

]
=

∫
d5x

[
− 1

2
η

αµaαaµ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψ0ψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψ0ψ0

]
− ∑

n,p6=0

1
2

η
αµan

αap
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψnψp +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψnψp

]
− ∑

p 6=0
η

αµaαap
µ

[(
κ− 1

2

)
∂

2
z aψpψ0 +

(
κ

2− 1
4

)
(∂za)2

ψpψ0

]
+

2
3

V (κ,z)e2a
∑

n,p6=0
an

5ap
5ϕnϕp

]
. (5.14)
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De acá, agrupando (5.13) y (5.14) se reconoce que la representación de la acción sobre el
cuadri-espacio es

L(4)
c =−1

4
f 2
αβ

+ ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2

]
, (5.15)

la cual esta sujeta a invarianza de calibre

aα −→ aα
′ = aα + ∂αΛ0, an

α −→ an
α

′ = an
α + ∂αΛn,

an
z −→ an

z
′ = an

z −mnΛn. (5.16)

Se ha logrado una teoŕıa cuatro-dimensional en la que se ha localizado el modo cero
para κ > 1

2 . Además, la teoŕıa (5.15) da cuenta de los campos de Maxwell, asociados al
fotón, dado que esta es invariante bajo transformación de calibre, aśı como también de
una torre de campos de calibre correspondiente a los campos de Stueckelberg [5, 6].

Contrariamente de que con Lc se ha conseguido una teoŕıa de calibre de Lgn sin perder
sus privilegios, la teoŕıa sufre de un problema. El origen de los términos de acoplamiento
no están correctamente comprobados más allá de que claramente aseguren que la teoŕıa
sea invariante de calibre, sin embargo esto no es un tema de estudio en este trabajo y se
obvia.
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Conclusiones

Sin duda el estudio de los campos de calibre en las paredes de dominio es fundamental,
ya que a través de estos se logra reconocer dentro de la estructura cuatro-dimensional la
teoŕıa respectiva a Maxwell. Sin embargo, se realizo la reducción dimensional de la acción
cinco-dimensional tipo Maxwell,

SM =
∫

d5x
√

g
[
− 1

4
FabFab

]
. (5.17)

Para ello, el campo Ab se desarrollo en la componente cuatro y cinco dimensional como

Aµ(x,z) = aµ(x)ψ0(z)+ ∑
n 6=0

an
µ(x)ψn(z), Az(x,z) = ∑

p 6=0
ap

z (x)ϕp(z), (5.18)

donde ψn y ϕn, satisfacen

QQ+
ψn = m2

nψn, Q+
ψn
∣∣
±∞

= 0, (5.19)

y

Q+Qϕn = m2
nϕn, ϕn =

Q+ψn

mn
(5.20)

con Q y Q+ dados por

Q = ∂z +
1
2

∂za(z), Q+ =−∂z +
1
2

∂za(z). (5.21)

Bajo la condición de ortonormalidad

lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ψn(z)ψp(z)dz = δnp, lı́m
zr→∞

∫ zr

−zr

ϕn(z)ϕp(z)dz = δnp, (5.22)

y modo cero encontrado a través de (5.19), dado por

ψ0 = Nea(z)/2, (5.23)

el cual no es normalizable y por ende no es parte de la base. Obteniéndose al reducir
dimensionalmente sobre la pared

SM =
∫

d4x ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2], (5.24)
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donde se verifico, que no es posible identificar el término de Maxwell relacionado con el
fotón [10]. Además se obtuvo una torre masiva de campos de calibre que corresponden a
los Campos de Stueckelberg [5, 6].

Para localizar el modo cero asociado al fotón, se propuso una generalización a paredes
de dominio del mecanismo de Ghoroku-Nakamura [3, 4],

Lgn =−1
4

FabFab +
2
3

V (κ,z)AaAa, (5.25)

acoplando con un potencial V (κ,z) al campo vectorial AaAa con la pared de dominio.
Al reducir dimensionalmente, considerando la expansion (5.18) para los campos Ab, y la
condición (5.22) se obtuvo

L(4)
gn = −1

4
f 2
αβ

+ ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2

]

+
(

κ− 1
2

)
∑

n
p 6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz ∂za ψn

(
Q+ ψp

mp

)]
∂

µan
5 ap

5

+
2
3 ∑

n,p6=0

[
lı́m

zr→∞

∫ zr

−zr

dz e2a V (κ,z)ϕnϕp

]
an

5 ap
5 , (5.26)

donde los estados ψn cumplen con (5.19),

QQ+
ψn = m2

nψn, (5.27)

pero con Q y Q+ dados por

Q = ∂z + κa′, Q+ =−∂z + κa′, (5.28)

en la que se verifica la aparición de dicho modo cero, ψ0 = Neκa(z), para κ > 1/2. En
consecuencia en (5.26) esta presente la acción de Maxwell, pero no la asociada al fotón,
ya que esta generalización (5.25) rompe la simetŕıa de calibre, dado que el término de
acoplamiento es cuadrático para el campo vectorial.

Finalmente, se incorporo la simetŕıa de calibre introduciendo términos de acoplamientos
no convencionales en la generalización (5.25) del Mecanismo Ghoroku-Nakamura [3, 4],
dada por

L̃c = Lgn +
(

κ− 1
2

)
a′Az

∂
cAc +

[
1
2

(
κ− 1

2

)
(a′′+ a′2)− 2

3
V (κ,z)e2a

]
(Az)2, (5.29)

donde bajo el calibre axial A5 = 0, se recupera Lgn y se garantiza la localización del modo
cero, concerniente al fotón. Aśı bajo reducción dimensional la lagrangiana queda como

L(4)
c =−1

4
f 2
αβ

+ ∑
n6=0

[
− 1

4
( f n

αβ
)2− 1

2
(mnan

µ + ∂µan
z )2

]
. (5.30)

donde es posible identificar el campo de calibre no masivo dado por el campo de Maxwell,
el cual se encuentra desacoplado del resto del espectro, mientras que los estados masivos
generan una torre de campos de Stueckelberg [5, 6].
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