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RESUMEN

La convexidad es una noción básica de la geometría, pero también se usa en otras

áreas de la matemáticas. El uso de las técnicas de convexidad aparece en muchas ramas

de la matemáticas, tales como: la teoría de la optimización, teoría de las desigualda-

des, teoría del análisis funcional, teoría de números y teoría de números entre otras,

y su interrelación con estas ramas se muestra cada vez más profunda y fructífera. La

noción de las funciones GA-convexas se puede utilizar para derivar muchas funciones

convexas familiares. En el presente trabajo estudiaremos unas generalizaciones de las

funciones GA-convexas, las cuales son las funciones (h1, h2)-GA-convexas y (h1, h2,m)-

GA-convexas, para ello se realizará un desarrollo detallado de los propiedades, teoremas,

corolarios y observaciones del artículo ([4]), como también las desigualdades más rele-

vantes como lo son Jensen y Hemite-Hadamard ([4]).
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INTRODUCCIÓN

La convexidad es una noción básica de la geometría, pero también se usa amplia-

mente en otras áreas de las matemáticas.

Es difícil decir quien fue el primero en considerar la noción de convexidad. Por

ejemplo, los triángulos ya aparecían en el antiguo Egipto y Babilonia, en particular,

el triángulo rectángulo y el teorema de Pitágoras, se conocían unos mil años antes de

Pitágoras (569 - 475 A.C.). Sin embargo, fue Arquímedes (287 - 212 A.C.) el primero

en dar una noción de lo que se entendía por una curva o super�cie convexa.

La de�nición más moderna de convexidad nos dice que un conjunto S es convexo

en Rn si para cualquier par de puntos p y q pertenecientes a S, el segmento de recta

que une a los puntos p y q está totalmente contenida en S ([11]). Una parte importante

del tema general de la convexidad es la teoría de funciones convexas. El concepto de

función convexa se remonta del siglo XIX, señalando que en 1883 el matemático francés

Charles Hermite obtiene unas desigualdades entre integrales de funciones para las cuales

su grá�co cumple cierta propiedad de convexidad (ver [11]). En 1889, el matemático

alemán, Otto Hölder considero este concepto ligado con las funciones reales que tiene

segunda derivada no-negativa, obteniendo una forma discreta de lo se conoce hoy como

la desigualdad de Jensen (ver [11]). En 1893 el austríaco Otto Stolz demuestra que si

la función f : [a, b]→ R es continua y veri�ca la desigualdad

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
, (1)

para cada x, y ∈ [a, b], entonces tiene derivadas laterales �nitas.

También en 1893, el matemático francés Jacques Hadamard muestra que si f tiene

derivada creciente, entonces para a < x1 < x2 < b tenemos que (ver [11])

f(x1) + f(x2)

2
<

1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x)dx. (2)

1
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Sin embargo, el concepto de función convexa se le atribuye al danés Johan L. W. V.

Jensen, quien en 1905 hace un estudio detallado de las funciones del tipo (1), demos-

trando varias desigualdades que se derivan de la desigualdad de Jensen (ver [11]).

Si I ⊂ R es un conjunto convexo y f : I → R un función, entonces se dice que f es

convexa si y sólo si

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y),

para cualquier x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] (Ver [11]).

El estudio de las funciones convexas ha generado el interés de muchos matemáticos

en determinar algunas desigualdades para esta nueva clase de funciones y sus generali-

zaciones. A continuación se detallan algunas de estas desigualdades clásicas:

Desigualdad de Jensen (ver [17])

Caso discreto

Sea I un intervalo de R y f : I → R una función convexa. Entonces

f

(
n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi), (3)

con αi ≥ 0, xi ∈ I, i ∈ {1, . . . , n}, tales que, α1 + . . .+ αn = 1.

Caso continuo

Sea f : (a, b)→ R una función convexa y φ : [c, d] −→ (a, b) integrable. Si α : [c, d] −→
[0,+∞) y veri�ca que

∫ b
a
α(t)dt = 1, entonces

f

(∫ d

c

α(t)φ(t)dt

)
≤
∫ d

c

α(t)f(φ(t))dt. (4)

Desigualdad de Hermite-Hadamard (ver [11]). Sea f : I → R una función

convexa y sean a, b ∈ I con a < b, entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (5)

A lo largo del tiempo han aparecido varios problemas que han obligado a generalizar

el concepto de convexidad. Una generalización de esta noción es la de la función h-

convexa, la cual cual fue introducida en el año 2007 por S Varosanec (ver[15]), de la

siguiente forma
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De�nición 0.1. Una función f : I → R se dice que es h-convexa si

f(tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f(x) + (1− t)f(y) (6)

para todo x, y ∈ I y t ∈ (0, 1). Donde I ⊆ R es un intervalo y h : (0, 1) → R es una

función.

Esta noción generaliza las clases de funciones convexas, s-convexas, Gadunova-Levin

y las P-funciones, que se odtienen al usar en ([15]). las funciones h(t) = t,h(t) =

ts,h(t) = 1
t
y h(t) = 1, respectivamente.

Las funciones h-convexas mantienen algunas propiedades, caracterizaciones y de-

sigualdades de las funciones convexas, por ser una generalización de éstas, entre las

desigualdades importante que las funciones h-convexas satisfacen, tenemos: la desigual-

dad del tipo Jensen y la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard (ver[15]).

Por otro lado, otro de los conceptos que derivan de la convexidad, es el de las

funciones Geométrica-Aritmética-convexa (ver[10]), el cual nos el enfoque de la realción

entre la media geometrica,la media aritmetica y la convexidad, el cual se denife de la

siguiente forma:

Una función f : I ⊆ R+ → R, si

f(xty1−t) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

cumple para todo x, y ∈ I y t ∈ [0, 1], entonces f es llamada Geométrica-Aritmética

-convexa o, simplemente podemos llamarla GA-convexa (ver[10]).

Este tipo de funciones también preserva desigualdades importantes de las funciones

convexas, una de ellas es la de Hermite-Hadamard y Jensen, la cual pueden encontrar

con detalles en ([10]).

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la generalización de las funcio-

nes GA-convexas, como lo son: (h1, h2)-GA-convexas y (h1, h2,m)-GA-convexas, estu-

diar sus de�niciones, propiedades y desigualdades que satisfacen dicha clase: Jensen y

Hermite-Hadamard, así como el cumplimiento de teoremas de relevancia que conduscan

a ciertas aplicaciones. Esto se realizará con el desarrollo del artículo (ver[4]).



Capítulo 1

PRELIMINARES

En este capítulo presentaremos el concepto básico de convexidad, como también la

de algunas de sus generalizaciones como lo son: las funciones s-convexas, h-convexas,

m-convexas, GA-convexas y (h,m)-convexas, y también algunas de sus desigualdades

más relevantes, tales como las de tipo Jensen y Hermite-Hadamard.

1.1. Convexidad

El estudio de las funciones convexas como una clase de función es atribuido al danés

J. Jensen por sus primeros trabajos entre los años 1905 y 1906 (ver[6]), sin embargo el no

fue el primero en trabajar en las funciones convexas. Esta clase de funciones aparecen de

forma natural en diversos problemas prácticos. De hecho Jensen decía que la noción de

la función convexa es tan importante como la de la función positiva o función creciente,

el cual debería encontrar un lugar en los textos de teoría de números reales. Iniciaremos

esta sección con el concepto básico de función convexa para funciones reales de�nidas

en un intervalo I.

De�nición 1.1. (ver[11]). Sea I ⊆ R un intervalo. Una función f : I → R, es convexa
si

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) (1.1)

para x, y ∈ I y t ∈ (0, 1).

Usando el principio de inducción matemática, podemos generalizar a más de dos ele-

mentos del intervalo I de la desigualdad (1.1), y es lo que se conoce como la desigualdad

de tipo Jensen.

4
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Proposición 1.1. (ver[11]). (Desigualdad del tipo Jensen). Sea I ⊆ R un intervalo y

Sea f : I → R una función convexa, entonces

f

( n∑
i=1

tixi

)
≤

n∑
i=1

tif(xi), (1.2)

con xi ∈ I, ti > 0, i = 1, .., n, tales que t1 + · · ·+ tn = 1.

La desigualdad de Hermite-Hadamard son clásicas en el estudio de funciones con-

vexas y juegan un papel muy importante en el desarrollo del mismo, debido a sus

aplicaciones y propiedades.

Proposición 1.2. (ver[11]). (Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard). Sea I ⊆ R y

sea f una función convexa, entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

y − x

∫ y

x

f(s)ds ≤ f(x) + f(y)

2
,

para todo x, y ∈ I, con x < y.

De�nición 1.2. (ver[16]). Sea f : [0, b]→ R, y b > 0 y m ∈ (0, 1], si

f(tx+m(1− t)y) ≤ tf(x) +m(1− t)f(y)

es valido para todo x, y ∈ [0, b] y t ∈ [0, 1], entonces f es una función m-convexa en

[0, b].

Teorema 1.1. (ver[16]). (Desigualdad derecha de Hermite-Hadamard). Sea f : R0 → R
una función m-convexa y m ∈ (0, 1], si f ∈ L([a, b]), para 0 ≤ a < b <∞, entonces

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ min

{
f(a) +mf(b/m)

2
,
mf(a/m) + f(b)

2

}
.

Teorema 1.2. (ver[16]).(Desigualdad de Hermite-Hadamard). Sea f : R0 → R una

función m-convexa con m ∈ (0, 1], si f ∈ L([a, b]), para 0 ≤ a < b <∞, entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) +mf(x/m)

2
dx

≤ m+ 1

4

[
f(a) + f(b)

2
+m

f(a/m) + f(b/m)

2

]
.
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En el año 1994 H. Hudzik y L. Maligranda exponen un conjunto de propiedades de

las funciones s-convexas de�nidas en primera instancia por W. Orlicz en 1961(ver[12]),

y en una segunda versión por W.W. Breckner en el año 1978 (ver[2]).

De�nición 1.3. (ver[9]). Sea 0 < s ≤ 1. Una función f : [0,∞)→ R es s-convexas en

el segundo sentido si

f(tx+ (1− t)y) ≤ tsf(x) + (1− t)sf(y)

para todo x, y ∈ [0,∞), y t ∈ (0, 1).

Observación 1.1. De la de�nición 1.3, si s = 1, diremos que f es una función convexa.

En ([13]) M.R. Pinheiro demuestra que la desigualdad de tipo Jensen generalizada

(desigualdad (1.2)) es cierta para funciones convexas en segundo sentido.

Teorema 1.3. ([13]).(Desigualdad tipo Jensen). Sea f : I → R una función s-convexa

con s ∈ (0, 1], entonces

f

( n∑
i=1

tixi

)
≤ (ti)

sf(xi)

para todo xi ∈ I, y ti ∈ (0, 1).

Teorema 1.4. (ver[4]). Si f es s-convexa en el segundo sentido y no-negativa sobre I

y si x1, x2, ..., xn ∈ I para n ≥ 3 y algún s ∈ (0, 1], entonces

n∑
i=1

f(xi)− f
(
x1 + · · ·+ xn

n

)
≥ 2s−1(ns − 1)

n

∑
i<k

f

(
xi + xj

2

)
.

Algunos resultados nuevos relacionados con la Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard

para la clase de funciones s-convexas en el segundo sentido, propuestas por Muhamet

E. y Cetin. Y. En (ver[9]).

Teorema 1.5. (ver[9]). (Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard). Supongamos que

f : R → R es una función s-convexa en el segundo sentido, donde s ∈ [0, 1], y sea

a, b ∈ [0,+∞) con a < b. Si f ∈ L([a, b]), entonces

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1
.
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De�nición 1.4. (ver[4]). Para algún s ∈ [−1, 1], una función f : I ⊆ R0 → R es

llamada s-convexa extendida si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λsf(x) + (1− λ)sf(y)

para todo x, y ∈ I y λ ∈ (0, 1).

En años recientes, como la generalización y la extensión de la clásica noción de

funciones convexas han derivado, nuevas de�niciones y entre ellas tenemos.

De�nición 1.5. (ver[4]). Para algún (s,m) ∈ (0, 1] y b > 0, una función f : [0, b]→ R
es llamada (s,m)-convexa si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λsf(x) +m(1− λ)sf(y)

cumple para todo x, y ∈ I y λ ∈ (0, 1).

Observación 1.2. De la de�nición 1.5

1. si s = 1, diremos que f es una función m-convexa.

2. Si m = 1, diremos que f es una función s-convexa.

3. Si s = 1 y m = 1, diremos que f es una función convexa.

Recientemente N. Eftekhari, estableció varias desigualdades para funciones cuya

primera derivada en modulo son funciones (s,m)-convexa, entre ellas podemos destacar

la desigualdad izquierda de tipo Hermite-Hadamard para funciones (s,m)-convexa en

segundo sentido (ver[3]).

Teorema 1.6. (ver[8]). (Desigualdad izquierda de tipo Hermite-Hadamard). Sea f :

[a, b] → R, con [a, b] ⊆ R0, una función diferenciable en (a, b), tal que, f ′ ∈ L1([a, b]).

Si el |f ′| es (s,m)-convexo en el segundo sentido en [a, b], para (s,m) ∈ (0, 1]2, entonces

∣∣∣∣f(a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ b− a

4(s+ 2)

[∣∣∣∣f(a+ b

2

)∣∣∣∣+
1

(s+ 1)

(∣∣∣∣f ′( a

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣f ′( b

m

)∣∣∣∣)],
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y ∣∣∣∣f(a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ b− a

2(s+2)(s+ 2)
[|f ′(a)|+ |f ′(b)|]m2s+2 − s+ 3

s+ 1

(∣∣∣∣f ′( a

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣f ′( b

m

)∣∣∣∣)].
La propiedad de convexidad de una función, es uno de los más poderosos herramien-

tas para establecer una amplia gama de desigualdades analíticas. Dependiendo de cual

tipo de media aritmética (A) o geométrica (G) consideramos, respectivamente, en el

dominio y el Co-dominio de de�nición de la función podemos distinguen cuatro clases

de funciones convexas. Estas son AA-convexas, AG-convexas, GG-convexas y la que

sera de nuestro interés GA-convexas.

De�nición 1.6. (ver[10]). Una función f : I ⊆ R+ → R, si

f(xty1−t) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

cumple para todo x, y ∈ I y t ∈ [0, 1], entonces f es llamada Geométrica-Aritmética

-convexa o, simplemente podemos llamarla GA-convexa.

C.P. Niculescu discutió la clase de desigualdades que surgen de la GG-convexas,

claramente, en una misma linea investigación fue seguida por Rasvan, A. (ver[14]),

para analizar la clase de desigualdades que surgen al considerar el resto de los tipos

de convexidad (GA,AG,AA), entre ellas destacaremos las siguientes desigualdades del

tipo Hermite-Hadamard para funciones GA-convexas (ver[10]).

Teorema 1.7. (ver[10]). (Desigualdad derecha de tipo Hermite-Hadamard). Sea f :

I ⊆ R+ → R una función diferenciable en I0 y a, b ∈ I0, con a < b y f ′ ∈ L([a, b]). Si

|f ′|q es GA-convexa en [a, b], para q ≥ 1, entonces∣∣∣∣bf(b)− af(a)−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ [(b− a)A(a, b)1− 1
q ]

2
1
q

× {[L(a2, b2)− a2]|f ′|q + [b2 − L(a2, b2)]|f ′|q]
1
q

donde L(a, b) representa la media logarítmica y A(a, b) la media aritmética.
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Teorema 1.8. (ver[10]). (Desigualdad izquierda de tipo Hermite-Hadamard). Sea f :

I ⊆ R+ → R una función diferenciable en I0 y a, b ∈ I0, con a < b y f ′ ∈ L([a, b]). Si

|f ′|q es GA-convexa en [a, b], para q > 1, entonces∣∣∣∣bf(b)− af(a)−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ (ln b− ln a)

[
L

(
a2q/(q−1), b2q/(q−1)

)]1− 1
q
[
A

(
|f ′(a)|q, |f ′(b)|q

)]
.

Imdat, I. (ver[5]) Generaliza la de�nición de funciones GA-convexas introduciendo

el nuevo concepto de funciones s-GA-convexas que presentaremos a continuación.

De�nición 1.7. (ver[5]). Sea s ∈ (0, 1], sea una función f : I ⊆ R+ → R y s ∈ (0, 1].

Entonces f es llamada s-GA-convexa si

f(xλy1−λ) ≤ λsf(x) + (1− λ)sf(y)

para todo x, y ∈ I y λ ∈ [0, 1].

Observación 1.3. De la de�nición 1.7. Si s = 1, entonces f es una función GA-convexa.

En 2013 Imdat, I. (ver[5]). Desarrollo na serie de desigualdades para las funciones

s-GA-convexas, y entre ellas presentaremos una de las mas importantes.

Teorema 1.9. (ver[5]). (Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard). Sea 0 < s ≤ 1.

Supongamos que f : I ⊆ R0 → R, es una función s-GA-convexa en el segundo sentido

y a, b ∈ I, con a < b. Si f ∈ L([a, b]), entonces

2s−1f(
√
ab) ≤ 1

ln a− ln b

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1
.

Una manera natural de Breckner-convexidad (ver[11]), fue propuesta por la mate-

mática croata S. Varosenec, en el año 2005. En el cual propuso la siguiente de�nición.

De�nición 1.8. (ver[15]). Sean I, J ⊆ R intervalos, (0, 1) ⊆ J , y h : J → R es una

función no-negativa, tal que, h 6≡ 0. Una función f : I → R es llamada h-convexa, o se

dice que f ∈ SX(h, I), si es no-negativa y

f(tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f(x) + h(1− t)f(y) (1.3)

para todo x, y ∈ I y t ∈ (0, 1).
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Observación 1.4. De la de�nición 1.8

1. Si h(t) = t para todo t ∈ J , entonces f es una función convexa.

2. Si h(t) = ts para todo t ∈ J y s ∈ (0, 1], entonces f es una función s− convexa.

De�nición 1.9. (ver[7]). Sea J ⊆ R un intervalo, una función h : J → R es llamada

súper-multiplicativa si

h(xy) ≥ h(x)h(y)

para todo x, y ∈ J .

Las funciones h-convexas por ser generalización de las funciones convexas mantienen

algunas desigualdades, entre las cuales presentaremos a continuación dos de las mas

importantes.

Teorema 1.10. (ver[15]).(Desigualdad del tipo Jensen). Sean w1, ..., wn números reales

positivos (n ≥ 2). Si h es una función no negativa súper-multiplicativa y si f ∈
SX(h, I), con x1, ..., xn ∈ I, entonces

f

(
1

Wn

n∑
i=1

xiwi

)
≤

n∑
i1

h

(
wi
Wn

)
f(xi),

donde Wn =
∑n

i1
wi.

Teorema 1.11. (ver[15]).(Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard) Sea f ∈ SX(h, I),

y si f ∈ L([a, b]), entonces

1

2h(1/2)
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ (f(a) + f(b))

∫ 1

0

h(t)dt,

para todo a, b ∈ I, con a < b.

Para concluir este capítulo, presentaremos otra de las generalizaciones a estudiar de

la convexidad, la cual se de�ne como función (h,m)-convexa, la cual satisface desigual-

dades importantes, entre las cuales destacaremos la de tipo Jensen.
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De�nición 1.10. (ver[1]). Sea J ⊆ R un intervalo, (0, 1) ⊆ J y b > 0, h : J → R
es una función no-negativa, tal que, h 6≡ 0. si f : [0, b] → R es (h,m) − convexa, o ,

f ∈ SMX((h,m), [0, b]), si f es no-negativa y

f(tx+m(1− t)y) ≤ h(t)f(x) +mh(1− t)f(y) (1.4)

para todo x, y ∈ [0, b] y λ ∈ [0, 1] y m ∈ (0, 1].

Teorema 1.12. (ver[1]).(Desigualdad del tipo Jensen). Sea h : [0, 1]→ R0 una función

súper-multiplicativa y m ∈ (0, 1]. Si f ∈ SMX((h,m), [0, b]), entonces para todo xi ∈
[0, b] y wi ≥ 0, con i = 1, ..., n y n ≥ 2, se tiene

f

(
1

Wn

n∑
i=1

mi−1xiwi

)
≤

n∑
i1

mi−1h

(
wi
Wn

)
f(xi),

donde Wn =
∑n

i1
wi.

En matemáticas, se conoce como desigualdad entre media geométrica y media arit-

mética , o MA-MG, aquella desigualdad que establece que la media aritmética de un

conjunto de números reales positivos es mayor o igual que la media geométrica del

conjunto, cumpliéndose la igualdad solo cuando todos los elementos del conjunto son

iguales, y se enuncia de la siguiente forma.

Proposición 1.3. (ver[11]). (Media Geométrica-Media Aritmética). Sean {xi}ni=1,{ti}ni=1

números reales, tales que xi ≥ 0 y ti > 0, para i = 1, ..., n y
∑n

i=1 ti = 1, entonces

xt11 x
t2
2 · · · xtnn ≤ t1x1 + t2x2 + · · ·+ xntn. (1.5)



Capítulo 2

FUNCIONES (h1, h2)-GA-CONVEXAS Y
(h1, h2,m)-GA-CONVEXAS

En este capítulo presentamos las de�niciones de lo que es las generalizaciones de las

funciones GA-convexas, como lo son las funciones (h1, h2)−GA−convexa y (h1, h2,m)−
GA − convexa, como también ulgunas propiedades y desigualdad importantes, tales

como las de tipo Jensen y Hermite-Hadamard (ver[4]).

2.1. Funciones (h1, h2)-GA-convexas y (h1, h2,m)-GA-convexas

De�nición 2.1. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0 tal que hi 6≡ 0 para i = 1, 2 y f : I ⊆
R+ → R0. Si

f(xty1−t) ≤ h1(t)f(x) + h2(1− t)f(y)

para x, y ∈ I y t ∈ [0, 1], entonces f es llamada (h1, h2)-GA-convexa.

Observación 2.1. Si f es decreciente y (h1, h2)-GA-convexa en R+ y h1(t) = h2(t) =

h(t) para t ∈ [0, 1], diremos que f es una función h-convexa en R+.

Demostración. Como f es una función decreciente y usando la de�nición 2.1 , para

x, y ∈ I y t ∈ [0, 1], por la proposición 1.3, se tiene

tx+ (1− t)y ≥ xty1−t

f(tx+ (1− t)y) ≤ f(xty1−t)

≤ h1(t)f(x) + h2(1− t)f(y)

= h(t)f(x) + h(1− t)f(y).

�

12
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Observación 2.2. 1. De la de�nición 2.1. Si h1(t) = h2(t) = h(t), diremos que f es

una función h-GA-convexa.

2. Cuando h(t) = ts para t ∈ (0, 1) y s ∈ [−1, 1], la función h-GA-convexa se reduce

a s-GA-convexa extendida.

Demostración. Usando la de�nición 2.1, para x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene

f(xty1−t) ≤ h1(t)f(x) + h2(1− t)f(y)

= tsf(x) + (1− t)sf(y).

�

3. Cuando h(t) = t para t ∈ [0, 1], una función h-GA-convexa es GA-convexa.

Demostración. Usando la de�nición 2.1, para x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene

f(xty1−t) ≤ h1(t)f(x) + h2(1− t)f(y)

= tf(x) + (1− t)f(y).

�

De�nición 2.2. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0 y m : [0, 1] → (0, 1] tal que hi 6= 0 para

i = 1, 2. Una función f : (0, b]→ R0 es llamada (h1, h2,m)-GA-convexa, si

f(xtym(t)(1−t)) ≤ h1(t)f(x) +m(t)h2(1− t)f(y)

para todo x, y ∈ (0, b] y t ∈ [0, 1].

Observación 2.3. De la de�nición 2.2.

1. Si h1(t) = h2(t) = h(t) para todo t ∈ [0, 1], diremos que f : (0, b] → R0 es una

función (h,m)-GA-convexa.

2. Sea f : (0, b] → R0 una función (h,m)-GA-convexa y m ∈ (0, 1]. Cuando h(t) =

t para t ∈ [0, 1] la función f es llamada m-GA-convexa. Si la desigualdad es

invertida diremos que f es una función m-GA-cóncava.
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Demostración. Sea f como en la de�nición 2.2, para x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene

f(tx+ (1− t)y) ≤ f(xty1−t)

≤ h(t)f(x) +m(t)h(1− t)f(y)

= tf(x) +m(t)(1− t)f(y).

�

3. Si f : (0, b] → R0 es una función (h,m)-GA-convexa, h(t) = ts para t ∈ (0, 1)

y s ∈ [−1, 1], y m ∈ (0, 1], diremos que f es una función (s,m)-GA-convexa

extendida.

4. Si f : (0, b]→ R0 es una función (h, 1)-GA-convexa, entonces f es h-GA-convexa

en (0, b].

Demostración. Usando la de�nición 2.2, para x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene

f(tx+ (1− t)y) ≤ f(xty1−t)

≤ h1(t)f(x) + (1)h2(1− t)f(y)

= h(t)f(x) + h(1− t)f(y).

�

Ejemplo 2.1. Sea f(x) = | lnx| para x ∈ (0, 1] y una función m : [0, 1] → (0, 1] ,para

t ∈ (0, 1) y algún `0 ∈ R.

1. Sea h1(t) = t`1 y h2(t) = t`2 para t ∈ (0, 1) y `1, `2 ≤ 1, entonces f es (h1, h2,m)-

GA-convexa en (0, 1];

f(xtym(t)(1−t)) = | ln(xtym(t)(1−t))|

= | lnxt + ln ym(t)(1−t)|

= |t lnx+m(t)(1− t) ln y|

≤ |t lnx|+ |m(t)(1− t) ln y|

= t| lnx|+m(t)(1− t)| ln y|

≤ t`1 | lnx|+m(t)(1− t)`2 | ln y|

= h1(t)| lnx|+m(t)h2(t)| ln y|

= h1(t)f(x) +m(t)h2(t)f(x).
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2. En la de�nición 1.10, escribiendo m = 0,6, h(t) = t para todo t ∈ [0, 1], x0 = 0,5,

y0 = 0,9, y t0 = 1
2

f(t0x0 +m(1− t0)y0)− h(t0)f(x0)−mh(1− t)f(y0) > 0

Esto implica que f(x) = | lnx| no es (h,m)− convexa sobre (0, 1]

2.2. Propiedades

Ahora presentamos algunas propiedades de las funciones (h1, h2)-GA-convexas y

(h1, h2,m)-GA-convexa.

Teorema 2.1. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R+, tal que, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, y sea

f : I ⊆ R+ → R+. Si f : I → R+, es una función (h1, h2)-GA-convexa en I, entonces

h1(t) + h2(1− t) ≥ 1 para t ∈ [0, 1];

Demostración. Usando la (h1, h2)-GA-convexidad de la función f en I, obtenemos

f(x) = f(xtx1−t) ≤ h1(t)f(x) + h2(1− t)f(x)

= [h1(t) + h2(1− t)]f(x)

Así se obtiene

1 ≤ h1(t) + h2(1− t)

para todo x ∈ I y t ∈ [0, 1]. �

Teorema 2.2. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0 para i = 1, 2, 3, 4, sea f : (0, b] → R+ y

m : [0, 1]→ (0, 1].

Si f es una función (h1, h2,m)-GA-convexa en (0, b], h1(t) ≤ h3(t), y h2(t) ≤ h4(t),

para t ∈ [0, 1], entonces f es una función (h3, h4,m)-GA-convexa en (0, b].

Demostración. Como f una función (h1, h2,m)−GA−convexa sobre (0, b], h1(t) ≤ h3(t)

y h2(t) ≤ h4(t), para todo t ∈ [0, 1], se tiene

f(xty(1−t)m(t)) ≤ h1(t)f(x) +m(t)h2(1− t)f(y)

≤ h3(t)f(x) +m(t)h4(1− t)f(y)

para cualquier x ∈ (0, b] y t ∈ [0, 1]. �
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Teorema 2.3. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0, tal que, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, sea f :

(0, b]→ R0, y g : (0, d]→ g((0, d]) ⊆ (0.b], y m ∈ (0, 1].

Si f es una función decreciente y (h1, h2,m)−GA− convexa en (0, b],y si u = g(x)

es una función m-geométricamente cóncava en (0, d], entonces f ◦ g es una función

(h1, h2,m)-GA-convexa en (0, b].

Demostración. Supongamos que f es una función decreciente y (h1, h2,m)-GA-convexa

en (0, b]

Si u = g(x) es m-geométricamente cóncava sobre (0, d], entonces

g(xtym(1−t)) ≥ [g(x)]t[g(y)]m(1−t)

para todo x ∈ (0, d].

Luego, como f es decreciente y (h1, h2,m)−GA− convexa en (0, b] entonces

f(g(xtym(1−t))) ≤ f([g(x)]t[g(y)]m(1−t))

≤ h1(t)f(g(x)) +mh2(1− t)f(g(y))

para todo x, y ∈ (0, d] y t ∈ [0, 1]. �

2.3. Desigualdades del tipo Jensen

Ahora estableceremos las desigualdades de tipo Jensen para funciones (h1, h2,m)-

GA-convexa, y algunas consecuencias de la misma.

Teorema 2.4. (ver[4]). Sean hi : [0, 1] → R0 funciones, tales que, hi 6≡ 0, para i =

1, 2, sea h1(t1)h2(t2) ≤ h2(t1t2), para todo t1, t2 ∈ [0, 1], sea h2 una función super-

multiplicativa y m : [0, 1] → (0,1]. Si f : (0, b] → R0 es una función (h1, h2,m)-GA-

convexa en (0, b], entonces

f

( n∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

n∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi) (2.1)

para todo xi ∈ (0, b], para wi > 0, tal que,
∑n

i=1 wi = 1 y m(w0) = 1

Demostración. Aplicando el método de Inducción matemática
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Para n = 2, tomando t = w1 y 1− t = w2, se tiene

f

( 2∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
= f(xt1x

m(t)(1−t)
2 )

≤ h1(t)f(x1) +m(t)h2(1− t)f(x2).

Ahora, supongamos que la desigualdad se cumple para n = k, esto es

f

( k∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

k∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi). (2.2)

Ahora probemos que se cumple para n = k+ 1, consideremos ∆k =
∑k+1

i=2 wi, aplicando

la de�nición 2.2 , se tiene

f

(k+1∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
= f

(
xw1

1

(k+1∏
i=2

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

))

= f

(
xw1

1

(k+1∏
i=2

X
wi/∆k

∏i−1
j=0,j 6=1m(wj)

i

)m(w1)∆k
)

≤ h1(w1)f(x1) +m(w1)h2(∆k)f

(k+1∏
i=2

x
wi/∆k

∏i−1
j=2m(wj)

i

)
.

Aplicando la desigualdad (2.2), considerando que h1(t1)h2(t2) ≤ h2(t1t2) para todo

t1, t2 ∈ [0, 1] y que h2 es una función super-multiplicativa,

f

(k+1∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
≤ h1(w1)f(x1) +m(w1)h2(∆k)

[
h1

(
w2

∆k

)
f(x2)

+
k+1∑
i=3

(i−1∏
j=2

m(wj)

)
h2

(
wi
∆k

)
f(xi)

]
= h1(w1)f(x1) +m(w1)h2(∆k)h1

(
w2

∆k

)
f(x2)

+ m(w1)h2(∆k)

[k+1∑
i=3

(i−1∏
j=2

m(wj)

)
h2

(
wi
∆k

)
f(xi)

]
≤ h1(w1)f(x1) +m(w1)h2(w2)f(x2)

+
k+1∑
i=3

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi)

= h1(w1)f(x1) +
k+1∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi).
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�

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata del teorema 2.4.

Corolario 2.1. (ver[4]). Bajo las condiciones del teorema 2.4, si f es una función

decreciente sobre (0, b] y m(t) = 1 para t ∈ [0, 1], entonces

f

( n∑
i=1

wixi

)
≤ f

( n∏
i=1

xwi
i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

n∑
i=2

h2(wi)f(xi)

cumple para todo xi ∈ (0, b] y wi > 0 tales que
∑n

i=1wi = 1.

Demostración. Por la proposición 1.3, y ya que f es decreciente, se cumple

n∑
i=1

wixi ≥
n∏
i=1

xwi
i

⇒ f

( n∑
i=1

wixi

)
≤ f

( n∏
i=1

xwi
i

)
.

Aplicando el teorema (2.4), con m(t) = 1 para todo t ∈ [0, 1] se cumple

f

( n∑
i=1

wixi

)
≤ f

( n∏
i=1

xwi
i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

n∑
i=2

h2(wi)f(xi).

�

Corolario 2.2. (ver[4]). Bajo las condiciones del teorema 2.4 , si w1 = · · · = wn = 1
n
,

entonces

f

( n∏
i=1

x
1
n

[m( 1
n

)]i−1

i

)
≤ h1

(
1

n

)
f(x1) + h2

(
1

n

) n∑
i=2

[
m

(
1

n

)]i−1

f(xi). (2.3)

cumple para todo xi ∈ (0, b] para i = 1, 2, .., n.

Demostración. (ver[4]). Por el teorema 2.4, se tiene

f

( n∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

n∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi)

Ahora sustituimos los w1 = · · · = wn = 1
n
, y nos queda

f

( n∏
i=1

x
1
n

[m( 1
n

)]i−1

i

)
≤ h1

(
1

n

)
f(x1) + h2

(
1

n

) n∑
i=2

[
m

(
1

n

)]i−1

f(xi).

�
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Corolario 2.3. (ver[4]). Sea h : [0, 1] → R0 una función que cumple h2(t1t2) ≥
h2(t1)h2(t2), tal que, hhi 6≡ 0, m ∈ (0, 1], y si f : (0, b] → R0 es una función (h,m)-

GA-convexa en (0, b]. Entonces

f

( n∏
i=1

xm
i−1wi

i

)
≤

n∑
i=1

mi−1h(wi)f(xi). (2.4)

Demostración. Aplicando el teorema 2.4, se tiene

f

( n∏
i=1

x
wi

∏i−1
j=0m(wj)

i

)
≤ h1(w1)f(x1) +

n∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h2(wi)f(xi).

Ahora haciendo, h1(t) = h2(t) = h(t) y m(t) = m, para todo t ∈ [0, 1] y m ∈ (0, 1], nos

queda

f

( n∏
i=1

xm
i−1wi

i

)
≤ h(w1)f(x1) +

n∑
i=2

mi−1h(wi)f(xi)

=
n∑
i=1

mi−1h(wi)f(xi).

�

Corolario 2.4. (ver[4]). Sea h(t) = ts con t ∈ (0, 1) y s ∈ [−1, 1], f : [0, b] → R0 y

m ∈ (0, 1]. Entonces f es una función (s,m)−GA− convexa si y solo si

f

( n∏
i=1

xm
i−1wi

i

)
≤

n∑
i=1

mi−1wsi f(xi).

para todo xi ∈ (0, b] y wi > 0 tales que
∑n

i=1wi = 1.

Demostración. (⇒) Aplicando el teorema 2.4, haciendo h(t) = ts y m(t) = m, para

todo t ∈ [0, 1] y s ∈ [−1, 1], obtenemos

f

( n∏
i=1

xm
i−1wi

i

)
≤ h(w1)f(x1) +

n∑
i=2

(i−1∏
j=1

m(wj)

)
h(wi)f(xi)

= ws1f(x1) +
n∑
i=2

mi−1wsi f(xi)

=
n∑
i=1

mi−1wsi f(xi).
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(⇐) Para n = 2, tomando w1 = t y w2 = 1− t, tiene

f

( 2∏
i=1

xm
i−1wi

i

)
≤

2∑
i=1

mi−1wsi f(xi)

= ws1f(x1) +mws2f(x2)

= tsf(x1) +m(1− t)sf(x2).

�

2.4. Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard

Ahora estamos en condiciones de establecer nuevas desigualdades del tipo Hermite-

Hadamard para funciones (h1, h2,m)−GA−convexas, junto con algunas consecuencias

y teoremas de relevancia.

Teorema 2.5. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, m : [0, 1] → (0, 1].

Si f : R+ → R0 es una función (h1, h2,m)-GA-convexas en R+, tal que ,f ∈ L1(R+) y

h1, h2 ∈ L1([0, 1]), para a, b ∈ R+, con a < b. Entonces

f(
√
ab) ≤ h1(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx+

m(1/2)h2(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x1/m(1/2))

x
dx. (2.5)

Demostración. Sea
√
ab = (atb1−t)1/2(a1−tbt)1/2, para t ∈ [0, 1], de la (h1, h2,m)-GA-

convexidad de la función f sobre R+ , y multiplicando por 1 = m(1/2)/m(1/2) en el

segundo exponente, se obtiene

f(
√
ab) = f((atb1−t)1/2(a1−tbt)1/2) (2.6)

= f

(
[(atb1−t)]1/2[(a1−tbt)1/m(1/2)]m(1/2)1/2

)
≤ h1

(
1

2

)
f(atb1−t) +m

(
1

2

)
h2

(
1

2

)
f

(
(a1−tbt)1/m(1/2)

)
.

Si reemplazamos a1−tbt y atb1−t por x, para 0 ≤ t ≤ 1, entonces∫ 1

0

f(a1−tbt)dt =
1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx. (2.7)
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En efecto

Consideremos el cambio x = a1−tbt, y se tiene que

x = a1−tbt

lnx = ln(a1−tbt)

= ln a1−t + ln bt

= (1− t) ln a+ t ln b

⇒ 1

x
dx = (− ln a+ ln b)dt

dt =
1

(ln b− ln a)x
dx.

Luego cuando t = 0 se tiene x = a y cuando t = 1 obtenemos x = b. Por otro lado∫ 1

0

f

(
[a1−tbt]1/m(1/2)

)
dt =

1

ln b− ln a

∫ b

a

f
(x1/m(1/2))

x
dx. (2.8)

Haciendo x = atb1−t, Luego integrando la desigualdad (2.6) sobre [0, 1] y aplicando las

igualdades (2.7) y (2.8), se obtiene

f(
√
ab) =

∫ 1

0

f(
√
ab)dt

=

∫ 1

0

f((atb1−t)1/2(a1−tbt)1/2)dt

=

∫ 1

0

f

(
[(atb1−t)]1/2[(a1−tbt)1/m(1/2)]m(1/2)1/2

)
dt

≤
∫ 1

0

(
h1

(
1

2

)
f(atb1−t)dt+m

(
1

2

)
h2

(
1

2

)
f

(
(a1−tbt)1/m(1/2)

))
dt

= h1

(
1

2

)∫ 1

0

f(atb1−t)dt+m

(
1

2

)
h2

(
1

2

)∫ 1

0

f

(
(a1−tbt)1/m(1/2)

)
dt

=
h1(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx+

m(1/2)h2(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x1/m(1/2))

x
dx.

�

Teorema 2.6. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, m ∈ (0, 1]. Si

f : R+ → R0 una función (h1, h2,m)-GA-convexas en R+, tal que, f ∈ L1(R+) y
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h1, h2 ∈ L1([0, 1]) para a, b ∈ R+, con a < b. Entonces

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt,

f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt

}
.

Demostración. Tomando x = a1−tbt, luego por la (h1, h2,m)-GA-convexidad de la fun-

ción f , y usando la igualdad (2.7), se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx =

∫ 1

0

f(a1−tbt)dt

=

∫ 1

0

f(a1−t[b1/m]mt)dt

≤
∫ 1

0

(
h1(1− t)f(a) +mh2(t)f(b1/m)

)
dt

= f(a)

∫ 1

0

h1(1− t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt.

Por otro lado veamos que, si hacemos t1 = 1− t, se tiene∫ 1

0

h1(1− t)dt =

∫ 1

0

h1(t1)dt1 (2.9)

En efecto

Si t1 = 1− t, entonces dt1 = −dt, luego cuando t = 0 se tiene que t1 = 1 y cuando t = 1

se tiene t1 = 0. Asi∫ 1

0

h1(1− t)dt =

∫ 0

1

h1(t1)(−dt1) =

∫ 1

0

h1(t1)dt1.

Aplicando la igualdad (2.9), y por la desigualdad anterior tenemos que

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt. (2.10)

Por otro lado, tomando x = a1−tbt, luego por la (h1, h2,m) − GA − convexidad de la
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función f , y usando la igualdad (2.7), se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx =

∫ 1

0

f(a1−tbt)dt

=

∫ 1

0

f(bt[a1/m]m(1−t))dt

≤
∫ 1

0

(
h1(t)f(b) +mh2(1− t)f(a1/m)

)
dt

= f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(1− t)dt

= f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt.

Asi, obtenemos que

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt. (2.11)

Luego de las desigualdades (2.10) y (2.11), se concluye que

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt,

f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt.

}
.

�

Corolario 2.5. (ver[4]). Bajo las condiciones del teorema 2.6. Si h1(t) = h2(t) = h(t)

para t ∈ [0, 1], se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a) +mf(b1/m), f(b) +mf(a1/m)

}∫ 1

0

h(t)dt.

Demostración. Por el teorema 2.6, se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt,

f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t)dt

}
= min

{
f(a)

∫ 1

0

h(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h(t)dt,

f(b)

∫ 1

0

h(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h(t)dt

}
≤ min

{
f(a) +mf(b1/m), f(b) +mf(a1/m)

}∫ 1

0

h(t)dt.
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�

Corolario 2.6. (ver[4]). Bajo las condiciones del teorema 2.6. Sea h1(t) = ts1 y h2(t) =

ts2, para todo t ∈ (0, 1), s1, s2 ∈ (−1, 1] y m ∈ (0, 1]. Si f : R+ → R0 es una función

(h1, h2,m)-GA-convexa en R+, tal que, f ∈ L1(R+) y h1, h2 ∈ L1([0, 1]), para todo

a, b ∈ R+ con a < b. Entonces

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a)

s1 + 1
+
mf(b1/m)

s2 + 1
,
f(b)

s1 + 1
+
mf(a1/m)

s2 + 1

}
.

Demostración. Por el teorema 2.6, se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx ≤ min

{
f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(t1)dt1,

f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(t1)dt1

}
= min

{
f(a)

∫ 1

0

ts1dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

ts2dt,

f(b)

∫ 1

0

ts1dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

ts2dt

}
= min

{
f(a)ts1+1

s1 + 1

∣∣∣∣1
0

+
mf(b1/m)ts2+1

s2 + 1

∣∣∣∣1
0

,
f(b)ts1

s1 + 1

∣∣∣∣1
0

+
mf(a1/m)ts2+1

s2 + 1

∣∣∣∣1
0

}
= min

{
f(a)

s1 + 1
+
mf(b1/m)

s2 + 1
,
f(b)

s1 + 1
+
mf(a1/m)

s2 + 1

}
.

�

Teorema 2.7. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, m ∈ (0, 1]. Si

f : R+ → R0 es una función (h1, h2,m)-GA-convexas en R+, tal que, f ∈ L1(R+) y

h1, h2 ∈ L1([0, 1]), para todo a, b ∈ R+ con a < b. Entonces

f(
√
ab) ≤ h1(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx+

mh2(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x1/m)

x
dx

≤ min

{[
h1

(
1

2

)
f(a) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+ m

[
h1

(
1

2

)
f(b1/m) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt,[
h1

(
1

2

)
f(b) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+ m

[
h1

(
1

2

)
f(a1/m) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt

}
.
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Demostración. De la (h1, h2,m)-GA-convexidad de la función f en R+, se obtiene

f(
√
ab) = f((atb1−t)1/2(a1−tbt)1/2)

= f

(
[(atb1−t)]1/2[(a1−tbt)1/m]m1/2

)
≤ h1

(
1

2

)
f(atb1−t) +mh2

(
1

2

)
f

(
(a1−tbt)1/m

)
≤ h1

(
1

2

)[
h1(t)f(a) +mh2(1− t)f(b1/m)

]
+ mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(a1/m) +mh2(t)f(b1/m2

)

]
.

Por lo tanto, se tiene

f(
√
ab) ≤ h1

(
1

2

)[
h1(t)f(a) +mh2(1− t)f(b1/m)

]
(2.12)

+ mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(a1/m) +mh2(t)f(b1/m2

)

]
.

Por otro lado, también ocurre que

f(
√
ab) = f((a1−tbt)1/2(atb1−t)1/2)

= f

(
[(a1−tbt)]1/2[(atb1−t)1/m]m1/2

)
≤ h1

(
1

2

)
f(a1−tbt) +mh2

(
1

2

)
f

(
(atb1−t)1/m

)
= h1

(
1

2

)
f([a1/m]m(1−t)bt) +mh2

(
1

2

)
f

(
([a1/m2

]mt[b1/m]1−t)

)
≤ h1

(
1

2

)[
h1(t)f(b) +mh2(1− t)f(a1/m)

]
+ mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(b1/m) +mh2(t)f(a1/m2

)

]
.

Y obtenemos que

f(
√
ab) ≤ h1

(
1

2

)[
h1(t)f(b) +mh2(1− t)f(a1/m)

]
(2.13)

+ mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(b1/m) +mh2(t)f(a1/m2

)

]
.

Así, de las desigualdades (2.13) y (2.12), se tiene
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f(
√
ab) ≤ h1

(
1

2

)
f(a1−tbt) +mh2

(
1

2

)
f

(
(atb1−t)1/m

)
≤ min

{
h1

(
1

2

)[
h1(t)f(a) +mh2(1− t)f(b1/m)

]
+ mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(a1/m) +mh2(t)f(b1/m2

)

]
,

h1

(
1

2

)[
h1(t)f(b) +mh2(1− t)f(a1/m)

]
mh2

(
1

2

)[
h1(1− t)f(b1/m) +mh2(t)f(a1/m2

)

]
.

Ahora integrando en [0, 1], ambos lados de las desigualdades (2.12) y (2.13) con

respecto a t , Sustituyendo atb1−t y atb1−t para t ∈ [0, 1] por x, se obtiene

f(
√
ab) ≤ h1(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx+

mh2(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x1/m)

x
dx

≤ min

{
h1

(
1

2

)[
f(a)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(b1/m)

∫ 1

0

h2(1− t)dt
]

+ mh2

(
1

2

)[
f(a1/m)

∫ 1

0

h1(1− t)dt+mf(b1/m2

)

∫ 1

0

h2(t)dt

]
,

h1

(
1

2

)[
f(b)

∫ 1

0

h1(t)dt+mf(a1/m)

∫ 1

0

h2(1− t)dt
]

+ mh2

(
1

2

)[
f(b1/m)

∫ 1

0

h1(1− t)dt+mf(a1/m2

)

∫ 1

0

h2(t)dt

]}
≤ min

{[
h1

(
1

2

)
f(a) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+

[
h1

(
1

2

)
f(b1/m) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt,[
h1

(
1

2

)
f(b) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+

[
h1

(
1

2

)
f(a1/m) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt

}
.

�

Corolario 2.7. (ver[4]). Sea h : [0, 1] → R0, h 6≡ 0, m ∈ (0, 1]. Si f : R+ → R0 es

una función (h,m)-GA-convexas en R+, tal que, f ∈ L1(R+) y h ∈ L1([0, 1]), para todo
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a, b ∈ R+, con a < b. Entonces

f(
√
ab)

h(1/2)
≤ 1

ln b− ln a

∫ b

a

1

x

[
f(x) +mf(x1/m)

]
dx

≤ min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}∫ 1

0

h(t)dt.

Demostración. Tomando h1(t) = h2(t) = h(t), para todo t ∈ [0, 1], y aplicando el

teorema 2.7 se obtiene

f(
√
ab) ≤ h1(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)

x
dx+

mh2(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

f(x1/m)

x
dx

≤ min

{[
h1

(
1

2

)
f(a) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+ m

[
h1

(
1

2

)
f(b1/m) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt,[
h1

(
1

2

)
f(b) +mh2

(
1

2

)
f(b1/m)

] ∫ 1

0

h1(t)dt

+ m

[
h1

(
1

2

)
f(a1/m) +mh2

(
1

2

)
f(a1/m2

)

] ∫ 1

0

h2(t)dt

}
= min

{[
h

(
1

2

)
f(a) +mh

(
1

2

)
f(a1/m)

] ∫ 1

0

h(t)dt

+ m

[
h

(
1

2

)
f(b1/m) +mh

(
1

2

)
f(b1/m2

)

] ∫ 1

0

h(t)dt,[
h

(
1

2

)
f(b) +mh

(
1

2

)
f(b1/m)

] ∫ 1

0

h(t)dt

+ m

[
h

(
1

2

)
f(a1/m) +mh

(
1

2

)
f(a1/m2

)

] ∫ 1

0

h(t)dt

}
= h

(
1

2

)
min

{[
f(a) +mf(a1/m)

]
+m

[
f(b1/m) +mf(b1/m2

)

]
,[

f(b) +mf(b1/m)

]
+m

[
f(a1/m) +mf(a1/m2

)

]}∫ 1

0

h(t)dt

= h

(
1

2

)
min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}∫ 1

0

h(t)dt.

�
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Corolario 2.8. (ver[4]). Bajo las condiciones del corolario 2.7, si h(t) = ts para t ∈
(0, 1) y s ∈ (−1, 1], entonces

f(
√
ab) ≤ h(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

1

x

[
f(x) +mf(x1/m)

]
dx

≤ 1

s+ 1
min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}
.

Demostración. Aplicando el corolario 2.7 y tomando h(t) = ts, para todo t ∈ [0, 1], se

tiene

f(
√
ab) ≤ h(1/2)

ln b− ln a

∫ b

a

1

x

[
f(x) +mf(x1/m)

]
dx

≤ min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}∫ 1

0

h(t)dt

= min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}∫ 1

0

tsdt

= min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}
ts+1

s+ 1

∣∣∣∣1
0

=
1

s+ 1
min

{
f(a) +mf(a1/m) +mf(b1/m) +m2f(b1/m2

),

mf(a1/m) +m2f(a1/m2

) + f(b) +mf(b1/m)

}
.

�

Teorema 2.8. (ver[4]). Sea hi : [0, 1] → R0, hi 6≡ 0 para i = 1, 2, m1,m2 ∈ (0, 1],

y f, g : R+ → R0. Si f es una función (h1, h2,m1)-GA-convexa en R+, y g es una

función (h1, h2,m2)-GA-convexa en R+, sean f, g ∈ L1([a, b]) y h2
1, h

2
2 ∈ L1([0, 1]), tales
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que para todo a, b ∈ R+ con a < b. Entonces

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x2
dx (2.14)

≤ f(a)g(a)

∫ 1

0

h2
1(t)dt+m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

∫ 1

0

h2
2(1− t)dt

+

[
m2f(a)g(b1/m2) +m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

Demostración. Sea x = atb1−t para t ∈ [0, 1]. Por la (h1, h2,m)-GA-convexidad de las

funciones f y g, se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x
dx =

∫ 1

0

f(atb1−t)g(atb1−t)dt

=

∫ 1

0

f(at[b1/m1 ]m1(1−t))g(at[b1/m2 ]m2(1−t))dt

≤
∫ 1

0

{[
h1(t)f(a) +m1h2(1− t)f(b1/m1)

]
×

[
h1(t)g(a) +m2h2(1− t)g(b1/m2)

]}
dt

= f(a)g(a)

∫ 1

0

h2
1(t)dt+m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

∫ 1

0

h2
2(1− t)dt

+

[
m2f(a)g(b1/m2) +m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt.

�

Corolario 2.9. (ver[4]). Bajo las condiciones del teorema 2.8, si h1(t) = h2(t) = h(t)

para todo t ∈ [0, 1], entonces

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x
dx ≤

[
f(a)g(a) +m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

] ∫ 1

0

h2(t)dt

+

[
m2f(a)g(b1/m2) +m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt.

Demostración. Aplicando el teorema 2.8 y considerar el hecho que h1(t) = h2(t) = h(t),
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se tiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x2
dx

≤ f(a)g(a)

∫ 1

0

h2
1(t)dt+m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

∫ 1

0

h2
2(1− t)dt

+

[
m2f(a)g(b1/m2) +m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

=

[
f(a)g(a) +m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

] ∫ 1

0

h2(t)dt

+

[
m2f(a)g(b1/m2) +m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt.

�

Observación 2.4. En particular si h(t) = ts para t ∈ (0, 1), s ∈ (−1
2
, 1) y m1 = m2 =

m, entonces

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x2
dx ≤ 1

2s+ 1

[
f(a)g(a) +m2f(b1/m)g(b1/m)

]
+ mβ(s+ 1, s+ 1)

[
mf(a)g(b1/m) +mf(b1/m)g(a)

]
.

Donde β es denotada como la función BETA.

Demostración. Aplicando el corolario 2.9, y realizando la sustitución de h(t) = ts, se

obtiene

1

ln b− ln a

∫ b

a

f(x)g(x)

x2
dx ≤

[
f(a)g(a) +m1m2f(b1/m1)g(b1/m2)

] ∫ 1

0

(ts)2dt

+

[
m2f(a)g

(
b1/m2

)
+m1f(b1/m1)g(a)

] ∫ 1

0

ts(1− t)sdt

=
1

2s+ 1

[
f(a)g(a) +m2f(b1/m)g(b1/m)

]
+ mβ(s+ 1, s+ 1)

[
mf(a)g(b1/m) +mf(b1/m)g(a)

]
.

�
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