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RESUMEN

La teoria de semigrupo de operadores no nos permite hacer estudio sobre sistemas
no auténomos, debido a que solo es aplicable a sistemas autéonomos. En este sentido, A.
Carrasco y H. Leiva en el articulo: A Lemma on Evolution Operators and Applications,
ver ([1]) obtienen algunos resultados sobre operadores de evolucion y como aplicacion
encuentran una férmula para el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales parabolicas no auténomas. Lo que nos motivé a estudiar la familia de operadores
de evolucion que puede usar la representacion de soluciones de una clase general de
ecuaciones parciales no auténomas. El objetivo principal de este trabajo es estudiar las
ecuaciones diferenciales no auténomas, conocidas como ecuaciones de evolucion. Como
aplicacion estudiaremos la existencia de soluciones en un sistemas de ecuaciones para-
bolicas no auténomas. Se estudiara la teoria de semigrupos de operadores fuertemente
continuos (ver [6]) y de operadores de evolucion (ver [1], [6] y [9]) que es necesaria para
el estudio del problema de Cauchy no autéonomo definido sobre un espacio de Hilbert Z.
Luego se escribird el sistema de ecuaciones parabdlicas no auténomas como una ecua-
cion diferencial ordinaria abstracta en el espacio de Hilbert Z = L?(Q). Y haciendo uso
de los resultados desarrollados anteriormente se encontrara una solucion del sistema de

ecuaciones parabolicas no auténomas.
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INTRODUCCION

En este trabajo se estudiaran las ecuaciones diferenciales no auténomas, conocidas
como ecuaciones de evolucion. Como aplicacion estudiaremos la existencia de soluciones
en un sistemas de ecuaciones parabdlicas no auténomas. En primer lugar se exponen
las definiciones y resultados importantes que seran de utilidad en el desarrollo de este
trabajo. Particularmente se muestran resultados sobre los espacios lineales normados,
espacios de Hilbert y semigrupos fuertemente continuos. Seguidamente estudiaremos el

problema de Cauchy no autéonomo definido sobre un espacio de Hilbert Z,

dil—sft):A(t)z(t) 0<s<t< o0,
2(s) =29 € Z,

Donde z : [0,00) — Z, A(t) es una familia de operadores lineales acotados en Z cuyo
dominio D(A(t)) = D, es independiente de t , tal que A(-)z € C(R", Z) para cada
z € D. Para ello, es necesario considerar la teoria de operadores de evolucion, ver [1].
Luego se hace uso de los resultados desarrollados anteriores para encontrar una soluciéon

del siguiente sistema de ecuaciones parabélicas parciales no auténomos,

(
aZg; S) — DAZ(t,ZU) + B(t)Z(t,{lj’) + f(t7[[)’ t > O7 = Rn’
82(t75> :O t>07 anQ7
on
[ 2(0,7) = z(x), z €I,

donde Q es un dominio acotado en RV (N > 1), zy € L%(2), D es una matriz n xn cuyos
valores propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo y
f:RxQ — R" es una funcion suave. Se supone que el operador B € L*>([0,00); L(Z))

con Z = L*(2). pero antes de eso se escribiré el sistema como una ecuacion diferencial
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ordinaria abstracta en el espacio de Hilbert Z = L?((Q).
Cabe destacar que la misma técnica funciona para una amplia clase de ecuaciones
de reaccion-difusion (dependientes del tiempo) no auténomas en un espacio de Hilbert

7 de la forma:

T 40+ B0z + F (), 10
2(s) = 2.

Donde A es dado por:
Az = ZAnPnz, z € D(A)

n=1

B € L*([0,00); L(Z)) y F : [O,00) — Z es una funcion adecuada.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

1.1. ESPACIOS LINEALES NORMADOS

Definicién 1.1. Un espacio vectorial lineal W sobre el campo escalar F es un conjunto
no vacio W, con una aplicacién Ay : W x W — W definida por A\i(xy,z5) = x1 + 2
(llamado adicion) y una aplicacién Ay : F x W — W, definido por \y(a,z) = ax
(lamado multiplicacion). Estas aplicaciones satisfacen las siguientes condiciones para

todo x,y,z en W y todo o, B € F.

a) r +y =1y + x (Propiedad conmutativa);

b) (x +y)+ 2z =2+ (y+ 2) (Propiedad asociativa);

c) 310 € W/xz + 0 = = (Existencia del elemento cero);

d) Ve € W,3(—x) € W/x + (—x) = 0 (Existencia de una inversa);
&) alBz) = (af)z;

f) (a+ B)x = az + fu;

g) alz+y) = ar+ay;

h) 1 eW/le =2 Vo e W;

Definicién 1.2. Si W es un espacio vectorial lineal sobre un campo F, entonces un

subconjunto S de W es un subespacio lineal si:
r,2yeS=ar+pyesS, Va,peF.
Esto es, S también es un espacio vectorial lineal sobre F.

3
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Definicién 1.3. Una norma es una funciéon conjunto no negativa sobre el espacio vec-
torial lineal W definida por: || - || : W — R*(]0, 00)) tal que:

a. ||z|]| = 0siy solosiz=0;
bl +yll < el + [lyll Yo,y € W;

c. |laz|| = lafljz|| YxeW Vae F.

Definicién 1.4. Un espacio lineal normado es un espacio vectorial lineal X con la

norma || - ||, inducida por el espacio y es denotada por (X, || - [|.).

Ejemplo 1.1. Sea p > 1 un numero real fijo. Definamos el siguiente espacio

gp = {<£17£27 )751 € C/Z |£j|p < OO}

j=1

1) ¢, es un espacio vectorial lineal sobre C;

SAL

oo
2) {, es un espacio vectorial normado con la norma ||z|| = (Z ]§j|p> .
j=1

Definicién 1.5. Una combinacion lineal de vectores z, ..., z, de un espacio vectorial

lineal W es una expresion de la forma:
1T + Qoxg + ... + ApThp,
donde ay, ...,qa, € F.

Definicién 1.6. Para cualquier subconjunto no vacio M del espacio vectorial lineal W,
el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de M es llamado span de

M y es denotado por: span{M}.

Definicién 1.7. Si 24, ..., z, son elementos de (W, F) y si existen escalares aq, as, ...,

no todos nulos tal que:
a1T1 + asxs + ... + apx, =0,

entonces decimos que 1, ..., x, es un conjunto linealmente dependiente.

En caso contrario, se dice que el conjunto es linealmente independiente.
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Definiciéon 1.8. Si el espacio vectorial W es el span de un conjunto finito de vectores
linealmente independientes x4, ..., x,, entonces decimos que W tiene dimensiéon n. En

caso contrario W tiene dimension infinita.

Ejemplo 1.2. Sea p > 1 un nimero real fijo y sea —oo < a < b < co. Consideremos el

Wp:{x(t) medible / /ab\x(t)\pdt<oo}

Si dotamos de las aplicaciones de adicion y multiplicacion dadas en la definicion (1.1)

conjunto:

al conjunto W, entonces es un espacio vectorial lineal.

Definicion 1.9. Sean (X, || - ||) y (Y, | - ||,) dos espacios lineales normados. Entonces
X y Y son topologicamente isomorfo si existe un mapeo lineal biyectivo; T : X — Y y

constantes positivas a, b , tal que:
allzlle < |Tzlly < bllz|. Vze X.

Las normas || - ||, ¥ || - ||, son llamadas normas equivalentes. Los espacios lineales

normados son isométricamente isomorfo si existe un mapeo lineal, biyectivo, T': X — Y

tal que:
[Tlly = ]l
Definicién 1.10. Una sucesion {z,} es un espacio lineal normado (X, || - ||) converge
a x si,
lim ||z, — z||. = 0.
n—oo
o0 n
Igualmente, la serie Z x; se dice que converge a x, si la sucesion {yn = Z mz} con-
i=0 i=1

verge a r cuando n — oo.

Definicién 1.11. Un conjunto V' en un espacio lineal normado X es cerrado si toda
sucesion convergente en V' tiene su punto limite en V. Un conjunto V es abierto si el

complemento es cerrado.
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Definicién 1.12. El conjunto cerrado més pequeno que contiene a V' y todos los puntos

limites de sucesiones en V, es llamado clausura de V y denotado por V.

Definicién 1.13. Un conjunto V' en un espacio lineal normado (X, || - ||) es acotado

si,

sup||z||. < oo.
TEV

Un conjunto V' en el espacio lineal normado es compacto si toda sucesién en V' contie-
ne una subsucesién convergente y cuyos puntos limites estdn en V. Finalmente, V' es

relativamente compacto si su clausura es compacta.

Definicién 1.14. Un subconjunto V' de un espacio lineal normado X, es denso en X,

si la clausura V' es X. Esto significa que: Vo € X, Ve >0, Jv € V tal que ||jv —z| < e.

Observacién 1.1. Todo espacio lineal normado tiene subconjunto denso, pero no son

necesariamente numerables.

Definicion 1.15. Un espacio lineal normado (X, | - ||.) es separable si contiene un

subconjunto denso que es numerable.

Definicién 1.16. Una sucesion {z,} de elementos en un espacio lineal normado (X, || - ||2)

es una sucesion de Cauchy si,
|zn — |l — 0 cuando n,m — oo.

Lema 1.1. (Lema de fatous) Si {f,} es una sucesion de funciones medibles no ne-

gativas, entonces:

/ (h_m fn) du < lim [ fpdu.
n—oo n—oo

Proposiciéon 1.1. (Desigualdad de Minkowski) Si f y g estin en L,, p > 1, en-

tonces:

1+ glle < 11fllp+ llgllp-
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Teorema 1.1. (Teorema de la convergencia de lebesgue) Sea g una funcion in-
tegrable sobre E y sea {f,} una sucesion de funciones medibles tal que |f,| < g sobre

E y para casi todo x € E se tiene que lim f, = f. Entonces:
n—oo

fr=tim [

Definicién 1.17. Un espacio lineal normado X es completo si toda sucesion de Cauchy

converge en X.
Ejemplo 1.3. (L,, | - |l,) (p > 1) es un espacio de Banach.

Sabemos que un espacio de Banach es un espacio lineal normado completo; Asi que

primero probaremos que (L,, | - ||,) es un espacio vectorial normado.

Sea (p > 1) Lp(u):{f:X—HC:f medible y /]f|pdu<oo}yH-||p:Lp(u)—>]R

definida por || f], = (/ |f|pdu) "

1) |lz(t)|| = 0 entonces f es nula en casi todas partes.

2) Seaze L,y aeR.

joatil, = ([ ,wwdt);
(f rarp\x<t>rpdt)’l’
B /b|x<t>|pdt>;
= Joi ([ e |Pdt)
M.

= lafllz(t

Entonces [lax(t)|, = [l]|z(#)]l,
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3) Sea x,y € L,. Usando la proposicion (1.1) resulta:

l=() +y@I = (/b |(t) + y(t)lpdt);
= (/ () ‘pdt);Jr(/ab’y(t)!pdt);

= ll=@l + lly@)|l.
entoces ||z(t) +y(t)|| < |lz@)| + ly(t)]|-

Asi de 1),2) y 3) obtenemos que (L, || - ||,) es un espacio vectorial normado.

Ahora probemos que (L,, || - ||,) es completo. Esto es probar que toda sucesion de

Cauchy converge en L,,.

oo
Sea {f,}>2, una sucesion de Cauchy en L, con Z | full, = @ < o0.

n=1
Como {f,}52, es de Cauchy se tiene que ||f,(x) — fn(x)|| = 0 cuando n,m — oc.

Asi que debemos probar que Z fn converge en L.

n=1
Sea g, (x Z | fr(z)| una subsucesion de {f,}°°, con g, € L,.
||9n(x)||p = Z|fk(l’)
= P
< Z | fx(x)|l, por proposicion (1,1)
< a.

Sea lim g,(z) = g(z) Por teorema (1.1).

n—o0

Luego queremos ver que f € LP y que f, — f en LP.

/ g(@)Pdu = / It |go(2)Pdu

lim [ |gn(z)[Pdu por lema (1,1)

n—o0

IN

a’.

IN



Erianny Mendoza 9

o0
Esto implica que ¢ es finita c.s. Ahora bien, ya que Z |fr(z)] < oo c.s. existe una
k=1

funcion h(z) con |h(z)| finita c.s. y ka(x) = h(x).
k=1

Por lo tanto;

;fm) hw)| - éfm) " g;mx) p
< kf;fk<x>p+ kf;fk(x)p
< kf;fk<x>p+ ifkmp
< Sl + [l
< Py

n

> fil@) = h(x)

k=1

Luego por teorema (1.1) — 0 cuando n — oo.

p
Definicion 1.18. El producto de Cauchy de dos series estrictamente formales (aunque

no necesariamente convergentes).

i an, i b,.

n=0 n=0
Por lo general, de ntimeros reales o complejos. Se define mediante una convolucién

discreta. Siendo el producto de Cauchy:

ian . b, = icn donde an apb,—_r para n=20,12,..

n=0 n=0 n=0 k=0

[e.9]

Teorema 1.2. (Teorema del Binomio de Newton): Es un algoritmo que permite
calcular una potencia cualquiera de un binomio, para ello se emplean los coeficientes
binomiales que son mas que una sucesion de niumeros combinatorios. La formula del

Binomio de Newton es:

n - n! n—k, k
(x+9) :Zk!(n—k)!x v
k=0
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1.2. ESPACIO DE HILBERT

Definicién 1.19. Un producto interior sobre un espacio vectorial lineal Z definido

sobre el campo real o complejo F es una aplicaciéon:
(,):ZxZ—=F.
Tal que para todo x,y € Z y «a, f € F se tiene que:

1. <Oél’ + 6:% Z> = Oé<.7}, Z> + B<y72>;

2. (z,y) = (y,2);

3. (x,z) >0y (xr,z) =0siysolosiz=0.

= Un espacio lineal con un producto interior (-,-) es llamado espacio con producto

interior.
= Usando el producto interior podemos insertar el espacio producto interior en el
espacio lineal normado (Z, || - ||.), donde la norma es inducida por:
121l = V{2, 2).
= En general, Z no es un espacio de Banach, ya que no es completo.

Definicién 1.20. Un espacio de Hilbert es un espacio lineal normado completo con la

norma inducida por el producto interior.

Ejemplo 1.4. El espacio Ly(a,b) es un espacio de Hilbert bajo el producto interior;

b
(@)1= [ oty
Definicién 1.21. Para —oo < a < b < oo definimos el siguiente subespacio de Ls(a, b)

dm™u ) b dmu
W es abs. continua sobre (CL, ) con i

Sy (a,b) = {U € Ly(a,b)/U, ..., € Lg(a,b)}

Este subespacio es un espacio de Hilbert con respecto al producto interior;
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U d"zy d"zy
(21, 22) 52 (ap) = Z< dtn’ dn >L2'

n=0

Llamado espacio de Sobolev.

Teorema 1.3. Sea K (t,s) un elemento de L?([a,b] x [a,b]). El operador
k: L?([a,b]) = L*([a, b)) definido por:

—

b
(o) (1) = / k(t, 5)u(s)ds.
Es un operador compacto.

Lema 1.2. Sea G una funcion sobre [a,b], dada por

Si g es una funcidn integrable entonces G es absolutamente continua.

Corolario 1.1. Una funcion absolutamente continua sobre [a,b] es diferenciable c.s.

sobre [a, b].

Teorema 1.4. Supongamos que X y Y son espacios de Banach y sea T un operador
lineal con dominio D(T) C X yrango Y. Si T es invertible con T~ € L(Y, X) entonces

T es un operador lineal cerrado.

Definicién 1.22. Un operador es cerrado si para cada sucesion {z, },eny en D(A) con-
verge a z € Z y Az, — y € Z cuando n — oo, entonces se tiene que z € D(A) y

Az =y.

Lema 1.3. Sea A un operador arbitrario densamente definido y sea M un operador
lineal acotado definido sobre todo el espacio de Hilbert Z. Se tienen los siguientes re-

sultados:
a. (@A) =aA*; D((aA)*)=D(A*) sia#0y Z sia=0.
b. (A4+ M)* = A"+ M* con dominio D((A+ M)*) = D(A*).

c. Si A tiene inversa acotada, esto es, exviste A7l € L(Z) tal que AA™Y = I, ;

*

ATYA = Ip(ay, entonces A* tiene también una inversa acotada y (A*)™1 = (A71)*.
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Definicién 1.23. Decimos que un operador A lineal, densamente definido, es simétrico
siVa,y € D(A):

(Az.y) = (z, Ay).
Un operador simétrico, es autoadjunto si D(A*) = D(A).

Teorema 1.5. Sea z = L*(0,1) y consideremos el siguiente operador sobre Z:
pe
T da?
Con dominio

d d d d?
D(T) = {Z S L2(0, 1)/z, d_z son abs. continuas con : _ & - }
T

%(0) = %(1) =0y 5 € L*(0,1)

T con este dominio es cerrado.
Teorema 1.6. Sea Z = L*(0,1) y consideremos el operador T del teorema (1.5) con
D(T). Probemos que (I +T)*=1+T.

h(x)
Proposicion 1.2. (Formula de Leibniz) Dada la funcion F(x) = / f(t,z)dt po-
g(x)
demos calcular su derivada utilizando la siguiente formula:

h(z) ! h(z)
F’(as):(/ f<t,x>dt) = [ S )06 - flata).0)g0a)

() ()
Teorema 1.7. Sea A en D(A) un operador cerrado en el espacio de Banach X y
z € Clla,b),z] con boo. Supongamos que x(t) € D(A), Ax(t) es continuo en (a,b] y
b b
que la integral impmpia/ x(t)dt y/ Az (t)dt existen. Entonces:

a a

/abx(t)dte D(A) y A/abw(t)dtz/abe(t)dt.

1.3. SEMIGRUPOS FUERTEMENTE CONTINUOS

Definicién 1.24. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {7T'(¢)};>0 de operadores
lineales y continuos T'(¢) : Z — Z se denomina semigrupo fuertemente continuo si ésta

verifica las tres condiciones siguientes:

i) T(t+s)=T()T(s) para t,s > 0;
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iii) Para todo zg € Z, T(t)zo es fuertemente continuo en t = 0, es decir:

IT(t)z0 — 20||. = 0 cuando t — 07 Vz, € Z.

Ltk Ak
Proposicién 1.3. Para cualquier A € M,(C) yt > 0 la serie e = o
k=0

absolutamente; es mas el mapeo Ry >t — e € M, (C) es continuo y satisface:

converge

etH9)A  — etAesAd  parg  t s > 0;
e = 1.

Demostracién. Primero demostraremos que para cualquier A € M, (C) y t > 0 la serie
k!

converge absolutamente.
k=0

Sea A € M, (C) y t > 0. Consideremos las sumas finitas para n > m.

T,(t) = Il vy Tw(t) = Z Il

k=0 ’ k=0

como Z |t\ ||A|\k es el resto de la serie convergente i M eHIAlL Fy
k= « nl
m+1 e
consecuencia, dado € > 0, IN > 0 tal que n,m > N entonces |1, (t) — T,,(t)| < e.

k! k!
k=0 k=0

"otk AR S th AR
IT(t) = T = ||

" Al
<2 T

k=m+1

n tkAk
> i

k=m+1

Por lo tanto {7,(t)}n>0 es una sucesion de Cauchy en M,(C) y como M,(C) es un
espacio completo la sucesion {7),(¢)},>0 converge en M, (C) a un elemento de M, (C)
A tkAk:

k!

que se indica con e
k=0

Ahora probemos que:
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6(t+s)A — GtAGSA.
o A" o ST A"
tA _sA
et = > — ) —
n=0 =0
oo n tkAk Snkanfk
N ;ko k' (n—k)!
o n Sn—k An—k—l—k
B ;% Za(n—k)" K
N n=0 \ k=0 (n—k)! k!
B 53 ﬁét%w* nl A"
N —\= (n—Fk)!' n!" k!
o0 n ksnfkn! An
B HZ:O L (n— k)KL ) nl
_ i (t+s)"A" S+
n!
n=0
"L thgnThp)
Tomando que ————— = (t+s)" Por teorema (1,2)
(n — k)k!

k=0
Por lo tanto (94 = et4es4,
Luego probemos; T'(0) = 1.
T(0) =" = 1.

Por ultimo probemos que R, > ¢ +— e € M, (C) es continua. Es decir;
Ve >0, 36 >0 tal que |h| <0 = || f(t+h)— f(D)] <e.
En efecto; dado t € R, fijo pero arbitrario, h € R.

1+ h) = F@)]

IN

He(t+h)A i etAH
HetA-l—hA _ etAH

HetAehA o etAH

let (e = )]

le i = 1]
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por lo tanto basta mostrar que ||e"* — I|| — 0 cuando h — 0.

kAk
Jert — 1 = S

Entonces ||e"* — I|| — 0 cuando h — 0.
Por lo tanto Ve > 0, 3§ > 0 tal que |h| <d = ||f(t+h)— f(t)] <e. |

Lema 1.4. Sea X un espacio de Banach y f una funcion definida de un conjunto

compacto k C R en L(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) [ es continua para el operador de topologia fuerte; es decir las aplicaciones

k>t f(t)x € X son continuas para cada x € X;

b) f es uniformemente acotado en k y las aplicaciones de k > t — f(t)z € X son

continuas para todos los x en algin subconjunto denso de D en X;

c¢) f es continua en la topologia de convergencia uniforme en subconjunto compactos
de X; es decir la aplicacion k x C > (t,z) — f(t)r € X es uniformemente

continua para cada conjunto compacto C' en X.

Teorema 1.8. Un semigrupo (T'(t)):>o0 fuertemente continuo en un espacio de Hilbert

Z, tiene las siguientes propiedades.
a) || T(t)|| es acotado en cada subintervalo finito de [0,00);

b) T(t) es fuertemente continuo para todo t € [0,00);

1 t
¢) Para todo z € Z tenemos que ;/ T(s)zds — z cuando t — 0F;
0

4 ] o (1 .
d) Siwy = %r>1£ (; log HT(t)H), entonces wy = tlgg (E log HT(t)H) < 005
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e) Yw > wy. Eziste una constante M, tal que Vt > 0. |T(t)|| < M,e™".

Esta constante wg se llama limite de crecimiento del semigrupo.

Para la demostracion de este teorema se puede consultar Curtain & Zwart 6]

Definicién 1.25. El generador infinitesimal A de un semigrupo fuertemente continuo

en un espacio de Hilbert Z definido por:

Az = lim M

t—0t t

siempre que exista el limite.

Consideremos el subespacio

D(A)={z€ Z: lim Az existe}
t

—0t

T(t)z —z

y definamos A : D(A) C Z — Z Donde A;z = ;

= (At)"
Ejemplo 1.5. Considere el semigrupo fuertemente continuo e4* = Z( |) t>0
n!

n=0
donde A € L(Z). Veamos que A es el generador infinitesimal de {e ¢ > 0}.
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o N (A At AP
Sea T'(t) =e _2% — _1+F+ o
T _ At _
H (t)f Z—Az = —e?; Z—Az
_|lettz — 2 —tAz
B t
— n=0
t
I (A"
- ;Z; n!
< Z A™MiE" | =[] IIt &l
< Z HAH t H I
_ 1 [A["e" =]
= (Z — =l = Al
1
= 3 (A== 1120 = NAl=11e)
1
= t(e”A”t 1 — [JA]lt) [|=].

Ahora estudiemos el limite del miembro derecho de la Desigualdad.

1
lim = (el — 1 — || A||t)||z|| tiene forma indeterminada 2.
t—0t 0

Apliquemos la regla de L‘Hospital.

1
lim D, 1AL 1 — Al = 1Ii 1Al A —||A =0
Jim D, ( (e A=l Jim e [A[=]] = LAl =]]
T(t)z —
Por lo tanto lim w—Az =0
t—0t t

Asi A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {e4* ¢ > 0}.

Ahora bien, el siguiente teorema, el cual se encuentre en Curtain & Zwart [6], nos
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muestra ciertas propiedades importantes que satisface el generador de un semigrupo

fuertemente continuo.

Teorema 1.9. Sea T'(t) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Hilbert

Z con generador infinitesimal A. Entonces tiene los siguientes resultados:
a) Para z € D(A) T(t)z € D(A) Vt > 0;
b) %(T(t)z) = AT(t)z =T(t)Az para z € D(A) t > 0;

ar

c) o (T'(t)z) = A"T'(t)z =T (t)A"z para z € D(A™) t > 0;

d) T(t)z —z = /OtT(s)Azds para z € D(A);

t t
e) / T(s)zds € D(A) y A/ T(s)zds=T(t)z—z Vze€ Z y D(A) es denso en Z;
0 0
f) A es un operador cerrado.

Lema 1.5. Sea Z un espacio de Hilbert separable {S,(t)},>1 una familia de semigrupos
fuertemente continuo y { P, }n>1 una familia de proyeccidn ortogonal completa en Z tal

que:
AP, =P,A,, n>1,2,...

Donde A, es el generador infinitesimal de S,,.

Definiendo la siguiente familia de operadores lineales:
S(t)z =) Su(t)Poz, t>0.
n=1

Entonces:

a) S(t) es un operador lineal y acotado si ||S,(t)|| < g(t), n=1,2,... con g(t) >0,

continua para t > 0;

b) {S(t)}i>0 es un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Hilbert Z cuyo

generador infinitestimal A es dado por:



Erianny Mendoza 19

Az =Y APz, z € D(A)

n=1

con

D(A) = {z S Z/Z | A, P.z||” < oo}.

n=1

Para la demostracion de este lema se puede ver [2]

Lema 1.6. (Ver [6]). Sea T'(t) un semigrupo fuertemente continuo con generador infini-
tesimal A y con un crecimiento consolidado wy. Si Re(\) > w > wy. Entonces A € p(A),

y para todo z € Z los siguientes resultados:
a) RO\A)z= (N —A)1z= / e MT(t)zdt y |[R(N A)|| < 2Ly 0= Re(N);
0

b) lim a(al — A)~'z = 2 para todo z € Z; donde « es real.
a—00

Teorema 1.10. Hille - Yosida (ver [6]). Una condicion necesaria y suficiente para
que un operador cerrado A con dominio denso D(A) en X, es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo es que existen numeros reales M y w tal que

Ya > w.

a€p(A) y [RNA)" < i n=12,..

Donde R(a, A) = (al — A)™! es el operador resolvente, en este caso ||T(t)|| < Me“".






CAPITULO 2
OPERADORES DE EVOLUCION

2.1. OPERADORES DE EVOLUCION

En esta seccidon estudiaremos el problema de Cauchy no autéonomo definido sobre

un espacio de Hilbert Z,

dz(t)
EH =A@ vss<i<oo, 2.1)
Z(S) =2y € Z7

donde z : [0,00) — Z, A(t) es una familia de operadores lineales acotados en Z cuyo
dominio D(A(t)) = D, es independiente de t , tal que A(-)z € C(R", Z) para cada
z € D. (ver |9] para una definicién similar). Para ello, es necesario considerar la teo-
ria de operadores de evolucion, ver [1]. Comenzamos con la definicién de la solucion

fundamental de (2.1).

Definicion 2.1. (ver [9]) Una funcion operador biparamétrica U(t,s) € L£(Z) que es
fuertemente continua en ¢,s para 0 < s <t < oo, se llama solucién fundamental de

(2.1) si.

0
1. Para todo z € D la derivada parcial —U (t, s)z existe en la topologia fuerte de Z

ot

y es fuertemente continuo en (¢, s) para 0 < s <t < o0.

2. Para todo z € D, U(t,s)z € D.

3. Para todo z € D , %U(t,s)z = At)U(t,s)z , 0<s<t<oo,U(s,s) =1y
Ut,k)U(k,s) =Ul(t,s).

Proposicion 2.1. La funcién operador biparamétrica U(t,s) dado por la definicion

anterior satisface las siguientes propiedades:

t
Ult,s)zo = 2o +/ A(T)U(T,8)20dT V29 € D, (2.2)

21
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o g U KUk s)20 — Uk, s)zo _ (o UG k)UK, s)z0 — Uk, 5)20.

r—ttk—t— r—=k k—t—r—tt r—Ek

(2.3)

Demostracion. Sea zp € Dy definamos la funcion fs : (0,00) — D por:

fs(t)=U(t,s)zp 0<s<t<o0

Por definicion (2.1), f, es continuamente diferenciable en ¢ , luego por el teorema fun-

damental del calculo para funciones abstracta f : (0,00) — D se tiene:

. bd
/s%U(U,S)ZQdU = /S@fs(u)du

= U(t7 S)ZO - U<57 S)ZO
= U(t,s)zo — 129
= U(t, s)z — 2.

Entonces

¢
Ult,s)zo = zOJr/S %U(u,s)zodu
¢
= z0+/ A(u)U(u, s)zodu Por definicion (2,1)
¢

Por lo tanto U(t, s)zo = 2o —1—/ A(T)U (T, 8)zp dT , V29 € D.

s

Ahora probemos (2.3) usando (2.2).

fm lim U(r,k)U(k,s)z0 — U(k, s)zo — lm lim 1
r—tt k—t— r—k r—ttk—t- 17—k

/1: AU (7, k)U (k, s)zodT

= Ilim lim
r—stt k—st— T —

/ A(T)U (T, 8)zodT
k

1
= lim
r—stt r—1

/A(T)U(T,s)zodT
t
1 [t+h
= lim 7/ A(T)U(7, 8)zodT
t

= A)U(t, s)z.
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Por otro lado;

fm i ZORUED0ZUER) g gy
k—st— r—stt r—k k—st—r—stt 1 — k

/}: A(MU(1,k)U (k, s)zodr

= lim lim
k—t—r—tt 7 —

/T A(T)U (7, s)zodT
k
= lim L/k A(T)U (7, s)zodT

1
= lim - A(T)U(7, 8)zpdT

Asi obtenemos;

lim 1im LRV )20 = Uk )20 _ g g Ul BT, 5)20 = ULk, s)20
rottk—t— r—=k k—t—r—tt r—k
El resultado obtenido motiva las siguientes definiciones.

Definicion 2.2. Una familia biparamétrica de operadores lineales acotados U (t, s) € L(Z),
0 < s <t < oo esllamado un operador de evolucion si las siguientes condiciones se sa-

tisfacen:
1. U(s,s) =1y U(t,r)U(r,s) =U(t,s) para 0 < s <t < 0.
2. (t,s) = U(t,s) es fuertemente continuo para 0 < s <t < 0.

3. Existe una funcion continua de valor real no negativa g(t, s) con ||U(t, s)|| < g(t, s)

para todo 0 < s <t < o0.

Definicién 2.3. Definamos el subespacio D que consiste de todos los elementos zy € Z

tal que los siguientes limites:

lim lim U(?", k>U(k7 S)ZO — U(ka S)ZO — l{m lm U(?“, k>U<k7 S)ZO - U(ku S)ZO.

r—ttk—t— r—k k—t—r—tt r—k
existen para todo 0 < s <t < o0.
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Observacion 2.1. Para todo z € D y t > 0 los siguientes limites existen

Im Ut+ h,t)z —z i U(r,t)z—z‘
h—0+ h r—tt r—t

Demostracion. Dado z € D tenemos que:

o 1 LRk 8)z = Uk, )z UG k)UK, s)z — Uk, 5)z.

r—ttk—t— r—k k—t—r—tt r—k
En consecuencia, si hacemos s = t, entonces:

U(r,k)U(k,s)z —U(k,s)z

lim lim = lim

Ur,t)U(t,s)z — U(t, s)z

rsttk—t— r—k r—stt r—t
— lim U(r,s)z—Ul(t,s)z
r—tt r—t
— lim U(r,t)z — Ul(t,t)z
r—tt r—t
_ g Ytz -z

r—tt r—t

y
i tm LUK 9)2 = Uk s)z - UG R)UR s)2 = Uk, 5)2
k—t—r—t+ r—k k—t— t—k
— lm U(t, S)Z— U(/C,S)Z
k—t— t—k
= lim U(tat)z - U(k,t)z
k—t— t—k
~ lm AT U(k,t)z
- k—t— t—k
~ Ym Uk,t)z — z
k—t— k—1t
~ lm Uh+tt)z—=z
h—0+ h
Asi obtenemos que lim Ult+ht)z — 2 = lim M -
h—07t h r—st+ r—t

Definicién 2.4. El generador A(t) de un operador de evolucion U(t,s) ,0 < s <t < o0
se define como sigue:
Ut+h,t)z —z
A =l
W=
Por lo tanto tenemos que D(A(t)) = D. Con
D= {z € Z/ lim lim Ulr, k)U(k,s)z = Ulk,s)z o Ul KUk, s)2 — U(k,s)Z} ‘

r—tt k—t— r—k k—t— r—tt r—k

,VeeD,0<t<oo.
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Lema 2.1. Sea U(t,s) , 0 < s < t < oo un operador de evolucion en Z tal que

U(t,s)z € D para todo z € D. Entonces para todo z € D tenemos:

1. QU(t,s)z:A(t)U(t,s)z ,0<s<t<T.

ot

0

2. 2U(t, s)z=—=Ul(t,s)A(s)z ,0<s<t<T.
s

Demostracion. Dado z € D, por hipotesis U(t, s)z € D para 0 < s <t < oco. Luego de

la definicion (2.4); tenemos que:

U(t+h,s)z—Ul(t,s)z

lim
h—0+ h

Asi; obtenemos que:

lim

Ult+ h,t)U(t,s)z —Ul(t,s)z

lim

h—0+t h
= A)U(t,s)z.

Ult+h,s)z—U(t,s)z

h—0*+

h

= A)U(t, s)z.

Ahora supongamos t > sy h > 0 lo suficientemente pequeno tal que t —h > s. Entonces

Ut —h,s)z—Ult,s)z

lim
h—0+

—h

lim
h—0+

lim

U(t,s)z—U(t — h,s)z
h

U(t,t —h)U(t — h,s)z—U(t — h,s)z

h—0+ h

lm Ut,k)U(k,s)z—U(k,s)z
k—t— t— k

lm Tm U(r,k)U(k,s)z —U(k,s)z
k—t—r—tt r—k

lfm Tm U(r,k)U(k,s)z — U(k,s)z
r—tThk—t— r—k

lim Ulr,t)U(t,s)z — Ul(t,s)z

r—tt r—t

lim Uh+t,t)U(t,s)z—Ul(t,s)z
h—0Tt h

A)U(t, s)z.

Luego las derivadas parciales unilaterales existen y son iguales. Por tanto;

ot

2U(t7 s)z=A)U(t,s)z, 0<s<t<o0.
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En particular;

h
O Ut 8% e T Uls+h9)2 _ 4(s)e.

ot —0+ h
Para probar la segunda parte; supongamos que ¢ > s y h > 0 es lo suficientemente

pequeno tal que s + h < t. Entonces
‘ U(t,s+h)z—Ul(t,s)z

+ U(t,s)A(s)z

h h

HU(t,s-ﬁ-h)z —U(t,s+h)U(s+ h,s)z

+U(t,s+h)U(s+ h,s)A(s)z

= H—U(t,s +h) {U(erhh,s)zz —U(s+ h,s)A(s)z} ‘
< g(t,s+h) H{U(erhh,s)zz - U(s+ h,s)A(s)z} ' .
Ya que,
lm U(s+h,s)z—z _ A(s)e,
h—0+F h
se obtiene que
. Ult,s+h)z—Ult,s)z
h%+ . = —U(t,s)A(s)z.
Anélogamente
lm U(t,s —h)—=Ul(t,s)z — m U(t,s)U(s,s —h)z—U(t,s)z
h—0t —h h—0+t —h
U(s,s —h)z—z
= I t
g, U(E:s) ( h )
U(s,s —h)z—z
= —U(t,s) li
R/

= —U(t,s)A(s)z.

Por lo tanto %U(t,s)z =-U(t,s)A(s)z 0 < s <t < o0
|

Teorema 2.1. Sea U(t,s), 0 < s < t < oo un operador de evolucion sobre Z que
satisface la condicion del lema (2.1) y A(t) su generador con dominio D. Entonces el

problema de Cauchy
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admite una unica solucion z(t) = U(t,s)zg t > s.

Demostracion. Del lema (2.1) obtenemos que z(t) = U(t, s)zo es una solucion del pro-
blema de Cauchy. Ahora para probar la unicidad, vamos a suponer que y(t) es otra

solucion del problema. Entonces la diferencia w(t) = z(t) — y(t) satisface la ecuacion

diferencial
Cz—l: =2(t) = /(1) = A()2(t) — A()y(t) = A(t)(2(t) — y(1)) = A(t)w(?).
Asi, C;—Qf = A(t)w(t) t > s; w(s) = 0. Por lo que necesitamos demostrar que w(t) = 0,

para ello, definamos f : (0, +00) — D por f(u) = U(t,u)w(u), 0 <u < s < t. Tenemos
que f es una funciéon diferenciable ya que es producto de funciones diferenciables. Mas
aln,

0

flu) = S Ul W)+ Ultu) w()

= DU u)el) - y(w) + U ) o) — )

= %U(t, w)z(u) — %U(t,u)y(u) + U(t, u)%z(u) - U(t, u)%y(u)
= —U(t,u)A(u)z(u) + U(t,u)A(u)y(u) + U(t, u)A(u)z(u) — U(t, u) A(u)y(u)

= 0.

Asi, f'(u) = 0, por lo tanto f(u) = U(t,u)w(u) = ¢ (c constante). En particular, si
consideramos u = s, tenemos que f(s) = U(t, s)w(s) = 0.
Ahora como U(t, s) es fuertemente continuo, obtenemos

f(t) = lim f(s) = lim U(¢, s)w(s) = 0.

s—t~ s—t—
Entonces f(t) = 0. Luego, 0 = f(t) = U(t,t)w(t) = [w(t) = w(t). Esto es, w(t) = 0.
Asi z(t) es soluciéon tnica.
|

Teorema 2.2. Sea U(t,s), 0 < s <t < oo un operador de evolucion en Z satisfa-
ciendo la condicion del lema (2.1) y A(t) su generador con dominio D. Consideremos

el problema de Cauchy no homogéneo
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() = A)z(t) + f(t), t=s

2(s) = 20, 20€Z, 0<s<Ht.

Supongamos que

i) zo€ZyfeCR.,Z) toma valores de D y f(-) € D

0
i) 20€ 2y feC (R, 2).

Entonces (2.4) tiene una tnica solucion z € C*(Ry,Z) con valores en D, ademds

esta solucion z(t) es una solucidn de la siguiente ecuacion integral,

2(t) =U(t, s)zo +/ U(t,a) f(a)da. (2.5)

Demostracion. Sea g : Rt — D C Z una funcion definida por g(s) = U(t, s)z(s),
la cual es una funcion diferenciable ya que el producto de funciones diferenciables es

diferenciable. Mas atn,

J(s) = U 5)2(5) + Ut ) (s)
U1, 5)A(5)2(5) + Ult, 5)(A(s)2(s) + [(5))
= —U(t,8)A(s)2(s) + U(t, s)A(s)z(s) + U(t, ) f(s)
— UL 9)f(s)
Luego;
[ 96 = [ vtapsiapa
o) =g(s) = [ Ult.a)fla)da

g(t) = U(t,s)z(s)—l—/ U(t,a)f(a)da

g(t) = U(t,s)zo—I—/tU(t,a)f(oz)da.
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Por tanto, .
z(t) = U(t, s)zo +/ U(t,a)f(a)da.
|

Definicién 2.5. Una solucion de (2.5) es llamada una solucion moderada de (2.4). Esta

solucidon no es necesariamente diferenciable.

Observacion 2.2. Un caso particular de un operador de evolucion U (t, s) que satisface

la condicion del lema (2.1) es dada por:

U(t,s)zo =T(t — s)zo + / T(t — a)B(a)U(a, s)zoday, (2.6)

Donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {7'(¢)};>o
en un espacio de Banach Z y B(-) € P ([0, 00]; £(Z)), donde P ([0, 00]; L(Z)) es dado
por el conjunto:
{B/{z1, B(:)22) es medible para cada 2,2, € Z y (ess sup ||B(t)|zz) < o0)}
0<t<o0o

En este caso, es evidente que el generador de este operador de evolucion es:
A(t) = A+ B(t),
con dominio D(A(t)) = D(A) = D. ver(|6])

Proposicion 2.2. Consideremos el operador de evolucion U(t,s) dado por (2.6). En-

tonces
0
1. aU(t s)z =At)U(t,s)z 0 <s <t < oo;
0
2. %U(t’ s)z=—U(t,s)A(s)z 0 < s <t < oo

3. A(t) es cerrado.

0
Demostracion. En primer lugar, probemos que aU(t, s)z =A(t)U(t,s)z 0 < s <t < o0.
En efecto,

%U(t, 5z = i{T(t_s)z+/:T(t—a)B(a)U(a,s)zda}

= —Tt—sz+—/ (t — a)B(a)U(a, s)zdo
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Pero, por teorema (1.9) se tiene:

d
ET(t —5)z=AT(t — s)z

y ademéds por proposicion (1.2) y teorema (1.7) se obtiene que:

% S T(t—a)Bla)U(a, s)zda = A/S T(t —a)B(a)U(a, s)zda + B(t)U(t, s)z

Luego,

0

aU(t,s)z = A (T(t —8)z +/5 T(t — a)B(a)U(a, s)zda) + B(t)U(t,s)z

= AU(t,s)z+ B(t)U(t,s)z
= (A4 B(t)U(t,s)z

= A@t)U(t,s)z.
0
Por lo tanto, EU(t’ s)z=At)U(t,s)z 0 < s <t < o0.

0
En segundo lugar, para probar que: 8_U(t’ s)z = =U(t,s)A(s)z 0 < s < t < o0,
s

hacemos uso de nuevo del teorema (1.9) parte (b) y la proposicion (1.2).En efecto; sea
t—s>0,
d

%U(t,s)z = E(T(t—s)z—i—/s T(t — a)B(a)U(a, s)zda)

= (%T(t —8)z + di.ls/s T(t — a)B(a)U(a, s)zda

= —AT(t—s)z+ / d%T(t —a)B(a)U(a, s)zda — T (t — s)B(s)z
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_ _AT(t— )4 /: T(t — a)B(a)(~U(a, $)A(s)2)da — T(t — 5)B(s)>
— ATt —s)s— /: T(t — a)B(a)U (o, $)A(s)zda — T(t — $)B(s)

= T - )4+ B [ T 0)Bla)U e, )As) s

— _T(t—$)(A+ B(s))z — / Tt — 0)B(0)U(, $)A(s) 2da

= —(T(t—s)A(s)z + / T(t — a)B(a)U(a, s)A(s)zda)

= =U(t,s)A(s)z.

%U(t, s)z=—-U(t,s)A(s)z 0 < s <t < 0.

En consecuencia,

Finalmente, demostremos que A(t) es cerrado. Tenemos que: A(t) = A + B(t), con
A e L(Z), cerrado y B(:) € P(]0,00]; £(Z)) donde P ([0, 00]; £L(Z)) es dado por el

conjunto:

{B/{z1, B(:)22) es medible para cada 2,2, € Z y (ess sup ||B(t)|zz) < 00)}

0<t<oo

Supongamos que {u, },eny € D(A) tal que lim u, =u € Zy lim A(t)u, = y. Debemos
n—oo

n—oo

probar que u € D(A) y A(t)u = y.

[AG)un — A(t)ull = [[(A+ B(t))un — (A+ B(t))ull
= ||Au, + B(t)u,, — Au — B(t)u||
= [|(Aun = Au) + (B(t)un — B(t)u)||
< [(Aun = Au)[| + [[(B(t)un — B(t)u)|
< e+ [BO|lun = ull
< e+ ||B(t)|le2-
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Luego ess sup ||A(t)u, — A(t)u|| < &1 + ess sup | B(t)]e2.
0<t<o0o 0<t<o0o
Basta considerar e : € : L
nsiderar €1 = — = = )
LT oY 2T 9ss sup ||B(@®)|’
0<t<o0o

En consecuencia, ess sup ||A(t)u, — A(t)u|| < e.
0<t<o0

Asi, Ve > 0, 3N > 0/[|A(t)un — A(t)u < e.

Luego como hm u, = uy lim A(t)u, =y, ademas ya que A cerrado obtenemos que
n—oo

u e D(A) yA( )u—y.

Por lo tanto, A(t) = A+ B(t) es cerrado. [

Lema 2.2. Sea Z un espacio de Hilbert {U,(t,s)}o<s<i<co una familia de operadores
de evolucion y P,(-) : [0,00) — L(Z); n = 1,2,3,..., una familia de proyecciones

ortogonales fuertemente continuo sobre Z, completas y
P,(t)U,(t,s) = Un(t,s)Pu(s) ;m=1,2,3,..., 0<s<1t<o0.

Se define la siguiente familia de operadores lineales
ZU (t,s) ,0<s<t < 0.

Entonces:

1. {U(t,s) }o<s<t<oo una familia de operadores de evolucion fuertemente continuo si

|Un(t,s)]| < g(t,s), n=1,2,3,..., con g(t,s) > 0 continua en 0 < s <t < 00.

2. Fl generador A(t) : D — Z de {U(t, $) }o<s<t<oo Viene dado por

(t)z = iAn(t)Pn(t)z , 2 €D,

dondeDCW:{ €Z: ZHA zH2<oth€[Ooo)}

Si A(t) es un operador cerrado entonces D = W.

3. Suponga que A(t) es un operador cerrado. Si z € D, entonces U(t,s)z € D.
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Demostracion. Supongamos que ||U,(t, s)|| < g(t,s),n =1,2,... con g(t) > 0, continua
para t > 0.

Probemos que ZUn(t, s)P,(s)z esta bien definida.

n=1

D Un(t,s)Pu(s)z| = <2Un(t,s)Pn(s)z,ZUm(t,s)Pm(s)z>

n=1 m=1

= 3 Ut 5) Pa(s)z]?

< DO ) PlIPas) 2]
< Y (9t )P Pals)=I”

= (9(t,9))*)_ 1 Pals)2I?
= (g(t,5))"[l=I".
Asi, IIZU (¢, 8)Pu(s) 2] < (g(, 5)) |zl

Por lo que obtenemos que ZUn(t, s)P,(s)z es convergente. En consecuencia, define un

n=1

operador lineal y acotado, que denotaremos por: U(t, s), estoes, U(t, s)z = ZUn(t, s)P,(s)z

Ahora probemos que U(t,7)U(r,s) = U(t,s) para 0 <r < s <t < o0.

Ut,r)U(r,s)z = ZUn(t,r)Pn(r)U(r,s)z
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= Ul(t,s)z.

Por tanto, U(t,r)U(r,s)z = U(t, s)z.

Por otro lado, U(t, s) es fuertemente continuo en [0, 00). En efecto,

U, s)z — 2| = ZU (t,s)P, z—ZP

2

2

o0

= Z(Un(t, s) —1)P,(s)z

n=1

= ZII Po(s)z])”

- ZH Py(s)2l*+ > (Un(t,s) = I)Pu(s)z]
n=N+1
< sup [[(Un(t,s) — I)Pu(s)z|I’N + Z — D|I?|Pa(s)2]?
1<n<N n=N+1
< sup [[(Un(t,s) = I)Pu(s)z]]*N + K Z )2)I1%,
1<n<N n=N-+1
donde
K= sup [[(Un(t,s) = I)|* < oc.
0<s<t<L1;n>1
En efecto,

sup  |[(Un(t,s) —1)|| < sup  ||[(Un(t, )| +1 < sup  g(t)+1 < 0.

0<s<t<Im>1 0<s<t<1m>1 0<s<t<Im>1
Entonces |U(t,s)z — z||> < sup |[(Un(t,s) — I)P,(s)z||>N + K Z )2) |2
1<n<N n=N+1

Como {U,(t, $) }o<s<t<r (n =1,2,..) es un operador de evolucién fuertemente continuo
y {P.(8)}n>1 es una familia completa de proyectores ortogonales, dado € > 0 arbitrario

tenemos, por algtin numero N y 0 < s <t < 1 las siguientes desigualdades:

o0

> P2 < o,

n=N-+1
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Luego,

sup [|[(Un(t, s) — I) Pa(s)2])* <

1<n<N

Ut s)2 2P < SoN+ =K = -+ ==

2N 2K

Entonces ||U(t,s)z — z|| = 0 cuando t — 07 | Vz € Z.

Por lo tanto U(t, s) es un operador de evolucion fuertemente continuo en [0, 00).

Por otro lado, sea A(t) un generador del operador de evolucion {U (¢, s)}. Por definicion

(2.4), para todo z € D(A) , tenemos que;

A(t)z

Ademés,

, U+ ht)z—=z

lim
h—0+ h

> Unt+ht)P(t)z — Y Pa(t)z

Hl’Il n=1 n=1
h—0+ h

lfim 2=
h—0Tt h

, n=1

Fut) hlggh h

> (Ualt+ hyt) — I Po(t)2
1/ Pm n=1
hi>1(1)1+ h
lim Un(t + h,t)P(t)z — Po(t)z
h—0+ h
A () Pr(t)z

Asi; A(t)z =Y Pu(t)A(t)z =Y Ap(t)Pu(t)z.

n=1

Sea W = {z €Z: ZHAn(t)Pn(t)sz < oo Vtelo, oo)} Por definicion
n=1
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i Un(t + h,t)P,(t)z — Pu(t)z

D={z€eZ: lim "= = A(t)z existe
h—0t h

Si A(t) es cerrado y z € D, entonces

D IAOPDAP = Y (Aa(t)Pa(t)z, Au(t)Palt)2)

= <2An(t)Pn(t)z,ZAn(t)Pn(t)z>

2

> Au(t)Pu(t)2

= 1A=

Como A(t)z existe; se tiene que ZHAn(if)lf’n(t)z||2 < o00. Asi, z € W.

n=1

Por lo tanto D C W.

Reciprocamente, supongamos que ZAn(t)Pn(t)z =y € Z. Haciendo z, = ZPk(t)z
n=1 k=1
obtenemos que:

, Ult+h,t)z, — 2z,
lim
h—0+ h

= Az, = Zn:Pk(t)Ak(t)z < 00.

k=1

Asf, 1fm U(t+ h,t)z, — z,

existe. Por lo tanto, z, € D(A
h—0t h x P ( ) y

A()zn =Y Pul(t) Ax(t)z.



Erianny Mendoza

37

Veamos que ||z, — z|| = 0, cuando n — oc.

lzn = 2l =

ZPk(t)z — 2

= Do)z =) _Pi(t)z
= ) Pilt)z
< €

Asi, z, = z cuando n — oo y lim A(t)z, = y.Luego, como el operador A es cerrado,

n—oo

obtenemos que z € Dy A(t)z = y. Por tanto, W C D.

Seguidamente probemos que U(t, s)z € D.
oo

Para todo z € D consideremos ZHAn(t)Pn(t)z||2 < oo}y 0<t< oo entonces

2

D ALt PL()U (L, 5)z

n=1

D Au(t)Un(t, 5)Po(5) Puls)2

. 2

> AU, (¢, 5)Pu(s)2

n=1

o0

D Au(t)Pu(t) (ZUk(t, s)Pk(s)z>

2

2

<Z A (Ut $)Po(s)z, > Ax(t)Uslt, s)(t)Pk(s)z>
k=1

Z (An(O)UL(L, 8)P(8)z, Ak(t)Uk(t, s) Pr(s)2)

k,n=1

D 1AL Un(t, 8)Pas)z]?
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= ZHAn Unl(t, s)z|I”

< > (90t 9))? A Palt)2]?

= (9(t,9)) ZHA t)z]*

< 00.

Por lo tanto U(t,s)z € D paratodo z€ Dy 0<s <t < 0.



CAPITULO 3

SISTEMA DE ECUACIONES
PARABOLICAS NO AUTONOMAS

En este capitulo se hace uso de los resultados desarrollados en los capitulos anteriores

para estudiar la solucion del siguiente sistema de ecuaciones parabdlicas parciales no

auténomos,
4
az(att, s) = DAz(t,z) + B(t)z(t,z) + f(t,z), t >0, z€ R"
=0:5) 45, v e o0 (3.1)
on
| 2(0,2) = z(z), €N

donde Q es un dominio acotado en RN (N > 1), zy € L%(Q2), D es una matriz n xn cuyos
valores propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo y
f:RxQ — R" es una funcion suave. Se supone que el operador B € L>([0,00); L(Z))
con Z = L*(Q).

3.1. FORMULACION ABSTRACTA DEL PROBLEMA

En esta seccion se elige un espacio de Hilbert, donde el sistema (3.1) se puede escribir
como una ecuaciéon diferencial abstracta; Para ello, consideremos el espacio de Hilbert
Z=L*(QR)y0=X <A <..<)\ — oo los valores propios de —A, cada uno con
multiplicidad finita «y; igual a la dimension del correspondiente espacio caracteristico.

Entonces tenemos las siguientes propiedades bien conocidas. (ver [5]):

i) Existe un conjunto ortonormal completo {¢, ,} de vectores propios de —A.

39
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ii) Para todo £ € D(—A) tenemos

(e%e] Yn o0
AL =) AD € Guk)bnk = D AaEnE, (4,2)
k=1 n=1

n=1

Tn
donde (-,-) es el producto interno en Z y E,§ = Z({', ko) D k-

k=1
Asi que F,, es una familia de proyecciones ortogonales completa en Z y
[e.e]
=D B (€2
n=1

iii) A genera un semigrupo analitico {Ta(t)} dado por

Ta(t)s =) e ™ ELL.
n=1

iv) Existe una constante M > 1 tal que |e | < M, t >0, n=1,2,3,...

Se define el siguiente operador A : D(A) C Z — Z, Ay = —DAY, donde
D(A) = H*(Q,R") N H}(Q,R™). Por lo tanto, para todo Z € D(A) obtenemos:

Az = i)\nDPnz,

n=1

o o.]
=Y Pz 2P =) IRl z€Z
n=1 n=1

donde P, = diag(E,, E,, ..., E,) es una familia de proyeccion ortogonal completa
en z.

En consecuencia el sistema (3.1) se puede escribir como una ecuacion diferencial

ordinaria en 7,

= —Az(t) + B(t)=(t) + f(t), t >0,
(3.2)

2(0) = zo,
donde zyp € Zy f¢:[0,00) — Z es una funcion definida de la siguiente manera:

fet)(x) = f(t,x), t>0 z €.
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En caso que f¢ =0 el sistema (3.2) es dado por:

D a0+ B=0), 1> s
(3.3)

2(0) = 2y,

Teorema 3.1. FEl operador —A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte-

mente continuo {Ta(t) >0 en el espacio Z, dado por:
Ta(t)z = Ze_)‘"DtPnz, z€Z, t>0.
n=1

Demostracion. Veamos que —A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemen-
te continuo {T4(t)}+>0. Consideremos la siguiente familia de proyecciones ortogonales

completas en Z.

E,
0 £, 0
P, = diag(E,, E,, ..., E,) =
0
0 E,
Sea A,, = —\,D donde —\,, los autovalores de A y D es una matriz n X n cuyos valores

propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo.
Probemos que A, P, = P, A,.

AP, = —\,DP,
= -\, P.,D
= P.(—\.D)
= DB,A,.
Sabemos que {e?"t},50 es un semigrupo fuertemente continuo, ademas que A, = —\, D,

por lo que podemos garantizar la existencia de una funcién continua a valores reales

g(t) > 0 tal que |et|| < g(t), t>0.
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Probemos que ZeA"tPnz, t>0con A, = —\,D, esta bien definido.

n=1

2 (9]

< DU 1Pz

n=1
(o9

> (9O Paz)?

n=1

= (9(0))*)_|IPazll?
= (g(1))*]I=]1*.

o
E eAntp ~
n=1

IA

< g(®)ll=]l-

(o]
E eAntp »

n=1

Entonces

o0
Esto prueba que ZeA"tPnz estd bien definido. Més atin, define un operador lineal y

n=1

acotado. El cual denotaremos por T4(t), esto es: Tx(t)z = ZeA"tPnz.
n=1
Luego por lema (1.5) se tiene que {T4(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo en

el espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal de — A viene dado por:

—Az = i)\nDPnz.
n=1

Definicién 3.1. (solucion Moderada) Note que cualquier solucion z del problema de

valor inicial (3.3)satisface la ecuacion integral:

2(t) = Talt - )20 + / Tult —7)B()z(n)dy, t € [s,00). (3.4)

Pero lo contrario no es necesariamente cierto, ya que la solucion de (3.4) no es necesa-
riamente diferenciable. En este caso la solucién continua de (3.4) la llamaremos como

solucién moderada de (3.3).

A continuacién se define la siguiente familia en el espacio Z para t > s > 0 por:

U(t,s) =Ta(t —s)z + / Ta(t —v)B(y)U(t,7y)zody. (3.5)
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Teorema 3.2. La familia de operadores {U(t, s)}i>s>0 definido por (3.5) es un operador

de evolucion fuertemente continuo en Z tal que,

donde {{U,(t, ) }+>s>0,

U(t,s)z = ZUn(t,s)Pnz, 2e€Z t>s>0,

n=1,2,3,..} es una familia de operadores de evolucion fuer-

temente continuo en Z" = P,Z definido como sigue,

Un(tv S)zn - Zn(t7 87 Z6L7 )

donde z"(-) es la inica solucidn del problema de valor inicial

dz(t)
dt

= =\ Dz(t) + By(t)z(t), t>s,

2(s) = 2§

Demostracion. Probemos que U(t, s)z = ZUn(t, S)Pnz, z€Z t>s>0.

En efecto;

iUn(t, s)P,z
n=1

n=1
ZUn(t s
n=1
Zz"(t,s,z )
n=1
% ¢
Z(GA” ¢ S)PZ+/ e PUI B, (1) 2" (¢, 7, )dv)
n=1 s

¢

A(t—s)z—I—/ Z DN P B(v)2(t, 7, 2)dy

Ta(t - 5)z + / Talt — 1) B()U(t, 7)zdy
Ul(t,s)z.
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Ahora probemos que ||U(t, s)|| es acotado. Por hipdtesis, {U,(t, s)}i>s>0 es una fami-
lia de operadores de evolucion, Asi, que existe una funcién continua a valores reales

g(t,S) >0 tal que HUTL(t?S)H < g<t7 S)Jn = 1727 .ty > 0.

= <i Un(t, s)P,z, i Unl(t, s)sz>

iUn(t, s)P,z
n=1

n=1 m=1
- Z(Un(t, s) Pz, Uy(t, 5)Py2)
n=1

= > Ut 5)Pazlf?
n=1

oo

> U )] Paz]”
n=1

IA

o0

> (9t 8)? ] Pazl?

n=1

IN

= (9(t,5))*Y_ 1Pz’
= (g(t,9)*]]=]I*

iUn(t, s)P,z

n=1
Luego, por el lema (2.2) tenemos que la familia {U(¢, s) };>s>0 s un operador de evolu-

Entonces < ¢g(t, s)||z|| lo que prueba que es un operador lineal acotado.

cién fuertemente continuo en Z.
Por lo tanto, los sistemas (3.3) y (3.2) son equivalentes a los siguientes dos sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias en Z respectivamente:

dz(t)
e A(t)z(t), t>s,
2(s) = 2o,
dz(t) _ e
e A(t)z(t) + fe(t), t>s,
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donde A(t) = —A 4 B(t) es el generador infinitesimal del operador de evolucion

{U(t,5)}izs:
|

3.2. EXISTENCIA DE LA SOLUCION

Teorema 3.3. Fl problema de Cauchy abstracto en el espacio de Hilbert Z

dz(t) _ c
o = A(t)z(t) + fe(t), t>s,
z(s) = zo,

donde A(t) = A+ B(t) es el generador del operador de evolucion {U(t,s)}1>s admite

una y solo una solucion moderada dada por:

2(t) = U(t, s)zo +/ U(t,y)fe(y)dy, t>s.

Demostracion. Por hipotesis A(t) es el generador del operador de evolucion {U (¢, s) }i>s
y f¢:[0,00) — Z es una funcion definida de la siguiente manera f°(t)(z) = f(t,z), t >0
r €, Qdominio acotado en R"(n > 1), f es una funcién suave, asi que f¢ € C' (R, Z).
Luego por teorema (2.2), el problema de Cauchy abstracto tiene una tnica solucion

moderada dada por:

2(t) = U(t, 5)z0 + / Ut ) f () dy, > s.
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