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RESUMEN

La teoría de semigrupo de operadores no nos permite hacer estudio sobre sistemas

no autónomos, debido a que sólo es aplicable a sistemas autónomos. En este sentido, A.

Carrasco y H. Leiva en el artículo: A Lemma on Evolution Operators and Applications,

ver ([1]) obtienen algunos resultados sobre operadores de evolución y como aplicación

encuentran una fórmula para el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-

ciales parábolicas no autónomas. Lo que nos motivó a estudiar la familia de operadores

de evolución que puede usar la representación de soluciones de una clase general de

ecuaciones parciales no autónomas. El objetivo principal de este trabajo es estudiar las

ecuaciones diferenciales no autónomas, conocidas como ecuaciones de evolución. Como

aplicación estudiaremos la existencia de soluciones en un sistemas de ecuaciones para-

bólicas no autónomas. Se estudiara la teoría de semigrupos de operadores fuertemente

continuos (ver [6]) y de operadores de evolución (ver [1] , [6] y [9]) que es necesaria para

el estudio del problema de Cauchy no autónomo de�nido sobre un espacio de Hilbert Z.

Luego se escribirá el sistema de ecuaciones parabólicas no autónomas como una ecua-

ción diferencial ordinaria abstracta en el espacio de Hilbert Z = L2(Ω). Y haciendo uso

de los resultados desarrollados anteriormente se encontrara una solución del sistema de

ecuaciones parabólicas no autónomas.
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INTRODUCCIÓN

En este trabajo se estudiaran las ecuaciones diferenciales no autónomas, conocidas

como ecuaciones de evolución. Como aplicación estudiaremos la existencia de soluciones

en un sistemas de ecuaciones parabólicas no autónomas. En primer lugar se exponen

las de�niciones y resultados importantes que seran de utilidad en el desarrollo de este

trabajo. Particularmente se muestran resultados sobre los espacios lineales normados,

espacios de Hilbert y semigrupos fuertemente continuos. Seguidamente estudiaremos el

problema de Cauchy no autónomo de�nido sobre un espacio de Hilbert Z,
dz(t)

dt
= A(t)z(t) 0 ≤ s ≤ t <∞,

z(s) = z0 ∈ Z,

Donde z : [0,∞) → Z, A(t) es una familia de operadores lineales acotados en Z cuyo

dominio D(A(t)) = D, es independiente de t , tal que A(· )z ∈ C(R+, Z) para cada

z ∈ D. Para ello, es necesario considerar la teoría de operadores de evolución, ver [1].

Luego se hace uso de los resultados desarrollados anteriores para encontrar una solución

del siguiente sistema de ecuaciones parabólicas parciales no autónomos,

∂z(t, s)

∂t
= D∆z(t, x) +B(t)z(t, x) + f(t, x), t > 0, z ∈ Rn,

∂z(t, s)

∂η
= 0 t > 0, x ∈ ∂Ω,

z(0, x) = z0(x), x ∈ ∂Ω,

donde Ω es un dominio acotado en RN(N ≥ 1), z0 ∈ L2(Ω),D es una matriz n×n cuyos
valores propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo y

f : R×Ω→ Rn es una función suave. Se supone que el operador B ∈ L∞([0,∞);L(Z))

con Z = L2(Ω). pero antes de eso se escribirá el sistema como una ecuación diferencial
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2 Introducción

ordinaria abstracta en el espacio de Hilbert Z = L2(Ω).

Cabe destacar que la misma técnica funciona para una amplia clase de ecuaciones

de reacción-difusión (dependientes del tiempo) no autónomas en un espacio de Hilbert

Z de la forma: 
dz(t)

dt
= Az(t) +B(t)z + F (t), t > 0

z(s) = z0.

Donde A es dado por:

Az =
∞∑
n=1

AnPnz, z ∈ D(A)

B ∈ L∞([0,∞);L(Z)) y F : [O,∞)→ Z es una función adecuada.



Capítulo 1

PRELIMINARES

1.1. ESPACIOS LINEALES NORMADOS

De�nición 1.1. Un espacio vectorial linealW sobre el campo escalar F es un conjunto

no vacío W , con una aplicación λ1 : W ×W → W de�nida por λ1(x1, x2) = x1 + x2

(llamado adición) y una aplicación λ2 : F × W → W , de�nido por λ2(α, x) = αx

(llamado multiplicación). Estas aplicaciones satisfacen las siguientes condiciones para

todo x, y, z en W y todo α, β ∈ F .

a) x+ y = y + x (Propiedad conmutativa);

b) (x+ y) + z = x+ (y + z) (Propiedad asociativa);

c) ∃! 0 ∈ W/x+ 0 = x (Existencia del elemento cero);

d) ∀x ∈ W,∃!(−x) ∈ W/x+ (−x) = 0 (Existencia de una inversa);

e) α(βx) = (αβ)x;

f) (α + β)x = αx+ βx;

g) α(x+ y) = αx+ αy;

h) ∃! 1 ∈ W/1x = x ∀x ∈ W ;

De�nición 1.2. Si W es un espacio vectorial lineal sobre un campo F , entonces un
subconjunto S de W es un subespacio lineal si:

x, y ∈ S ⇒ αx+ βy ∈ S, ∀α, β ∈ F .

Esto es, S también es un espacio vectorial lineal sobre F .

3



4 Capítulo1. PRELIMINARES

De�nición 1.3. Una norma es una función conjunto no negativa sobre el espacio vec-

torial lineal W de�nida por: ‖ · ‖ : W → R+([0,∞)) tal que:

a. ‖x‖ = 0 si y solo si x = 0;

b. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ W ;

c. ‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀x ∈ W ∀α ∈ F .

De�nición 1.4. Un espacio lineal normado es un espacio vectorial lineal X con la

norma ‖ · ‖x inducida por el espacio y es denotada por (X, ‖ · ‖x).

Ejemplo 1.1. Sea p ≥ 1 un numero real �jo. De�namos el siguiente espacio

`p =

{
(ξ1, ξ2, ...); ξi ∈ C/

∞∑
j=1

|ξj|p <∞

}

1) `p es un espacio vectorial lineal sobre C;

2) `p es un espacio vectorial normado con la norma ‖x‖ =

(
∞∑
j=1

|ξj|p
) 1

p

.

De�nición 1.5. Una combinación lineal de vectores x1, ..., xn de un espacio vectorial

lineal W es una expresión de la forma:

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn,

donde α1, ..., αn ∈ F .

De�nición 1.6. Para cualquier subconjunto no vacíoM del espacio vectorial linealW ,

el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de M es llamado span de

M y es denotado por: span{M}.

De�nición 1.7. Si x1, ..., xn son elementos de (W,F) y si existen escalares α1, α2, ..., αn

no todos nulos tal que:

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn = 0,

entonces decimos que x1, ..., xn es un conjunto linealmente dependiente.

En caso contrario, se dice que el conjunto es linealmente independiente.
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De�nición 1.8. Si el espacio vectorial W es el span de un conjunto �nito de vectores

linealmente independientes x1, ..., xn, entonces decimos que W tiene dimensión n. En

caso contrario W tiene dimensión in�nita.

Ejemplo 1.2. Sea p ≥ 1 un número real �jo y sea −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Consideremos el

conjunto:

Wp =

{
x(t) medible

/∫ b

a

|x(t)|pdt <∞
}

Si dotamos de las aplicaciones de adición y multiplicación dadas en la de�nición (1.1)

al conjunto Wp, entonces es un espacio vectorial lineal.

De�nición 1.9. Sean (X, ‖ · ‖x) y (Y, ‖ · ‖y) dos espacios lineales normados. Entonces

X y Y son topológicamente isomorfo si existe un mapeo lineal biyectivo; T : X → Y y

constantes positivas a, b , tal que:

a‖x‖x ≤ ‖Tx‖y ≤ b‖x‖x ∀x ∈ X.

Las normas ‖ · ‖x y ‖ · ‖y son llamadas normas equivalentes. Los espacios lineales

normados son isométricamente isomorfo si existe un mapeo lineal, biyectivo, T : X → Y

tal que:

‖Tx‖y = ‖x‖x.

De�nición 1.10. Una sucesión {xn} es un espacio lineal normado (X, ‖ · ‖x) converge
a x si,

ĺım
n→∞
‖xn − x‖x = 0.

Igualmente, la serie
∞∑
i=0

xi se dice que converge a x, si la sucesión

{
yn =

n∑
i=1

xi

}
con-

verge a x cuando n→∞.

De�nición 1.11. Un conjunto V en un espacio lineal normado X es cerrado si toda

sucesión convergente en V tiene su punto límite en V . Un conjunto V es abierto si el

complemento es cerrado.
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De�nición 1.12. El conjunto cerrado más pequeño que contiene a V y todos los puntos

límites de sucesiones en V , es llamado clausura de V y denotado por V .

De�nición 1.13. Un conjunto V en un espacio lineal normado (X, ‖ · ‖x) es acotado

si,

sup
x∈v
‖x‖x <∞.

Un conjunto V en el espacio lineal normado es compacto si toda sucesión en V contie-

ne una subsucesión convergente y cuyos puntos límites están en V . Finalmente, V es

relativamente compacto si su clausura es compacta.

De�nición 1.14. Un subconjunto V de un espacio lineal normado X, es denso en X,

si la clausura V es X. Esto signi�ca que: ∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃v ∈ V tal que ‖v−x‖ < ε.

Observación 1.1. Todo espacio lineal normado tiene subconjunto denso, pero no son

necesariamente numerables.

De�nición 1.15. Un espacio lineal normado (X, ‖ · ‖x) es separable si contiene un

subconjunto denso que es numerable.

De�nición 1.16. Una sucesión {xn} de elementos en un espacio lineal normado (X, ‖ · ‖x)
es una sucesión de Cauchy si,

‖xn − xm‖x → 0 cuando n,m→∞.

Lema 1.1. (Lema de fatous) Si {fn} es una sucesión de funciones medibles no ne-

gativas, entonces: ∫ (
lim
n→∞

fn

)
du ≤ lim

n→∞

∫
fndu.

Proposición 1.1. (Desigualdad de Minkowski) Si f y g están en Lp, p ≥ 1, en-

tonces:

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
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Teorema 1.1. (Teorema de la convergencia de lebesgue) Sea g una función in-

tegrable sobre E y sea {fn} una sucesión de funciones medibles tal que |fn| ≤ g sobre

E y para casi todo x ∈ E se tiene que ĺım
n→∞

fn = f . Entonces:

∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn.

De�nición 1.17. Un espacio lineal normado X es completo si toda sucesión de Cauchy

converge en X.

Ejemplo 1.3. (Lp, ‖ · ‖p) (p ≥ 1) es un espacio de Banach.

Sabemos que un espacio de Banach es un espacio lineal normado completo; Así que

primero probaremos que (Lp, ‖ · ‖p) es un espacio vectorial normado.

Sea (p ≥ 1) Lp(µ) =

{
f : X → C : f medible y

∫
x

|f |pdu <∞
}

y ‖ · ‖p : Lp(µ)→ R

de�nida por ‖f‖p =

(∫
x

|f |pdu
) 1

p

.

1) ‖x(t)‖ = 0 entonces f es nula en casi todas partes.

2) Sea x ∈ Lp y α ∈ R.

‖αx(t)‖p =

(∫ b

a

|αx(t)|pdt
) 1

p

=

(∫ b

a

|α|p|x(t)|pdt
) 1

p

=

(
|α|p

∫ b

a

|x(t)|pdt
) 1

p

= |α|
(∫ b

a

|x(t)|pdt
) 1

p

= |α|‖x(t)‖p.

Entonces ‖αx(t)‖p = |α|‖x(t)‖p.
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3) Sea x, y ∈ Lp. Usando la proposición (1.1) resulta:

‖x(t) + y(t)‖ =

(∫ b

a

|x(t) + y(t)|pdt
) 1

p

≤
(∫ b

a

|x(t)|pdt
) 1

p

+

(∫ b

a

|y(t)|pdt
) 1

p

= ‖x(t)‖+ ‖y(t)‖.

entoces ‖x(t) + y(t)‖ ≤ ‖x(t)‖+ ‖y(t)‖.

Así de 1), 2) y 3) obtenemos que (Lp, ‖ · ‖p) es un espacio vectorial normado.

Ahora probemos que (Lp, ‖ · ‖p) es completo. Esto es probar que toda sucesión de

Cauchy converge en Lp.

Sea {fn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en Lp con
∞∑
n=1

‖fn‖p = a <∞.

Como {fn}∞n=1 es de Cauchy se tiene que ‖fn(x)− fm(x)‖ → 0 cuando n,m→∞.

Así que debemos probar que
∞∑
n=1

fn converge en Lp.

Sea gn(x) =
n∑
k=1

|fk(x)| una subsucesión de {fn}∞n=1 con gn ∈ Lp.

‖gn(x)‖p =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

|fk(x)|

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑
k=1

‖fk(x)‖p por proposicion (1,1)

≤ a.

Sea ĺım
n→∞

gn(x) = g(x) Por teorema (1.1).

Luego queremos ver que f ∈ Lp y que fn → f en Lp.∫
|g(x)|pdu =

∫
ĺım
n→∞

|gn(x)|pdu

≤ ĺım
n→∞

∫
|gn(x)|pdu por lema (1,1)

≤ ap.
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Esto implica que g es �nita c.s. Ahora bien, ya que
∞∑
k=1

|fk(x)| < ∞ c.s. existe una

función h(x) con |h(x)| �nita c.s. y
∞∑
k=1

fk(x) = h(x).

Por lo tanto; ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x)− h(x)

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x) +
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

≤

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|fk(x)|

∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|fk(x)|

∣∣∣∣∣
p

≤ 2p(g(x))p.

Luego por teorema (1.1)

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fk(x)− h(x)

∥∥∥∥∥
p

→ 0 cuando n→∞.

De�nición 1.18. El producto de Cauchy de dos series estrictamente formales (aunque

no necesariamente convergentes).

∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bn.

Por lo general, de números reales o complejos. Se de�ne mediante una convolución

discreta. Siendo el producto de Cauchy:

∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

cn donde cn

n∑
k=0

akbn−k para n = 0, 1, 2, ...

Teorema 1.2. (Teorema del Binomio de Newton): Es un algoritmo que permite

calcular una potencia cualquiera de un binomio, para ello se emplean los coe�cientes

binomiales que son mas que una sucesión de números combinatorios. La formula del

Binomio de Newton es:

(x+ y)n =
n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xn−kyk.
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1.2. ESPACIO DE HILBERT

De�nición 1.19. Un producto interior sobre un espacio vectorial lineal Z de�nido

sobre el campo real o complejo F es una aplicación:

〈·, ·〉 : Z × Z → F .

Tal que para todo x, y ∈ Z y α, β ∈ F se tiene que:

1. 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉;

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

3. 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 = 0 si y solo si x = 0.

Un espacio lineal con un producto interior 〈·, ·〉 es llamado espacio con producto

interior.

Usando el producto interior podemos insertar el espacio producto interior en el

espacio lineal normado (Z, ‖ · ‖z), donde la norma es inducida por:

‖z‖z =
√
〈z, z〉.

En general, Z no es un espacio de Banach, ya que no es completo.

De�nición 1.20. Un espacio de Hilbert es un espacio lineal normado completo con la

norma inducida por el producto interior.

Ejemplo 1.4. El espacio L2(a, b) es un espacio de Hilbert bajo el producto interior;

〈x, y〉L2 =

∫ b

a

x(t)y(t)dt.

De�nición 1.21. Para −∞ < a < b <∞ de�nimos el siguiente subespacio de L2(a, b)

Sm2 (a, b) =

{
U ∈ L2(a, b)/U, ...,

dm−1u

dtm−1
es abs. continua sobre (a, b) con

dmu

dtm
∈ L2(a, b)

}
Este subespacio es un espacio de Hilbert con respecto al producto interior;
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〈z1, z2〉Sm
2 (a,b) =

m∑
n=0

〈
dnz1

dtn
,
dnz2

dtn

〉
L2.

Llamado espacio de Sobolev.

Teorema 1.3. Sea K(t, s) un elemento de L2([a, b]× [a, b]). El operador

k̃ : L2([a, b])→ L2([a, b]) de�nido por:

(̃ku)(t) =

∫ b

a

k(t, s)u(s)ds.

Es un operador compacto.

Lema 1.2. Sea G una función sobre [a, b], dada por

G(x) =

∫ x

a

g(t)dt.

Si g es una función integrable entonces G es absolutamente continua.

Corolario 1.1. Una función absolutamente continua sobre [a, b] es diferenciable c.s.

sobre [a, b].

Teorema 1.4. Supongamos que X y Y son espacios de Banach y sea T un operador

lineal con dominio D(T ) ⊂ X y rango Y . Si T es invertible con T−1 ∈ L(Y,X) entonces

T es un operador lineal cerrado.

De�nición 1.22. Un operador es cerrado si para cada sucesión {zn}n∈N en D(A) con-

verge a z ∈ Z y Azn → y ∈ Z cuando n → ∞, entonces se tiene que z ∈ D(A) y

Az = y.

Lema 1.3. Sea A un operador arbitrario densamente de�nido y sea M un operador

lineal acotado de�nido sobre todo el espacio de Hilbert Z. Se tienen los siguientes re-

sultados:

a. (αA)∗ = αA∗; D((αA)∗) = D(A∗) si α 6= 0 y Z si α = 0.

b. (A+M)∗ = A∗ +M∗ con dominio D((A+M)∗) = D(A∗).

c. Si A tiene inversa acotada, esto es, existe A−1 ∈ L(Z) tal que AA−1 = Iz ;

A−1A = ID(A), entonces A
∗ tiene también una inversa acotada y (A∗)−1 = (A−1)∗.
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De�nición 1.23. Decimos que un operador A lineal, densamente de�nido, es simétrico

si ∀x, y ∈ D(A):

〈Ax.y〉 = 〈x,Ay〉.

Un operador simétrico, es autoadjunto si D(A∗) = D(A).

Teorema 1.5. Sea z = L2(0, 1) y consideremos el siguiente operador sobre Z:

T =
d2

dx2

Con dominio

D(T ) =

{
z ∈ L2(0, 1)/z,

dz

dx
son abs. continuas con

dz

dx
(0) =

dz

dx
(1) = 0 y

d2z

dx2
∈ L2(0, 1)

}
T con este dominio es cerrado.

Teorema 1.6. Sea Z = L2(0, 1) y consideremos el operador T del teorema (1.5) con

D(T ). Probemos que (I + T )∗ = I + T .

Proposición 1.2. (Formula de Leibniz) Dada la función F (x) =

∫ h(x)

g(x)

f(t, x)dt po-

demos calcular su derivada utilizando la siguiente formula:

F ′(x) =

(∫ h(x)

g(x)

f(t, x)dt

)′
=

∫ h(x)

g(x)

∂f

∂x
dt+ f(h(x), x).h′(x)− f(g(x), x).g(x)′.

Teorema 1.7. Sea A en D(A) un operador cerrado en el espacio de Banach X y

x ∈ C[[a, b), x] con b∞. Supongamos que x(t) ∈ D(A), Ax(t) es continuo en (a, b] y

que la integral impropia

∫ b

a

x(t)dt y

∫ b

a

Ax(t)dt existen. Entonces:∫ b

a

x(t)dt ∈ D(A) y A

∫ b

a

x(t)dt =

∫ b

a

Ax(t)dt.

1.3. SEMIGRUPOS FUERTEMENTE CONTINUOS

De�nición 1.24. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {T (t)}t≥0 de operadores

lineales y continuos T (t) : Z → Z se denomina semigrupo fuertemente continuo si ésta

veri�ca las tres condiciones siguientes:

i) T (t+ s) = T (t)T (s) para t, s ≥ 0;
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ii) T (0) = I;

iii) Para todo z0 ∈ Z, T (t)z0 es fuertemente continuo en t = 0, es decir:

‖T (t)z0 − z0‖z → 0 cuando t→ 0+ ∀z0 ∈ Z.

Proposición 1.3. Para cualquier A ∈Mn(C) y t ≥ 0 la serie etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
converge

absolutamente; es mas el mapeo R+ 3 t 7−→ etA ∈Mn(C) es continuo y satisface:

{
e(t+s)A = etAesA para t, s ≥ 0;

e0A = I.

Demostración. Primero demostraremos que para cualquier A ∈Mn(C) y t ≥ 0 la serie
∞∑
k=0

tkAk

k!
converge absolutamente.

Sea A ∈Mn(C) y t ≥ 0. Consideremos las sumas �nitas para n > m.

Tn(t) =
n∑
k=0

tkAk

k!
y Tm(t) =

m∑
k=0

tkAk

k!

‖Tn(t)− Tm(t)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

tkAk

k!
−

m∑
k=0

tkAk

k!

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

tkAk

k!

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

|t|k‖A‖k

k!

y como
n∑

k=m+1

|t|k‖A‖k

k!
es el resto de la serie convergente

∞∑
n=0

|t|n‖A‖n

n!
= e|t|‖A‖; En

consecuencia, dado ε > 0, ∃N > 0 tal que n,m > N entonces ‖Tn(t)− Tm(t)‖ < ε.

Por lo tanto {Tn(t)}n≥0 es una sucesión de Cauchy en Mn(C) y como Mn(C) es un

espacio completo la sucesión {Tn(t)}n≥0 converge en Mn(C) a un elemento de Mn(C)

que se indica con etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
.

Ahora probemos que:
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e(t+s)A = etAesA.

etAesA =
∞∑
n=0

tnAn

n!
.
∞∑
n=0

snAn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

tkAk

k!
.
sn−kAn−k

(n− k)!

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

tksn−k

(n− k)!
.
An−k+k

k!

)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

tksn−k

(n− k)!
.
An

k!

)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

tksn−k

(n− k)!
.
n!

n!
.
An

k!

)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

tksn−kn!

(n− k)!k!

)
An

n!

=
∞∑
n=0

(t+ s)nAn

n!
= e(t+s)A.

Tomando que
n∑
k=0

tksn−kn!

(n− k)!k!
= (t+ s)n Por teorema (1,2)

Por lo tanto e(t+s)A = etAesA.

Luego probemos; T (0) = I.

T (0) = e0A = I.

Por ultimo probemos que R+ 3 t 7→ etA ∈Mn(C) es continua. Es decir;

∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que |h| < δ ⇒ ‖f(t+ h)− f(t)‖ < ε.

En efecto; dado t ∈ R+ �jo pero arbitrario, h ∈ R.

‖f(t+ h)− f(t)‖ = ‖e(t+h)A − etA‖

= ‖etA+hA − etA‖

= ‖etAehA − etA‖

= ‖etA(ehA − I)‖

≤ ‖etA‖‖ehA − I‖.
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por lo tanto basta mostrar que ‖ehA − I‖ → 0 cuando h→ 0.

‖ehA − I‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

hkAk

k!
− I

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥I +
∞∑
k=1

hkAk

k!
− I

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

hkAk

k!

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
k=1

|h|k‖A‖k

k!
.

Entonces ‖ehA − I‖ → 0 cuando h→ 0.

Por lo tanto ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que |h| < δ ⇒ ‖f(t+ h)− f(t)‖ < ε. �

Lema 1.4. Sea X un espacio de Banach y f una función de�nida de un conjunto

compacto k ⊂ R en L(X). Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

a) f es continua para el operador de topología fuerte; es decir las aplicaciones

k 3 t 7→ f(t)x ∈ X son continuas para cada x ∈ X;

b) f es uniformemente acotado en k y las aplicaciones de k 3 t 7→ f(t)x ∈ X son

continuas para todos los x en algún subconjunto denso de D en X;

c) f es continua en la topología de convergencia uniforme en subconjunto compactos

de X; es decir la aplicación k × C 3 (t, x) 7→ f(t)x ∈ X es uniformemente

continua para cada conjunto compacto C en X.

Teorema 1.8. Un semigrupo (T (t))t≥0 fuertemente continuo en un espacio de Hilbert

Z, tiene las siguientes propiedades.

a) ‖T (t)‖ es acotado en cada subintervalo �nito de [0,∞);

b) T (t) es fuertemente continuo para todo t ∈ [0,∞);

c) Para todo z ∈ Z tenemos que
1

t

∫ t

0

T (s)zds→ z cuando t→ 0+;

d) Si w0 = ı́nf
t>0

(
1

t
log ‖T (t)‖

)
, entonces w0 = ĺım

t→∞

(
1

t
log ‖T (t)‖

)
<∞;
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e) ∀w > w0. Existe una constante Mw tal que ∀t ≥ 0. ‖T (t)‖ ≤Mwe
wt.

Esta constante w0 se llama limite de crecimiento del semigrupo.

Para la demostración de este teorema se puede consultar Curtain & Zwart [6]

De�nición 1.25. El generador in�nitesimal A de un semigrupo fuertemente continuo

en un espacio de Hilbert Z de�nido por:

Az = ĺım
t→0+

T (t)z − z
t

siempre que exista el limite.

Consideremos el subespacio

D(A) = {z ∈ Z : ĺım
t→0+

Atz existe}

y de�namos A : D(A) ⊂ Z → Z Donde Atz =
T (t)z − z

t
.

Ejemplo 1.5. Considere el semigrupo fuertemente continuo eAt =
∞∑
n=0

(At)n

n!
t ≥ 0

donde A ∈ L(Z). Veamos que A es el generador in�nitesimal de {eAt t ≥ 0}.
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Sea T (t) = eAt =
∞∑
n=0

(At)n

n!
= 1 +

At

1!
+
A2t2

2!
+ ...

∥∥∥∥T (t)z − z
t

− Az
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥eAtz − zt
− Az

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥eAtz − z − tAzt

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

(At)nz

n!
− z − tAz

t

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥1

t

∞∑
n=2

(At)nz

n!

∥∥∥∥∥
≤ 1

t

∞∑
n=2

‖An‖tn‖z‖
n!

≤ 1

t

∞∑
n=2

‖A‖ntn‖z‖
n!

=
1

t

(
∞∑
n=0

‖A‖ntn‖z‖
n!

− ‖z‖ − ‖A‖‖z‖t

)
=

1

t

(
e‖A‖t‖z‖ − ‖z‖ − ‖A‖‖z‖t

)
=

1

t

(
e‖A‖t − 1− ‖A‖t

)
‖z‖.

Ahora estudiemos el limite del miembro derecho de la Desigualdad.

ĺım
t→0+

1

t
(e‖A‖t − 1− ‖A‖t)‖z‖ tiene forma indeterminada 0

0
.

Apliquemos la regla de L`Hospital.

ĺım
t→0+

Dt

(
1

t
(e‖A‖t − 1− ‖A‖t)‖z‖

)
= ĺım

t→0+
e‖A‖t‖A‖‖z‖ − ‖A‖‖z‖ = 0

Por lo tanto ĺım
t→0+

∥∥∥∥T (t)z − z
t

− Az
∥∥∥∥ = 0

Asi A es el generador in�nitesimal del semigrupo fuertemente continuo {eAt t ≥ 0}.

Ahora bien, el siguiente teorema, el cual se encuentre en Curtain & Zwart [6], nos
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muestra ciertas propiedades importantes que satisface el generador de un semigrupo

fuertemente continuo.

Teorema 1.9. Sea T (t) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Hilbert

Z con generador in�nitesimal A. Entonces tiene los siguientes resultados:

a) Para z ∈ D(A) T (t)z ∈ D(A) ∀t ≥ 0;

b)
d

dt
(T (t)z) = AT (t)z = T (t)Az para z ∈ D(A) t > 0;

c)
dn

dtn
(T (t)z) = AnT (t)z = T (t)Anz para z ∈ D(An) t > 0;

d) T (t)z − z =

∫ t

0

T (s)Azds para z ∈ D(A);

e)

∫ t

0

T (s)zds ∈ D(A) y A

∫ t

0

T (s)zds = T (t)z − z ∀z ∈ Z y D(A) es denso en Z;

f) A es un operador cerrado.

Lema 1.5. Sea Z un espacio de Hilbert separable {Sn(t)}n≥1 una familia de semigrupos

fuertemente continuo y {Pn}n≥1 una familia de proyección ortogonal completa en Z tal

que:

AnPn = PnAn, n ≥ 1, 2, ....

Donde An es el generador in�nitesimal de Sn.

De�niendo la siguiente familia de operadores lineales:

S(t)z =
∞∑
n=1

Sn(t)Pnz, t ≥ 0.

Entonces:

a) S(t) es un operador lineal y acotado si ‖Sn(t)‖ ≤ g(t), n = 1, 2, ... con g(t) ≥ 0 ,

continua para t ≥ 0;

b) {S(t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Hilbert Z cuyo

generador in�nitesimal A es dado por:
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Az =
∞∑
n=1

AnPnz , z ∈ D(A)

con

D(A) =

{
z ∈ Z

/ ∞∑
n=1

|‖AnPnz‖2 <∞

}
.

Para la demostración de este lema se puede ver [2]

Lema 1.6. (Ver [6]). Sea T (t) un semigrupo fuertemente continuo con generador in�ni-

tesimal A y con un crecimiento consolidado ω0. Si Re(λ) > ω > ω0. Entonces λ ∈ ρ(A),

y para todo z ∈ Z los siguientes resultados:

a) R(λ,A)z = (λI − A)−1z =

∫ ∞
0

e−λtT (t)zdt y ‖R(λ,A)‖ ≤ M
σ−ω ; σ = Re(λ);

b) ĺım
α→∞

α(αI − A)−1z = z para todo z ∈ Z; donde α es real.

Teorema 1.10. Hille - Yosida (ver [6]). Una condición necesaria y su�ciente para

que un operador cerrado A con dominio denso D(A) en X, es el generador in�nitesimal

de un semigrupo fuertemente continuo es que existen números reales M y ω tal que

∀α > ω.

α ∈ ρ(A) y ‖R(λ;A)n‖ < M
(λ−ω)n

n = 1, 2, ...

Donde R(α,A) = (αI − A)−1 es el operador resolvente, en este caso ‖T (t)‖ ≤Meωt.





Capítulo 2

OPERADORES DE EVOLUCIÓN

2.1. OPERADORES DE EVOLUCIÓN

En esta sección estudiaremos el problema de Cauchy no autónomo de�nido sobre

un espacio de Hilbert Z,
dz(t)

dt
= A(t)z(t) 0 ≤ s ≤ t <∞,

z(s) = z0 ∈ Z,
(2.1)

donde z : [0,∞) → Z, A(t) es una familia de operadores lineales acotados en Z cuyo

dominio D(A(t)) = D, es independiente de t , tal que A(· )z ∈ C(R+, Z) para cada

z ∈ D. (ver [9] para una de�nición similar). Para ello, es necesario considerar la teo-

ría de operadores de evolución, ver [1]. Comenzamos con la de�nición de la solución

fundamental de (2.1).

De�nición 2.1. (ver [9]) Una función operador biparamétrica U(t, s) ∈ L(Z) que es

fuertemente continua en t, s para 0 ≤ s ≤ t < ∞, se llama solución fundamental de

(2.1) si.

1. Para todo z ∈ D la derivada parcial
∂

∂t
U(t, s)z existe en la topología fuerte de Z

y es fuertemente continuo en (t, s) para 0 ≤ s ≤ t <∞.

2. Para todo z ∈ D, U(t, s)z ∈ D.

3. Para todo z ∈ D ,
∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z , 0 ≤ s ≤ t < ∞ , U(s, s) = I y

U(t, k)U(k, s) = U(t, s).

Proposición 2.1. La función operador biparamétrica U(t, s) dado por la de�nición

anterior satisface las siguientes propiedades:

U(t, s)z0 = z0 +

∫ t

s

A(τ)U(τ, s)z0 dτ ∀z0 ∈ D, (2.2)

21
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ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
= ĺım

k→t−
ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
. (2.3)

Demostración. Sea z0 ∈ D y de�namos la función fs : (0,∞)→ D por:

fs(t) = U(t, s)z0 0 ≤ s ≤ t <∞

Por de�nición (2.1), fs es continuamente diferenciable en t , luego por el teorema fun-

damental del calculo para funciones abstracta fs : (0,∞)→ D se tiene:∫ t

s

∂

∂u
U(u, s)z0du =

∫ t

s

d

du
fs(u)du

= f(t)− f(s)

= U(t, s)z0 − U(s, s)z0

= U(t, s)z0 − Iz0

= U(t, s)z0 − z0.

Entonces

U(t, s)z0 = z0 +

∫ t

s

∂

∂u
U(u, s)z0du

= z0 +

∫ t

s

A(u)U(u, s)z0du Por de�nición (2,1)

Por lo tanto U(t, s)z0 = z0 +

∫ t

s

A(τ)U(τ, s)z0 dτ , ∀z0 ∈ D.

Ahora probemos (2.3) usando (2.2).

ĺım
r−→t+

ĺım
k−→t−

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0
r − k

= ĺım
r−→t+

ĺım
k−→t−

1

r − k

∫ r

k

A(τ)U(τ, k)U(k, s)z0dτ

= ĺım
r−→t+

ĺım
k−→t−

1

r − k

∫ r

k

A(τ)U(τ, s)z0dτ

= ĺım
r−→t+

1

r − t

∫ r

t

A(τ)U(τ, s)z0dτ

= ĺım
h−→0+

1

h

∫ t+h

t

A(τ)U(τ, s)z0dτ

= A(t)U(t, s)z0.
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Por otro lado;

ĺım
k−→t−

ĺım
r−→t+

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0
r − k

= ĺım
k−→t−

ĺım
r−→t+

1

r − k

∫ r

k

A(τ)U(τ, k)U(k, s)z0dτ

= ĺım
k−→t−

ĺım
r−→t+

1

r − k

∫ r

k

A(τ)U(τ, s)z0dτ

= ĺım
k−→t−

1

t− k

∫ t

k

A(τ)U(τ, s)z0dτ

= ĺım
h−→0+

1

h

∫ t

t−h
A(τ)U(τ, s)z0dτ

= A(t)U(t, s)z0.

Así obtenemos;

ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
= ĺım

k→t−
ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
.

�

El resultado obtenido motiva las siguientes de�niciones.

De�nición 2.2. Una familia biparamétrica de operadores lineales acotados U(t, s) ∈ L(Z),

0 ≤ s ≤ t <∞ es llamado un operador de evolución si las siguientes condiciones se sa-

tisfacen:

1. U(s, s) = I y U(t, r)U(r, s) = U(t, s) para 0 ≤ s ≤ t <∞.

2. (t, s)→ U(t, s) es fuertemente continuo para 0 ≤ s ≤ t <∞.

3. Existe una función continua de valor real no negativa g(t, s) con ‖U(t, s)‖ ≤ g(t, s)

para todo 0 ≤ s ≤ t <∞.

De�nición 2.3. De�namos el subespacio D que consiste de todos los elementos z0 ∈ Z
tal que los siguientes limites:

ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
= ĺım

k→t−
ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z0 − U(k, s)z0

r − k
.

existen para todo 0 ≤ s ≤ t <∞.
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Observación 2.1. Para todo z ∈ D y t ≥ 0 los siguientes limites existen

ĺım
h→0+

U(t+ h, t)z − z
h

= ĺım
r→t+

U(r, t)z − z
r − t

.

Demostración. Dado z ∈ D tenemos que:

ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k
= ĺım

k→t−
ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k
.

En consecuencia, si hacemos s = t, entonces:

ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k
= ĺım

r→t+

U(r, t)U(t, s)z − U(t, s)z

r − t

= ĺım
r→t+

U(r, s)z − U(t, s)z

r − t

= ĺım
r→t+

U(r, t)z − U(t, t)z

r − t

= ĺım
r→t+

U(r, t)z − z
r − t

.

y

ĺım
k→t−

ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k
= ĺım

k→t−

U(t, k)U(k, s)z − U(k, s)z

t− k

= ĺım
k→t−

U(t, s)z − U(k, s)z

t− k

= ĺım
k→t−

U(t, t)z − U(k, t)z

t− k

= ĺım
k→t−

z − U(k, t)z

t− k

= ĺım
k→t−

U(k, t)z − z
k − t

= ĺım
h→0+

U(h+ t, t)z − z
h

.

Asi obtenemos que ĺım
h→0+

U(t+ h, t)z − z
h

= ĺım
r→t+

U(r, t)z − z
r − t

. �

De�nición 2.4. El generador A(t) de un operador de evolución U(t, s) , 0 ≤ s ≤ t <∞
se de�ne como sigue:

A(t)z = ĺım
h→0+

U(t+ h, t)z − z
h

, ∀z ∈ D , 0 ≤ t <∞.

Por lo tanto tenemos que D(A(t)) = D. Con

D =

{
z ∈ Z/ ĺım

r→t+
ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k
= ĺım

k→t−
ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k

}
.
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Lema 2.1. Sea U(t, s) , 0 ≤ s ≤ t < ∞ un operador de evolución en Z tal que

U(t, s)z ∈ D para todo z ∈ D. Entonces para todo z ∈ D tenemos:

1.
∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z , 0 ≤ s ≤ t < T .

2.
∂

∂s
U(t, s)z = −U(t, s)A(s)z , 0 ≤ s ≤ t < T .

Demostración. Dado z ∈ D, por hipótesis U(t, s)z ∈ D para 0 ≤ s ≤ t <∞. Luego de

la de�nición (2.4); tenemos que:

ĺım
h→0+

U(t+ h, s)z − U(t, s)z

h
= ĺım

h→0+

U(t+ h, t)U(t, s)z − U(t, s)z

h
= A(t)U(t, s)z.

Así; obtenemos que:

ĺım
h→0+

U(t+ h, s)z − U(t, s)z

h
= A(t)U(t, s)z.

Ahora supongamos t > s y h ≥ 0 lo su�cientemente pequeño tal que t−h ≥ s. Entonces

ĺım
h→0+

U(t− h, s)z − U(t, s)z

−h
= ĺım

h→0+

U(t, s)z − U(t− h, s)z
h

= ĺım
h→0+

U(t, t− h)U(t− h, s)z − U(t− h, s)z
h

= ĺım
k→t−

U(t, k)U(k, s)z − U(k, s)z

t− k

= ĺım
k→t−

ĺım
r→t+

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k

= ĺım
r→t+

ĺım
k→t−

U(r, k)U(k, s)z − U(k, s)z

r − k

= ĺım
r→t+

U(r, t)U(t, s)z − U(t, s)z

r − t

= ĺım
h→0+

U(h+ t, t)U(t, s)z − U(t, s)z

h
= A(t)U(t, s)z.

Luego las derivadas parciales unilaterales existen y son iguales. Por tanto;

∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z, 0 ≤ s ≤ t <∞.
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En particular;
∂

∂t
U(t, s)z |t=s= ĺım

h→0+

U(s+ h, s)z

h
= A(s)z.

Para probar la segunda parte; supongamos que t > s y h ≥ 0 es lo su�cientemente

pequeño tal que s+ h < t. Entonces∥∥∥∥U(t, s+ h)z − U(t, s)z

h
+ U(t, s)A(s)z

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥U(t, s+ h)z − U(t, s+ h)U(s+ h, s)z

h

+ U(t, s+ h)U(s+ h, s)A(s)z

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−U(t, s+ h)

{
U(s+ h, s)z − z

h
− U(s+ h, s)A(s)z

}∥∥∥∥
≤ g(t, s+ h)

∥∥∥∥{U(s+ h, s)z − z
h

− U(s+ h, s)A(s)z

}∥∥∥∥ .
Ya que,

ĺım
h−→0+

U(s+ h, s)z − z
h

= A(s)z,

se obtiene que

ĺım
h−→0+

U(t, s+ h)z − U(t, s)z

h
= −U(t, s)A(s)z.

Análogamente

ĺım
h→0+

U(t, s− h)− U(t, s)z

−h
= ĺım

h→0+

U(t, s)U(s, s− h)z − U(t, s)z

−h

= ĺım
h→0+

U(t, s)

(
U(s, s− h)z − z

−h

)
= −U(t, s) ĺım

h→0+

U(s, s− h)z − z
h

= −U(t, s)A(s)z.

Por lo tanto
∂

∂s
U(t, s)z = −U(t, s)A(s)z 0 ≤ s ≤ t <∞.

�

Teorema 2.1. Sea U(t, s), 0 ≤ s ≤ t < ∞ un operador de evolución sobre Z que

satisface la condición del lema (2.1) y A(t) su generador con dominio D. Entonces el

problema de Cauchy 
z′(t) = A(t)z(t), t ≥ s,

z(s) = z0, z0 ∈ D,
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admite una única solución z(t) = U(t, s)z0 t ≥ s.

Demostración. Del lema (2.1) obtenemos que z(t) = U(t, s)z0 es una solución del pro-

blema de Cauchy. Ahora para probar la unicidad, vamos a suponer que y(t) es otra

solución del problema. Entonces la diferencia w(t) = z(t) − y(t) satisface la ecuación

diferencial

dw

dt
= z′(t)− y′(t) = A(t)z(t)− A(t)y(t) = A(t)(z(t)− y(t)) = A(t)w(t).

Así,
dw

dt
= A(t)w(t) t ≥ s; w(s) = 0. Por lo que necesitamos demostrar que w(t) = 0,

para ello, de�namos f : (0,+∞)→ D por f(u) = U(t, u)w(u), 0 ≤ u ≤ s < t. Tenemos

que f es una función diferenciable ya que es producto de funciones diferenciables. Más

aún,

f ′(u) =
∂

∂u
U(t, u)w(u) + U(t, u)

d

du
w(u)

=
∂

∂u
U(t, u)(z(u)− y(u)) + U(t, u)

d

du
(z(u)− y(u))

=
∂

∂u
U(t, u)z(u)− ∂

∂u
U(t, u)y(u) + U(t, u)

d

du
z(u)− U(t, u)

d

du
y(u)

= −U(t, u)A(u)z(u) + U(t, u)A(u)y(u) + U(t, u)A(u)z(u)− U(t, u)A(u)y(u)

= 0.

Así, f ′(u) = 0, por lo tanto f(u) = U(t, u)w(u) = c (c constante). En particular, si

consideramos u = s, tenemos que f(s) = U(t, s)w(s) = 0.

Ahora como U(t, s) es fuertemente continuo, obtenemos

f(t) = ĺım
s→t−

f(s) = ĺım
s→t−

U(t, s)w(s) = 0.

Entonces f(t) = 0. Luego, 0 = f(t) = U(t, t)w(t) = Iw(t) = w(t). Esto es, w(t) = 0.

Así z(t) es solución única.

�

Teorema 2.2. Sea U(t, s), 0 ≤ s ≤ t < ∞ un operador de evolución en Z satisfa-

ciendo la condición del lema (2.1) y A(t) su generador con dominio D. Consideremos

el problema de Cauchy no homogéneo
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
z′(t) = A(t)z(t) + f(t), t ≥ s,

z(s) = z0, z0 ∈ Z, 0 ≤ s ≤ t.

(2.4)

Supongamos que

i) z0 ∈ Z y f ∈ C(R+, Z) toma valores de D y f(·) ∈ D.

o

ii) z0 ∈ Z y f ∈ C1(R+, Z).

Entonces (2.4) tiene una única solución z ∈ C1(R+, Z) con valores en D, además

esta solución z(t) es una solución de la siguiente ecuación integral,

z(t) = U(t, s)z0 +

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα. (2.5)

Demostración. Sea g : R+ → D ⊂ Z una función de�nida por g(s) = U(t, s)z(s),

la cual es una función diferenciable ya que el producto de funciones diferenciables es

diferenciable. Más aún,

g′(s) =
∂

∂s
U(t, s)z(s) + U(t, s)

d

ds
z(s)

= −U(t, s)A(s)z(s) + U(t, s)(A(s)z(s) + f(s))

= −U(t, s)A(s)z(s) + U(t, s)A(s)z(s) + U(t, s)f(s)

= U(t, s)f(s).

Luego; ∫ t

s

g′(s) =

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα

g(t)− g(s) =

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα

g(t) = g(s) +

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα

g(t) = U(t, s)z(s) +

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα

g(t) = U(t, s)z0 +

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα.
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Por tanto,

z(t) = U(t, s)z0 +

∫ t

s

U(t, α)f(α)dα.

�

De�nición 2.5. Una solución de (2.5) es llamada una solución moderada de (2.4). Esta

solución no es necesariamente diferenciable.

Observación 2.2. Un caso particular de un operador de evolución U(t, s) que satisface

la condición del lema (2.1) es dada por:

U(t, s)z0 = T (t− s)z0 +

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)z0dα, (2.6)

Donde A es el generador in�nitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T (t)}t≥0

en un espacio de Banach Z y B(·) ∈ P∞([0,∞];L(Z)), donde P∞([0,∞];L(Z)) es dado

por el conjunto:

{B/〈z1, B(·)z2〉 es medible para cada z1, z2 ∈ Z y (ess sup
0≤t<∞

‖B(t)‖L(Z) <∞)}

En este caso, es evidente que el generador de este operador de evolución es:

A(t) = A+B(t),

con dominio D(A(t)) = D(A) = D. ver([6])

Proposición 2.2. Consideremos el operador de evolución U(t, s) dado por (2.6). En-

tonces

1.
∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z 0 ≤ s ≤ t <∞;

2.
∂

∂s
U(t, s)z = −U(t, s)A(s)z 0 ≤ s ≤ t <∞;

3. A(t) es cerrado.

Demostración. En primer lugar, probemos que
∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z 0 ≤ s ≤ t <∞.

En efecto,

∂

∂t
U(t, s)z =

d

dt

{
T (t− s)z +

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα

}

=
d

dt
T (t− s)z +

d

dt

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα
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Pero, por teorema (1.9) se tiene:

d

dt
T (t− s)z = AT (t− s)z

y además por proposición (1.2) y teorema (1.7) se obtiene que:

d

dt

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα = A

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα +B(t)U(t, s)z

Luego,

∂

∂t
U(t, s)z = A

(
T (t− s)z +

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα

)
+B(t)U(t, s)z

= AU(t, s)z +B(t)U(t, s)z

= (A+B(t))U(t, s)z

= A(t)U(t, s)z.

Por lo tanto,
∂

∂t
U(t, s)z = A(t)U(t, s)z 0 ≤ s ≤ t <∞.

En segundo lugar, para probar que:
∂

∂s
U(t, s)z = −U(t, s)A(s)z 0 ≤ s ≤ t < ∞,

hacemos uso de nuevo del teorema (1.9) parte (b) y la proposición (1.2).En efecto; sea

t− s > 0,

∂

∂s
U(t, s)z =

d

ds
(T (t− s)z +

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα)

=
d

ds
T (t− s)z +

d

ds

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)zdα

= −AT (t− s)z +

∫ t

s

d

ds
T (t− α)B(α)U(α, s)zdα− T (t− s)B(s)z
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= −AT (t− s)z +

∫ t

s

T (t− α)B(α)(−U(α, s)A(s)z)dα− T (t− s)B(s)z

= −AT (t− s)z −
∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)A(s)zdα− T (t− s)B(s)z

= −T (t− s)(Az +B(s)z)−
∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)A(s)zdα

= −T (t− s)(A+B(s))z −
∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)A(s)zdα

= −(T (t− s)A(s)z +

∫ t

s

T (t− α)B(α)U(α, s)A(s)zdα)

= −U(t, s)A(s)z.

En consecuencia,
∂

∂s
U(t, s)z = −U(t, s)A(s)z 0 ≤ s ≤ t <∞.

Finalmente, demostremos que A(t) es cerrado. Tenemos que: A(t) = A + B(t), con

A ∈ L(Z), cerrado y B(·) ∈ P∞([0,∞];L(Z)) donde P∞([0,∞];L(Z)) es dado por el

conjunto:

{B/〈z1, B(·)z2〉 es medible para cada z1, z2 ∈ Z y (ess sup
0≤t<∞

‖B(t)‖L(Z) <∞)}

Supongamos que {un}n∈N ∈ D(A) tal que ĺım
n→∞

un = u ∈ Z y ĺım
n→∞

A(t)un = y. Debemos

probar que u ∈ D(A) y A(t)u = y.

‖A(t)un − A(t)u‖ = ‖(A+B(t))un − (A+B(t))u‖

= ‖Aun +B(t)un − Au−B(t)u‖

= ‖(Aun − Au) + (B(t)un −B(t)u)‖

≤ ‖(Aun − Au)‖+ ‖(B(t)un −B(t)u)‖

< ε1 + ‖B(t)‖‖un − u‖

< ε1 + ‖B(t)‖ε2.
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Luego ess sup
0≤t<∞

‖A(t)un − A(t)u‖ < ε1 + ess sup
0≤t<∞

‖B(t)‖ε2.

Basta considerar ε1 =
ε

2
y ε2 =

ε

2

1

ess sup
0≤t<∞

‖B(t)‖
;

En consecuencia, ess sup
0≤t<∞

‖A(t)un − A(t)u‖ < ε.

Así, ∀ε > 0, ∃N > 0/‖A(t)un − A(t)u‖ < ε.

Luego como ĺım
n→∞

un = u y ĺım
n→∞

A(t)un = y, además ya que A cerrado obtenemos que

u ∈ D(A) y A(t)u = y.

Por lo tanto, A(t) = A+B(t) es cerrado. �

Lema 2.2. Sea Z un espacio de Hilbert {Un(t, s)}0≤s≤t<∞ una familia de operadores

de evolución y Pn(· ) : [0,∞) → L(Z); n = 1, 2, 3, ..., una familia de proyecciones

ortogonales fuertemente continuo sobre Z, completas y

Pn(t)Un(t, s) = Un(t, s)Pn(s) ; n = 1, 2, 3, ..., 0 ≤ s ≤ t <∞.

Se de�ne la siguiente familia de operadores lineales

U(t, s) =
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z , 0 ≤ s ≤ t <∞.

Entonces:

1. {U(t, s)}0≤s≤t<∞ una familia de operadores de evolución fuertemente continuo si

‖Un(t, s)‖ ≤ g(t, s) , n = 1, 2, 3, ..., con g(t, s) ≥ 0 continua en 0 ≤ s ≤ t <∞.

2. El generador A(t) : D → Z de {U(t, s)}0≤s≤t<∞ viene dado por

A(t)z =
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)z , z ∈ D,

donde D ⊂ W =

{
z ∈ Z :

∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2 <∞,∀t ∈ [0,∞)

}
,

Si A(t) es un operador cerrado entonces D = W .

3. Suponga que A(t) es un operador cerrado. Si z ∈ D , entonces U(t, s)z ∈ D.
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Demostración. Supongamos que ‖Un(t, s)‖ ≤ g(t, s), n = 1, 2, ... con g(t) ≥ 0 , continua

para t ≥ 0.

Probemos que
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z esta bien de�nida.

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z

∥∥∥∥∥
2

=

〈
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z,
∞∑
m=1

Um(t, s)Pm(s)z

〉

=
∞∑
n=1

〈Un(t, s)Pn(s)z, Un(t, s)Pn(s)z〉

=
∞∑
n=1

‖Un(t, s)Pn(s)z‖2

≤
∞∑
n=1

‖Un(t, s)‖2‖Pn(s)z‖2

≤
∞∑
n=1

(g(t, s))2‖Pn(s)z‖2

= (g(t, s))2

∞∑
n=1

‖Pn(s)z‖2

= (g(t, s))2‖z‖2.

Así, ‖
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z‖ ≤ (g(t, s))‖z‖.

Por lo que obtenemos que
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z es convergente. En consecuencia, de�ne un

operador lineal y acotado, que denotaremos por: U(t, s), esto es, U(t, s)z =
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z.

Ahora probemos que U(t, r)U(r, s) = U(t, s) para 0 ≤ r ≤ s ≤ t <∞.

U(t, r)U(r, s)z =
∞∑
n=1

Un(t, r)Pn(r)U(r, s)z

=
∞∑
n=1

Un(t, r)Pn(r)
∞∑
i=1

Ui(r, s)Pi(s)z

=
∞∑

n,i=1

Un(t, r)Ui(r, s)Pn(s)Pi(s)z
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=
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z

= U(t, s)z.

Por tanto, U(t, r)U(r, s)z = U(t, s)z.

Por otro lado, U(t, s) es fuertemente continuo en [0,∞). En efecto,

‖U(t, s)z − z‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Un(t, s)Pn(s)z −
∞∑
n=1

Pn(s)z

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

(Un(t, s)− I)Pn(s)z

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2

=
N∑
n=1

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2 +
∞∑

n=N+1

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2

≤ sup
1<n<N

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2N +
∞∑

n=N+1

‖(Un(t, s)− I)‖2‖Pn(s)z‖2

≤ sup
1<n<N

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2N +K
∞∑

n=N+1

‖(Pn(s)z)‖2,

donde

K = sup
0≤s≤t≤1;n≥1

‖(Un(t, s)− I)‖2 <∞.

En efecto,

sup
0≤s≤t≤1;n≥1

‖(Un(t, s)− I)‖ ≤ sup
0≤s≤t≤1;n≥1

‖(Un(t, s)‖+ 1 ≤ sup
0≤s≤t≤1;n≥1

g(t) + 1 <∞.

Entonces ‖U(t, s)z − z‖2 ≤ sup
1<n<N

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2N +K
∞∑

n=N+1

‖(Pn(s)z)‖2

Como {Un(t, s)}0≤s≤t<T (n = 1, 2, ..) es un operador de evolución fuertemente continuo

y {Pn(s)}n≥1 es una familia completa de proyectores ortogonales, dado ε > 0 arbitrario

tenemos, por algún numero N y 0 < s < t < 1 las siguientes desigualdades:
∞∑

n=N+1

‖(Pn(s)z)‖2 <
ε

2K
,
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y

sup
1<n<N

‖(Un(t, s)− I)Pn(s)z‖2 ≤ ε

2N
.

Luego,

‖U(t, s)z − z‖2 <
ε

2N
N +

ε

2K
K =

ε

2
+
ε

2
= ε.

Entonces ‖U(t, s)z − z‖ → 0 cuando t→ 0+ , ∀z ∈ Z.
Por lo tanto U(t, s) es un operador de evolución fuertemente continuo en [0,∞).

Por otro lado, sea A(t) un generador del operador de evolución {U(t, s)}. Por de�nición
(2.4), para todo z ∈ D(A) , tenemos que;

A(t)z = ĺım
h→0+

U(t+ h, t)z − z
h

= ĺım
h→0+

∞∑
n=1

Un(t+ h, t)Pn(t)z −
∞∑
n=1

Pn(t)z

h

= ĺım
h→0+

∞∑
n=1

(Un(t+ h, t)− I)Pn(t)z

h
.

Además,

Pm(t)A(t)z = Pm(t)

 ĺım
h→0+

∞∑
n=1

(Un(t+ h, t)− I)Pn(t)z

h



= ĺım
h→0+

Pm

∞∑
n=1

(Un(t+ h, t)− I)Pn(t)z

h

= ĺım
h→0+

Um(t+ h, t)Pm(t)z − Pm(t)z

h

= Am(t)Pm(t)z.

Asi; A(t)z =
∞∑
n=1

Pm(t)A(t)z =
∞∑
n=1

Am(t)Pm(t)z.

Sea W =

{
z ∈ Z :

∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2 <∞ ∀t ∈ [0,∞)

}
. Por de�nición
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D =

z ∈ Z : ĺım
h→0+

∞∑
n=1

Un(t+ h, t)Pn(t)z − Pn(t)z

h
= A(t)z existe

 .

Si A(t) es cerrado y z ∈ D, entonces

∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2 =
∞∑
n=1

〈An(t)Pn(t)z, An(t)Pn(t)z〉

=

〈
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)z,
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)z

〉

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)z

∥∥∥∥∥
2

= ‖A(t)z‖2.

Como A(t)z existe; se tiene que
∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2 <∞. Así, z ∈ W .

Por lo tanto D ⊂ W .

Reciprocamente, supongamos que
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)z = y ∈ Z. Haciendo zn =
n∑
k=1

Pk(t)z

obtenemos que:

ĺım
h→0+

U(t+ h, t)zn − zn
h

= Azn =
n∑
k=1

Pk(t)Ak(t)z <∞.

Así, ĺım
h→0+

U(t+ h, t)zn − zn
h

existe. Por lo tanto, zn ∈ D(A) y

A(t)zn =
n∑
k=1

Pk(t)Ak(t)z.
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Veamos que ‖zn − z‖ → 0 , cuando n→∞.

‖zn − z‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Pk(t)z − z

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Pk(t)z −
∞∑
k=1

Pk(t)z

∥∥∥∥∥
=

∞∑
k=n

Pk(t)z

< ε.

Así, zn → z cuando n → ∞ y ĺım
n→∞

A(t)zn = y.Luego, como el operador A es cerrado,

obtenemos que z ∈ D y A(t)z = y. Por tanto, W ⊂ D.

Seguidamente probemos que U(t, s)z ∈ D.

Para todo z ∈ D consideremos
∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2 <∞} y 0 ≤ t <∞ entonces

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)U(t, s)z

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An(t)Pn(t)

(
∞∑
k=1

Uk(t, s)Pk(s)z

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An(t)Un(t, s)Pn(s)Pn(s)z

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An(t)Un(t, s)Pn(s)z

∥∥∥∥∥
2

=

〈
∞∑
n=1

An(t)Un(t, s)Pn(s)z,
∞∑
k=1

Ak(t)Uk(t, s)(t)Pk(s)z

〉

=
∞∑

k,n=1

〈An(t)Un(t, s)Pn(s)z, Ak(t)Uk(t, s)Pk(s)z〉

=
∞∑
n=1

‖An(t)Un(t, s)Pn(s)z‖2



38 Capítulo2. OPERADORES DE EVOLUCIÓN

=
∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)Un(t, s)z‖2

≤
∞∑
n=1

(g(t, s))2‖An(t)Pn(t)z‖2

= (g(t, s))2

∞∑
n=1

‖An(t)Pn(t)z‖2

< ∞.

Por lo tanto U(t, s)z ∈ D para todo z ∈ D y 0 ≤ s ≤ t <∞.
�



Capítulo 3

SISTEMA DE ECUACIONES
PARABÓLICAS NO AUTÓNOMAS

En este capítulo se hace uso de los resultados desarrollados en los capítulos anteriores

para estudiar la solución del siguiente sistema de ecuaciones parabólicas parciales no

autónomos,



∂z(t, s)

∂t
= D∆z(t, x) +B(t)z(t, x) + f(t, x), t > 0, z ∈ Rn

∂z(t, s)

∂η
= 0 t > 0, x ∈ ∂Ω

z(0, x) = z0(x), x ∈ ∂Ω

(3.1)

donde Ω es un dominio acotado en RN(N ≥ 1), z0 ∈ L2(Ω),D es una matriz n×n cuyos
valores propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo y

f : R×Ω→ Rn es una función suave. Se supone que el operador B ∈ L∞([0,∞);L(Z))

con Z = L2(Ω).

3.1. FORMULACIÓN ABSTRACTA DEL PROBLEMA

En esta sección se elige un espacio de Hilbert, donde el sistema (3.1) se puede escribir

como una ecuación diferencial abstracta; Para ello, consideremos el espacio de Hilbert

Z = L2(Ω,R) y 0 = λ1 < λ2 < ... < λj → ∞ los valores propios de −∆, cada uno con

multiplicidad �nita γj igual a la dimensión del correspondiente espacio característico.

Entonces tenemos las siguientes propiedades bien conocidas. (ver [5]):

i) Existe un conjunto ortonormal completo {φn,k} de vectores propios de −∆.

39
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ii) Para todo ξ ∈ D(−∆) tenemos

−∆ξ =
∞∑
n=1

λn

γn∑
k=1

〈ξ, φn,k〉φn,k =
∞∑
n=1

λnEnξ, (4,2)

donde 〈· , · 〉 es el producto interno en Z y Enξ =

γn∑
k=1

〈ξ, φn,k〉φn,k.

Así que En es una familia de proyecciones ortogonales completa en Z y

ξ =
∞∑
n=1

Enξ, ξ ∈ Z.

iii) ∆ genera un semigrupo analítico {T∆(t)} dado por

T∆(t)ξ =
∞∑
n=1

e−λntEnξ.

iv) Existe una constante M ≥ 1 tal que ‖e−λnDt‖ ≤M, t > 0, n = 1, 2, 3, ...

Se de�ne el siguiente operador A : D(A) ⊂ Z → Z, Aψ = −D∆ψ, donde

D(A) = H2(Ω,Rn) ∩H1
0 (Ω,Rn). Por lo tanto, para todo Z ∈ D(A) obtenemos:

Az =
∞∑
n=1

λnDPnz,

y

z =
∞∑
n=1

Pnz, ‖z‖2 =
∞∑
n=1

‖Pnz‖2, z ∈ Z,

donde Pn = diag(En, En, ..., En) es una familia de proyección ortogonal completa

en Z.

En consecuencia el sistema (3.1) se puede escribir como una ecuación diferencial

ordinaria en Z, 
dz(t)

dt
= −Az(t) +B(t)z(t) + f e(t), t > 0,

z(0) = z0,

(3.2)

donde z0 ∈ Z y f e : [0,∞)→ Z es una función de�nida de la siguiente manera:

f e(t)(x) = f(t, x), t ≥ 0 x ∈ Ω.
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En caso que f e ≡ 0 el sistema (3.2) es dado por:


dz(t)

dt
= −Az(t) +B(t)z(t), t > s,

z(0) = z0,

(3.3)

Teorema 3.1. El operador −A es el generador in�nitesimal de un semigrupo fuerte-

mente continuo {TA(t)}t≥0 en el espacio Z, dado por:

TA(t)z =
∞∑
n=1

e−λnDtPnz, z ∈ Z, t ≥ 0.

Demostración. Veamos que −A es el generador in�nitesimal del semigrupo fuertemen-

te continuo {TA(t)}t≥0. Consideremos la siguiente familia de proyecciones ortogonales

completas en Z.

Pn = diag(En, En, ..., En) =



En . . . 0

0 En . . 0

. . .

. . 0

0 . . . En


Sea An = −λnD donde −λn los autovalores de ∆ y D es una matriz n×n cuyos valores

propios son semisimples con parte real no negativa o estrictamente positivo.

Probemos que AnPn = PnAn.

AnPn = −λnDPn
= −λnPnD

= Pn(−λnD)

= PnAn.

Sabemos que {eAnt}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo, además que An = −λnD,

por lo que podemos garantizar la existencia de una función continua a valores reales

g(t) ≥ 0 tal que ‖eAnt‖ ≤ g(t), t ≥ 0.
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Probemos que
∞∑
n=1

eAntPnz, t ≥ 0 con An = −λnD, esta bien de�nido.

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

eAntPnz

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑
n=1

(‖eAnt‖‖Pnz‖)2

≤
∞∑
n=1

(g(t)‖Pnz‖)2

= (g(t))2

∞∑
n=1

‖Pnz‖2

= (g(t))2‖z‖2.

Entonces

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

eAntPnz

∥∥∥∥∥
2

≤ g(t)‖z‖.

Esto prueba que
∞∑
n=1

eAntPnz está bien de�nido. Más aún, de�ne un operador lineal y

acotado. El cual denotaremos por TA(t), esto es: TA(t)z =
∞∑
n=1

eAntPnz.

Luego por lema (1.5) se tiene que {TA(t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo en

el espacio de Hilbert Z, cuyo generador in�nitesimal de −A viene dado por:

−Az =
∞∑
n=1

λnDPnz.

�

De�nición 3.1. (solución Moderada) Note que cualquier solución z del problema de

valor inicial (3.3)satisface la ecuación integral:

z(t) = TA(t− s)z0 +

∫ t

s

TA(t− γ)B(γ)z(γ)dγ, t ∈ [s,∞). (3.4)

Pero lo contrario no es necesariamente cierto, ya que la solución de (3.4) no es necesa-

riamente diferenciable. En este caso la solución continua de (3.4) la llamaremos como

solución moderada de (3.3).

A continuación se de�ne la siguiente familia en el espacio Z para t ≥ s ≥ 0 por:

U(t, s) = TA(t− s)z0 +

∫ t

s

TA(t− γ)B(γ)U(t, γ)z0dγ. (3.5)
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Teorema 3.2. La familia de operadores {U(t, s)}t≥s≥0 de�nido por (3.5) es un operador

de evolución fuertemente continuo en Z tal que,

U(t, s)z =
∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz, z ∈ Z t ≥ s ≥ 0, (3.6)

donde {{Un(t, s)}t≥s≥0, n = 1, 2, 3, ...} es una familia de operadores de evolución fuer-

temente continuo en Zn = PnZ de�nido como sigue,

Un(t, s)zn = zn(t, s, zn0 , )

donde zn(· ) es la única solución del problema de valor inicial
dz(t)

dt
= −λnDz(t) +Bn(t)z(t), t > s,

z(s) = zn0

Demostración. Probemos que U(t, s)z =
∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz, z ∈ Z t ≥ s ≥ 0.

En efecto;

∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz =
∞∑
n=1

Un(t, s)zn

=
∞∑
n=1

zn(t, s, zn)

=
∞∑
n=1

(
e−λnD(t−s)Pnz +

∫ t

s

e−λnD(t−γ)Bn(γ)zn(t, γ, zn)dγ

)

=
∞∑
n=1

e−λnD(t−s)Pnz +
∞∑
n=1

∫ t

s

e−λnD(t−γ)Bn(γ)Pnz(t, γ, z)dγ

=
∞∑
n=1

e−λnD(t−s)Pnz +

∫ t

s

∞∑
n=1

e−λnD(t−γ)PnB(γ)Pnz(t, γ, z)dγ

= TA(t− s)z +

∫ t

s

∞∑
n=1

e−λnD(t−γ)PnB(γ)z(t, γ, z)dγ

= TA(t− s)z +

∫ t

s

TA(t− γ)B(γ)U(t, γ)zdγ

= U(t, s)z.
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Ahora probemos que ‖U(t, s)‖ es acotado. Por hipótesis, {Un(t, s)}t≥s≥0 es una fami-

lia de operadores de evolución, Así, que existe una función continua a valores reales

g(t, s) ≥ 0 tal que ‖Un(t, s)‖ ≤ g(t, s), n = 1, 2, ...; t, s ≥ 0.

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz

∥∥∥∥∥
2

=

〈
∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz,
∞∑
m=1

Um(t, s)Pmz

〉

=
∞∑
n=1

〈Un(t, s)Pnz, Un(t, s)Pnz〉

=
∞∑
n=1

‖Un(t, s)Pnz‖2

≤
∞∑
n=1

‖Un(t, s)‖2‖Pnz‖2

≤
∞∑
n=1

(g(t, s))2‖Pnz‖2

= (g(t, s))2

∞∑
n=1

‖Pnz‖2

= (g(t, s))2‖z‖2.

Entonces

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Un(t, s)Pnz

∥∥∥∥∥ ≤ g(t, s)‖z‖ lo que prueba que es un operador lineal acotado.

Luego, por el lema (2.2) tenemos que la familia {U(t, s)}t≥s>0 es un operador de evolu-

ción fuertemente continuo en Z.

Por lo tanto, los sistemas (3.3) y (3.2) son equivalentes a los siguientes dos sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias en Z respectivamente:
dz(t)

dt
= Λ(t)z(t), t > s,

z(s) = z0,
dz(t)

dt
= Λ(t)z(t) + f e(t), t > s,

z(s) = z0,
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donde Λ(t) = −A + B(t) es el generador in�nitesimal del operador de evolución

{U(t, s)}t≥s.
�

3.2. EXISTENCIA DE LA SOLUCIÓN

Teorema 3.3. El problema de Cauchy abstracto en el espacio de Hilbert Z
dz(t)

dt
= Λ(t)z(t) + f e(t), t > s,

z(s) = z0,

donde Λ(t) = A + B(t) es el generador del operador de evolución {U(t, s)}t≥s admite

una y solo una solución moderada dada por:

z(t) = U(t, s)z0 +

∫ t

s

U(t, γ)f e(γ)dγ, t ≥ s.

Demostración. Por hipotesis Λ(t) es el generador del operador de evolución {U(t, s)}t≥s
y f e : [0,∞)→ Z es una función de�nida de la siguiente manera f e(t)(x) = f(t, x), t ≥ 0

x ∈ Ω, Ω dominio acotado en Rn(n ≥ 1), f es una función suave, así que f e ∈ C1(R+, Z).

Luego por teorema (2.2), el problema de Cauchy abstracto tiene una única solución

moderada dada por:

z(t) = U(t, s)z0 +

∫ t

s

U(t, γ)f e(γ)dγ, t ≥ s.

�
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