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RESUMEN

Estudiamos el tamarno de los conjuntos de gradientes de la funciones mesetas en los es-
pacios de Hilbert y la pregunta referente a cuan pequeno puede ser el conjunto de hiperplanos
tangentes de un cuerpo estrellado acotado y diferenciable en /.

También estudiamos la exitencia de una funcién meseta diferenciable de clase C' Lipschitz
en [ cuyo cono generado por sus conjuntos de gradientes tienen interior vacio para ello usamos un
resultado bastante importante como lo es la falla del teorema de Rolle en espacios de dimensién
infinita.

Para finalizar construimos cuerpos estrellados tales que sus conos generados por hiperpla-
nos tangentes a estos tienen interior vacio.

Palabras Claves: funciéon meseta, cuerpos estrellados, cono de gradientes, cono de hiper-

planos tangentes.
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Introduccién

Funciones meseta diferenciables y cuerpos estrellados son objetos que surgen na-
turalmente en analisis funcional no lineal y ademés sus propiedades geométricas valen
la pena ser estudiadas. Sin embargo, preguntas muy naturales acerca de hiperplanos
tangentes de tales objetos permanecieron sin ser plantedas o respondidas a nivel de los
espacios de Hilbert, hasta muy recientemente.

Motivados en esto nuestro estudio es analizar el tamano de los conjuntos de gradien-
tes de las funciones meseta (esto es una funcién con soporte no vacio y acotado) en los
espacios de Hilbert 5 y la pregunta relacionada de cuan pequeno puede ser el conjunto
de hiperplanos tangentes de un cuerpo estrellado acotado y diferenciable en [5.

Es necesario mencionar que uno de los hechos considerados en este estudio es la falla
del teorema de Rolle en espacios de Banach de dimensién infinita que posean una fun-
cién meseta de clase C* (Lipschitz) que valga cero fuera de un abierto acotado y no
tenga derivada cero en ningin punto del abierto, mostrando asi mismo un ejemplo que
exhibe dicha falla. Este hecho tiene interesantes consecuencias en la pregunta acerca

del minimo tamano del conjunto de hiperplanos tangentes, en otras palabras, el cono



INDICE GENERAL )

generado por sus conjuntos de gradientes el cual es denotado por

C(b) ={\(x):2€ X,\ >0}

(ver seccién 1-2 Capitulo 1).

También estudiamos la existencia de una funcién meseta (Lipschitz) diferenciable de
clase C* en I, tal que el cono generado por sus conjuntos de gradientes tiene interior
vacio; esto se logra al aproximar uniformemente la norma usual del espacio de Hilbert
I, por funciones de Lipschitz diferenciables de clase C' en Iy (ver seccién 1-3 Capitulo
1).

Finalmente, construimos cuerpos estrellados y diferenciables de clase C! en [y, tales que

el cono generado por sus hiperplanos tangentes tiene interior vacio (ver Capitulo 2).



Capitulo 1

Conjunto de gradientes de una funcion meseta

1.1. Derivacion en espacios normados

Recordemos que la derivabilidad de una funcién real f en un punto a de R queda

f(x) — fla)

r—a

determinada por la existencia del limite f'(a) = lim,_,, ; sin embargo esta

igualdad carece de sentido si analizamos funciones f : R” — R™. De hecho, decimos que

una funcién f de este tipo es diferenciable en el punto a de R™ si existe una aplicacién

1f(x) = fla) = Az —a)]|

lineal A : R™ — R™ tal que, lim,_,, || ”
r—a

= 0. Notemos que para
lograr una nocién més general fue necesario expresar la definicién inicial considerando
las respectivas normas y la existencia de una aplicacién lineal determinada. A pesar de
que esta extension de derivada es bastante comoda nos limita a trabajar en espacios
vectoriales de dimensién finita, dependiendo asi de el sistema de coordenadas y la base
que se fije. Debido a estas limitantes se hace necesario ampliar aiin més dicha definicién
quedando como casos particulares las ya conocidas. Motivados con la idea de crear una

nueva teoria aparecen los trabajos realizados por R.Gateaux y M. Fréchet.
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Gateaux por su parte dié la primera definicion de diferenciabilidad de gran impor-
tancia en este nuevo andlisis y ademéds desarrollé su concepto de derivada (derivada
direccional). Mientras que Fréchet fué quien extendié el concepto de diferenciabilidad
a los espacios normados ampliando la nociéon de derivada dada por Gateaux y demos-
trando que su definicién conserva las propiedades esenciales de la definicién del Analisis

clasico.

DEFINICION 1 Sean E y F espacios normados (ambos reales o ambos complejos), X

un subconjunto abierto de E'y f : X — F una aplicacion dada. Decimos que f tiene una

fla+th) — f(a)

derivada en un punto a € X en la direccion de h € E si el limite lim,_, ;

existe. En este caso, designamos a este limite por Djf(a) y lo llamamos derivada

direccional (o derivada Gateaux) de f en a en la direccién de h. Destaquemos que

th(a) € F.

Denotemos con L(FE, F') al espacio de las aplicaciones lineales y continuas de F en

F.

DEFINICION 2 Sean F y F espacios normados, X un subconjunto abierto de E y
f : X — F una aplicacién dada. Decimos que f es diferenciable en el sentido Fréchet

en un punto a de X si existe una aplicacién Df(a) en L(E, F) tal que

i 1@) = (@) = Df (@)~ )

= 0.
= I = all

De forma equivalente, f(z) — f(a) = Df(a)(x — a) + r(x) donde r es una funcién
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definida alrededor de a, excepto en a tal que lim,_,, ﬁ =0y r(a) = 0. Llamamos a

la aplicacién D f(a) : E — F la derivada (o derivada total, o derivada Fréchet) de f en

a.

Observaciones
1. Si f: X C E— F es diferenciable en a € X, entonces su derivada es tnica.

2. Decimos que f es diferenciable en X si es diferenciable en todo punto de X. En
este caso, llamamos a la aplicacién Df : E — L(E, F) la aplicacién derivada de f.
Si ademas D f es una aplicaciéon continua decimos que f es continuamente diferen-
ciable (o de clase C'). Ademés, podemos suponer al espacio L(E, F'), un espacio
normado fijada una conveniente norma. De este modo, tiene sentido considerar la
posibilidad de que Df sea diferenciable en X C E. Procediendo inductivamente

definimos,
D'f=D(D"'f): XCE— L"(E,F)=L(E,L" ' (E, F)).

Si D" f existe y es continua, decimos que f es de clase C", y si esto vale para todo
n, entonces f es de clase C*°. Ademas, llamamos a D" f(a) la derivada n- ésima

de f en el punto a € X.

La siguiente proposicién da una relacién entre derivadas direccionales (vectores) y

derivadas (aplicaciones lineales).
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PROPOSICION 1 Sean E, F espacios normados X C E un subconjunto abierto y

f:X — F.Dadoa € X, si f es diferenciable en a entonces f es derivable en a en toda

direccion h € E'y Dy f(a) = Df(a)h.

Observacion: El reciproco de esta proposicion es falso, es decir, no es cierto que la
existencia de todas las derivadas direccionales Dy, f(a) de una aplicacién f en un punto
a implica la diferenciabilidad de f en a.
El contraejemplo mas comin de este hecho se obtiene considerando aplicaciones ho-
mogéneas.

En general, los resultados que a continuacién daremos se demuestran de forma equi-

valente a sus anélogos en el célculo de varias variables, ver [Ma].

PROPOSICION 2 Sean E, F espacios normados, y X C E un subconjunto abierto.
Si la aplicacion f : X — F' es diferenciable en a € F, entonces existe una constante
¢ > [|Df(a)|l y un nimero ¢ > 0 tal que || f(z) — f(a)|| < c||z — a|| cuando ||z —al| < ¢

(condicion local de Lipschitz).

Observacion. Como consecuencia de la proposicion 2, toda aplicaciéon diferenciable es

continua.

PROPOSICION 3 (Cardcter local de la diferenciabilidad) Sean E, F espacios norma-

dos y X C E un subconjunto abierto y f : X — F diferenciable en X. Si U C X es un
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subconjunto abierto entonces la restriccion f|y es diferenciable en U y

D(flv)(a) = Df(a)

para todo a € U.

PROPOSICION 4 Sean E y F espacios normados, X C E un subconjunto abierto,

acXyf: X —F.
1. Si f € L(E, F) entonces f es diferenciable para todo a en X y Df(a) = f.

2. Si f es una aplicacion constante en E entonces f es diferenciable y Df(a) = 0,

Va € E (aplicacion nula).

PROPOSICION 5 Sean Ey, FEyy F espacios normados y X; y X, subconjuntos abier-
tos de E; y Fy respectivamente. Si f : Fy X Fy — F es una aplicacion bilineal entonces

f es diferenciable para todo a = (a1,as) € X1 X Xo y

Df(a)x = f(z1,a2) + f(a1, z2)

para todo x = (x1,x2) € X1 X Xo.

PROPOSICION 6 Sean E, Iy, I, espacios normados y X C E un subconjunto abier-
to. Sean f1 : X = F, fo: X — Fy dadasy f = fi,fo : X — F} X Fy definida por
f(z) = (fi(x), fa(x)) € Fy x Fy para x € X. Entonces f es diferenciable en a € X si
y solo si f1 y fo son diferenciables en a. Ademéas D f(a) = (D fi(a), D fs(a)), esto es,

Df(a)x = (D fi(a)x, D fy(a)x) para todo x € E.
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PROPOSICION 7 (Regla de la cadena) Sean E, F, G espacios normados y X, Y
subconjuntos abiertos de E y F' respectivamente. Sean f : X — Y yg:Y — G. Si
f es diferenciable en a € X y g es diferenciable en f(a) € Y, entonces la aplicacion

compuesta go f : X — G es diferenciable en a € X y

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

PROPOSICION 8 (Regla del producto) Sean E, Fy, Fy y G espacios normados, X, Y1y Y,

subconjuntos abiertos de E, Fi, Iy respectivamente. Sean

f12X—>F1yf2iX—>F2

diferenciables en a € X, y g : Y7 X Yo — G bilineal. Entonces la aplicacién

g(fi, f2) =go(fi, fo) : X =G

es diferenciable en a € X y

Dg(f1, f)(a)x = g(D fi(a)z, f2(a)) + g(fi(a), D fo(a)z).

PROPOSICION 9 Sean E, F espacios normados y X C E un subconjunto abierto.

Sean f: X — F y g: X — F ambas diferenciables en el punto a € X.

1. La aplicacion f + g : X — F es diferenciable en a € X y

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a).
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2. Sih:X — R entonces la aplicacion hf : X — F' definida por

es diferenciable en a € X y D(hf)(a) = Dh(a)f(a) + h(a)Df(a).

PROPOSICION 10 Sean E, F espacios normados; X, Y subconjuntos abiertos de
E y F respectivamente y f : X — Y un homeomorfismo. Si f es diferenciable en a € X

entonces f~1 es diferenciable en b = f(a) si y sélo si Df(a) es un isomorfismo lineal

acotado, en cuyo caso D f~1(b) = (D f(a))™?

PROPOSICION 11 Sean E, F espacios normados, X C E un subconjunto abierto y
convexo, f : X — F una aplicacion diferenciable en X . Si existe una constante ¢ > (
tal que, ¢ > ||Df(z)| para todo x € X, entonces ||f(y) — f(z)|| < c|]|Jz — y|| para todo

z,y € X (Condicién global de Lipschitz).

PROPOSICION 12 Sean E, F espacios normados, X C E un subconjunto abierto y
conexo, y f : X — F una aplicacion diferenciable. Si Df(x) = 0 en X entonces f es

constante en X.

TEOREMA 13 (Teorema del Valor Medio de Lagrange) Sea f una funcién real de

variable real tal que:

1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b]
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2. f es diferenciable en el intervalo abierto (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que:
f(b) = fla) = f'(e)(b—a)

Debido a la importancia de los siguientes resultados tomamos en consideracion sus

respectivas pruebas tomando en cuenta algunas definiciones usadas en ellas.

DEFINICION 3 Definimos segmento de recta de extremos z e y, denotado por [z,y]

al conjunto [z,y] ={z€ X : z=(1—t)x +1ty,0 <t <1}

TEOREMA 14 (Igualdad del Valor Medio) Sean E un espacio normado, X C E un
subconjunto abierto, f : X — R una aplicacion diferenciable en X y z,y € X tales que

[z,y] C X. Entonces existe z € [x,y] tal que f(y) — f(z) = Df(2)(y — z).

Demostracion. Consideremos la aplicacion g : U C R — E tal que
gA) =10 =Nz + Ny
y el subconjunto U = {\ € R: (1 — Az + Ay € X}. De las proposiciones 4 parte 1) y
9 también parte 1) obtenemos que g es diferenciable y
Dg(A) = Dg((1 = A)z) + Dg(Ay) = Dg(x = Az) + Dg(\y) = —z +y =y —x  (1.1)
Consideremos h(\) = f((1 — XNz + \y), entonces h es diferenciable y
Dh(X) = Df((1 =N+ Ay)D())

=Df((1 =Nz +My)(y—z)  (por1.1)

N J
-~

z
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Ahora, aplicando a h el Teorema del Valor Medio para una funcion real de variable

real en el intervalo [0, 1], obtenemos que existe A € [0,1] C U tal que
h(1) = h(0) = Dh(X), esto es, f(y) — f(z) = Df(z)(y — z) con z € [z,y]
|

Para la demostracion del siguiente teorema es necesario recordar que si F' es un
espacio normado, su espacio dual denotado como F* es el conjunto formado por todos

los funcionales lineales acotados sobre F'.

TEOREMA 15 (Desigualdad del Valor Medio) Sean E| F' espacios normados, X C E
un subconjunto abierto, f : X — F una aplicacion diferenciable en X y x,y € X tales

que [x,y] C X. Entonces,

1/ (y) = f@) < sup [[Df(2)]] - [ly — |

z€[z,y]

Demostracion. Tomemos una aplicacion arbitraria i en el espacio dual de F'y con-
sideremos la aplicacion g(t) = (f((1 — t)x + ty)) definida para 0 < t < 1. Por la
proposicion 4, v es diferenciable y Dy (b) =1 para b € F. Entonces por la proposicion

7, g es diferenciable y

Dyg(t) = (Df((1 = t)x +ty)(y — z)) (1.2)
Luego aplicando el Teorema del Valor Medio para una funcion real de variable real

a g en [0, 1] tenemos que

g(1) — g(0) = Dg(6)(1 — 0), para algin @ con0 < 0 <1,
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(6 depende de v, ya que Dg(t) = Dy(f(t)Df(t) ).

Entonces, de esta ultima igualdad y de (1.2) tenemos

O(f(y) = () = p(DF((1 = O)x + Oy)(y — x)), (1.3)

y esto vale para cualquier ¢ € F*. Ahora, deducimos de (1.3) que:

[W(f(y) = fD] < @l IDF(A = )z +0y)| - [ly — =]l
< el sup IDS( = Oz + 0yl - lly — = (1.4)
1. Si f(y) = f(x) inmediato
2. Supongamos que f(y) # f(x) por teorema de Hahn-Banach
3p € F* : ||¢] = 1A dp(w) = [lwll, paraw = f(y) - f(z)

y sabiendo que ¢(f(y) — f(x)) = |9l - | (y) = f(2)|l, de (1.4) se deduce que

1/ () = f@) < sup [Df()I] - [ly — |-

z€[z,y]

1.2. Funciones meseta y la falla del teorema de

Rolle

DEFINICION 4 Sea X un espacio de Banach. Se dice que b : X — R es una funcién

meseta si es diferenciable tiene soporte no vacio y acotado.
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Observaciéon. Sea b una funcién meseta. Denotaremos el cono generado por sus con-
juntos de gradientes por C(b) = {\V/(z) : z € X, A > 0}.

El teorema de Rolle en espacios de dimensién finita dice que para todo subcon-
junto abierto acotado U C R y para toda funcién continua f : U — R tal que f es
diferenciable en U y constante en OU, existe un punto = € U tal que f'(z) = 0. De-
safortunadamente, el teorema de Rolle no es valido en espacios de dimensién infinita.
Fué S.A Shkarin ver [Sh2] el primero en mostrar la falla del teorema de Rolle en es-
pacios superreflexivos de dimension infinita y en espacios reflexivos los cuales tienen
normas continuas. La clase de espacios para los cuales falla el teorema de Rolle son
considerablemente ampliadas en [AGJ]. Hasta ahora en muchos espacios de Banach de
dimensién infinita el teorema de Rolle es falso o trivial, dependiendo de las propiedades
de continuidad de norma consideradas en el espacio. Azagra, Gémez y Jiménez demos-
traron en [AGJ], que el torema de Rolle falla en un espacio de Banach de dimensién
infinita si y solo si el espacio tiene una funcién meseta de clase C*.

De cualquier manera, ninguno de estos resultados citados arriba caracterizan los espa-
cios para los cuales el teorema de Rolle falla. En efecto, construir ejemplos sobre esto
bastante dificil en espacios que no son separables, ni de norma continua. Asi R. Haydon
demostro6 [Hal, que estos espacios de Banach con funcién meseta continua posee normas
no equivalentes. Ademas es natural exigir que la meseta continua la cual no satisface el

teorema de Rolle sea Lipschitz siempre que la meseta obtenida sea continua Lipschitz
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en el espacio considerado, y este requerimiento hace del problema mas delicado.

Es bien conocido el teorema de Rolle de funciones reales de variable real, veamos a

continuacion una generalizacion de este a espacios de dimensién finita.

TEOREMA 16 (Teorema de Rolle para espacios de dimension finita ) Para todo sub-
conjunto abierto y acotado X C R" y para toda funcién continua f : X — R tal que
f es diferenciable en X y constante en su frontera 0.X, existe un punto x € X tal que

Df(x) =0 (Observar que sin =1 tenemos el enunciado cldsico).

Consideremos los siguientes ejemplos:
Ejemplo Si H es un espacio de Hilbert real entonces la aplicacién f(z) = ||z]|* es

diferenciable en H. En efecto, observemos que para todo a € H se verifica
2] = [lal* = 2z — a,a) + [z — al,
pero esto es equivalente a escribir

f(x) = fla) = Lo(x — a) + r(z),

donde L,z = 2(z,a), es una aplicacién lineal y continua de H en R y r(x) = ||z — a|?
es tal que lim, ﬁ =0y r(a) =0. Luego, Df(a) = L,.

Ejemplo Sean E un espacio normado, X C £ un subconjunto abierto y
g : X — R una aplicacién diferenciable en X tal que g(a) # 0 para todo a € X. Sea

1
Y = R — {0} y consideremos la funcién h : Y — R definida por h(t) = I Sabemos
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1
que h es diferenciable en Y y Dp(t) = ~ Ademas como g(X) C Y, deducimos de la
1
proposicién 7 que la aplicacién f: X — R definida por f(z) = ﬁ es diferenciable en
g(x
D
= g(a);c paratodoa € X yx € I.

l9(a)]

El siguiente ejemplo nos da una muestra de como falla el teorema de Rolle en

Xy Df(a)x =

funciones con dominio en espacios de Banach de dimensién infinita.
Ejemplo Consideremos el operador S : Iy — Iy definido por S, = (0,1, 22, 3, ...)

donde x = (z1, z2,x3,...) € l3. Sea F' : ly — Iy la aplicacién definida por
1 2
F(z) = (5 = llzlP)er + 5
donde e; = (1,0,0,...) y consideremos la aplicacién f : Iy — R definida por

e
1) = = Fr

F' no tiene puntos fijos, en efecto,

1
F(z) = (5 — [[z[*)er + S,
1
= (5= I2l®)(1,0,0,0,..) + (0,21, 2,73, ..)
1
= (5 o Hxl|27 07 07 ) + (071}17 L2, T3, )
1

= (5 — HiIZ'HZ,l'l,.CCQ,{L'g, )

Esto prueba que F' no tiene puntos fijos, luego f es continua en ly. Ademds f(z) = 0 para
todo x € OU, donde U es la bola abierta unitaria de l5. Aplicando convenientemente

los ejemplos 1 y 2 junto con las proposiciones 4, 7 y 9 obtenemos que f es diferenciable
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en ly. Entonces, en U, f satisface las hipdtesis del teorema de Rolle; no obstante, se
puede probar que D f(x) # 0 para todo x € U.(vea [Fel])

Consideremos a continuacion el siguiente resultado, el cual generaliza la falla del
teorema de Rolle a espacios de Banach de dimension infinita y cuya demostracién

puede verse en [AJ1], para ello tendremos en cuenta la siguiente definicién

DEFINICION 5 Un conjunto A se dice contractible si la aplicacién identidad 7 : A — A

es homotdpicamente nula.

TEOREMA 17 Sea F un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces son equi-

valentes:

1. Existe una aplicacion continuamente diferenciable, suave y no nula,

g: X CFE—=R,

donde X es un subconjunto abierto, tal que

sop(g) = {x € E: g(x) #0} es acotado.

2. Existe un conjunto abierto, acotado y contractible A C E y una aplicacion con-
tinuamente diferenciable f : A — R tal que f es suave, f = 0 en OA, pero

Df(x) # 0 para todo x € A (el Teorema de Rolle falla en A).
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1.3. Resultado principal

El teorema 20 y su corolario son los resultados centrales de este capitulo. Dicho
corolario garantiza la existencia de funciones Lipschitz en [, donde el cono de sus con-
juntos de gradientes tiene interior vacio. El teorema por su parte es la clave para la
construccién de un cuerpo estrellado diferenciable y acotado cuyo cono de hiperplanos
tangentes tiene interior vacio el cual es resultado central del capitulo 2.

Para la demostracién de este teorema usaremos el teorema 18 cuya prueba puede
verse en [Shl| donde la falla del teorema de Rolle juega un papel fundamental y el

teorema 19 su demostracién se encuentra en [BaN].

TEOREMA 18 Existe un difeomorfismo ¢ de clase C* de ly en Iy \ {0} tal que todas

las derivadas ©™ son uniformemente continuas en ly, y ¢(z) = x para ||z| > 1 .

TEOREMA 19 Sea X un espacio de Hilbert complejo separable de dimension infinita.

Entonces X es congruente con 5.

TEOREMA 20 Denotemos por || -|| la norma usual hilbertiana de ly. Entonces, existen
funciones f. : Iy — (0,00);con 0 < ¢ < 1 de clase C' las cuales son Lipschitz en

conjuntos acotados y tienen derivadas Lipschitz, tal que:
1. lim._ f.(z) = ||z||* uniformemente en ly;

2. lim. o f!(z) = 2x uniformemente en ly;
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3. intC(f.) =0, y fl(x) # 0 para todo x € I3, 0 < e < 1, donde C(f.) es el cono

generado por los conjuntos de gradientes de las f..

Demostracion. Por el teorema 18 consideremos los difeomorfismos ¢, : ls — Iy \ {0},
definidos por

©:(z) = 5(,0(%), donde 0 <e<1

y la funcién U = U. : Iy — R definida por U(z) = €%+ ||¢0.(z)||?. Entonces U satisface

las siguientes propiedades:
1. U es de clase C*°
2. ||z||* < U(x) < 2% + ||z||* y €2 < U(x), para cada x € Iy
3. U(x) = &® + ||z||?, para cada x € I, ||z]| > ¢
4. U'(x) # 0 para cada x € [y
5. U es Lipschitz en un conjunto acotado y U’ es Lipschitz.
En efecto;

1. U es de clase C*° pues . lo es por el teorema 18
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2. Por un lado, de las definiciones de U, ¢, y por el teorema 18

U) = & +|le=(2)l”

x
= 4 eI

x
= &+ eI
£
= ol
< 2%+ ||z)? (1.5)
Por otro,
U(z) =&+ |lz]* = U(z) > ||=])* sillz]| > e (1.6)
Similarmente,
Ux) =+ ||z||* = U(x) > Vo € Iy (1.7)
Luego de (1.5), (1.6) y (1.7)
|z||? < U(x) <262 + ||z||* y € < U(x) para cada x € Iy (1.8)

3. Es inmediata de 2. y ||z|| > € pues p-(x) € I3\ {0} ( por teorema 18)

4. Dado que U(x) = & + ||z||* para cada x € Iy y ||z|| = ¢ > 0 (por 1.7), se tiene
que U'(x) = L, € L(I3,R) =1} donde L,(y) = 2(y, z) = (y,2x)para todoy € ly y

como ||z|| > € obtenemos que U'(x) # 0, para todox € ls.
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5. Veamos que U es Lipschitz en un conjunto acotado.

Sean x,y € B, B C ly acotado, esto es A > 0: ||z|]| < A para todo x en B

U(z) = Uly)|

N

<

(1.9)

(% + [l21*) = (€% + ly ) (por prop 3 en U)
[ + llzl* = * = NIyl

[l[l* = [l

[zl + gl !l =yl

2A =[] = llyll (por 1.9)

24|z =yl

Por tanto, U es Lipschitz en conjuntos acotados.

Veamos ahora que U’ es Lipschitz

|U" () = U' ()

Por tanto, U’ es Lipschitz.

= L,— L,
= HSlulp |La(2) — Ly(2)|
zl|l=1

z||=1

= sup [(z,2z —2y)|
Jzll=1

N

sup ([[2][[122 = 2y])) = [|22 = 2y[| sup ||
Jzll=1 =

12(z =yl = 2[lz = yll
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Ahora, definamos las funciones U, : Iy — R por U, (x) = 5:U(2"x), siempre que x € l,.

Por otro lado, definamos (>, s, || - ||1) donde

D b= o= (@a)uo: wu € oy ol = (3 laal)” < o0}
? n

Como (), 1o, |- |l1) es separable (vea [Fel]) y la norma proviene de un producto interno,
podemos concluir que () ,1la,|| - |[1) es un espacio de Hilbert separable y por tanto

congruente con ly. Asf identificamos a ), ly con la suma infinita

S lh=lb@®b®mbho..
2

donde un elemento x = (x,,) pertenece ay ,ly siy solosix, estaenlyy Y. ||a|* < oo,
siendo [[z]|* = 32, [lzal*.
Entonces definimos la funcién f = f. : > ,ls = R por f(z) =) U,(x,), donde

r = (2p)n-

Primero note que f estd bien definida. En efecto, sea v = (z,) € Y _, I,
0<flx) = > Unlwn)

= Z 2—;U(2nxn) (por def de U)

n

1
< D 2771(282 +[12"2, ||*) (por prop 2 en U.)

n

2e2 1272,

n

22 22|z, |2
- Z<27n+ 22n )

2¢?

= Z(ﬁ + ||lznl?) < 00, ya que (x,) € Zlg. (1.10)
n 2
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Por tanto, f esta bien definida.

Antes de continuar hallemos U),. Dado que U,(z) = 3:U(2"z) tenemos que:

Ul(z) = 2%U’(2nx).(2"m)’

T ogngn

_ zinU’(Tx) (1.11)

Ahora, si U’ tiene una constante de Lipschitz M entonces U], es también Lipschitz con

constante de Lipschitz M. En efecto, para cada x,y € lo, se tiene que

U () = Un )l = 2inHU’(?"fﬂ)—U’(2”y)|| (por 1.11)

< M|z — vyl (por prop 5 en U.) (1.12)

Esto implica que, si x = (x,,) € ), ls, los funcionales U, (z,,) € ly y satisfacen que

U/ :Un n ZZQ Zlg
2

En efecto, sabemos que ||U/ (x,) — U} (0)|| < M||z,||, asi obtenemos

DU @) = UL 0)]* < MQZH%I!Z<OO (1.13)
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puesto que x = (z,,) € >, l2, luego,

10U (2n) = Un (O < U ()l + UL (0)]] (por desigualdad triangular)
—U ()l < NULO)]] = U (zn) = U, 0)]]
U @a)I* < (O = 10 (z0) = UL (O)]])?
1T @a)lI? < UL O = 21T, )T () = UL O)] + 11U (zn) — U (0)]1*

< NULO + U, (20) — U, (0)]?

Por tanto,
DML < D NURO)F + Y U (20) = U (0)] (1.14)
Pero, > U (zn) — UL(0)|]* < oo (por 1.13), faltaria ver que Y. [|U,(0)[]* < oo

Para ello es suficiente observar que

U4(0) = 53:20'(0) = 5.U"(0).

n 22n

Por tanto, > ||U.(0)]]* < oc.

Asi, en (1.14) Y~ ||U}(x,)]]* < co. Con esto hemos probado que U),(z,,) € l.
Luego,(U),(xp))n € D5 lo.

De esto, (U}(0)) = (5:U'(0)) € >, 1o, y entonces obtenemos que T(z) = (U},(2y,))
también pertenece a ), ls.

Consideremos ahora probar que f es diferenciable de clase C'. Para cada x = () y
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h = (hy) en ), ls, podemos estimar

[fl@+h) = f@) = T@)R)] < D |Un(wn+ hn) = Un(a) = Up(20) (hn)|

< Y UL @+ tahn) (hn) = Up(@a) (ha)[(0 < £, < 1)
< J\:f Z |t | (U'es Lipschitz)

< MithH 0<t, <1

) .

MY hall* (pues ||l < [[Aall®)

= M|n|? yaquegzlll"nll2 (1)

Por tanto, f es Fréchet diferenciable y f'(x) = T(x).

Ademas, f' es Lipschitz, esto es,

1f' (@) = FWlI* = | Z Up(zn) — Z Un(ya)lI* (por def def)
< Z 02(e) = U
< M2 Z |Zn — yull®>  (pues UlesLipschitz)
= M|z —y|* (vaque Z lzal* = ll]I?)
Por tanto,
1) = W)l < M|z —yl|.
Luego, f' es Lipschitz. Esto implica en particular, que f es Lipschitz en conjuntos

acotados (ver [KR]).

Veamos que f = f. se aproxima uniformemente a || - ||* cuando ¢ tiende a cero. Con Io
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que para cada v = (x,) € Y, lo, tenemos que

méx{22% 7]} < f(z) < 22 + [l (1.15)

En efecto, por un lado,

0< f(zx) < 2(28 +lzall?)  (porla desigualdad(1 - 10))

= ZQ% 2 Nl
2e2 9 )

= L el fagued el = fel)
= 2 222n+|rx||2
= 9 2 o 2

EZMHM
=%Z “HW2

2¢2 1,,1,, 1
= Sl (pues Y (" = 3) (1.16)

Por otro lado, por la propiedad 2 en la definicion de U se tiene

méx{ 26, o)) < f(2) (1.17)

Por tanto de (1-15) y (1.17) se tiene (1.15).

También de (1.15) obtenemos que

2, (1.18)

Wl o
™

0< f(z)—[|=]* <
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Para obtener funciones las cuales se aproximan uniformemente a la norma en I,

consideramos 1 = 1. = \/f.. Por a las desigualdades (1.15) y (1.18) tenemos que:

2¢? 2
0<¢—|z|| < =&—————= < —=¢,paracada x € ls. (1.19)
3+ lzll) ~ V3 22:

En efecto;

2
Por un lado, Por propiedad (1.18) f(z) — ||z|* < 582, pero como ¥ = 1. = /f. se

tiene que
2 2 2, 2,
Pa) - 2 < 22 = @) = el @) + el < se
2 g2
7 YOS s EE D (20
Por otro,
0< @)~ el < 2% = VO<V/T@ Tl < 4/ 3¢
= 0< V@) - VP < %E
- o<¢<x>—||x||<%, (1.21)
y también,
2¢2 2g2
0() ol < g e = Y+ el < sy ey (Per-20)
y de (1-:21),
1 V3v2
< . 1.22
o) — Tl S 2 (1:22)
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Luego,

(por (1 -22))

via)+ ) < VIV

V32

1 _ .3
Y(@) + 2] T VEV2

Finalmente,

por tanto,

2¢? < 2_52 3
B(x)+1lzll) ~ 3 ev/3v2
2e2

V23’

(por la desigualdad anterior)

con lo que
2¢? 2
3(v(x) + |l=ll) ~ V3

por tanto de (1-20) y (1-23) se tiene que

(1.23)

2¢? 2

3@+ el) S V3

0<y— x| < 5paracadam€Zl2

Veamos que 1)’ es acotada. Por las desigualdades (1.12) y (1-18) para cada x € ), I,

se tiene lo siguiente:

||f’(:c)|| @ = rol 17Ol f 2 o))

W= <™ 200 20() S

En efecto,

W@l = 1 F@)] (pues & =V F.)

f'(z) 1/ ()] _
|| \/—H_ Q@b(fb) ’ (00m0¢—\/?>07¢>0)
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por otro lado,

L@l @I = 1O+ 1L O)]]
2¢(x) 2¢(z)
1) = FOI IO
h 2y(x) 2¢(x)
Mllz] + MO (ya quef’es Lipschitz).

T 2(r) ()

]

Ahora, acotemos , para ello usemos (1.18), asi

¥(z)
f@)=z*>0 = f(z)—[z]* >0
= V(@) = Vlz[l? =0
= Y(x) — [z =20
= Y(z) = [
() _ =]
= wmuj”w(x)’w(x) 70
M)
por tanto, 12(2H> <1.
Para acotar ¢(1$), basta notar que ¥(x) = .(x) = \/f@) > 0, por tanto
w(x)>1conlocua1w(1x)<1<§, 0<e<l.
Finalmente,
o @I M V3
@l =2l < 5+ Pirol

Por tanto, ¢'(x) es acotada. Consecuentemente, 1) es Lipschitz con constante de Lips-

chitz digamos N.
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De manera similar, obtenemos que ' es Lipschitz, por tanto para cada x,y €

> 5 la, y sabiendo que

_ @)
2¢(x) ’

(1.24)

tenemos que

En efecto,

19 (x) =" (Il = | - I (por(1-24))

1
> G o)

‘W W Hl/}(y) —w)“
2 Y(x)Y(y)

@)l 1L W)l

) 2¢(y)

|z =yl (f'y ¥ son Lipschitz)

‘Wl ety

+

)_
e
LM N )
20 YT 5 20)

Y Wl

Como vimos anteriormente —— < — y de manera similar se acota

b(x) e 2(x)

N

por tanto,

(@) ='W < = llz =yl +

Veamos ahora que las derivadas de f. se aproximan uniformemente a la derivada de

| -||? cuando ¢ tiende a cero. Sigamos alguna notacién usada arriba, tomemos 0 < § < 1
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y consideremos,

1)
0<e< <
2+ M +2[le0)[[l¢’ ()]

Y

| S

asociamos la aplicacion f.(x) = f(x) = Y Uy(z,), donde x = (x,) € > ,ls.

Verifiquemos las siguientes propiedades a usar

2

Up(z,) = ;Tn + ||z ||? para todo x, € ly con ||z|| > o (1.25)
y
1
U’ (0) = —2¢]|¢(0)]|¢'(0), para cada n € N. (1.26)

o
En efecto, por un lado, Por propiedad la (3) en la definicién de U, y por definicién de

Uy, (z), para todo © € ly, ||z|| > € tenemos,

1 n, .n
Up(x) = —22nU(2 z")
1 2 n,.ni|2
= (e 2 )
1 2 n|l 1|2
= &),
g ) €
Por tanto, U, (z) = oo T |zn|]?, para todo x, € ly y ||z,|| = o
1
Por otro lado, Sabemos que U] (x) = 2—nU'(2"x) ast, por definicion de U tenemos,
/ 1 2 n 2\/
Unle) = 5.+ llee(2"2)]])

1 n n
= 22| (2)

1
= gn2llew=(2"2)||¢c(2"2) (por def de )

1 n n
= 2—n2sllsoe(2 )|l (2"x)
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Luego,

1
U (0) = 2725||g0(0)\|g0’(0) para cada n € N

Ahora, dado x = (z,) € Y, lo, definimos D = {n € N : ||z, || < 2%}, y verificamos
que

1/ (x) = 2] < (M + 2+ 2|0) [ | O)]) < §

En efecto,

If'(2) = 22 = ||ZU;<xn>—22xn|| (por f'y quexezzjm
= ||Z (U () — 22,)]|
= <Z\|U;<xn>—2xnn2>%
= é Un(@a) = 22"+ 31U () - 22, %)
= é U7 () = 220172 sz propiedad(1 - 25))
5

= T () + UL(0) = UL(0) — 2, ]%)?

< O Un(zn) = U, )2 4 ZHU’ )12z + ZHQ%H )3
< M<lexnll Tt ZII—%IISD )l O)] >%>+2<annn )
< ZII—II 24+ (220 (0) |l (0 Z”zn P42 ZH—H )3

= WX 30 + 2O O 50 + 22 3)

- M@(i)@)” )+ 220 (O)l1¢'(0 >H<Z<2><;>n1>+2e<2<§><§>n1>
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= Me+ 2Ol O +20 (uesY ()G = 1)
= (M + 20O P O] +2 D
Por tanto,
174(e) = 22l < (M + 2+ 20 p(O) ¢ O)]) < & (1.27)

Esto muestra que lim._,o f.(z) = 2z uniformemente en .

Finalmente, veamos int C(f.) = (). Para esto es suficiente mostrar que el conjunto

(M) = MU () 12 = (2,) € Y1, A >0}
2
estd contenido en Z = {z = (z,) € > ,lo : 2, # 0 para cada n € N}, el cual tiene
interior vacio en ), l.
En efecto,
Por definicién sabemos que U, (x) = LU(Q”x), y por calculos anteriores también

22n

sabemos que
1 n,..n
Up () = QﬁUZL(Q z"),
la cual es distinta de cero por la propiedad (4) en la definicion de U Yz € Iy, y ademds

(U} (xn)) € >, 2, consecuentemente,

(Uh(xn) € Z={2=(z) €D I 2, #0,Yn € N}

por tanto,

{M(x) =NU)(x)) : 2 = (x,) € Zlg,)\ >0t CcZ={z=(z,) € Zlg :zp # 0,Vn € N}

2
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Veamos ahora que int Z = () en ), ly. Para ello, razonemos por reduccion al absurdo.
Sea z = (2,) € Z ={2=(2) € D 5la: 2, # 0,Yn € N} y sea r > 0, y consideremos
para cada k € N, el punto truncado % = (21, 2o, ..., 21,0, 0,0, ...) (es decir, dejamos las
k primeras coordenadas de z igual y las otras las sustituimos por cero). Esta sucesion
estara eventualmente en la bola de centro z y radior > 0 a partir de un k suficientemente

grande, esto es, d(z,z") — 0 cuando k — oo. Es decir,

z € int{z = (z,) EZZQ:zn#O,VnEN} = JIr>0:B(zr)
2

C Z:{z:(zn)GZZQ:zn%O,VnEN}

2

como r es arbitario, hemos probado que

vV r > 0, B(z,7r)no esta contenida en Z = {z = (z,,) € Z ly : 2z, #0,Vn € N}
2

lo cual es una contradiccién. Por tanto, int Z = (). Luego,

int{\f'(z) = MUL(2)) : 2 = (z,) € Y I, A >0} =0,
|

COROLARIO 1 Existe una funcién meseta Lipschitz b de clase C' en ly (con derivada
Lipschitz) satisfaciendo que el cono C'(b) generado por sus conjuntos de gradientes
tienen interior vacio, y b'(x) # 0 para todo x en el interior de su soporte.

Demostracion. Consideremos una funcién 6 : Rt — R, de clase C* con ¢'(t) < 0

parat € (0,1) y sopd = (0, 1]. Entonces, podemos definir una funcién meseta requerida
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como la siguiente compuesta

En efecto, por un lado, 0 < f(0) < %52 < 1 esto por desigualdad 1.18 y ademads b(0) > 0

yva que

con lo que 6(0) > 0 y por ende b(0) > 0.

Por otro, f(x) > ||x||?> > 1, siempre que ||z|| > 1 esto por la propiedad (2) en la defini-
cién de U, y por tanto b(x) = 0 para ||z|| > 1 (falla del teorema de rolle).

Luego, la funcion meseta b es claramente Lipschitz con derivada Lipschitz ya que
0, ¢ y f' son Lipschitz y f es Lipschitz en un conjunto acotado. Asi, por teore-
ma 20 parte (3) se tiene que el cono C(b) generado por los conjuntos de gradien-
tes de b tiene interior vacio y b'(x) # 0 para todo z en el interior de su soporte.



Capitulo 2

Cuerpos estrellados en [,

El concepto de cuerpo estrellado en un espacio de Banach es esencial a lo largo de
este capitulo, en este sentido la siguiente seccion esta dedicada a los cuerpos estrellados

y a sus propiedades elementales.

2.1. Nociones basicas

Comencemos con las definiciones de rayo en un espacio vectorial y de cuerpo estre-

llado en un espacio de Banach.

DEFINICION 6 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales. Para
cualesquiera puntos distintos {a,z} € X, el rayo de origen a € Xdirigido por el vector

x —a € X es el conjunto

{a+ Xz —a)e X : >0},

al que se representa por Rayo(a, z).

35
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DEFINICION 7 Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto cerrado de X. Se
dice que A es un cuerpo estrellado con respecto a un punto a € X cuando se verifican

las condiciones siguientes:
1. a €int(A)
2. Para z € X, Rayo(a,z) N OA consta a lo sumo de un elemento.

Tal punto a € int(A) se le llama un centro de A.

Observacion. Por medio de traslaciones podemos asumir, que dado un cuerpo estre-

llado, su centro es el origen del espacio de Banach.

DEFINICION 8 Sean X un espacio de Banach y A € X un cuerpo estrellado con

centro a € X. Se define el cono caracteristico de A relativo al centro a € X como

cc(A)={r € X : a+r(zr—a) € A para todo r > 0},

y el funcional de Minkowski de A relativo al centro a € X como

paa(r) =pa(z) =mf{t >0: x—a€t(—a+ A)} para todo z € X

Observaciones

1. Dado que el punto a pertenece al interior del cuerpo estrellado A, para cada x € X
existe t > 0 tal que r — a € (—a + A). Por tanto, el funcional de Minkowski de

un cuerpo estrellado estd bien definido.
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2. Ha de advertirse que pa(x) = pi—qra(x — a) para todo x € X. Es decir, p4 es

invariante por traslaciones.

3. Es evidente que si A es la bola unitaria cerrada de un espacio de Banach (X, || -]|),
entonces A es un cuerpo estrellado con centro 0 € X, y el funcional de Minkowski

pa coincide con la || - ||

Probemos a continuaciéon algunas propiedades que tienen los funcionales de Min-

kowski de los cuerpos estrellados

LEMA 1 Sea X un espacio de Banach y A C Xun cuerpo estrellado con centro a €
X. EI funcional de Minkowski jis : X — [0,400) es una funcién continua tal que

pala+rx)=ruas(a+x) para todor >0y z € X. Ademas
int(A) ={x e X: pa(r) <1}, A={r e X: pa(r) <1}

y por tanto, 0A = p;'(1).
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a = 0. De la definicion

de cuerpo estrellado se infieren las propiedades siguientes:
1. zeA={ z: 0<A<1}CintA
2 z€0A={dz: A>1}C X\A

Probemos, en primer lugar, que el funcional p 4 es continuo.

Caso 1:
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Sea x € X fijo tal que pa(x) =0, asi,
0=inf{t>0:z¢ctA}
entonces por definicion de infimo tenemos que dado € > 0,
€
§E{t>0:x€tA}
Por tanto, x € %A. Luego,

€ €
x€§A = EIyEAta]que:v:§y
= y=—-x,
€

2
por tanto, —x € A.
5

Ahora, no olvidando las propiedades 1) y 2), obtenemos que e 'z € int(A), en efecto,
2 2 .
ST € A= {/\(EI) 0 < A< 1} Cint(A),
. 1
en particular, para A = 3 tenemos que

12 1
§(g) € 1nt(A) = E.T c lnt(A),

por tanto,

e 'r €int(A) & 36 >0 tal que B(e 'z,8) C A

Luego,

z€ Ble™'w,0) & ||z —e 2| <6,
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con lo que existe 6 > 0 tal que ||z — x| < §, esto es,

|z —z|| <6 = ze€ B(x,9)
= ¢ 'z2e€Be 2,6 CA

= ¢ lze A

Ahora, como

lred = zecA

-
= ce{t>0:2z€ctA}
= inf{t >0: 2 € tA} <e (por def de infimo)

= pa(z) < e (por def de pin).

Por tanto,
na(z) — pa(z)| = palz) < e
Luego,
existe § > 0 tal que ||z — z|| < § = |pa(z) — pa(x)| < e.

Con lo que, j14 es continuo en x

Caso 2:

Supongamos que s > 0, es facil ver que

L €A ez € pa(z)dA
pra(z)
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Por tanto, para cada € € (0, ua(x)), se tiene que:

€ int(A) y

x
_— —— e X\A
pa(x) +e —€ \

pa()

En efecto, por un lado, sabemos que

pa(x) =inf{t >0:2 € tA} >0,

luego,
€ (pa(x)+e)A & FJyeAd:x=(ualz)+e)y
s — €4,
pa(z) +¢e
por tanto,
———— € int(A),
pa(z) +e (4)

y por otro lado,

Por definicion pa(z) = inf{t > 0:xz € tA} > 0, asi,

z € (pa(zr) —e)A & JyeA:az=(ualz)—e)y

xr
& ——— e X\ A,
pa(r) —e \

por tanto, —%— € X \ A.

X
7 pa(z)—e

Luego, existe § > 0 tal que si ||z — x|| < § ,entonces

2 € (palr) +e)int(A) y 2z € (pale) — ) X\A,
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de donde |pa(z) — pa(x)| < g, por lo que s es una aplicacion continua.
Probemos ahora, que p4 es un funcional positivamente homogéneo. Fijemos un vector
x € X. Como el origen es un punto interior de A entonces inf{t > 0:0 € tA} =0,y

por tanto 1 4(0) =0, con lo que,

1a(0z) = pa(0) = 0=0pa(),

Ademas, si r > 0 se tiene que:

1 1
;,uA(rx) = ;inf{)\>0: re € \A}
A A
= nf{=: A>0, ze€—-A}
r r
A A
= inf{—>0: —A
1n{T> TE }
= inf{t>0: ze€tA}

p— t: —_.
NA(J:)J r

De acd pa(rx) = rua(x). Asi el funcional pi4 es homogéneamente positivo.

Por otra parte,

x€cc(A) & rxe Apara todor >0 (a=0)
1
< x € —A, para todor >0
r
1
< pa(r) < —,para todor >0 (por def de infimo)
r

< pa(z) =0
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Caractericemos a continuacion int(A), a partir de la definicién de 4, es decir, probemos

que
int(A) = {ze€X: pa(z) <1}
En efecto,

reint(A) = xe€td, con 0<t<l1
= pa(x) <1, (por definicién de jia)

= xze{reX: ualr) <1}

Reciprocamente, sea x € X tal que pa(x) < 1. En este caso existe § < 1 de modo que
r € M, o equivalentemente \"'x € A, de lo cual se deduce que x € int(A). En efecto,

Sea x € X fijo tal que pa(x) < 1. Sea e > 0, asi,
inf{t >0:2x€tA} <1
entonces por definicién de infimo tenemos que
Ae{t>0:xetA}

Por tanto, x € MA (por definicién del conjunto anterior) y de la propiedad 1 se deduce
que x € int(A).
Finalmente, veamos que A = {x € X : pa(z) < 1} y que dA = p;'(1). Solo queda

verificar que A = {x € X : pa(r) < 1} pues en este caso es trivial inferir que
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OA = p'(1). Como p4 es una aplicacién positivamente homogénea y continua se tiene

que

{reX: palx) <1} = {w€X: palr) <1} =int(A) C A= A.
Pero para cada © € A tenemos que
1 € {A>0: xze€)\A},
y por ende, que jia(x) < 1. Con esto se concluye que
A={x e X: pa(zr) <1}
|

A continuacién veamos las condiciones que debe verificar una funcién con valores

reales y dominio en un espacio de Banach, para que defina un cuerpo estrellado.

LEMA 2 Sean X un espacio de Banach y ag un punto del espacio X. Si una funcion
Y+ X — [0,00) es continua y satisface 1(ag + Ax) = Mp(ag + z) para todo X\ > 0,
entonces Ay, := {r € X : (x) < 1} es un cuerpo estrellado con centro ag € X.
Ademés se verifica que 1 es el funcional de Minkowski de A,.

Demostraciéon. Supongamos sin pérdida de generalidad que ag = 0 y que ¥ no es
la funcion nula (si lo fuese, se tendria que Ay = X, que es trivialmente un cuerpo
estrellado con centro 0 € X y cono caracteristico todo el espacio X). Como la aplicacion

Y+ X — [0,00) es continua, resulta obvio que A, es un subconjunto cerrado de X, y
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que ag pertenece al interior de A,. Dado que la funcién v es positivamente homogénea,

se deduce que

DA, ={v € X 1 P(z) =1},

En efecto;
Y(ag + Ax) = Mp(ag + ), YA =0,
pero ag = 0 con lo que, Y(Ax) = Mp(z), YA = 0, luego;
Ay ={re X : ¢Yx)=1}, con A=1 (2.1)

Demostremos ahora que Ay es estrellado. Consideremos dos vectores x e y en un mismo
rayo respecto al origen y situados ambos en 0A,. Por estar en el mismo rayo, existe

A > 0 tal que y = \z. En efecto,
{z,y} C0Ay = 1=1(x)=1(y) (por(2-1))
= 1=¢(Ax) = (z) (Y es positiv. homo)
~ 1= (pues ¥(z) = 1),

luego © = y. De este modo queda demostrado que A, es un cuerpo estrellado.

Verifiquemos por tltimo, que el funcional de Minkowski de Ay es 1. En efecto,
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Por definicién, para cada x € X se tiene que

pa,(x) = Wmf{A>0: z € Ay}

1
= mf{A>0: 38 € Ay}, (pues A > 0)

= f{A>0: w(i) < 1}, (por def. de Ay)

1
= inf{\>0: X@/}(x) < 1}, (pues ¥ es positiv. homo)

= Inf{A>0: ¥(zx) <A},

= (), (por def. de infimo.)
]

LEMA 3 Sean X un espacio de Banach, n € N y ag un punto del espacio X. Si una
funcién 1) : X — R es continua y satisface ¥ (ag + Ax) = A")(ag + x) para todo A > 0,
entonces Ay = {x € X : ¢(x) < 1} es un cuerpo estrellado con centro ay € X.
Ademas, si la funcion 1 es no negativa, entonces el funcional de Minkowski de Ay es la
aplicacion 1/1%.

Demostracion. En esta prueba siguen siendo validos todos los razonamientos de la
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demostracion del lema anterior. Faltaria solo verificar que jia,(7) = Y (x). En efecto,

pa,(x) = Wmf{A>0:
= mf{\>0:
— mf{A>0:
— mf{A>0:
— mf{A>0:

— Wf{\>0:

= (),

T € )\Aw}

1
X.CC c Aw}

(por defAy)

(ya que Ay es postiv.homo.)

(Pues 1) es no negativa)

(por def. de infimo)

Dado que los cuerpos estrellados sustituyen en cierta forma a las bolas definidas por

normas, entonces es necesario determinar que cuerpos estrellados ocuparan el puesto

de las normas diferenciables. Tales cuerpos son los que denominamos de la clase C? de

diferenciabilidad, donde p € NU {0} U {oco} es el grado de diferenciabilidad. Debido a

esto consideramos la siguiente definicion:

DEFINICION 9 Sea X un espacio de Banach y A C X un cuerpo estrellado. Dado

p € NU {oo}, se dice que A es de la clase C? cuando su funcional de Minkowski pi4 es

diferenciable de la clase C? en el conjunto

X\ ce(4) = X\ j13'(0).
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Ademés convendremos en que todo cuerpo estrellado A es de la clase C°, lo que co-
rresponde al hecho de que el funcional de Minkowski de cualquier cuerpo estrellado es

continuo, esto es, de la clase C°.

Consideremos también la siguiente definicién

DEFINICION 10 Sean X un espacio de Banach y A C X un cuerpo estrellado con
centro a € X. Se dice que A es de Lipschitz (respecto al punto a € X) si pa(z) = praq(x)

es una funcién de Lipschitz en X.

2.2. Resultado Principal sobre cuerpos estrellados

El resultado fundamental de esta seccién es el Teorema 22 el cual responde comple-
tamente la pregunta de cuan pequed, puede ser C'(A) en el espacio de Hilbert donde, el

cono de hiperplanos tangentes a A se define como:
C(A) = {z" € Iy : © + kerz" es tangente a JA en algin punto = € JA},

y ademas,
C(A) = Clpa) == {Miy() 2 € X,2 £ 0,1 > 0},
Consideremos el siguiente teorema el cual serd usado en la demostracién del teorema

22

TEOREMA 21 (Teorema de la aplicacién implicita ) Sean E| F, G espacios de Banach,

X C FE x F un subconjunto abierto y f : X — G continuamente diferenciable. Sea
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(a,b) € X tal que f(a,b) = 0y la derivada parcial Dy f(a,b) : F' — G es un isomorfismo.
Entonces existe un entorno abierto Uy de a en E tal que, para todo entorno abierto
y conexo U de a, contenido en Uy, existe una tunica aplicacion continua g : U — F
tal que g(a) = b, (x,9(x)) € X y f(z,g(z)) = 0 para cualquier x € U. Ademas g es

continuamente diferenciable en U y su derivada esta definida por

Dyg(x) = —(Daf(z, g(x))) ™" o (D1 f (2, 9(2))).
Sin mas preambulo tenemos:

TEOREMA 22 Existen cuerpos estrellados acotados diferenciables de clase C' Lips-

chitz A. en ly, 0 < e < 1, tal que:

1. Sus funcionales de Minskowki ji4, se aproximan uniformemente a la norma usual
en conjuntos acotados, esto es, lim._,opua, = || - || uniformemente en conjuntos

acotados de ly; y

2. Los conos de gradientes C'(A.) generados por los conjuntos de gradientes de i,

tienen interior vacio en ls.

Demostracion. Usemos alguna notacién como en la prueba del teorema 20. Tomemos

0 < 0 < 1 y consideremos, para

1)
D<e< <
24+ M +2[[¢(0)[[[l¢"(0)])

| S
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la aplicacién asociada f. = f(z) =) U,(x,), donde x = (x,) € >, ly. Ahora defina-
mos A, como el primer conjunto de nivel de f, es decir,

A.=A={zel: f(z) <1}

Claramente A es un conjunto cerrado con frontera 0A = {x € Iy : f(x) = 1}, y por la
desigualdad (1.18) tenemos la inclusion (1 —e)B C A C B, donde B denota la bola

unitaria de ly. En efecto,

re(l-e)B = (1-¢)lz—0|<1

= flz) <
= zcA
Por tanto, (1 —e)B C A. Por otro lado,
reAd = f(x)<1
= |zl <1
= z€DB.

Con lo que, A C B. Esto prueba 1.

Para probar que A es un cuerpo estrellado (con respecto a cero) debemos tener en
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mente el hecho de que f! se aproxima a la derivada de || - ||?; en particular usaremos la
desigualdad (1.27). Razonemos por absurdo y supongamos que existe un elemento de

norma uno en y ,ly y A,v >0, \ # v satisfaciendo
fax) = fvr) =1,

entonces existe T € (A, v) tal que 0 = f(A\x) — f(vz) = f'(tx)(z)(A — v). En efecto,

0 = f(Az) = flvr)(ya que f(Ax) = f(Av) = 1)

= f'(rx)(x)(A —v) (por def de derivada Frechet yt € (\,v))

Asi, tomando la explicacién de la desigualdad (1.27) y el hecho de que T > 1 — ¢ se

tiene que
0= f'(rx)(x) = 2ra,z) + (f'(te) = 2720,2) 2271 — 6 >2—-20 >0 (2.2)

lo cual es una contradiccion. Luego A es un cuerpo estrellado por lema 2.

Veamos ahora que el funcional de Minkowski j14 es diferenciable de clase C*. Con-

sideremos el funcional continuo de clase C!

F:(Zlg\%Bl)x(%,oo)%R,

dado por F(z,t) = f(%).
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El funcional pa satisface la ecuacion implicita F'(z, pa(x)) = 1. En efecto,

Flospa(e)) = J(—5)
— 1 (pues ij) € 0A)
Ademds,
S @) = ) = ()
= —aV w
- 2V e
- _uil(w) [<uj(xx)’x> 7 ujx)) N ujfx)’m
- EE UG )
(=), o2 2)
Y dado que, 1 — § <1 —¢ < |5 < 1, concluimos que
e T CRE R 23)

Asi, por el teorema de la funcion implicita, se sigue que la aplicacion ji4 es continua de

clase C.

Lo siguiente en probar es que iy es acotado en [5\{0}, y ademas 14 es Lipschitz.
g Ha 2
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T

Derivamos la ecuacion implicita f (,UA @

) =1 y obtenemos

), T)ia (). (2.4)

En efecto,

_ 1 L o T Jj'u;‘ I)
" e ) e
= o' Gm " mE G @
— 1 7 x = 1 o x ), 2 ()

Ahora demostremos que (', es acotado en el conjunto {z € > , 1y : pa(x) = 1}. Como

wy(Az) = p/y(z), cuando A > 0 por la ecuacion (2.4) obtenemos que

P
Hal®) = T30 2)

,ademds pa(z) = 1.

En efecto,

" e e ) )
7 e e e = nm e
1 T
I
ey 0
S @)
(o)
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De la desigualdad (2.3) se sigue que (f'(x),z) > ||z||(2 — 20) > (1 — &)(2 — 20) para
pa(z) =1, y esto implica ||y (2)]] < (1—¢)"1(2—28)7!||f'(z)||, lo cual prueba la parte
1.

Finalmente note que la ecuacion (2.4) implica la inclusion de el cono C(ua) C C(f),

en efecto, sabemos que

Clpa) = {Mia(z): 2 € X,z #0,A >0}

~ (G /@€ X A0 30} (ara pafa) = 1)
Luego,
reC) » o= o)
= o=Af(z), (conA= <f,(i)’x> > 0)

= x € C(f)

Por tanto C(ua) C C(f). Y como C(f) tiene interior vacio, igual sucede con C(p4).

Luego, como C(us) = C(A) se tiene que int C(A) = () en Is. [



Bibliografia

[AGJ]

AJ1]

[AJ2]

AZAGRA, D. Diffeomorphisms between spheres and hyperplanos in infinite-

dimensional Banach space, Studia Math. 125 (1997), 179-186.

AZAGRA, D. Smooth negligibility and Subdifferential Calculus in Banach spa-
ces whith applications, doctoral dissertation, Universidad Complutense de Ma-

drid, 1997.

AzAGRA, D., GOMEZ, J. & JARAMILLO, J.A. Rolle’s theorem and negligi-

bility of points in infinite-dimensional Banach spaces, J.Math. Anal. Apll. 213

(1997), 487-495.

AZAGRA, D. & JIMENEZ-SEVILLA, M. The failure of Rolle’s theorem in

infinite-dimensional Banach spaces. J. Funct. Anal. 182 (2001), 207-226.

AZAGRA, D. & JIMENEZ-SEVILLA, M. On the size of the sets of gradients of
smooth functions and starlike bodies in Hilbert space. Bull. Soc. Math. France

130 (2002), 337-347.

o4



BIBLIOGRAFIA 55

[AJ3)]

[AD1]

[AD2]

[BaN]

[Co]

[Fel]

AZAGRA, D. & JIMENEZ-SEVILLA, M. Geometrical and topological proper-

ties of bumps and starlike bodies in Banach spaces. Extracta Math. 17 no.2

(2002), 151-200.

AZAGRA, D. & DOBROWOLSKI, T. On the topological classification of starli-

ke bodies in Banach spaces. Topology and its Applications 132 (2003), 221-234.

AzAGRA, D. & DOBROWOLSKI, T. Smooth negligibility of compact sets in
infinite-dimensional Banach spaces whith applications, Math. Ann. 312 (1998),

445-463.

AZAGRA, D. & MONTESINOS, A. Starlike bodies and deleting diffeomor-

phisms in Banach spaces. Extracta Math. 19 (2004), no. 2, 171-213.

BacuMAN, G. & NARrict, L. Functional Analysis. Academic Press New York,

(1996)

ConwAy, J.B. A course in functional analysis. Springer-Verlag, New York,

1997.

DIEUDONNE, J. Foundations of modern analysis. Academic Press, New York,

1969.

FERRER, J. Rolle’s theorem fails in 2. American Mathematical Monthly, 103

(1996), 161-165.



BIBLIOGRAFIA 56

[Fe2] FERRER, J. On Rolle’s theorem in spaces of infinite dimension. Indian Journal

of Mathematics, 42 (2000), 21-36.

[Hal HayDpoN, R.G. A Counterexample to several questions about scattered com-

pact spaces, Bull London, Math.Soc. 22 (1990), 261-268.

[KR] Ross, K.A. Elementary Analysis: The Theory of Calculus. Springer- Verlag

New York, inc (1980)

[Ma] RODRIGUEZ, P.M. Derivacién en espacios normados. Unién Mateméatica Ar-
gentina.
[Sh1] SHKARIN, S.A. On Rolle’s theorem in infinite-dimensional Banach spaces.

translation from Matematicheskie Zametki, vol. 51, no.3, pp. 128-136, March,

1992

[Sh2] SHKARIN, S.A. On Rolle’s theorem in infinite-dimensional Banach spaces.

Mat. Zametki 51 (1992), 128-126



	primeras paginas.pdf
	cuerpo de tesis.pdf



