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RESUMEN

Estudiamos el tamaño de los conjuntos de gradientes de la funciones mesetas en los es-
pacios de Hilbert y la pregunta referente a cuan pequeño puede ser el conjunto de hiperplanos
tangentes de un cuerpo estrellado acotado y diferenciable en l2.

También estudiamos la exitencia de una función meseta diferenciable de clase C1 Lipschitz
en l2 cuyo cono generado por sus conjuntos de gradientes tienen interior vacío para ello usamos un
resultado bastante importante como lo es la falla del teorema de Rolle en espacios de dimensión
infinita.

Para finalizar construimos cuerpos estrellados tales que sus conos generados por hiperpla-
nos tangentes a estos tienen interior vacío.

Palabras Claves: función meseta, cuerpos estrellados, cono de gradientes, cono de hiper-

planos tangentes.
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Introducción

Funciones meseta diferenciables y cuerpos estrellados son objetos que surgen na-

turalmente en análisis funcional no lineal y además sus propiedades geométricas valen

la pena ser estudiadas. Sin embargo, preguntas muy naturales acerca de hiperplanos

tangentes de tales objetos permanecieron sin ser plantedas o respondidas a nivel de los

espacios de Hilbert, hasta muy recientemente.

Motivados en esto nuestro estudio es analizar el tamaño de los conjuntos de gradien-

tes de las funciones meseta (esto es una función con soporte no vaćıo y acotado) en los

espacios de Hilbert l2 y la pregunta relacionada de cuan pequeño puede ser el conjunto

de hiperplanos tangentes de un cuerpo estrellado acotado y diferenciable en l2.

Es necesario mencionar que uno de los hechos considerados en este estudio es la falla

del teorema de Rolle en espacios de Banach de dimensión infinita que posean una fun-

ción meseta de clase C1 (Lipschitz) que valga cero fuera de un abierto acotado y no

tenga derivada cero en ningún punto del abierto, mostrando aśı mismo un ejemplo que

exhibe dicha falla. Este hecho tiene interesantes consecuencias en la pregunta acerca

del mı́nimo tamaño del conjunto de hiperplanos tangentes, en otras palabras, el cono
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ÍNDICE GENERAL 2

generado por sus conjuntos de gradientes el cual es denotado por

C(b) = {λb′(x) : x ∈ X,λ > 0}

(ver sección 1·2 Caṕıtulo 1).

También estudiamos la existencia de una función meseta (Lipschitz) diferenciable de

clase C1 en l2 tal que el cono generado por sus conjuntos de gradientes tiene interior

vaćıo; esto se logra al aproximar uniformemente la norma usual del espacio de Hilbert

l2 por funciones de Lipschitz diferenciables de clase C1 en l2 (ver sección 1·3 Caṕıtulo

1).

Finalmente, construimos cuerpos estrellados y diferenciables de clase C1 en l2, tales que

el cono generado por sus hiperplanos tangentes tiene interior vaćıo (ver Caṕıtulo 2).



Caṕıtulo 1

Conjunto de gradientes de una función meseta

1.1. Derivación en espacios normados

Recordemos que la derivabilidad de una función real f en un punto a de R queda

determinada por la existencia del ĺımite f ′(a) = ĺımx→a
f(x)− f(a)

x− a
; sin embargo esta

igualdad carece de sentido si analizamos funciones f : Rn → Rm. De hecho, decimos que

una función f de este tipo es diferenciable en el punto a de Rn si existe una aplicación

lineal λ : Rn → Rm tal que, ĺımx→a
‖f(x)− f(a)− λ(x− a)‖

‖x− a‖
= 0. Notemos que para

lograr una noción más general fue necesario expresar la definición inicial considerando

las respectivas normas y la existencia de una aplicación lineal determinada. A pesar de

que esta extensión de derivada es bastante cómoda nos limita a trabajar en espacios

vectoriales de dimensión finita, dependiendo aśı de el sistema de coordenadas y la base

que se fije. Debido a estas limitantes se hace necesario ampliar aún más dicha definición

quedando como casos particulares las ya conocidas. Motivados con la idea de crear una

nueva teoŕıa aparecen los trabajos realizados por R.Gâteaux y M. Fréchet.
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Gâteaux por su parte dió la primera definición de diferenciabilidad de gran impor-

tancia en este nuevo análisis y además desarrolló su concepto de derivada (derivada

direccional). Mientras que Fréchet fué quien extendió el concepto de diferenciabilidad

a los espacios normados ampliando la noción de derivada dada por Gâteaux y demos-

trando que su definición conserva las propiedades esenciales de la definición del Análisis

clásico.

DEFINICIÓN 1 Sean E y F espacios normados (ambos reales o ambos complejos), X

un subconjunto abierto de E y f : X → F una aplicación dada. Decimos que f tiene una

derivada en un punto a ∈ X en la dirección de h ∈ E si el ĺımite ĺımt→0
f(a+ th)− f(a)

t

existe. En este caso, designamos a este ĺımite por Dhf(a) y lo llamamos derivada

direccional (o derivada Gâteaux) de f en a en la dirección de h. Destaquemos que

Dhf(a) ∈ F .

Denotemos con L(E,F ) al espacio de las aplicaciones lineales y continuas de E en

F .

DEFINICIÓN 2 Sean E y F espacios normados, X un subconjunto abierto de E y

f : X → F una aplicación dada. Decimos que f es diferenciable en el sentido Fréchet

en un punto a de X si existe una aplicación Df(a) en L(E,F ) tal que

ĺım
x→a

f(x)− f(a)−Df(a)(x− a)

‖x− a‖
= 0.

De forma equivalente, f(x) − f(a) = Df(a)(x − a) + r(x) donde r es una función
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definida alrededor de a, excepto en a tal que ĺımx→a
r(x)
‖x−a‖ = 0 y r(a) = 0. Llamamos a

la aplicación Df(a) : E → F la derivada (o derivada total, o derivada Fréchet) de f en

a.

Observaciones

1. Si f : X ⊂ E → F es diferenciable en a ∈ X, entonces su derivada es única.

2. Decimos que f es diferenciable en X si es diferenciable en todo punto de X. En

este caso, llamamos a la aplicación Df : E → L(E,F ) la aplicación derivada de f .

Si además Df es una aplicación continua decimos que f es continuamente diferen-

ciable (o de clase C1). Además, podemos suponer al espacio L(E,F ), un espacio

normado fijada una conveniente norma. De este modo, tiene sentido considerar la

posibilidad de que Df sea diferenciable en X ⊂ E. Procediendo inductivamente

definimos,

Dnf = D(Dn−1f) : X ⊂ E → Ln(E,F ) = L(E,Ln−1(E,F )).

Si Dnf existe y es continua, decimos que f es de clase Cn, y si esto vale para todo

n, entonces f es de clase C∞. Además, llamamos a Dnf(a) la derivada n- ésima

de f en el punto a ∈ X.

La siguiente proposición da una relación entre derivadas direccionales (vectores) y

derivadas (aplicaciones lineales).
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PROPOSICIÓN 1 Sean E, F espacios normados X ⊂ E un subconjunto abierto y

f : X → F . Dado a ∈ X, si f es diferenciable en a entonces f es derivable en a en toda

dirección h ∈ E y Dhf(a) = Df(a)h.

Observación: El rećıproco de esta proposición es falso, es decir, no es cierto que la

existencia de todas las derivadas direccionales Dhf(a) de una aplicación f en un punto

a implica la diferenciabilidad de f en a.

El contraejemplo más común de este hecho se obtiene considerando aplicaciones ho-

mogéneas.

En general, los resultados que a continuación daremos se demuestran de forma equi-

valente a sus análogos en el cálculo de varias variables, ver [Ma].

PROPOSICIÓN 2 Sean E, F espacios normados, y X ⊂ E un subconjunto abierto.

Si la aplicación f : X → F es diferenciable en a ∈ E, entonces existe una constante

c > ‖Df(a)‖ y un número δ > 0 tal que ‖f(x)− f(a)‖ 6 c‖x− a‖ cuando ‖x− a‖ < δ

(condición local de Lipschitz).

Observación. Como consecuencia de la proposición 2, toda aplicación diferenciable es

continua.

PROPOSICIÓN 3 (Carácter local de la diferenciabilidad) Sean E, F espacios norma-

dos y X ⊂ E un subconjunto abierto y f : X → F diferenciable en X. Si U ⊂ X es un



CAPÍTULO 1. CONJUNTO DE GRADIENTES DE UNA FUNCIÓN MESETA 7

subconjunto abierto entonces la restricción f |U es diferenciable en U y

D(f |U)(a) = Df(a)

para todo a ∈ U .

PROPOSICIÓN 4 Sean E y F espacios normados, X ⊂ E un subconjunto abierto,

a ∈ X y f : X → F .

1. Si f ∈ L(E,F ) entonces f es diferenciable para todo a en X y Df(a) = f .

2. Si f es una aplicación constante en E entonces f es diferenciable y Df(a) = 0,

∀a ∈ E (aplicación nula).

PROPOSICIÓN 5 Sean E1, E2 y F espacios normados y X1 y X2 subconjuntos abier-

tos de E1 y E2 respectivamente. Si f : E1 ×E2 → F es una aplicación bilineal entonces

f es diferenciable para todo a = (a1, a2) ∈ X1 ×X2 y

Df(a)x = f(x1, a2) + f(a1, x2)

para todo x = (x1, x2) ∈ X1 ×X2.

PROPOSICIÓN 6 Sean E, F1, F2 espacios normados y X ⊂ E un subconjunto abier-

to. Sean f1 : X → F1, f2 : X → F2 dadas y f = f1, f2 : X → F1 × F2 definida por

f(x) = (f1(x), f2(x)) ∈ F1 × F2 para x ∈ X. Entonces f es diferenciable en a ∈ X si

y solo si f1 y f2 son diferenciables en a. Además Df(a) = (Df1(a), Df2(a)), esto es,

Df(a)x = (Df1(a)x,Df2(a)x) para todo x ∈ E.
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PROPOSICIÓN 7 (Regla de la cadena) Sean E, F, G espacios normados y X, Y

subconjuntos abiertos de E y F respectivamente. Sean f : X → Y y g : Y → G. Si

f es diferenciable en a ∈ X y g es diferenciable en f(a) ∈ Y , entonces la aplicación

compuesta g ◦ f : X → G es diferenciable en a ∈ X y

D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a).

PROPOSICIÓN 8 (Regla del producto) SeanE, F1, F2 y G espacios normados,X, Y1 y Y2

subconjuntos abiertos de E, F1, F2 respectivamente. Sean

f1 : X → F1 y f2 : X → F2

diferenciables en a ∈ X, y g : Y1 × Y2 → G bilineal. Entonces la aplicación

g(f1, f2) = g ◦ (f1, f2) : X → G

es diferenciable en a ∈ X y

Dg(f1, f2)(a)x = g(Df1(a)x, f2(a)) + g(f1(a), Df2(a)x).

PROPOSICIÓN 9 Sean E, F espacios normados y X ⊂ E un subconjunto abierto.

Sean f : X → F y g : X → F ambas diferenciables en el punto a ∈ X.

1. La aplicación f + g : X → F es diferenciable en a ∈ X y

D(f + g)(a) = Df(a) +Dg(a).
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2. Si h : X → R entonces la aplicación hf : X → F definida por

hf(x) = h(x)f(x)

es diferenciable en a ∈ X y D(hf)(a) = Dh(a)f(a) + h(a)Df(a).

PROPOSICIÓN 10 Sean E, F espacios normados; X, Y subconjuntos abiertos de

E y F respectivamente y f : X → Y un homeomorfismo. Si f es diferenciable en a ∈ X

entonces f−1 es diferenciable en b = f(a) si y sólo si Df(a) es un isomorfismo lineal

acotado, en cuyo caso Df−1(b) = (Df(a))−1

PROPOSICIÓN 11 Sean E,F espacios normados, X ⊂ E un subconjunto abierto y

convexo, f : X → F una aplicación diferenciable en X. Si existe una constante c > 0

tal que, c > ‖Df(x)‖ para todo x ∈ X, entonces ‖f(y)− f(x)‖ 6 c‖x− y‖ para todo

x, y ∈ X (Condición global de Lipschitz).

PROPOSICIÓN 12 Sean E,F espacios normados, X ⊂ E un subconjunto abierto y

conexo, y f : X → F una aplicación diferenciable. Si Df(x) = 0 en X entonces f es

constante en X.

TEOREMA 13 (Teorema del Valor Medio de Lagrange) Sea f una función real de

variable real tal que:

1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b]
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2. f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que:

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a)

Debido a la importancia de los siguientes resultados tomamos en consideración sus

respectivas pruebas tomando en cuenta algunas definiciones usadas en ellas.

DEFINICIÓN 3 Definimos segmento de recta de extremos x e y, denotado por [x, y]

al conjunto [x, y] = {z ∈ X : z = (1− t)x+ ty, 0 6 t 6 1}.

TEOREMA 14 (Igualdad del Valor Medio) Sean E un espacio normado, X ⊂ E un

subconjunto abierto, f : X → R una aplicación diferenciable en X y x, y ∈ X tales que

[x, y] ⊂ X. Entonces existe z ∈ [x, y] tal que f(y)− f(x) = Df(z)(y − x).

Demostración. Consideremos la aplicación g : U ⊂ R→ E tal que

g(λ) = (1− λ)x+ λy

y el subconjunto U = {λ ∈ R : (1 − λ)x + λy ∈ X}. De las proposiciones 4 parte 1) y

9 también parte 1) obtenemos que g es diferenciable y

Dg(λ) = Dg((1− λ)x) +Dg(λy) = Dg(x− λx) +Dg(λy) = −x+ y = y − x (1.1)

Consideremos h(λ) = f((1− λ)x+ λy), entonces h es diferenciable y

Dh(λ) = Df((1− λ)x+ λy)D(λ)

= Df((1− λ)x+ λy)︸ ︷︷ ︸
z

(y − x) (por 1.1)
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Ahora, aplicando a h el Teorema del Valor Medio para una función real de variable

real en el intervalo [0, 1], obtenemos que existe λ ∈ [0, 1] ⊂ U tal que

h(1)− h(0) = Dh(λ), esto es, f(y)− f(x) = Df(z)(y − x) con z ∈ [x, y]

�

Para la demostración del siguiente teorema es necesario recordar que si F es un

espacio normado, su espacio dual denotado como F ∗ es el conjunto formado por todos

los funcionales lineales acotados sobre F .

TEOREMA 15 (Desigualdad del Valor Medio) Sean E,F espacios normados, X ⊂ E

un subconjunto abierto, f : X → F una aplicación diferenciable en X y x, y ∈ X tales

que [x, y] ⊂ X. Entonces,

‖f(y)− f(x)‖ 6 sup
z∈[x,y]

‖Df(z)‖ · ‖y − x‖

Demostración. Tomemos una aplicación arbitraria ψ en el espacio dual de F y con-

sideremos la aplicación g(t) = ψ(f((1 − t)x + ty)) definida para 0 6 t 6 1. Por la

proposición 4, ψ es diferenciable y Dψ(b) = ψ para b ∈ F . Entonces por la proposición

7, g es diferenciable y

Dg(t) = ψ(Df((1− t)x+ ty)(y − x)) (1.2)

Luego aplicando el Teorema del Valor Medio para una función real de variable real

a g en [0, 1] tenemos que

g(1)− g(0) = Dg(θ)(1− 0), para algún θ con 0 6 θ 6 1,
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(θ depende de ψ, ya que Dg(t) = Dψ(f(t))Df(t) ).

Entonces, de esta última igualdad y de (1.2) tenemos

ψ(f(y)− f(x)) = ψ(Df((1− θ)x+ θy)(y − x)), (1.3)

y esto vale para cualquier ψ ∈ F ∗. Ahora, deducimos de (1.3) que:

|ψ(f(y)− f(x))| 6 ‖ψ‖ · ‖Df((1− θ)x+ θy)‖ · ‖y − x‖

6 ‖ψ‖ · sup
06θ61

‖Df((1− θ)x+ θy)‖ · ‖y − x‖ (1.4)

1. Si f(y) = f(x) inmediato

2. Supongamos que f(y) 6= f(x) por teorema de Hahn-Banach

∃φ ∈ F ∗ : ‖φ‖ = 1 ∧ φ(w) = ‖w‖, para w = f(y)− f(x)

y sabiendo que φ(f(y)− f(x)) = ‖φ‖ · ‖f(y)− f(x)‖, de (1.4) se deduce que

‖f(y)− f(x)‖ 6 sup
z∈[x,y]

‖Df(z)‖ · ‖y − x‖.

�

1.2. Funciones meseta y la falla del teorema de

Rolle

DEFINICIÓN 4 Sea X un espacio de Banach. Se dice que b : X → R es una función

meseta si es diferenciable tiene soporte no vaćıo y acotado.
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Observación. Sea b una función meseta. Denotaremos el cono generado por sus con-

juntos de gradientes por C(b) = {λb′(x) : x ∈ X, λ > 0}.

El teorema de Rolle en espacios de dimensión finita dice que para todo subcon-

junto abierto acotado U ⊂ R y para toda función continua f : U → R tal que f es

diferenciable en U y constante en ∂U , existe un punto x ∈ U tal que f ′(x) = 0. De-

safortunadamente, el teorema de Rolle no es válido en espacios de dimensión infinita.

Fué S.A Shkarin ver [Sh2] el primero en mostrar la falla del teorema de Rolle en es-

pacios superreflexivos de dimensión infinita y en espacios reflexivos los cuales tienen

normas continuas. La clase de espacios para los cuales falla el teorema de Rolle son

considerablemente ampliadas en [AGJ]. Hasta ahora en muchos espacios de Banach de

dimensión infinita el teorema de Rolle es falso o trivial, dependiendo de las propiedades

de continuidad de norma consideradas en el espacio. Azagra, Gómez y Jiménez demos-

traron en [AGJ], que el torema de Rolle falla en un espacio de Banach de dimensión

infinita si y solo si el espacio tiene una función meseta de clase C1.

De cualquier manera, ninguno de estos resultados citados arriba caracterizan los espa-

cios para los cuales el teorema de Rolle falla. En efecto, construir ejemplos sobre esto

bastante dif́ıcil en espacios que no son separables, ni de norma continua. Aśı R. Haydon

demostró [Ha], que estos espacios de Banach con función meseta continua posee normas

no equivalentes. Además es natural exigir que la meseta continua la cual no satisface el

teorema de Rolle sea Lipschitz siempre que la meseta obtenida sea continua Lipschitz
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en el espacio considerado, y este requerimiento hace del problema más delicado.

Es bien conocido el teorema de Rolle de funciones reales de variable real, veamos a

continuación una generalizacion de este a espacios de dimensión finita.

TEOREMA 16 (Teorema de Rolle para espacios de dimensión finita ) Para todo sub-

conjunto abierto y acotado X ⊂ Rn y para toda función continua f : X → R tal que

f es diferenciable en X y constante en su frontera ∂X, existe un punto x ∈ X tal que

Df(x) = 0 (Observar que si n = 1 tenemos el enunciado clásico).

Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo Si H es un espacio de Hilbert real entonces la aplicación f(x) = ‖x‖2 es

diferenciable en H. En efecto, observemos que para todo a ∈ H se verifica

‖x‖2 − ‖a‖2 = 2〈x− a, a〉+ ‖x− a‖2,

pero esto es equivalente a escribir

f(x)− f(a) = La(x− a) + r(x),

donde Lax = 2〈x, a〉, es una aplicación lineal y continua de H en R y r(x) = ‖x− a‖2

es tal que ĺımx→a
r(x)
‖x−a‖ = 0 y r(a) = 0. Luego, Df(a) = La.

Ejemplo Sean E un espacio normado, X ⊂ E un subconjunto abierto y

g : X → R una aplicación diferenciable en X tal que g(a) 6= 0 para todo a ∈ X. Sea

Y = R − {0} y consideremos la función h : Y → R definida por h(t) =
1

t
. Sabemos
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que h es diferenciable en Y y Dh(t) = − 1

t2
. Además como g(X) ⊂ Y , deducimos de la

proposición 7 que la aplicación f : X → R definida por f(x) =
1

g(x)
es diferenciable en

X y Df(a)x = −Dg(a)x

[g(a)]2
para todo a ∈ X y x ∈ E.

El siguiente ejemplo nos da una muestra de como falla el teorema de Rolle en

funciones con dominio en espacios de Banach de dimensión infinita.

Ejemplo Consideremos el operador S : l2 → l2 definido por Sx = (0, x1, x2, x3, ...)

donde x = (x1, x2, x3, ...) ∈ l2. Sea F : l2 → l2 la aplicación definida por

F (x) = (
1

2
− ‖x‖2)e1 + Sx

donde e1 = (1, 0, 0, ...) y consideremos la aplicación f : l2 → R definida por

f(x) =
1− ‖x‖2

‖x− F (x)‖2
.

F no tiene puntos fijos, en efecto,

F (x) = (
1

2
− ‖x‖2)e1 + Sx

= (
1

2
− ‖x‖2)(1, 0, 0, 0, ...) + (0, x1, x2, x3, ...)

= (
1

2
− ‖x‖2, 0, 0, ...) + (0, x1, x2, x3, ...)

= (
1

2
− ‖x‖2, x1, x2, x3, ...)

Esto prueba que F no tiene puntos fijos, luego f es continua en l2. Además f(x) = 0 para

todo x ∈ ∂U , donde U es la bola abierta unitaria de l2. Aplicando convenientemente

los ejemplos 1 y 2 junto con las proposiciones 4, 7 y 9 obtenemos que f es diferenciable
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en l2. Entonces, en U, f satisface las hipótesis del teorema de Rolle; no obstante, se

puede probar que Df(x) 6= 0 para todo x ∈ U .(vea [Fe1])

Consideremos a continuación el siguiente resultado, el cual generaliza la falla del

teorema de Rolle a espacios de Banach de dimensión infinita y cuya demostración

puede verse en [AJ1], para ello tendremos en cuenta la siguiente definición

DEFINICIÓN 5 Un conjunto A se dice contractible si la aplicación identidad i : A→ A

es homotópicamente nula.

TEOREMA 17 Sea E un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces son equi-

valentes:

1. Existe una aplicación continuamente diferenciable, suave y no nula,

g : X ⊂ E → R,

donde X es un subconjunto abierto, tal que

sop(g) = {x ∈ E : g(x) 6= 0} es acotado.

2. Existe un conjunto abierto, acotado y contractible A ⊂ E y una aplicación con-

tinuamente diferenciable f : A → R tal que f es suave, f ≡ 0 en ∂A, pero

Df(x) 6= 0 para todo x ∈ A (el Teorema de Rolle falla en A).
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1.3. Resultado principal

El teorema 20 y su corolario son los resultados centrales de este caṕıtulo. Dicho

corolario garantiza la existencia de funciones Lipschitz en l2 donde el cono de sus con-

juntos de gradientes tiene interior vaćıo. El teorema por su parte es la clave para la

construcción de un cuerpo estrellado diferenciable y acotado cuyo cono de hiperplanos

tangentes tiene interior vaćıo el cual es resultado central del caṕıtulo 2.

Para la demostración de este teorema usaremos el teorema 18 cuya prueba puede

verse en [Sh1] donde la falla del teorema de Rolle juega un papel fundamental y el

teorema 19 su demostración se encuentra en [BaN].

TEOREMA 18 Existe un difeomorfismo ϕ de clase C∞ de l2 en l2 \ {0} tal que todas

las derivadas ϕ(n) son uniformemente continuas en l2, y ϕ(x) = x para ‖x‖ > 1 .

TEOREMA 19 Sea X un espacio de Hilbert complejo separable de dimensión infinita.

Entonces X es congruente con l2.

TEOREMA 20 Denotemos por ‖ ·‖ la norma usual hilbertiana de l2. Entonces, existen

funciones fε : l2 → (0,∞); con 0 < ε < 1 de clase C1 las cuales son Lipschitz en

conjuntos acotados y tienen derivadas Lipschitz, tal que:

1. ĺımε→0 fε(x) = ‖x‖2 uniformemente en l2;

2. ĺımε→0 f
′
ε(x) = 2x uniformemente en l2;
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3. intC(fε) = ∅, y f ′ε(x) 6= 0 para todo x ∈ l2, 0 < ε < 1, donde C(fε) es el cono

generado por los conjuntos de gradientes de las fε.

Demostración. Por el teorema 18 consideremos los difeomorfismos ϕε : l2 → l2 \ {0},

definidos por

ϕε(x) = εϕ(
x

ε
), donde 0 < ε < 1

y la función U ≡ Uε : l2 → R definida por U(x) = ε2 + ‖ϕ0ε(x)‖2. Entonces U satisface

las siguientes propiedades:

1. U es de clase C∞

2. ‖x‖2 6 U(x) 6 2ε2 + ‖x‖2 y ε2 6 U(x), para cada x ∈ l2

3. U(x) = ε2 + ‖x‖2, para cada x ∈ l2, ‖x‖ > ε

4. U ′(x) 6= 0 para cada x ∈ l2

5. U es Lipschitz en un conjunto acotado y U ′ es Lipschitz.

En efecto;

1. U es de clase C∞ pues ϕε lo es por el teorema 18
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2. Por un lado, de las definiciones de U , ϕ, y por el teorema 18

U(x) = ε2 + ‖ϕε(x)‖2

= ε2 + ‖εϕ(
x

ε
)‖2

= ε2 + ‖εx
ε
‖2

= ε2 + ‖x‖2

6 2ε2 + ‖x‖2 (1.5)

Por otro,

U(x) = ε2 + ‖x‖2 ⇒ U(x) > ‖x‖2, si‖x‖ > ε (1.6)

Similarmente,

U(x) = ε2 + ‖x‖2 ⇒ U(x) > ε2, ∀x ∈ l2 (1.7)

Luego de (1.5), (1.6) y (1.7)

‖x‖2 6 U(x) 6 2ε2 + ‖x‖2 y ε2 6 U(x) para cada x ∈ l2 (1.8)

3. Es inmediata de 2. y ‖x‖ > ε pues ϕε(x) ∈ l2 \ {0} ( por teorema 18)

4. Dado que U(x) = ε2 + ‖x‖2 para cada x ∈ l2 y ‖x‖ > ε > 0 (por 1.7), se tiene

que U ′(x) = Lx ∈ L(l2,R) = l∗2 donde Lx(y) = 2〈y, x〉 = 〈y, 2x〉para todo y ∈ l2 y

como ‖x‖ > ε obtenemos que U ′(x) 6= 0, para todox ∈ l2.
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5. Veamos que U es Lipschitz en un conjunto acotado.

Sean x, y ∈ B, B ⊂ l2 acotado, esto es ∃A > 0 : ‖x‖ 6 A para todo x en B

(1.9)

|U(x)− U(y)| = |(ε2 + ‖x‖2)− (ε2 + ‖y‖2)|(por prop 3 en U)

= |ε2 + ‖x‖2 − ε2 − ‖y‖2|

= |‖x‖2 − ‖y‖2|

= |‖x‖+ ‖y‖| · |‖x‖ − ‖y‖|

6 2A|‖x‖ − ‖y‖| (por 1.9)

6 2A‖x− y‖

Por tanto, U es Lipschitz en conjuntos acotados.

Veamos ahora que U ′ es Lipschitz

‖U ′(x)− U ′(y)‖ = Lx − Ly

= sup
‖z‖=1

|Lx(z)− Ly(z)|

= sup
‖z‖=1

|〈z, 2x〉 − 〈z, 2y〉|

= sup
‖z‖=1

|〈z, 2x− 2y〉|

6 sup
‖z‖=1

(‖z‖‖2x− 2y‖) = ‖2x− 2y‖ sup
‖z‖=1

‖z‖

= ‖2(x− y)‖ = 2‖x− y‖.

Por tanto, U ′ es Lipschitz.
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Ahora, definamos las funciones Un : l2 → R por Un(x) = 1
22n
U(2nx), siempre que x ∈ l2.

Por otro lado, definamos (
∑

2 l2, ‖ · ‖1) donde∑
2

l2 = {x = (xn)n>0 : xn ∈ l2 y ‖x‖1 = (
∑
n

‖xn‖2)1/2 <∞}

Como (
∑

2 l2, ‖·‖1) es separable (vea [Fe1]) y la norma proviene de un producto interno,

podemos concluir que (
∑

2 l2, ‖ · ‖1) es un espacio de Hilbert separable y por tanto

congruente con l2. Aśı identificamos a
∑

2 l2 con la suma infinita∑
2

l2 = l2 ⊕2 l2 ⊕2 l2 ⊕ ...

donde un elemento x = (xn) pertenece a
∑

2 l2 si y solo si xn está en l2 y
∑

n ‖xn‖2 <∞,

siendo ‖x‖2 =
∑

n ‖xn‖2.

Entonces definimos la función f ≡ fε :
∑

2 l2 → R por f(x) =
∑

n Un(xn), donde

x = (xn)n.

Primero note que f está bien definida. En efecto, sea x = (xn) ∈
∑

2 l2,

0 < f(x) =
∑
n

Un(xn)

=
∑
n

1

22n
U(2nxn) (por def de U)

6
∑
n

1

22n
(2ε2 + ‖2nxn‖2) (por prop 2 en U.)

=
∑
n

(
2ε2

22n
+
‖2nxn‖2

22n
)

=
∑
n

(
2ε2

22n
+

22n‖xn‖2

22n
)

=
∑
n

(
2ε2

22n
+ ‖xn‖2) <∞, ya que (xn) ∈

∑
2

l2. (1.10)
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Por tanto, f está bien definida.

Antes de continuar hallemos U ′n. Dado que Un(x) = 1
22n
U(2nx) tenemos que:

U ′n(x) =
1

22n
U ′(2nx).(2nx)′

=
1

22n
U ′(2nx)2n

=
1

2n · 2n
U ′(2nx)2n

=
1

2n
U ′(2nx) (1.11)

Ahora, si U ′ tiene una constante de Lipschitz M entonces U ′n es también Lipschitz con

constante de Lipschitz M . En efecto, para cada x, y ∈ l2, se tiene que

‖U ′n(x)− U ′n(y)‖ =
1

2n
‖U ′(2nx)− U ′(2ny)‖ (por 1.11)

6 M‖x− y‖ (por prop 5 en U.) (1.12)

Esto implica que, si x = (xn) ∈
∑

2 l2, los funcionales U ′n(xn) ∈ l2 y satisfacen que

(U ′n(xn))n ∈ (
∑
2

l2)
∗ ≡

∑
2

l2.

En efecto, sabemos que ‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖ 6M‖xn‖, aśı obtenemos

∑
n

‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖2 6M2
∑
n

‖xn‖2 <∞, (1.13)
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puesto que x = (xn) ∈
∑

2 l2, luego,

‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖ 6 ‖U ′n(xn)‖+ ‖U ′n(0)‖ (por desigualdad triangular)

−‖U ′n(xn)‖ 6 ‖U ′n(0)‖ − ‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖

‖U ′n(xn)‖2 6 (‖U ′n(0)‖ − ‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖)2

‖U ′n(xn)‖2 6 ‖U ′n(0)‖2 − 2‖U ′n(0)‖‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖+ ‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖2

< ‖U ′n(0)‖2 + ‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖2

Por tanto, ∑
n

‖U ′n(xn)‖2 6
∑
n

‖U ′n(0)‖2 +
∑
n

‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖2 (1.14)

Pero,
∑

n ‖U ′n(xn) − U ′n(0)‖2 < ∞ (por 1.13), faltaŕıa ver que
∑

n ‖U ′n(0)‖2 < ∞

Para ello es suficiente observar que

U ′n(0) =
1

22n
2nU ′(0) =

1

2n
U ′(0).

Por tanto,
∑

n ‖U ′n(0)‖2 <∞.

Aśı, en (1.14)
∑

n ‖U ′n(xn)‖2 <∞. Con esto hemos probado que U ′n(xn) ∈ l2.

Luego,(U ′n(xn))n ∈
∑

2 l2.

De esto, (U ′n(0)) = ( 1
2n
U ′(0)) ∈

∑
2 l2, y entonces obtenemos que T (x) ≡ (U ′n(xn))

también pertenece a
∑

2 l2.

Consideremos ahora probar que f es diferenciable de clase C1. Para cada x = (xn) y
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h = (hn) en
∑

2 l2, podemos estimar

|f(x+ h)− f(x)− T (x)(h)| 6
∑
n

|Un(xn + hn)− Un(xn)− U ′n(xn)(hn)|

6
∑
n

|U ′n(xn + tnhn)(hn)− U ′n(xn)(hn)|(0 6 tn 6 1)

6 M
∑
n

‖hntn‖ (U ′es Lipschitz)

6 M
∑
n

‖hn‖ (0 6 tn 6 1)

6 M
∑
n

‖hn‖2 (pues ‖hn‖ 6 ‖hn‖2)

= M‖h‖2 (ya que
∑
n

‖xn‖2 = ‖x‖2)

Por tanto, f es Fréchet diferenciable y f ′(x) = T (x).

Además, f ′ es Lipschitz, esto es,

‖f ′(x)− f ′(y)‖2 = ‖
∑
n

U ′n(xn)−
∑
n

U ′n(yn)‖2 (por def def)

6
∑
n

‖U ′n(xn)− U ′(yn)‖2

6 M2
∑
n

‖xn − yn‖2 (pues U ′nesLipschitz)

= M2‖x− y‖2. (ya que
∑
n

‖xn‖2 = ‖x‖2)

Por tanto,

‖f ′(x)− f ′(y)‖ 6M‖x− y‖.

Luego, f ′ es Lipschitz. Esto implica en particular, que f es Lipschitz en conjuntos

acotados (ver [KR]).

Veamos que f ≡ fε se aproxima uniformemente a ‖ · ‖2 cuando ε tiende a cero. Con lo
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que para cada x = (xn) ∈
∑

2 l2, tenemos que

máx{2

3
ε2, ‖x‖2} 6 f(x) 6

2

3
ε2 + ‖x‖2, (1.15)

En efecto, por un lado,

0 < f(x) 6
∑
n

(
2ε2

22n
+ ‖xn‖2) (por la desigualdad(1 · 10))

=
∑
n

2ε2

22n
+
∑
n

‖xn‖2

=
∑
n

2ε2

22n
+ ‖x‖2 (ya que

∑
n

‖xn‖2 = ‖x‖2)

= 2ε2
∑
n

1

22n
+ ‖x‖2

= 2ε2
∑
n

1

4n
+ ‖x‖2

= 2ε2
∑
n

(
1

4
)(

1

4
)n−1 + ‖x‖2

=
2ε2

3
+ ‖x‖2 (pues

∑
n

(
1

4
)(

1

4
)n−1 → 1

3
) (1.16)

Por otro lado, por la propiedad 2 en la definicion de U se tiene

máx{2

3
ε2, ‖x‖2} 6 f(x) (1.17)

Por tanto de (1·15) y (1.17) se tiene (1.15).

También de (1.15) obtenemos que

0 6 f(x)− ‖x‖2 6 2

3
ε2. (1.18)
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Para obtener funciones las cuales se aproximan uniformemente a la norma en l2,

consideramos ψ ≡ ψε =
√
fε. Por a las desigualdades (1.15) y (1.18) tenemos que:

0 6 ψ − ‖x‖ 6 2ε2

3(ψ + ‖x‖)
6

2√
3
ε, para cada x ∈

∑
2

l2. (1.19)

En efecto;

Por un lado, Por propiedad (1.18) f(x) − ‖x‖2 6 2

3
ε2, pero como ψ ≡ ψε =

√
fε se

tiene que

ψ2(x)− ‖x‖2 6 2

3
ε2 ⇒ (ψ(x)− ‖x‖)(ψ(x) + ‖x‖) 6 2

3
ε2

⇒ ψ(x)− ‖x‖ 6 2

3

ε2

(ψ(x) + ‖x‖)
(1.20)

Por otro,

0 6 f(x)− ‖x‖2 6 2

3
ε2 ⇒

√
0 6

√
f(x)− ‖x‖2 6

√
2

3
ε2

⇒ 0 6
√
f(x)−

√
‖x‖2 6 2√

3

ε√
2

⇒ 0 6 ψ(x)− ‖x‖ 6 2ε√
3
√

2
, (1.21)

y también,

ψ(x)− ‖x‖ 6 2ε2

3(ψ(x) + ‖x‖)
⇒ ψ(x) + ‖x‖ 6 2ε2

3(ψ(x)− ‖x‖)
, (por(1 · 20))

y de (1·21),

1

ψ(x)− ‖x‖
6

√
3
√

2

2ε
. (1.22)
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Luego,

ψ(x) + ‖x‖ 6 2ε2

3

√
3
√

2

2ε
(por (1 · 22))

=

√
3
√

2

3

por tanto,
1

ψ(x) + ‖x‖
6

3√
3
√

2
.

Finalmente,

2ε2

3(ψ(x) + ‖x‖)
6

2ε2

3

3

ε
√

3
√

2
(por la desigualdad anterior)

=
2ε2√
2
√

3
,

con lo que

2ε2

3(ψ(x) + ‖x‖)
6

2ε√
3
, (1.23)

por tanto de (1·20) y (1·23) se tiene que

0 6 ψ − ‖x‖ 6 2ε2

3(ψ + ‖x‖)
6

2√
3
ε, para cada x ∈

∑
2

l2.

Veamos que ψ′ es acotada. Por las desigualdades (1.12) y (1·18) para cada x ∈
∑

2 l2,

se tiene lo siguiente:

‖ψ′(x)‖ =
‖f ′(x)‖
2ψ(x)

6
‖f ′(x)− f ′(0)‖

2ψ(x)
+
‖f ′(0)‖
2ψ(x)

6
M

2
+

√
3

2ε
.‖f ′(0)‖

En efecto,

‖ψ′(x)‖ = ‖(
√
f(x))′‖ (pues ψ =

√
fε)

= ‖ f ′(x)

2
√
f(x)

‖ =
‖f ′(x)‖
2ψ(x)

, (como ψ =
√
f > 0, ψ > 0)



CAPÍTULO 1. CONJUNTO DE GRADIENTES DE UNA FUNCIÓN MESETA 28

por otro lado,

‖f ′(x)‖
2ψ(x)

=
‖f ′(x)‖ − ‖f ′(0)‖+ ‖f ′(0)‖

2ψ(x)

6
‖f ′(x)− f ′(0)‖

2ψ(x)
+
‖f ′(0)‖
2ψ(x)

6
M‖x‖
2ψ(x)

+
‖f ′(0)‖
2ψ(x)

(ya quef ′es Lipschitz).

Ahora, acotemos
‖x‖
ψ(x)

, para ello usemos (1.18), aśı

f(x)− ‖x‖2 > 0 ⇒
√
f(x)− ‖x‖2 > 0

⇒
√
f(x)−

√
‖x‖2 > 0

⇒ ψ(x)− ‖x‖ > 0

⇒ ψ(x) > ‖x‖

⇒ ψ(x)

ψ(x)
>
‖x‖
ψ(x)

, ψ(x) > 0

⇒ 1 >
‖x‖
ψ(x)

,

por tanto,
‖x‖
ψ(x)

6 1 .

Para acotar
1

ψ(x)
, basta notar que ψ(x) ≡ ψε(x) =

√
fε(x) > 0, por tanto

ψ(x) > 1 con lo cual
1

ψ(x)
6 1 6

√
3

ε
, 0 < ε < 1.

Finalmente,

‖ψ′(x)‖ =
‖f ′(x)‖
2ψ(x)

6
M

2
+

√
3

2ε
‖f ′(0)‖.

Por tanto, ψ′(x) es acotada. Consecuentemente, ψ es Lipschitz con constante de Lips-

chitz digamos N .
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De manera similar, obtenemos que ψ′ es Lipschitz, por tanto para cada x, y ∈∑
2 l2, y sabiendo que

‖ψ′(x)‖ =
‖f ′(x)‖
2ψ(x)

, (1.24)

tenemos que

‖ψ′(x)− ψ′(y)‖ 6
√

3M

2ε
‖x− y‖+

√
3N2

ε
‖x− y‖

En efecto,

‖ψ′(x)− ψ′(y)‖ = ‖ f
′(x)

2ψ(x)
− f ′(y)

2ψ(y)
‖ (por(1 · 24))

= ‖f
′(x)− f ′(y)

2ψ(x)
+
f ′(y)

2
(

1

ψ(x)
− 1

ψ(y)
)‖

6 ‖f
′(x)− f ′(y)

2ψ(x)
‖+ ‖f

′(y)

2
(

1

ψ(x)
− 1

ψ(y)
)‖

=
1

2

‖f ′(x)− f ′(y)‖
ψ(x)

+
‖f ′(y)‖

2
‖ψ(y)− ψ(x)

ψ(x)ψ(y)
‖

=
1

2

‖f ′(x)− f ′(y)‖
ψ(x)

+
‖ψ(y)− ψ(x)‖

ψ(x)

‖f ′(y)‖
2ψ(y)

6
1

2

M

ψ(x)
‖x− y‖+

N

ψ(x)

‖f ′(y)‖
2ψ(y)

‖x− y‖ (f ′y ψ son Lipschitz)

Como vimos anteriormente
1

ψ(x)
6

√
3

ε
y de manera similar se acota

‖f ′(y)‖
2ψ(x)

por tanto,

‖ψ′(x)− ψ′(y)‖ 6
√

3M

2ε
‖x− y‖+

√
3N2

ε
‖x− y‖

Veamos ahora que las derivadas de fε se aproximan uniformemente a la derivada de

‖ ·‖2 cuando ε tiende a cero. Sigamos alguna notación usada arriba, tomemos 0 < δ < 1
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y consideremos,

0 < ε 6
δ

2 +M + 2‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖
<
δ

2
,

asociamos la aplicación fε(x) ≡ f(x) =
∑

n Un(xn), donde x = (xn) ∈
∑

2 l2.

Verifiquemos las siguientes propiedades a usar

Un(xn) =
ε2

22n
+ ‖xn‖2 para todo xn ∈ l2 con ‖x‖ > ε

2n
; (1.25)

y

U ′n(0) =
1

2n
2ε‖ϕ(0)‖ϕ′(0), para cada n ∈ N. (1.26)

En efecto, por un lado, Por propiedad la (3) en la definición de U , y por definición de

Un(x), para todo x ∈ l2, ‖x‖ > ε tenemos,

Un(x) =
1

22n
U(2nxn)

=
1

22n
(ε2 + ‖2nxn‖2)

=
1

22n
(ε2 + 2n‖xn‖2).

Por tanto, Un(x) =
ε2

22n
+ ‖xn‖2, para todo xn ∈ l2 y ‖xn‖ >

ε

2n
.

Por otro lado, Sabemos que U ′n(x) =
1

2n
U ′(2nx) aśı, por definición de U tenemos,

U ′n(x) =
1

2n
(ε2 + ‖ϕε(2nx)‖2)′

=
1

2n
2‖ϕε(2nx)‖ϕ′ε(2nx)

=
1

2n
2‖εϕε(2nx)‖ϕ′ε(2nx) (por def de ϕ′ε)

=
1

2n
2ε‖ϕε(2nx)‖ϕ′ε(2nx)



CAPÍTULO 1. CONJUNTO DE GRADIENTES DE UNA FUNCIÓN MESETA 31

Luego,

U ′n(0) =
1

2n
2ε‖ϕ(0)‖ϕ′(0) para cada n ∈ N

Ahora, dado x = (xn) ∈
∑

2 l2, definimos D = {n ∈ N : ‖xn‖ 6
ε

2n
}, y verificamos

que

‖f ′(x)− 2x‖ 6 ε(M + 2 + 2‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖) 6 δ.

En efecto,

‖f ′(x)− 2x‖ = ‖
∑
n

U ′n(xn)−
∑
n

2xn‖ (por f ′y que x ∈
∑
2

l2)

= ‖
∑
n

(U ′n(xn)− 2xn)‖

= (
∑
n

‖U ′n(xn)− 2xn‖2)
1
2

= (
∑
D

‖U ′n(xn)− 2xn‖2 +
∑
Dc

‖U ′n(xn)− 2xn‖2)
1
2

= (
∑
D

‖U ′n(xn)− 2xn‖2)
1
2 (por propiedad(1 · 25))

= (
∑
D

‖U ′n(xn) + U ′n(0)− U ′n(0)− 2xn‖2)
1
2

6 (
∑
D

‖U ′n(xn)− U ′n(0)‖2)
1
2 + (

∑
D

‖U ′n(0)‖2)
1
2 + (

∑
D

‖2xn‖2)
1
2

6 M(
∑
D

‖xn‖2)
1
2 + (

∑
D

‖ 1

2n
2ε‖ϕ(0)‖ϕ′(0)‖2)

1
2 ) + 2(

∑
D

‖xn‖2)
1
2

6 M(
∑
D

‖ ε
2n
‖2)

1
2 + (22ε2‖ϕ(0)‖2‖ϕ′(0)‖2

∑
D

‖ 1

2n
‖2)

1
2 + 2(

∑
D

‖ ε
2n
‖2)

1
2

= Mε(
∑
D

1

2n
) + 2ε‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖(

∑
D

1

2n
) + 2ε(

∑
D

1

2n
)

= M(
∑
D

(
1

2
)(

1

2
)n−1) + 2ε‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖(

∑
D

(
1

2
)(

1

2
)n−1) + 2ε(

∑
D

(
1

2
)(

1

2
)n−1)
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= Mε+ 2ε‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖+ 2ε (pues
∑
D

(
1

2
)(

1

2
)n−1 → 1)

= ε(M + 2‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖+ 2)

Por tanto,

‖f ′ε(x)− 2x‖ 6 ε(M + 2 + 2‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖) 6 δ. (1.27)

Esto muestra que ĺımε→0 f
′
ε(x) = 2x uniformemente en l2.

Finalmente, veamos intC(fε) = ∅. Para esto es suficiente mostrar que el conjunto

{λf ′(x) = λ(U ′n(x)) : x = (xn) ∈
∑
2

l2, λ > 0}

está contenido en Z = {z = (zn) ∈
∑

2 l2 : zn 6= 0 para cada n ∈ N}, el cual tiene

interior vaćıo en
∑

2 l2.

En efecto,

Por definición sabemos que Un(x) =
1

22n
U(2nx), y por cálculos anteriores también

sabemos que

U ′n(xn) =
1

22n
U ′n(2nxn),

la cual es distinta de cero por la propiedad (4) en la definición de U ∀x ∈ l2, y además

(U ′n(xn)) ∈
∑

2 l2, consecuentemente,

(U ′n(xn)) ∈ Z = {z = (zn) ∈
∑
2

l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N}

por tanto,

{λf ′(x) = λ(U ′n(x)) : x = (xn) ∈
∑
2

l2, λ > 0} ⊂ Z = {z = (zn) ∈
∑
2

l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N}.
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Veamos ahora que intZ = ∅ en
∑

2 l2. Para ello, razonemos por reducción al absurdo.

Sea z = (zn) ∈ Z = {z = (zn) ∈
∑

2 l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N} y sea r > 0, y consideremos

para cada k ∈ N, el punto truncado xk = (z1, z2, ..., zk, 0, 0, 0, ...) (es decir, dejamos las

k primeras coordenadas de z igual y las otras las sustituimos por cero). Esta sucesión

estará eventualmente en la bola de centro z y radio r > 0 a partir de un k suficientemente

grande, esto es, d(z, xk)→ 0 cuando k →∞. Es decir,

z ∈ int{z = (zn) ∈
∑
2

l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N} ⇒ ∃r > 0 : B(z, r)

⊂ Z = {z = (zn) ∈
∑
2

l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N}

como r es arbitario, hemos probado que

∀ r > 0, B(z, r)no esta contenida en Z = {z = (zn) ∈
∑
2

l2 : zn 6= 0,∀n ∈ N},

lo cual es una contradicción. Por tanto, intZ = ∅. Luego,

int{λf ′(x) = λ(U ′n(x)) : x = (xn) ∈
∑
2

l2, λ > 0} = ∅.

�

COROLARIO 1 Existe una función meseta Lipschitz b de clase C1 en l2 (con derivada

Lipschitz) satisfaciendo que el cono C(b) generado por sus conjuntos de gradientes

tienen interior vaćıo, y b′(x) 6= 0 para todo x en el interior de su soporte.

Demostración. Consideremos una función θ : R+ → R, de clase C∞ con θ′(t) < 0

para t ∈ (0, 1) y sopθ = (0, 1]. Entonces, podemos definir una función meseta requerida
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como la siguiente compuesta

b(x) = θ(f(x)).

En efecto, por un lado, 0 < f(0) 6 2
3
ε2 < 1 esto por desigualdad 1.18 y además b(0) > 0

ya que

f(0) =
∑
n

Un(0)

=
∑
n

1

22n
U(0)

=
∑
n

1

22n
ε2

=
ε2

3
, (pues

∑
n

1

22n
→ 1

3
)

con lo que θ(0) > 0 y por ende b(0) > 0.

Por otro, f(x) > ‖x‖2 > 1, siempre que ‖x‖ > 1 esto por la propiedad (2) en la defini-

ción de U , y por tanto b(x) = 0 para ‖x‖ > 1 (falla del teorema de rolle).

Luego, la función meseta b es claramente Lipschitz con derivada Lipschitz ya que

θ, θ′ y f ′ son Lipschitz y f es Lipschitz en un conjunto acotado. Aśı, por teore-

ma 20 parte (3) se tiene que el cono C(b) generado por los conjuntos de gradien-

tes de b tiene interior vaćıo y b′(x) 6= 0 para todo x en el interior de su soporte.

�



Caṕıtulo 2

Cuerpos estrellados en l2

El concepto de cuerpo estrellado en un espacio de Banach es esencial a lo largo de

este caṕıtulo, en este sentido la siguiente sección está dedicada a los cuerpos estrellados

y a sus propiedades elementales.

2.1. Nociones básicas

Comencemos con las definiciones de rayo en un espacio vectorial y de cuerpo estre-

llado en un espacio de Banach.

DEFINICIÓN 6 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales. Para

cualesquiera puntos distintos {a, x} ∈ X, el rayo de origen a ∈ Xdirigido por el vector

x− a ∈ X es el conjunto

{a+ λ(x− a) ∈ X : λ > 0},

al que se representa por Rayo(a, x).

35
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DEFINICIÓN 7 Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto cerrado de X. Se

dice que A es un cuerpo estrellado con respecto a un punto a ∈ X cuando se verifican

las condiciones siguientes:

1. a ∈ int(A)

2. Para x ∈ X, Rayo(a, x) ∩ ∂A consta a lo sumo de un elemento.

Tal punto a ∈ int(A) se le llama un centro de A.

Observación. Por medio de traslaciones podemos asumir, que dado un cuerpo estre-

llado, su centro es el origen del espacio de Banach.

DEFINICIÓN 8 Sean X un espacio de Banach y A ⊂ X un cuerpo estrellado con

centro a ∈ X. Se define el cono caracteŕıstico de A relativo al centro a ∈ X como

cc(A) = {x ∈ X : a+ r(x− a) ∈ A para todo r > 0},

y el funcional de Minkowski de A relativo al centro a ∈ X como

µA,a(x) = µA(x) = ı́nf{t > 0 : x− a ∈ t(−a+ A)} para todo x ∈ X

Observaciones

1. Dado que el punto a pertenece al interior del cuerpo estrellado A, para cada x ∈ X

existe t > 0 tal que x − a ∈ (−a + A). Por tanto, el funcional de Minkowski de

un cuerpo estrellado está bien definido.
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2. Ha de advertirse que µA(x) = µ−a+A(x − a) para todo x ∈ X. Es decir, µA es

invariante por traslaciones.

3. Es evidente que si A es la bola unitaria cerrada de un espacio de Banach (X, ‖·‖),

entonces A es un cuerpo estrellado con centro 0 ∈ X, y el funcional de Minkowski

µA coincide con la ‖ · ‖.

Probemos a continuación algunas propiedades que tienen los funcionales de Min-

kowski de los cuerpos estrellados

LEMA 1 Sea X un espacio de Banach y A ⊂ Xun cuerpo estrellado con centro a ∈

X. El funcional de Minkowski µA : X → [0,+∞) es una función continua tal que

µA(a+ rx) = rµA(a+ x) para todo r > 0 y x ∈ X. Además

int(A) = {x ∈ X : µA(x) < 1}, A = {x ∈ X : µA(x) 6 1}

y por tanto, ∂A = µ−1A (1).

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que a = 0. De la definición

de cuerpo estrellado se infieren las propiedades siguientes:

1. z ∈ A⇒ {λz : 0 6 λ < 1} ⊂ intA

2. z ∈ ∂A⇒ {λz : λ > 1} ⊂ X\A

Probemos, en primer lugar, que el funcional µA es continuo.

Caso 1:
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Sea x ∈ X fijo tal que µA(x) = 0, aśı,

0 = ı́nf{t > 0 : x ∈ tA}

entonces por definición de infimo tenemos que dado ε > 0,

ε

2
∈ {t > 0 : x ∈ tA}

Por tanto, x ∈ ε

2
A. Luego,

x ∈ ε

2
A ⇒ ∃ y ∈ A tal que x =

ε

2
y

⇒ y =
2

ε
x,

por tanto,
2

ε
x ∈ A.

Ahora, no olvidando las propiedades 1) y 2), obtenemos que ε−1x ∈ int(A), en efecto,

2

ε
x ∈ A⇒ {λ(

2

ε
x) : 0 6 λ < 1} ⊂ int(A),

en particular, para λ =
1

2
tenemos que

1

2
(
2

ε
) ∈ int(A)⇒ 1

ε
x ∈ int(A),

por tanto,

ε−1x ∈ int(A)⇔ ∃ δ > 0 tal que B(ε−1x, δ) ⊂ A

Luego,

z ∈ B(ε−1x, δ)⇔ ‖z − ε−1x‖ 6 δ,
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con lo que existe δ > 0 tal que ‖z − x‖ 6 δ, esto es,

‖z − x‖ 6 δ ⇒ z ∈ B(x, δ)

⇒ ε−1z ∈ B(ε−1x, δ) ⊂ A

⇒ ε−1z ∈ A.

Ahora, como

ε−1z ∈ A ⇒ z ∈ εA

⇒ ε ∈ {t > 0 : z ∈ tA}

⇒ ı́nf{t > 0 : z ∈ tA} 6 ε (por def de infimo)

⇒ µA(z) 6 ε (por def de µA).

Por tanto,

|µA(z)− µA(x)| = µA(x) 6 ε

Luego,

existe δ > 0 tal que ‖z − x‖ 6 δ ⇒ |µA(z)− µA(x)| 6 ε.

Con lo que, µA es continuo en x

Caso 2:

Supongamos que µA > 0, es fácil ver que

x

µA(x)
∈ ∂A⇔ x ∈ µA(x)∂A
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Por tanto, para cada ε ∈ (0, µA(x)), se tiene que:

x

µA(x) + ε
∈ int(A) y

x

µA(x)− ε
∈ X\A

En efecto, por un lado, sabemos que

µA(x) = ı́nf{t > 0 : x ∈ tA} > 0,

luego,

x ∈ (µA(x) + ε)A ⇔ ∃ y ∈ A : x = (µA(x) + ε)y

⇔ x

µA(x) + ε
∈ A,

por tanto,

x

µA(x) + ε
∈ int(A),

y por otro lado,

Por definición µA(x) = ı́nf{t > 0 : x ∈ tA} > 0, aśı,

x ∈ (µA(x)− ε)A ⇔ ∃ y ∈ A : x = (µA(x)− ε)y

⇔ x

µA(x)− ε
∈ X \ A,

por tanto, x
µA(x)−ε

∈ X \ A.

Luego, existe δ
′
> 0 tal que si ‖z − x‖ < δ

′
,entonces

z ∈ (µA(x) + ε) int(A) y z ∈ (µA(x)− ε)X\A,
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de donde |µA(z)− µA(x)| 6 ε, por lo que µA es una aplicación continua.

Probemos ahora, que µA es un funcional positivamente homogéneo. Fijemos un vector

x ∈ X. Como el origen es un punto interior de A entonces ı́nf{t > 0 : 0 ∈ tA} = 0, y

por tanto µA(0) = 0, con lo que,

µA(0x) = µA(0) = 0 = 0µA(x),

Además, si r > 0 se tiene que:

1

r
µA(rx) =

1

r
ı́nf{λ > 0 : rx ∈ λA}

= ı́nf{λ
r

: λ > 0 , x ∈ λ
r
A}

= ı́nf{λ
r
> 0 : x ∈ λ

r
A}

= ı́nf{t > 0 : x ∈ tA}

= µA(x), t =
λ

r
.

De acá µA(rx) = rµA(x). Aśı el funcional µA es homogéneamente positivo.

Por otra parte,

x ∈ cc(A) ⇔ rx ∈ A, para todo r > 0 (a = 0)

⇔ x ∈ 1

r
A, para todo r > 0

⇔ µA(x) 6
1

r
, para todo r > 0 (por def de infimo)

⇔ µA(x) = 0
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Caractericemos a continuación int(A), a partir de la definición de µA, es decir, probemos

que

int(A) = {x ∈ X : µA(x) < 1}.

En efecto,

x ∈ int(A) ⇒ x ∈ tA, con 0 < t < 1

⇒ µA(x) < 1, (por definición de µA)

⇒ x ∈ {x ∈ X : µA(x) < 1}.

Rećıprocamente, sea x ∈ X tal que µA(x) < 1. En este caso existe δ < 1 de modo que

x ∈ λA, o equivalentemente λ−1x ∈ A, de lo cual se deduce que x ∈ int(A). En efecto,

Sea x ∈ X fijo tal que µA(x) < 1. Sea ε > 0, aśı,

ı́nf{t > 0 : x ∈ tA} < 1

entonces por definición de infimo tenemos que

λ ∈ {t > 0 : x ∈ tA}

Por tanto, x ∈ λA (por definición del conjunto anterior) y de la propiedad 1 se deduce

que x ∈ int(A).

Finalmente, veamos que A = {x ∈ X : µA(x) 6 1} y que ∂A = µ−1A (1). Solo queda

verificar que A = {x ∈ X : µA(x) 6 1} pues en este caso es trivial inferir que
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∂A = µ−1A (1). Como µA es una aplicación positivamente homogénea y continua se tiene

que

{x ∈ X : µA(x) 6 1} = {x ∈ X : µA(x) < 1} = int(A) ⊂ A = A.

Pero para cada x ∈ A tenemos que

1 ∈ {λ > 0 : x ∈ λA},

y por ende, que µA(x) 6 1. Con esto se concluye que

A = {x ∈ X : µA(x) 6 1}.

�

A continuación veamos las condiciones que debe verificar una función con valores

reales y dominio en un espacio de Banach, para que defina un cuerpo estrellado.

LEMA 2 Sean X un espacio de Banach y a0 un punto del espacio X. Si una función

ψ : X → [0,∞) es continua y satisface ψ(a0 + λx) = λψ(a0 + x) para todo λ > 0,

entonces Aψ := {x ∈ X : ψ(x) 6 1} es un cuerpo estrellado con centro a0 ∈ X.

Además se verifica que ψ es el funcional de Minkowski de Aψ.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que a0 = 0 y que ψ no es

la función nula (si lo fuese, se tendŕıa que Aψ = X, que es trivialmente un cuerpo

estrellado con centro 0 ∈ X y cono caracteristico todo el espacio X). Como la aplicación

ψ : X → [0,∞) es continua, resulta obvio que Aψ es un subconjunto cerrado de X, y
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que a0 pertenece al interior de Aψ. Dado que la función ψ es positivamente homogénea,

se deduce que

∂Aψ = {x ∈ X : ψ(x) = 1}.

En efecto;

ψ(a0 + λx) = λψ(a0 + x), ∀λ > 0,

pero a0 = 0 con lo que, ψ(λx) = λψ(x), ∀λ > 0, luego;

∂Aψ = {x ∈ X : ψ(x) = 1}, con λ = 1 (2.1)

Demostremos ahora que Aψ es estrellado. Consideremos dos vectores x e y en un mismo

rayo respecto al origen y situados ambos en ∂Aψ. Por estar en el mismo rayo, existe

λ > 0 tal que y = λx. En efecto,

{x, y} ⊂ ∂Aψ ⇒ 1 = ψ(x) = ψ(y) (por (2 · 1))

⇒ 1 = ψ(λx) = λψ(x) (ψ es positiv. homo)

= 1 = λ (pues ψ(x) = 1),

luego x = y. De este modo queda demostrado que Aψ es un cuerpo estrellado.

Verifiquemos por último, que el funcional de Minkowski de Aψ es ψ. En efecto,
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Por definición, para cada x ∈ X se tiene que

µAψ(x) = ı́nf{λ > 0 : x ∈ λAψ}

= ı́nf{λ > 0 :
1

λ
x ∈ Aψ}, (pues λ > 0)

= ı́nf{λ > 0 : ψ(
x

λ
) 6 1}, (por def. de Aψ)

= ı́nf{λ > 0 :
1

λ
ψ(x) 6 1}, (pues ψ es positiv. homo)

= ı́nf{λ > 0 : ψ(x) 6 λ},

= ψ(x), (por def. de ı́nfimo.)

�

LEMA 3 Sean X un espacio de Banach, n ∈ N y a0 un punto del espacio X. Si una

función ψ : X → R es continua y satisface ψ(a0 + λx) = λnψ(a0 + x) para todo λ > 0,

entonces Aψ := {x ∈ X : ψ(x) 6 1} es un cuerpo estrellado con centro a0 ∈ X.

Además, si la función ψ es no negativa, entonces el funcional de Minkowski de Aψ es la

aplicación ψ
1
n .

Demostración. En esta prueba siguen siendo válidos todos los razonamientos de la
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demostración del lema anterior. Faltaŕıa solo verificar que µAψ(x) = ψ
1
n (x). En efecto,

µAψ(x) = ı́nf{λ > 0 : x ∈ λAψ}

= ı́nf{λ > 0 :
1

λ
x ∈ Aψ}

= ı́nf{λ > 0 : ψ(
λ

x
) 6 1} (por defAψ)

= ı́nf{λ > 0 :
1

λn
ψ(x) 6 1} (ya que Aψ es postiv.homo.)

= ı́nf{λ > 0 : ψ(x) 6 λn
1
n}

= ı́nf{λ > 0 : ψ
1
n (x) 6 λ} (Pues ψ es no negativa)

= ψ
1
n (x), (por def. de ı́nfimo)

�

Dado que los cuerpos estrellados sustituyen en cierta forma a las bolas definidas por

normas, entonces es necesario determinar que cuerpos estrellados ocuparán el puesto

de las normas diferenciables. Tales cuerpos son los que denominamos de la clase Cp de

diferenciabilidad, donde p ∈ N ∪ {0} ∪ {∞} es el grado de diferenciabilidad. Debido a

esto consideramos la siguiente definición:

DEFINICIÓN 9 Sea X un espacio de Banach y A ⊂ X un cuerpo estrellado. Dado

p ∈ N ∪ {∞}, se dice que A es de la clase Cp cuando su funcional de Minkowski µA es

diferenciable de la clase Cp en el conjunto

X \ cc(A) = X \ µ−1A (0).
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Además convendremos en que todo cuerpo estrellado A es de la clase C0, lo que co-

rresponde al hecho de que el funcional de Minkowski de cualquier cuerpo estrellado es

continuo, esto es, de la clase C0.

Consideremos también la siguiente definición

DEFINICIÓN 10 Sean X un espacio de Banach y A ⊂ X un cuerpo estrellado con

centro a ∈ X. Se dice que A es de Lipschitz (respecto al punto a ∈ X) si µA(x) = µA,a(x)

es una función de Lipschitz en X.

2.2. Resultado Principal sobre cuerpos estrellados

El resultado fundamental de esta sección es el Teorema 22 el cual responde comple-

tamente la pregunta de cuan pequeõ, puede ser C(A) en el espacio de Hilbert donde, el

cono de hiperplanos tangentes a A se define como:

C(A) = {x∗ ∈ l2 : x+ kerx∗ es tangente a ∂A en algún punto x ∈ ∂A},

y además,

C(A) = C(µA) := {λµ′

A(x) : x ∈ X, x 6= 0, λ > 0}.

Consideremos el siguiente teorema el cual será usado en la demostración del teorema

22

TEOREMA 21 (Teorema de la aplicación impĺıcita ) Sean E,F,G espacios de Banach,

X ⊂ E × F un subconjunto abierto y f : X → G continuamente diferenciable. Sea
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(a, b) ∈ X tal que f(a, b) = 0 y la derivada parcial D2f(a, b) : F → G es un isomorfismo.

Entonces existe un entorno abierto U0 de a en E tal que, para todo entorno abierto

y conexo U de a, contenido en U0, existe una única aplicación continua g : U → F

tal que g(a) = b, (x, g(x)) ∈ X y f(x, g(x)) = 0 para cualquier x ∈ U . Además g es

continuamente diferenciable en U y su derivada está definida por

Dg(x) = −(D2f(x, g(x)))−1 ◦ (D1f(x, g(x))).

Sin más preámbulo tenemos:

TEOREMA 22 Existen cuerpos estrellados acotados diferenciables de clase C1 Lips-

chitz Aε en l2, 0 < ε < 1, tal que:

1. Sus funcionales de Minskowki µAε se aproximan uniformemente a la norma usual

en conjuntos acotados, esto es, ĺımε→0 µAε = ‖ · ‖ uniformemente en conjuntos

acotados de l2; y

2. Los conos de gradientes C(Aε) generados por los conjuntos de gradientes de µAε

tienen interior vaćıo en l2.

Demostración. Usemos alguna notación como en la prueba del teorema 20. Tomemos

0 < δ < 1 y consideremos, para

0 < ε <
δ

2 +M + 2‖ϕ(0)‖‖ϕ′(0)‖
<
δ

2
,
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la aplicación asociada fε ≡ f(x) =
∑

n Un(xn), donde x = (xn) ∈
∑

2 l2. Ahora defina-

mos Aε como el primer conjunto de nivel de f , es decir,

Aε ≡ A = {x ∈ l2 : f(x) 6 1}.

Claramente A es un conjunto cerrado con frontera ∂A = {x ∈ l2 : f(x) = 1}, y por la

desigualdad (1.18) tenemos la inclusión (1 − ε)B ⊂ A ⊂ B, donde B denota la bola

unitaria de l2. En efecto,

x ∈ (1− ε)B ⇒ (1− ε)‖x− 0‖ 6 1

⇒ (1− ε)‖x‖ 6 1

⇒ (1− ε)
√
f(x) 6 1

⇒ (1− ε)2f(x) 6 1

⇒ f(x) 6
1

(1− ε)2
6 1

⇒ x ∈ A.

Por tanto, (1− ε)B ⊂ A. Por otro lado,

x ∈ A ⇒ f(x) 6 1

⇒ ‖x‖ 6 1

⇒ x ∈ B.

Con lo que, A ⊂ B. Esto prueba 1.

Para probar que A es un cuerpo estrellado (con respecto a cero) debemos tener en
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mente el hecho de que f ′ε se aproxima a la derivada de ‖ · ‖2; en particular usaremos la

desigualdad (1.27). Razonemos por absurdo y supongamos que existe un elemento de

norma uno en
∑

2 l2 y λ, v > 0, λ 6= v satisfaciendo

f(λx) = f(vx) = 1,

entonces existe τ ∈ (λ, v) tal que 0 = f(λx)− f(vx) = f ′(τx)(x)(λ− v). En efecto,

0 = f(λx)− f(vx)(ya que f(λx) = f(λv) = 1)

= f ′(τx)(x)(λ− v) (por def de derivada Frechet y t ∈ (λ, v))

Aśı, tomando la explicación de la desigualdad (1.27) y el hecho de que τ > 1 − ε se

tiene que

0 = f ′(τx)(x) = 〈2τx, x〉+ 〈f ′(τx)− 2τx, x〉 > 2τ − δ > 2− 2δ > 0 (2.2)

lo cual es una contradicción. Luego A es un cuerpo estrellado por lema 2.

Veamos ahora que el funcional de Minkowski µA es diferenciable de clase C1. Con-

sideremos el funcional continuo de clase C1

F : (
∑
2

l2 \
1

2
B1)× (

1

2
,∞)→ R,

dado por F (x, t) = f(x
t
).
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El funcional µA satisface la ecuación impĺıcita F (x, µA(x)) = 1. En efecto,

F (x, µA(x)) = f(
x

µA(x)
)

= 1 (pues
x

µA(x)
∈ ∂A)

Además,

∂F

∂t
(x, µA(x)) =

∂f

∂t
(

x

µA(x)
) = 〈− 1

µ2
A

f ′(
x

µA(x)
), x〉

= − 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉

= − 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
) +

2x

µA(x)
− 2x

µA(x)
, x〉

= − 1

µ2
A(x)

[〈 2x

µA(x)
, x〉+ 〈f ′( x

µA(x)
)− 2x

µA(x)
, x〉]

= − 1

µ2
A(x)

[
2

µA
〈x, x〉+ 〈f ′( x

µA(x)
)− 2x

µA(x)
, x〉]

6 − ‖x‖
µ2
A(x)

(
2‖x‖
µA(x)

− δ). (por(2 · 2))

Y dado que, 1− δ
2
< 1− ε 6 ‖ x

µA(x)
‖ 6 1, concluimos que

∂F

∂t
(x, µA(x)) 6 − ‖x‖

µ2
A(x)

(2− 2δ) < 0 (2.3)

Aśı, por el teorema de la función impĺıcita, se sigue que la aplicación µA es continua de

clase C1.

Lo siguiente en probar es que µ′A es acotado en
∑

2 l2\{0}, y además µA es Lipschitz.
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Derivamos la ecuación impĺıcita f( x
µA(x)

) = 1 y obtenemos

0 =
1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)− 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉µ′A(x). (2.4)

En efecto,

0 = [
µA(x)x′ − xµ′A(x)

µ2
A(x)

]f ′(
x

µA(x)
)

= [
µA(x)x′

µ2
A(x)

− xµ′A(x)

µ2
A(x)

]f ′(
x

µA(x)
)

= [
1

µA(x)
− xµ′A(x)

µ2
A(x)

]f ′(
x

µA(x)
)

=
1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)− f ′( x

µA(x)
)
xµ′A(x)

µ2
A(x)

=
1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)− 1

µ2
A(x)

(f ′(
x

µA(x)
)x)µ′A(x)

=
1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)− 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉µ′A(x)

Ahora demostremos que µ′A es acotado en el conjunto {x ∈
∑

2 l2 : µA(x) = 1}. Como

µ′A(λx) = µ′A(x), cuando λ > 0 por la ecuación (2.4) obtenemos que

µ′A(x) =
f ′(x)

〈f ′(x), x〉
, además µA(x) = 1.

En efecto,

0 =
1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)− 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉µ′A(x)

⇒ − 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉µ′A(x) = − 1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)

⇒ µ′A(x) =

− 1

µA(x)
f ′(

x

µA(x)
)

− 1

µ2
A(x)
〈f ′( x

µA(x)
), x〉

⇒ µ′A(x) =
f ′(x)

〈f ′(x), x〉
, (siempre que µA(x) = 1)
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De la desigualdad (2.3) se sigue que 〈f ′(x), x〉 > ‖x‖(2 − 2δ) > (1 − ε)(2 − 2δ) para

µA(x) = 1, y esto implica ‖µ′A(x)‖ 6 (1−ε)−1(2−2δ)−1‖f ′(x)‖, lo cual prueba la parte

1.

Finalmente note que la ecuación (2.4) implica la inclusión de el cono C(µA) ⊆ C(f),

en efecto, sabemos que

C(µA) = {λµ′A(x) : x ∈ X, x 6= 0, λ > 0}

= { λ

〈f ′(x), x〉
f ′(x) : x ∈ X, x 6=, λ > 0} (para µA(x) = 1)

Luego,

x ∈ C(µA) ⇒ x =
λ

〈f ′(x), x〉
f ′(x)

⇒ x = Af ′(x), (con A =
λ

〈f ′(x), x〉
> 0)

⇒ x ∈ C(f)

Por tanto C(µA) ⊆ C(f). Y como C(f) tiene interior vaćıo, igual sucede con C(µA).

Luego, como C(µA) = C(A) se tiene que intC(A) = ∅ en l2. �
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[Di] Dieudonné, J. Foundations of modern analysis. Academic Press, New York,

1969.

[Fe1] Ferrer, J. Rolle’s theorem fails in l2. American Mathematical Monthly, 103

(1996), 161-165.



BIBLIOGRAFÍA 56
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