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Resumen

Sea G un grupo abeliano finito y sea R[G] el dlgebra del grupo G sobre
un dominio de integridad R. En este trabajo estudiamos condiciones sobre la
estructura de una secuencia de elementos en G, digamos ¢i, go, . . ., g;, para
que

(X9 —ay) - (X% —ag)-...- (X% —aq) #0 € R|G].

Ademas aplicamos los resultados obtenidos, sobre estas condiciones estructu-
rales, para dar solucién a una variacion de la conjetura de Snevily propuesta

en [15] sobre transversales de cuadrados latinos aditivos.






Introduccion

Sea GG un grupo abeliano finito con notacién aditiva. En las tltimas déca-
das las dlgebras de grupos R[G| sobre un anillo conmutativo R adecuado, se
han convertido en potentes herramientas para abordar una creciente varie-
dad de problemas que han surgido en la teoria combinatoria y la teoria de
nimeros, muchos de estos problemas pueden ser reducidos al problema de
estudiar condiciones estructurales sobre una secuencia dada ¢, gs,..., g de

elementos en (G, de modo que se tenga
(X9 —ay)- (X —ag)-...- (X" —aq;) # 0 € R|G] para todo ay,as,...,a; € R.

En este trabajo estudiamos este problema, cuando R es un domino de
integridad.

Sean A = {aj,as,...,ax} v B = {b1,bs,..., by} dos subconjuntos de
un grupo abeliano G, Snevily ha conjeturado que, cuando el orden de G es
impar, existe una reordenacién de los elementos de B tal que los elementos
a; +b;, con 1 <1 <k, son distintos dos a dos. Usando un método polinomial,
Alon ha confirmado esta conjetura cuando el orden de G es primo [1]. Con
una nueva aplicacién de los métodos polinomiales, Dasgupta y otros, en [2],
extendieron el resultado de Alon para p-grupos abelianos finitos en el caso

k < py verificaron la conjetura de Snevily para todo grupo ciclico. En [6] Gao
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y Wang, usando herramientas de las algebras de grupo, probaron la conjetura
para p-grupos abelianos finitos con k < 1/2p y verificaron la conjetura para
todo grupo abeliano finito de orden impar en el caso k < ,/p, donde p es el
menor primo divisor del orden de G.

En este trabajo, usando algunos resultados relacionados con las algebras
de grupos, especificamente sobre Z|[G|, presentamos una demostracion de la
conjetura de Snevily, la cual fué publicada en [5], para p-grupos abelianos
finitos cuando 2k < 1+ +/8p + 1 y damos algunos resultados especiales rela-
cionados con dicha conjetura.

Hemos estructurado el trabajo como se describe a continuacion.

El primer capitulo esta dedicado a dar las definiciones basicas, notacion,
terminologia y resultados existentes relacionados con algunas estructuras al-
gebraicas, con la intencién que el lector pueda ubicarse rapidamente en el
contexto, cabe destacar que en este capitulo hemos obviado las demostra-
ciones de los resultados presentados, salvo aquellas para las cuales no se
encontro referencia bibliografica.

El segundo capitulo contiene la primera parte de los resultados principa-
les. En este capitulo definimos las dlgebras de grupos y mostramos algunas
de sus propiedades, ademas, mostramos detalladamente las propiedades de
los caracteres de grupos y su relacion con las algebras de grupos. Finalmente
mostramos dos resultados centrales del trabajo.

En el tercer capitulo abordamos la conjetura de Snevily, aplicando los

resultados principales sobre algebras de grupos obtenidos en el Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enumeramos algunas definiciones, notaciones y resulta-
dos concernientes a las estructuras algebraicas, con el propdsito de recordar
algunas nociones basicas del algebra que seran usadas en el resto del traba-
jo. No presentamos demostraciones de los resultados, salvo aquellos para los
cuales no encontramos una referencia apropiada.

En adelante, por N y Ny denotamos el conjunto de los niimeros enteros
positivos y no negativos, respectivamente. Para los niimeros enteros a y b,

denotamos por [a, b] al siguiente conjunto
la,b] :={x €Z:a <z <D}

Y denotamos por med(a, b) al maximo comun divisor de a y b.

Si A es un conjunto denotamos su cardinal por card(A).

1.1. Grupos

Definicién 1.1.1. Un semigrupo es un conjunto no vacio G con una opera-

cion binaria sobre G la cual es:

(i) asociativa: a(bc) = (ab)c para todo a, b, c € G;



Un monoide es un semigrupo G el cual contiene un
(ii) elemento identidad e € G tal que ae = ea = a para todo a € G.
Un grupo es un monoide G tal que

(iii) para todo a € G existe un elemento inverso a™! € G tal que a 'a =

aa”t =e.

Un semigrupo G se dice que es abeliano 6 conmutativo si su operacion binaria

es
(iv) conmutativa: ab = ba para todo a,b € G.

El orden de un grupo G es |G| := card(G). Sea G’ un grupo. Dado a € G,
el orden de a es el orden del subgrupo ciclico (a) y es denotado ord(a).
En adelante, usaremos notacién aditiva para indicar la operacién binaria

de los grupos, y el elemento identidad sera denotado por 0.

Teorema 1.1.1. [10] Sea G un grupo y g un elemento en G con ord(g) =
n € N. Para todo m € N se cumple,

n
Ord(mg) = m

El ezponente de un grupo G es el menor entero positivo n tal que na = 0,
para todo a € G y es denotado exp(G).

Sean GG y H grupos. Una funciéon f : G — H tal que

f(g1 + g2) = f(g1) + f(g2) para todo g1, g2 € G,

es llamada homomorfismo de grupos. Si f es inyectiva, decimos que f es un
monomorfismo de grupos, si es sobreyectiva decimos que es un epimorfismo

de grupos y si es biyectiva decimos que es un isomorfismo de grupos.



Un grupo en el cual todo elemento tiene orden una potencia (> 0) de
algin primo fijo p es llamado p-grupo. Un grupo que sea isomorfo a Zj, con

p primo, es llamado p-grupo elemental.

Definicién 1.1.2. Un grupo abeliano G es llamado grupo torsion, si todo
elemento en G es de orden finito. Si el Uinico elemento de orden finito en G

es el elemento identidad, decimos que G es un grupo libre de torsion.

A continuacién enunciamos el teorema de estructura para grupos abelia-

nos finitamente generados.

Teorema 1.1.2. [8] Todo grupo abeliano finitamente generado se puede ex-

presar de la siguiente forma
G~C, ®Cp®...0C, ®7Z°,
donde n;|n;y1 para todo i € [1,7 — 1] y d € Ng. En particular, si G es finito,
G~Cp a0, &...0C,,.
Y si G es finitamente generado y libre de torsion,
G~7",
para algin n € N.

Definiciéon 1.1.3. Un grupo G es ordenable si G admite un orden total

invariante a izquierda, esto es, G admite un orden total < tal que

g1 2 Gg2=g+g1 2 g+ga, paratodo gi,g2,9 € G.



Observemos que si G; ~ G5 y Gy es ordenable, G5 también lo es, ya
que si ¢ : G5 — G es un isomorfismo, ¢ induce un orden en Gy dado por

g1 X g2 & d(g1) = d(ge), el cual es invariante a izquierda.

Ejemplo 1.1.1. (Z",+) es un grupo ordenable. Basta considerar el orden

lexicografico sobre Z™.

El siguiente teorema nos da una condiciéon suficiente y necesaria sobre los

subgrupos de un grupo para que éste sea ordenable.

Teorema 1.1.3. [11] Un grupo es ordenable si y solo si cualquier subgrupo

finitamente generado de €l lo es.

Ejemplo 1.1.2. Todo grupo abeliano libre de torsién es ordenable. En efecto,
sea GG un grupo abeliano libre de torsién, sea H un subgrupo finitamente
generado de G, H es libre de torsién. Por el Teorema 1.1.2, H ~ Z" para
algin n € N. Como Z" es ordenable entonces, H es ordenable y por Teorema

1.1.3, GG es ordenable.

1.1.1. Secuencias finitas en grupos abelianos

La notaciéon que damos aqui fue introducida por A. Geroldinger y F.
Halter-Koch en [7].

Sea G un grupo abeliano. Una secuencia finita (o simplemente una se-
cuencia) S sobre G es una lista finita de elementos de G, digamos S =
g1, 92, - - -, gi; posiblemente con g; = g; para ciertos ¢ # j.

Para facilitar la notacion de las secuencias, una secuencia S sobre un

grupo abeliano G la escribiremos como un producto formal S = ¢;-g2-...-g; =



[T._, ¢: (el orden de colocacién de los elementos es irrelevante). También

podemos escribir la secuencia S como

S = H ng(S)’

donde v, (S) es llamada multiplicidad de g en S (el nimero de veces que el
elemento g aparece en la secuencia 5).

El soporte de una secuencia S sobre G es el conjunto
supp(S) :={g € G | v4(S) >0} C G.
SiS = ngc ¢%9%)  llamamos longitud de S al entero

1] :=> " vy(S) € N,

geG
En otras palabras, si escribimos S = g; - g2 - ... - g; entonces, |S| = .
Si supp(S) = {g1, ..., q}, lamamos nimero de cross de S al nimero

El conjunto de todas las secuencias sobre G es denotado por F(G).

Decimos que una secuencia S € F(G) es libre de cuadrados si v,(S) <1
para todo g € G. Observemos que una secuencia libre de cuadrados en F(G)
puede ser vista como un subconjunto de G, si la identificamos con su soporte.

Terminaremos esta seccion definiendo una propiedad vinculada con las
secuencias en grupos abelianos, la cual esta estrechamente relacionada con
los resultados sobre combinatoria que presentamos en el Capitulo 3.

Dado [ € Ny, denotamos por S; al grupo de permutaciones de [1,].
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Definicién 1.1.4. Sea GG un grupo abeliano y [ € N. Decimos que [ tiene la

propiedad P para G si

Para toda secuencia libre de cuadrados [[._, g € F(G) y toda
secuencia []._, hi € F(G), existe alguna permutacién © € Sj tal

que la secuencia Hi‘:1(gi + ha(iy) es libre de cuadrados.

Notemos que si GG es finito, para verificar que [ € N tiene la propiedad P

para G, podemos suponer [ € [1,exp(G)].

Ejemplo 1.1.3. Si G es un grupo libre de torsién entonces, todo [ € N
tiene la propiedad P para G. En efecto, por ser GG libre de torsion, G es
ordenable (ver Ejemplo 1.1.2). Si [['_, gi € F(G) es libre de cuadrados y
Hizl h; € F(G) entonces, después de una reordenacién de los términos de
las secuencias (si es necesaria), podemos suponer ¢; < ¢ < ... < g ¥
hy < hy <...<h ,asi gy +h < go+ho < ... < g + hy, por lo que

(g1 4+ h1) - (g2 + h2) - ... (g1 + ) es libre de cuadrados.

Ejemplo 1.1.4. Sea G' un grupo abeliano. Si [ = ord(g), para algin g € G
de orden finito entonces, [ no tiene la propiedad P para G. Para verificar
esto, basta considerar las secuencias S = Hﬁzl gi, con g; = ig para i € [1,1],
y T = [, hi, con h; = 0 para i € [1,1 —1] y by = g. Como ord(g) = I,
la secuencia S es libre de cuadrados. Sea m € S; y sea j € [1,I] tal que
7(j) = [, notemos que hr;y = hy = gy hry = 0 para i # j. Entonces,
sijg=10 g+hqy=1lg+9g=0+g= g+ hr1), andlogamente, si j < [,
gi +hey =9 +hi=jJg+9=(+1)9 = gj+1 + ha(j+1), de manera que la
secuencia Hizl(gri-hw(i)) no es libre de cuadrados. Como 7 € S es arbitraria,

[ no tiene la propiedad P para G.
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1.2. Anillos

Definicién 1.2.1. Un anillo es un conjunto no vacio R junto con dos ope-
raciones binarias (usualmente denotadas como adicién y multiplicacién) tal

que:
(i) (R,+) es un grupo abeliano;
(ii) (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € R (multiplicacion asociativa);
(ili) a(b+c) =ab+acy (a+b)c = ac+ be (leyes distributivas a izquierda
y derecha).
Si ademas:
(iv) ab = ba para todo a,b € R,

entonces R se dice que es un anillo conmutativo. Si R contiene un elemento

1R tal que
(v) 1ga = alg = a para todo a € R,
entonces R se dice que es un anillo con identidad.

Sean R; y Ry anillos. Un homomorfismo de grupos f : Ry — Ry tal que
f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € Ry, es llamado homomorfismo de anillos. Si
f es inyectiva, decimos que f es un monomorfismo, si es sobreyectiva decimos

que es un epimorfismo y si es biyectiva decimos que es un isomorfismo.

Definicién 1.2.2. Un elemento no nulo a en un anillo R se dice que es un
divisor de cero a izquierda [respectivamente a derechal si existe b € R no nulo
tal que ab = 0 [respectivamente ba = 0]. Un divisor de cero es un elemento

de R el cual es al mismo tiempo un divisor de cero a izquierda y a derecha.
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Definicién 1.2.3. Un elemento a en un anillo R con identidad se dice que
es invertible a izquierda [respectivamente a derecha| si existe ¢ € R [respec-
tivamente b € R] tal que ca = 1g [respectivamente ab = 1g|. El elemento ¢
[respectivamente b] es llamado un inverso a izquierda [respectivamente a de-
recha] de a. Un elemento a € R que es al mismo tiempo invertible a izquierda

y derecha se dice que es invertible o que es una unidad.

El conjunto de unidades en un anillo R con identidad forman un grupo

bajo la multiplicacién y serd denotado por R*.

Definicién 1.2.4. Un anillo conmutativo R con identidad 1z # 0 y sin divi-
sores de cero es llamado un dominio de integridad. Un anillo D con identidad
1p # 0 en el cual todo elemento no nulo es una unidad es llamado un anillo

de division. Un campo es un anillo de division conmutativo.

En adelante, siempre que no haya confusion, para un anillo R con iden-
tidad, se denotara simplemente 1 a la identidad del anillo y supondremos

siempre que 1 # 0.

Definiciéon 1.2.5. Sea R un anillo. Si existe el menor entero positivo n tal
que na = 0 para todo a € R, entonces se dice que R tiene caracteristica
n y lo denotamos por car(R) = n. Si no existe tal n decimos que R tiene

caracteristica cero (car(R) = 0).
Observacién 1.2.1. [8] Sea R un anillo conmutativo con identidad.

(i) Si R tiene caracteristica p primo y ay,...,a € R entonces,

n

(al—l—...—l—al)pn:af —l—...—i—apn
l
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(ii) Para a,b € Ry 0 <n € N se cumple

—_

n—

a® — b= (a—b)(Y a7,

@
Il
=)

1.2.1. Ideales

Definicién 1.2.6. Sea R un anillo y S un subconjunto no vacio de R que
es cerrado bajo las operaciones de adicion y multiplicaciéon en R. Si S es en
si mismo un anillo bajo estas operaciones entonces, S es llamado un subanillo

de R. Un subanillo I de un anillo R es un ideal a izquierda si cumple que

reR y zel = rxel,

I es un ideal a derecha si cumple que

reR yv xzel = axrel,

I es un ideal si es un ideal a izquierda y derecha.

Si P es un ideal en un anillo conmutativo R tal que P # R y para todo
a,be R

abe P=acP 6 beP, (1.1)

entonces, decimos que P es un ideal primo.
Un ideal M en un anillo R se dice que es mazimal si M # R y para

cualquier ideal N tal que M C N C R se tiene N =M o N = R.

Teorema 1.2.1. [8] Sea M un ideal en un anillo conmutativo R con identi-

dad. Si M es mazximal entonces, el anillo cociente R/M es un campo.
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1.2.2. Anillo de los polinomios

Sea R un anillo y sea R|x] el anillo de los polinomios sobre R en la

indeterminada x, a saber, el conjunto de todos los simbolos
ag+ arx+ ...+ a,x",

donde n puede ser cualquier entero no negativo y donde los coeficientes
ag, ai, . . ., G, pertenecen todos a R.
Sip(z) =ap+ax+ ...+ a2" # 0y a, # 0, entonces el grado de p(z),
denotado deg(p(x)), es n; y el coeficiente lider es a,,.

El siguiente teorema garantiza que el algoritmo de la divisién es satisfecho

en R[z].

Teorema 1.2.2. [§] Sea R un anillo con identidad y f(x),g(z) € R[z] po-
linomios no nulos tales que el coeficiente lider de g(x) es una unidad en R.

Entonces ezisten polinomios unicos q(x),r(z) € R[x] tales que

f(z) = q(x)g(x) +r(x) y deg(r(r)) < deg(g(z)).

Teorema 1.2.3. [8/ Si R es un dominio de integridad, contenido en un
campo F, y f(x) € R|x] tiene grado n entonces, f(x) tiene a lo mds n raices

distintas.

1.2.3. Campos y extensiones de campos

Teorema 1.2.4. [§] Sea F' un campo y P la interseccion de todos los sub-
campos de F' entonces, P es un campo que no posee subcampos propios. Si

car(F) = p entonces, P ~7Z,. Si car(F) = 0 entonces, P ~ Q.
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El campo P del teorema anterior es llamado subcampo primo del campo

F.

Teorema 1.2.5. [8] Si F' es un campo y G es un subgrupo finito de F*

entonces, G es un grupo ciclico.

Sea F' un campo, y sea p,(F) :={{ € F': € = 1}. p,(F) es no vacio,
dado que 1 € p,(F'), méas atn, p,(€) es un subgrupo del grupo multiplicativo

de elementos no nulos de F', en efecto, sean &1, &, € u,(K) entonces,

&)™) = ()" (&))"
= (&)™ ()"
= 1(1)7"

=1

tn(F') es llamado el grupo de las n-raices de la unidad en F', este grupo es
ciclico (Teorema 1.2.5) y tiene orden a lo méas n (Teorema 1.2.3). Una n-raiz
de la unidad ¢ es llamada n-raiz primitiva de la unidad, si €™ # 1 para todo
m € [1,n—1].

Un campo F' es una extension de un campo K, si K es un subcampo de
F.

Si F' es un campo, extension de un campo K, y X C F el subcampo
generado por K U X es llamado el subcampo generado por X sobre K,y
denotado por K(X).

Sea F un campo extension de un campo K, un elemento v € F se dice
algebraico sobre K si u es raiz de un polinomio no nulo f € K{z|. Por ejemplo,

si £ € C es una n-raiz de la unidad, entonces £ es algebraico sobre Q (£ es
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raiz de " — 1). El conjunto de todos los elementos de F' que son algebraicos
sobre K forman un anillo, llamado el anillo de enteros algebraicos de F' sobre

K.

1.3. Modbdulos y espacios vectoriales

Definicién 1.3.1. Sea R un anillo. Un R-mddulo (a izquierda) es un grupo
abeliano aditivo A junto con una funcién R x A — A (la imagen de (r,a)

siendo denotada por ra) tal que para todo r,s € Ry a,b € A:
(i) r(a+b) =ra+rb.
(i) (r+ s)a =ra+ sa.

(iii) r(sa) = (rs)a.

Si R tiene un elemento identidad 1g y

(iv) 1ga = a para todo a € A,
entonces se dice que A es un R-mddulo unitario. Si R es un anillo
de divisién, entonces el R-mddulo unitario es un espacio vectorial (a

izquierda).

Un R-médulo a derecha (unitario) es definido similarmente via una fun-
cion A x R — A denotada (a,r) — ar y satisfaciendo las analogias obvias
de (i)-(iv). De ahora en adelante, a menos que se especifique lo contrario, R-
modulo significa R-mddulo a izquierda y se entiende que todos los teoremas
acerca de R-modulos a izquierda también son ciertos para R-moédulos a de-
recha. Si R es conmutativo, es facil verificar que todo R-médulo a izquierda

A, puede darsele la estructura de un R-médulo a derecha definiendo ar = ra



17

parar € R,a € A. A menos que se especifique lo contrario, todo médulo A
sobre un anillo conmutativo R se supone que es un moédulo tanto a izquierda

como a derecha con ar = ra para todo r € R,a € A.

Ejemplo 1.3.1. Todo grupo abeliano aditivo G' es un Z- médulo unitario,

conna=a+a+...+a,nveces (n€Z,ac@q).

Sean R un anillo y A y B R-médulos. Un homomorfismo de grupos
f: A — Btal que f(ra) = rf(a) para todo a € Ay r € R, es llamado
homomorfismo de mddulos. Si f es inyectiva, decimos que f es un mono-
morfismo, si es sobreyectiva decimos que es un epimorfismo y si es biyectiva
decimos que es un somorfismo. Si R es un anillo de divisién entonces, [ es
llamada transformacion lineal.

Un subconjunto X de un R-médulo A se dice linealmente independiente

si para xq,...,x, € X distintos y r; € R.
rzy +rora+ ...+ rpx, =0=1r; =0, paratodo i€ [l,n].

Un conjunto que no es linealmente independiente se dice que es linealmete

dependiente.

Teorema 1.3.1. /8] Si R es un anillo con identidad, A es un R-mddulo
unitario, y Y C A entonces, Y genera a A si y solo si todo elemento de A

puede ser escrito como combinacion lineal:

YL+ 1Yo+ o+ rayn (1 € Ry €Y, neEN).

Definicién 1.3.2. Un subconjunto linealmente independiente de A que ge-

nera a A es llamado una base de A.
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Definicién 1.3.3. Un médulo unitario F' sobre un anillo R con identidad,
el cual tiene una base no vacia X, es llamado un R-mddulo libre sobre el

conjunto X.

Definicién 1.3.4. Sea R un anillo con identidad y F' un R-médulo libre. El
ntimero cardinal de cualquier base V' de F es llamado dimension (o rango)

de F sobre Ry denotado por dimg V' (0 rgo(V)).

Ejemplo 1.3.2. Sea R un anillo, I un conjunto finito de indices y R :=
[1; R = {(a(i))ics | a(i) € R}. R" es un R-médulo con base:
e; = (a(i))ier con a(i) = { (1) SSIIZiJJ;

Teorema 1.3.2. ([8]) Si f : V — V' es una transformacion lineal de espacios

. Luego dimg R = |1|.

vectoriales sobre un anillo de division R entonces,
dimgp V' = dimg(Ker(f)) + dimg(Im(f)).

Terminamos esta seccién mostrando un resultado que da una cota infe-
rior para la dimensién de la imagen de la composicién de transformaciones

lineales.

Teorema 1.3.3. Sea R un anillo de division, U un espacio vectorial sobre R
de dimension finita, l € N y A\y,..., N\ : U — U transformaciones R-lineales

entonces,
l
dimp(Ao... 0 N)(U) > dimg \(U) = (I = 1) dimp U
=1

Demostracion. Procederemos por induccion sobre [. Supongamos [ = 2. Afir-

mamos que dimpg ker(A; o A\y) < dimpg ker A; + dimpg ker Ay, en efecto,

x € ker/\g = )\Q(ZL‘) =0= /\1(/\2(ZL')) = )\1(0) = )\1 o /\Q(ZL’) =0

= 1z € ker(\ o \g)
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asi ker Ay C ker(Aj0Ag). Si ker Ay = ker(A\;0\y), evidentemente dimpg ker(A; o
) < dimpg ker A; +dimpg ker \y. Supongamos que ker A, es subespacio propio
de ker(A; o \y). Sea By = {uy,...,u,} una base de ker A9, entonces existe un
nimero finito de vectores w1, . . ., uy tales que B = {u1, ..., Up, Upp1, ..., Ug}
es una base de ker(A; o \y).

Por otro lado, u; € ker(A; 0 Ay) = A o Ag(u;) = 0 = A\ (A2(wy)) =0 =
Ao(u;) € ker Ay Vi € [1, k.

Observemos que {Aa(ty41), ..., Aa(ug)} es linealmente independiente, en
efecto,
a1 Ao (Urr) + ..o+ agde(ug) = 0 para ciertos oy € K
Xo(QrpqUpyr + ..+ agug) =0
Qpy1Ups1 + . .. + apup € ker Ao
Qpy1Upy1 F oo+ pup = aqug + ...+ apu, (B es base de  ker \g)
aug + .o oy — Qe Upyy — - — g =0
au; =0 Vi € [1,k] (B es base de ker(A; o \y))

)\g(aiui) =0 Vie [1, k’]

I 2 T

aira(u;) =0 Vie[r+1,k]
luego, dimg ker Ay > k — r. Asi,
dimgker(A; o A\y) =k =r+ (k —r) < dimpg ker Ay + dimpg ker \;
y por el Teorema 1.3.2
dimp ker(A; o \y) < dimpg ker Ay + dimpg ker A\
= dimg U — dimg(A; 0 A2)(U) < dimr U — dimpg A2(U) + dimg U — dimg A (U)
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Supongamos que para Ay,..., A\ : U — U
dimg(Ayo...oN)(U) > idimR ANi(U) = (I —=1)dimg U
i=1
Sean A1, ..., A\, A\jy1 1 U — U transformaciones R-lineales

dimR()\l o0...0 )\l o) )\l+1) = dlmR(()\l ©...0 )\l) ©) )\l+1)

v

dimg(Aj o...oN\) +dimg A\jp; — dimg U ( caso [ = 2)

Vv

!
> dimpg \(U) = (I = 1) dimp U + dimp \iyy — dimg U
=1

I+1

= ) dimpN(U) — Idimp U
i=1

1.4. Algebras

Definicién 1.4.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un R-dlgebra

o algebra sobre R) A es un anillo A, tal que:
(o dlg , tal g
(i) (A,+) es un R-médulo (a izquierda) unitario;

(ii) r(ab) = (ra)b = a(rb) paratodor € Ry a,b € A. Un R-algebra A que,

como anillo, es un anillo de division, es llamada un dlgebra de division.

Ejemplo 1.4.1. Todo anillo R es un grupo abeliano aditivo y por tanto un

Z-moédulo. Es facil ver que R es un Z-algebra.
Ejemplo 1.4.2. Todo anillo conmutativo R con identidad es un R-algebra.

Sea R un anillo conmutativo con identidad y, A y B R-élgebras. Un
homomorfismo de R-dlgebras f : A — B es un homomorfismo de anillos que

es también un homomorfismo de R-médulos.



Capitulo 2

Algebras de grupo de grupos
abelianos finitos

En este capitulo estudiamos las dlgebras de grupo, especificamente, damos
algunas de sus propiedades y presentamos los resultados principales. Como
una herramienta para tal estudio, usamos las propiedades de los caracteres de
un grupo, las cuales también presentamos en forma detallada. En adelante,

supondremos que R es un anillo conmutativo con identidad 1 # 0.

2.1. Algebras de grupo

Definicién 2.1.1. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo abeliano finito.
El dlgebra de grupo R|G] de G sobre R es el R-médulo libre con base {X9 :
g € G} (construido con un simbolo X)), en consecuencia los elementos de

R|G] son de la forma

Clngl -+ GQXQQ + ...+ Clngl

21
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donde a; € Ry ¢; € G para todo i € [1,]. Este elemento puede ser denotado,

en general, por
E ag XY,
geG

R[G] es un algebra sobre R con respecto a la adicién definida por
D agX9+ Y b X0 = (ag+by) XY,
gelG geqG geqG
el producto por un escalar dado por
az a, X7 = z:(aag)Xg7
geG geG
y dotada de la operacion multiplicacion definida por
(Z ang)(Z by X?) = Z(Z anbg—pn)X?.
geG geG geG heqd

Mostraremos que, en efecto, R[G] es un R-algebra.

Sean deG a, XY, deG by X9y deG c, X9 € R[G].

Veamos que (R[G],+) es un grupo abeliano.

O ag X9+ b X+ X =) (ag+by) X9+, X7

geG geG geG geqG geqG
= Z((ag +by) +¢g) X?
geG
= Z(% + (bg + ¢)) X7
geG
= S (e Y
geG geG geG

> geq 0X9 € R[G] es tal que,

D @, X0+ 0X7 = > (ag+0)X?

geG geG geG

= Zang

geG
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Existe }_ cq(—ay)X? € R[G] tal que

Z agX? + Z(_ag)Xg = Z(ag + (—ag))X?

geG geqG gelG

D agX9+) b, X7 = ) (ag+by)X?

geG gelG geG

= Z(by + ay) X7

geG

= ) 0, X+ ) a,X?

geG geqG

(R[G],-) es un semigrupo, en efecto,

[(Zang)(Zngg)](chXg) = (Z(Zahbg—h>Xg)(chXg)

geG geG geG geG heG geG

= DD abien)eg))X?

9eG keG  hedG

= D DO (anbu-n)eg-1)]X?

geG keG hel
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Por otro lado,

(D ag X0, X (Y ey X))

geG geG geG
= O, XN O bucgn)X?)
geG geG heG

- Z[Z(ak(z bnCg—i—n))| X?

geG keG heG

= 220 arlbncyra))IX?

9eG keG heG

— Z[Z(Z ap(bkcg—k—n))| X? (renombrando h = k)

geG heG keG

= S s )X (k=1h)

g€G heG teG

= Y0 anlbene,-)X?

g€G teG heG

— Z[Z(Z ap(bk—ncg—k))| X7 (renombrando t = k)

9eG keG heG

= Z[Z(Z(ahbkfh)cg,k)})(g

g€G keG heG

= [ agX)(D_ b XD o X?)

gelG gelG geqG

La multiplicacion es distributiva con respecto a la suma, en efecto,

(Z ang)(Z by X7 + Z cgX?) = (Z ang)(Z(bg +¢4)X7)

geG geG geqG geq geqG

= Z(Z an(bg—n + cg—n)) X’
geG heG

= > (O (anby-n + ancy-n)) X°
geG heG

S 30 SUUSES SUBRIEL
geG heG heG

= 2 Qb ) X7+ Y (Y ancen)X?
geG heG geG heG

= (Z %Xg)(z by X?) + (Z ang)(Z ¢y X7)

geG geG geG geqG
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Analogamente se prueba,

(Z ang+Z ngg)(Z cgX7) = (Z ang)(Z Cng)“‘(Z ngg)(Z cgX9).

geG geG geG geG geG geG geG

Ahora veamos que, (R[G],+) es un R-médulo unitario. Sean r,s € R

y dec ang,zgeG by X7 € R|G]

r() ag X7+ b, X9) = 1Y (ag+by) XY

geG geG geG

= D (r(ay +by))X*
geG

= Z(T(lg +1rby) XY
geG

= ) (rag) X7+ (rby)X?
geG geG

= TZang —|—erng

geG geG

(r+5)Y agX? = > ((r+s)ay)X?

geG geG
= Z(mg + saz) XY
geG
= Z(rag)Xg + Z(sag)Xg
geG geG
= rZang+sZang
geG geG

r(sZang):TZ(sag)Xg = Z(r(sag))Xg

geG geG geG

= D ((rs)ay)X*

geG

= (rs) Z agX?

geG

1Zang = Z(lag)Xg = Zang.

geG geG geG
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Y por tltimo, para r € R; f,h € R[G] se tiene que r(fh) = (rf)h = f(rh),

_ 9 b= g
en efecto, sean f =3 _,a,X% h =3} b, X9 entonces

r(fh) = T[(Z ang)(Z by X?)] = T[Z(Z anbg—pn) X?]

geG geG geG heG
= > (rQ_ anbg-n))X?
geG heG
= > O r(anbg-n)X?
geG heG
= S ranby )X
geG heqG
= (Z(rag)Xg)(Z by X?)
geG geG
= (TZ%Xg)(Z by X7)
geG geG
= (rf)h

r(fh) = 7Y agX) (b X)) = [} (Y anby1)X]

geG geG geG he@

= D (r()_ anbgn))X*
geG  heG

= > O r(anbg-n))X?
geG heG

= 3 anlrb, ) X?
geG heG

= () _(a)X)(D (rby) X?)
geG geqG

= (O _(a)X)(r> bX?)
geG geG

= f(rh).

Ejemplo 2.1.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad, G un grupo
abeliano finito y R[G] el dlgebra de grupo de G sobre R, entonces para todo

g€ Gyn e Ny, (X9)" = X", Veamos, los casos n = 0 y n = 1 son evidentes.
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Supongamos que para r > 2 se tiene que (X9)" = X9 entonces

(X9 = (X9)(X9)
—  XT9IX9

- (Z aka)(Z b X"), con ap =0 para k # rg, arg =1,
keG keG
b, =0 para k#gyb, =1

= Z(Z ahbk_h)Xk
keG heqG

rg+g
rgbrgtg-rg X

= ay4b, XT9t9

— X7"9+9

—  x(r+hg

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el anillo de enteros Z y el grupo abeliano
finito Zy = {0,1}. El dlgebra de grupo Z[Zs] de Z, sobre Z es el Z-médulo
generado por {X°, X'}. Si f € Z[Z,] entonces

f = Zang ag € 7

gE€L2
= X+ X' ag,a1€Z

= aX'4+b abeZ.

Observar que el algebra de grupo R[G] de un grupo G sobre un anillo
R, visto como un anillo, tiene la misma caracteristica de R, en particular, si
car(R) # 0 entonces, car(R)f = 0 para todo f € R[G].

Notemos también que podemos ver un anillo R como un subconjunto del
algebra de grupo R[G] de un grupo G sobre R, escribiendo cada elemento

a € Rcomoa = > _,a,X9 donde a, = 0,Vg # 0,ap = a para todo

geG
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a € R, de esta manera la multiplicacién en R coincide con la multiplicacion
en R[G] para los elementos de R vistos como elementos de R[G], en efecto,
sean a,b € R

(Z ang)(Z by, X?), donde a;, =0,Vg # 0y ap = a,

geG geG

by =0,Yg # 0y by =b.

= Z(Z ahbg_h)Xg

geG heG

= Z(aobg)Xg

geG

= aOZngg

geG
= apbo

= ab

Observaciéon 2.1.1. Sea R[G] el élgebra de grupo de un grupo G sobre un
anillo R.

(i) Un elemento de R es un divisor de cero de R[G] siy solo si es un divisor

de cero de R.

(ii) Un elemento de R es una unidad de R[G] siy s6lo si es una unidad de

R.
En efecto,

(i) Seaa € R un divisor de cero de R[G] entonces, existe f = > _,a,X9 €

geG

R[G], con ay4 no todos nulos tal que af = 0, pero

af:O:>a(Zang):O:Zaangzoéaagzo,VgEG.

geG geG
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En particular, para ¢' € G tal que a, # 0, se tiene aay = 0. Luego a
es un divisor de cero de R.

El reciproco es evidente, ya que R C R[G].

(i) Sea a € R una unidad de R[G] entonces, existe f = >, a,X? € R[]

tal que af = 1gq, pero

af = 1R[G] = &(Z ang) = 1R[G}

geG

= Z aang = 1R[G’}
geG
= aa,=0,Yge€ G y aag =1 con ag € R,

luego a es una unidad de R.

El reciproco es evidente, ya que R C R[G].

Proposicién 2.1.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad, G un grupo

abeliano finito y R[G] el dlgebra de grupo de G sobre R.

(i) La funcion ¢ : RG] — R, definida por

E(Z a,X?) = Z agy
gelG geqG
es un epimorfismo de R-dlgebras.
(ii) Para cada f € R|G] la funcion py : R[G] — R[G], definida por

pi(g) = fg

es un homomorfismo de R-mddulos.
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Demostracion. (i) Sean Y 5 a,XY, > o0, X7 € R[G]

5(Za9Xg+Zngg) = E(Z(ag"'bg)Xg)

geG geG geG
= Z(ag + by)
geG
- YooY
geG geG
= e(z agX7) + 5(2 by X7).
geG geG

Por otro lado,

e((Y_agX)(Q b X)) = (Y (D anby-n)X?)

geG geG g€G heG

= > O anbyn)

geG heqG

= > (O anbys)

heG geG

= Z ah(z bg)

heG geG

= (Z ag)(Z by)

geG geG

= () _agX9e(> byX7).

geG gelG

Ademas, para a € R

5(a(Zang)):5(ZaagX9) = Zaag

geG geG geG

= a(z ag)

geG

= aa(z agX?).

geG

Sea f =3 ;a,X? € RG], donde a, = 0,Vg # 0y ap = a entonces,

€<Z a,X?) = Zag = ap = a.

geG geG
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Luego € es un epimormismo de R-algebras.

(i9) Sean hy = 3 cqagX9, hy =3 0, X9y f =3 ceX? elementos
de R[G],yseaa € R

pp(hy+he) = f(h1+ ha)
= fhi+ fhy (R[G] es un anillo)

= py(ha) + pp(he)

ps(ahy) = f(ahy) = a(fh1) (R[G] es un R-algebra)
= apy(h)
[
Proposiciéon 2.1.2. Sea R un anillo conmutativo con identidad, G un grupo
abeliano finito y R[G| el dlgebra de grupo de G sobre R. Para cada f € R|G]|
la funcion py @ R|G] — R[G], definida por
pi(g) = fg,
(i) es sobreyectiva si y solo si f € R[G]*.
(i1) es inyectiva si y solo si f no es un dwvisor de cero de R|G].

Demostracion. (i) Supongamos que /iy es sobreyectiva entonces, para 1zq €

R[G], existe g € R[G] tal que 1gi = fg, luego f € R[G]*.
Sea f € R[G]* entonces, existe g € R[G] tal que fg = 1gq), pero
f9=1re = (fg)h=h,Vh € R[G]
= f(gh) = h,Vh € R[G]

— uylgh) = h,¥h € R[G]
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Por tanto, py es sobreyectiva.

Supongamos que f es un divisor de cero de R[G] y iy inyectiva, entonces

existe h € R|G]|\0 tal que fh = 0, pero
fh=0= pg(h) =0=ps(0) = h=0,

lo cual es una notable contradiccién, luego f no es un divisor de cero
de R[G].
Supongamos que f no es un divisor de cero de R[G] y sean g, h € R[G]

tales que ps(g) = ps(h),
ni(g) = py(h) = fg=fh=fg—fh=0 = f(g—h)=0
= g—h=0
= ¢g=h,

luego py es inyectiva.

O

Proposicién 2.1.3. Sea R un campo, G un grupo abeliano finito y R[G] el

dlgebra de grupo de G sobre R. Entonces todo elemento de R[G], o es una

unidad, o es un divisor de cero.

Demostracion. Sea f € R[G] tal que f no es un divisor de cero entonces, por

Proposicién 2.1.2, uy es inyectiva, de modo que ker(us) = (0).

Como R es un campo, R[G| es un espacio vectorial y, por Teorema 1.3.2,

dimp(R[G]) = dimp(Ker(uys)) + dimp(Im(py)) = dimp(Im(py)).

Luego, jir es sobreyectiva y la Proposicién 2.1.2 implica que f € R[G]*. O
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2.2. Caracteres de grupos

En esta seccion estudiaremos el grupo de caracteres de un grupo abeliano
con valores en un campo K, especificamente mostramos algunas propiedades
basicas de los caracteres, entre ellas, las propiedades de ortogonalidad. Prin-
cipalmente estudiamos el caso especial en que el grupo tiene exponente n no

nulo y K posee todas las n-raices de la unidad.

Definicién 2.2.1. Una fucién x : (G, +) — (K*,-) donde G es un grupo y
K es un campo es llamada un caracter de G, si x(g + h) = x(g)x(h) para
todo g, h € G, esto es, x es un caracter del grupo G si es un homomorfismo

de grupos.

Ejemplo 2.2.1. Sea G = (g;) un grupo ciclico finito de orden n, y sea K un
campo que contiene una n-raiz de la unidad, digamos &.

La funcién x : G — K* dada por
x(mgr) = €™,
es un caracter de G, ya que para m,t € [1,n],
X((mg1) + (tg1)) = x((m +)g1) = £ = £"¢" = x(mg1)x(tg1).

Observacién 2.2.1. Sea GG un grupo con exp(G) = n y sea K un campo. Si

X : G — K* es un caracter de G entonces,

(i) Para todo g € G,

(x(9)" = x(ng) = x(0) = 1k

Asi Im(x) C pn(K), de modo que Hom(G, K*) = Hom(G, p,(K)).
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(ii) Hom(G, K*) = Hom(G, p,(K)) es un grupo con la multiplicacién de
funciones y elemento identidad yo : G — K*, dada por xo(g) = 1k.
Al grupo Hom(G, p,(K)) lo llamamos grupo de caracteres de G' con

valores en K.

(iii) Todo caracter x € Hom(G, K*) tiene una extensiéon a un homomor-
fismo de K-élgebras x : K[G] — K, también denotado por y, dado

por

XO agX%) = agx(g).

geG geqG

En efecto, sean fi =) na, X9, fo=3 0, X9 € K[G]ya€ K

X(fi+f) = xO_a, X7+ b,X)

geG geG
= X(Z(% + by) X7)
geG
= Z(ag +bg)x(9)
geG
= Y agx(g9)+ > byx(9)
geG geG
= X0 a,X9) + x> bX?)
geG e

= x(f1) + x(f2)
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X()x(f2) = xO_agX)x() b X?)

geG geG

= O ax(9)>_ bex(9))

geG geG

= Z anx(h Zbkx

heG keG

= > D anx(hbix (k)]

= > (> anbyn)x(9)

geG heG

= xO_ O anbyn)X?)

geG heG

= X((Z ang)(Z by X?))

geG geG

= x(fif2)-

x(afi) = Z%Xg (Z aang) = ZaagX<g)

geG geG geG

= a)_agx(g)

geG

= aX(Z agX?)

geG

= ax(f1)-

2.2.1. Caracteres con valores en un campo de descom-
posicién de un grupo
Definicién 2.2.2. Sea G un grupo con exp(G) = n, decimos que K es

un campo de descomposicion de G si p,(K) = u,(K) para alguna clausura

algebraica K de K, es decir, K contiene al grupo de n-raices de la unidad.
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Observacién 2.2.2. [8] Sea G un grupo con exp(G) =n y K un campo.

(i) Si car(K) t n, entonces K es un campo de descomposicién de G si y

solo si |pn(K)| = n.

(ii) Si car(K) = p con p primo y n = p®m, donde p { m, entonces K es
un campo de descomposicion de G siy solo si |u,(K)| =m (2" — 1 =

21 = (2™ — 1)7).

La siguiente proposicién garantiza que si K es un campo de descomposi-

cién de un grupo G, siempre existen caracteres no triviales de G sobre K.

Proposicién 2.2.1. Sea G un grupo abeliano finito con exp(G) =n > 1, y

sea K un campo de descomposicion de G tal que car(K) {n entonces,
(i) Si g € G\ {0}, existe x € Hom(G, K*) tal que x(g) # 1.

(i) Si g € G con ord(g) < n, existe x € Hom(G, K*), no trivial, tal que

x(g)=1.

Demostracion. Sabemos que G = C,,, ® Cy,, ® ... ® (), donde cada C,, es
ciclico de orden n; y n;|n;+1 para i € [1,7] (aqui n, = n). Para i € [1,7], sea
mi + G — C,, el epimorfismo canénico. Y sea £ € u,(K) una n-raiz primitiva
de la unidad, notemos que £ € K (ya que K es campo de descomposicién de

Q).

(1) Como g # 0, mi(g) # 0 para algin @ € [1,r], sin perder generalidad,
podemos suponer ¢ = 1. Supongamos que C,,, = (a) y que m(g) = ka

para algin k € [1,n; — 1]. Sea x; : Cp, — K* dada por x(ma) = £™,
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sabemos que x; € Hom(C,,, K*) (ver Ejemplo 2.2.1). Luego x =

x10m € Hom(G, K*) (x es composiciéon de homomorfismos), ademas,
x(9) = x1(mi(9)) = xa(ka) =€" # 1 (yaque k <ny <n, =n).

(71) Supongamos g = 0, por la parte (i) existe x € Hom(G, K*) no trivial
y, por ser x homomorfismo, x(g) = x(0) = 1. Supongamos g # 0. Como
ord(g) < n = n,, ord(m,(g)) < m,. Supongamos que C,. = (a) y que
7.(g9) = ka para algin k € [1,n, — 1]. Entonces,

ny

ord(m:(g)) = ord(ka) = g

asi, ord(m,(g))d = n, siendo d = med(k, n,), ademés, k = ld para algin
leZ.
Sea x1 : Cp, — K* dada por yi(ma) = (€74 (@))™ entonces, x; €

Hom(C,,, K*) (ver Ejemplo 2.2.1). x; es no trivial, pues

xi(a) = €A™ £ 1 (ord(m,(9)) < n, =n),

ademas,
x1(mr(9)) = x1(ka) = <§ord(7rr(g)))k - éord(m(g))k - gord(frr(g))dl =l =1
Finalmente, sea x = xj0om, € Hom(G, K*) entonces, x(a) = x1(m(a)) =
x1(a) # 1, por lo que x es no trivial y x(9) = x1(7-(g9)) = 1.
O
Ahora veremos que para todo grupo GG y todo campo de descomposicién

K de G, tenemos Hom(G, K*) ~ G, para ver esto probaremos un resultado

previo.
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Lema 2.2.1. Sea K un campo y G1,Gs, ..., G, grupos abelianos finitos en-

tonces,

Hom(GixGyx...xG,, K*) ~ Hom(G, K*)x Hom(Ga, K*)x...x Hom(G,, K*).

Demostracion. Probemos el resultado para r = 2. Sea x € Hom(G; X

Ga, K*), sea xa, : G1 = Ky xa, : G2 — K dadas por

Xa, (@) = x((a,0)) v xa,(b) = x((0,b)) para a € Gy y b € Gy, respectivamente.

XaG, V X, son caracteres de (G1 y (G2 respectivamente, en efecto,

Xay (a1 +az2) = x((a1 +a2,0)) para a,a € Gy
= X((al’o) + (anO))
= x((a1,0))x((az,0))

= XG: (a1>XG1 (aQ)

Andlogamente se ve que que xg, € Hom(Gs, R*). Ademds, para x,v €

Hom(Gy x G, K*) vy g1 € G tenemos

(x¥)ay(g1) = x¥(91,0)
= X((glao))w((gho)

XG: (gl)XG1 (gl)

De modo que (x¥)a, = X¢,%a,, de forma andloga se prueba que (x¥)g, =
XG,¥a,- Ahora, sea p : Hom((G1xGs), K*) — Hom(G1, K*)x Hom(Ga, K*)

dada por ¢(x) = (X6,, X2 )s ¢ €s un isomorfismo de grupos, en efecto, sean
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X,V € Hom((G; x G), K*) entonces,

exv) = (e, (X¥)a,)
= (X&1¥61: XGa¥6,)
= (Xa1: Xe) (Ve Ya,)
= o()e¥)

Sean x, ¥ € Hom((Gy x Ga), K*) tales que ¢(x) = ¢(¢) entonces,

(Xer Xa) = (Ve Yas)

Xer = Ve N Xa = Ya,

Xa1(91) = Ve (1) A Xaa(92) = Ve (g2), V (91, 92) € Gi X Ga
Xa: (91)xe2(92) = ta, (91)Ye, (92)

x((91,92)) = ¥((91, 92))

X=1v.

O

Ahora, sea v € Hom(G1, K*) x Hom(Gsy, K*), entonces b = (x1, x2) con
Xi € Hom(G;, K*) para i = 1,2. Sea x € Hom(G1 x Gy, K*) dada por
X(91, 92) = x1(91)x2(g2) entonces, xg, = x; para i = 1,2, esto es, p(x) = .
Luego ¢ es un isomorfismo.

Supongamos que para t > 2 se tiene

Hom(G1xGayx. .. xGy, K*) ~ Hom(Gy, K*)xHom(Ga, K™)x...x Hom(Gy, K™)
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entonces,

Hom(G1 X G2 X ... X Gt+1,K><>

= Hom([G1 X G X ... X Gy] X G311, K™)

12

Hom([Gy x Ga x ... x G|, K*) x Hom(G41, K*) (caso r = 2)

12

Hom(G1, K*) x Hom(Ge, K™) x ... x Hom(Gy, K*) x Hom(Gy41, K*).
[l

Teorema 2.2.1. Sea G un grupo abeliano finito con exp(G) =n. Si K es un

campo de descomposicion de G con car(K) { n entonces, G ~ Hom(G, K*).

Demostracion. Supongamos que G es ciclico entonces, G = (a) para algin
a € Gy |G| = exp(G) = n. Cada caracter de G estd determinado por su
valor en a, en efecto, sea x € Hom(G, K*) = Hom(G, u,(K)) y sea g € G,

entonces g = ma para algin m € [1,n|, asi

de modo que existen a lo mas n caracteres de G, esto es,
|[Hom(G, K™)| < n.

Ahora para £ € p,(K) C K*, consideremos x : G — K* dada por x(ma) =
™, entonces x € Hom(G, K*) (ver Ejemplo 2.2.1), notar que debido a que
K es un campo de descomposicién de G y car(K) { n, entonces |u,(K)| =n
(por Observacién 2.2.2), de modo que existen al menos n caracteres de G,

esto es,

|Hom(G, K™)| > n.
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Por tanto |Hom(G, K*)| =n = |G]|.
Veamos que Hom(G, K*) = Hom(G, pu,(K)) es ciclico. Sea &, € K* una

m
n

n-raiz primitiva de la unidad. Sea x : G — K* dada por x(ma) =
X € Hom(G,K*). Notemos que Hom(G,K*) = (x), en efecto, sea ¢ €
Hom(G, K*) entonces, para m € Z
(ma) = ¢(a)"
= (&)™ paraalgin t € Z (¢(a) € ua(K) = (&)
&)
= (x(ma))’,
luego, 1 = x*, en consecuencia Hom(G, K*) es ciclico de orden n. Por tanto
G ~ Hom(G, K*). En general, si G es un grupo abeliano finito,
G=C, a0, ®...00C,,

con C,,. ciclico y n; | n;41 para todo i € [1,r], de modo que

Hom(G,K*) ~ Hom(C, ®Ch & ... 0 C,, ,K")

12

Hom(Cp, X Cpy X ... x Cp , K™)

12

Hom(C,,, K*) x Hom(C,,, K*) X ... x Hom(C,,,, K*) (Lema)

12

Crny, ®Chy @ ...8C,, (Cyes ciclico para todo i € [1,7])

12

G.

2.2.2. Propiedades de ortogonalidad

Observacién 2.2.3. Sea GG un grupo abeliano finito con exp(G) = n > 1,

K un campo de descomposicién de G con car(K)tn y G = Hom(G, K*).
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Sea ¢ : G — Hom(G, K*) dada por ¢(g) = @g, donde ¢, : G — K~
es definida por ¢,(x) = x(g) entonces, ¢ es un isomorfismo, en efecto, ¢

esta bien definida ya que para g € Gy x, 9 € G se tiene,

g(x) = (x¥)(9) = x(9)¥(g9) = wq(X)pg(1)

Para g1, 90 € Gy x € G se tiene,

P91+ 92)(X) = ot (X) = X(91+ 92)
= x(g91)x(g2)
= ©g(X)g, (X)
= (©g%4,) (X)

= (p(g1)e(g2))(x)

de donde, v(g1 + g2) = ©(g91)¥(g2), es decir, ¢ es homomorfismo de grupos

Si v(g1) = (g2) para g1, gs € G entonces,

00 (X) = 0u(X), Yx€G = x(g)=x(g), VxeC

~

= x(a)x(g2)'=1, Vxeq

= X(g—g)=1, ¥Yxed

= g1 =¢2, por Proposicién 2.2.1 (7)

Proposicién 2.2.2. Sea G un grupo abeliano finito con exp(G) = n, K
un campo de descomposicion de G con car(K) tn y G = Hom(G, K*). Se

cumple

(i) Propiedades de adicion



a. Six € G entonces,

ZX<9):{ |C0;‘ st X = Xo,

= st X 7 Xo
b. Si g € G entonces,

_ 1G] sig=0,
x€G
(ii) Relaciones de Ortogonalidad

a. St x, Y € G entonces,

~1 - |G| SiX:¢7
gezax(g)w (g)—{ 0 syt

b. Si g, h € G entonces,
—1 o ‘Gl Si g = h7
Zx(g)x (h) = { 0 sig4h
xEG
(i) Si f € K[G], digamos f =} ;a,X? entonces,

1
ag = @ Zx(f)x(—g) para todo g € G.

xEG

En particular, f =0 si y solo si x(f) = 0 para todo x € G. Ademds,

si x(f) # 0 para toda x € Hom(G, K*), entonces f € K[G]*.

Demostracion. (i)a. Sea x € é, si x = xo entonces

> x(@) = xolg) =D _1=]G|

geG geG geG
Si x # Xo, tomamos go € G tal que x(go) # 1 entonces,

X(90) Y x(9) = D x(g0)x(g)

geG geG

= > Xl +9)

geG

= > xlg)

geG

43
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Luego (x(g0) — 1) 2_,cq Xx(g) = 0 implicando que

> x(g) =0 ( pues x(go) #1).

geG

(7)b. Siendo ¢ el isomorfismo de la Observacién 2.2.3, y sustituyendo en (i)a.

a G por é, tenemos para g € G,

Sv =L ={ I T

xeé xeé

Como ¢ es un isomorfismo, obtenemos
G| sig=0,
S xig) = 191 s
ot 0 sig#0
xX€G

(ii)a. Si x,v € G entonces por (i)a.,

S xlg)eHg) =Y (xw)(g) = { O i = o

geG geG si xy~! # Xo

obtenemos asi,

> x(g)vg) =

geG

{ G| six =1,
0 six#v¢

(1)b. Si g, h € G entonces,

d oxlax ) = > X))

Xeé XEG
= > x(g)x(=h)
xeG
= ) x(g—h)
€@

por (i)a.,
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asi,

S XX (h) = { c s '~ 2

x€G

(#7) Sif =3 ,cqa,X7 € K[G], por 1(D) es claro que,

0 = %‘ZWZ \(h— g))

heG  yed

- ﬁZ[ZWW—g)}

xeG heG

= é > x(Hx(=9).

xG@

En particular, f = 0 si y solo si x(f) = 0 para todo x € G, en efecto,
si f =0 entonces x(f) =0 ya que y € G.

Si x(f) = 0 para todo y € G entonces ag = ﬁzxe@ X(f)x(=g) =0
por tanto f = 0.

Si x(f) # 0 entonces

f= Zagxg y fl= Zngg

geG geq
con
1 1 B
a, = @ZXU —9) ¥y b= @ZX (f)x(—9),
Xea Xe@
en efecto,
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bo—n = 167 2oxea X (X(h=9) = & X ea X XX (=9) = & Xy ea X(—9),

I 1 sig=0,
TR0 sig#£0

por lo que para h = f

Wb — 1 sig=0,
PP 0 sig#0

Si h # f entonces por (i)b. a; = ‘—é| eré x(f —h) = 0y por tanto

apby—p, = 0 para todo g € G.

2.3. Resultados Principales

En esta seccion presentamos los resultados principales, los cuales basica-
mente dan condiciones para que ciertos elementos de la forma (X9 — 1), en
un &lgebra de grupo R[G] de un grupo G sobre un dominio de integridad R,
sean invertibles en R[G], o sean divisores de cero. A menos que se especifique
lo contrario, en adelante, si R es un anillo y G es un grupo, R[G] serd el

algebra de grupo de G sobre R.

Proposicién 2.3.1. Sea G un grupo abeliano finito, sea g € G con ord(g) =

n € N, y sea R un dominio de integridad.

(i) Sia € R, entonces X9 — a es un dwisor de cero de R[G] si y solo si

a” = 1.
(i) Sicar(R)fn, l € N yny,...,n € [1,n— 1], entonces

(X™9 —1)....- (X" —1) £ 0 € R[G].
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Demostracion. Supongamos que n > 2. Sea R[T] el anillo de los polinomios
con coeficientes en R e indeterminada 7', y sea ¢ : R[T] — R[G] el tnico

homomorfismo de R-élgebras satisfaciendo ¢(7') = X9. Entonces
Ker(y) = (T — DR[T], 2.1)
en efecto, sea f(T) = (T — 1)h(T) € (T™ — 1) R[T] entonces

e(f(T) = (T = 1)p(h(T))
= [(X9)" = 1]p(h(T))
= [X°—1e(M(T)) (ord(g) = n)

- 0
luego, (T™ — 1)R[T] C Ker(yp).

Sea f(T) € Ker(p), por Teorema 1.2.2; existen h(T),r(T) € R[T] tales que
f(T) = (T"=1)h(T)+r(T) con degr(T') < n, de modo que r(T) = Zk a; T

i=1

con k < n asi,

0=o(f(T) = o(T" = p(h(T)) + ¢(r(T))

Como para cada i € [1,k] se tiene i < n entonces, ig # jg para todo i,j €
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[1, k] por tanto,

k
D aX¥=0=a;=0Vie[lk

=1

de donde, Kerp C (1" — 1)R[T]

(4)

Si a € R entonces,
n—1
l—a"= (X" —-a"=(X%—a)f, donde f= Z(Xg)ja"_l_j.
j=1
Como f = ¢(f) donde f = Z;:ll Tia"~'~7 e R[T] tal que deg(f) < n,
tenemos f # 0 (por (2.1) los polinomios en el Kery tienen grado mayor
o igual a n).
Sia™ =1, entonces (X9 —a)f =0, y asi X9 — a es un divisor de cero
de R[G]. Si a™ # 1, entonces 0 # a™ —1 € R, con R un dominio de
integridad (no tiene divisores de cero) entonces, a™ — 1 no es un divisor
de cero de R y por la Observacion 2.1.1, a™ — 1 no es un divisor de
cero de R[G]. Si X9 — a es un divisor de cero de R[G] entonces existe

0 # f1 € R|G] tal que (X9 —a)f) = 0; asi
1—a"=(X9—a)f
= (1 — (In>f1 = (Xg — &)flf =0
= 1—a" es un divisor de cero de R[G],

contradiccién al hecho de que 1 — a™ no es un divisor de cero de R[G].

Por tanto X9 — a no es un divisor de cero de R[G].

Supongamos que f = (X™9—1)-...-(X™9—1) = 0 entonces, gp(f) =0

donde f = (T™ —1)-...-(T™ —1), asi f € Kerg, es decir,

f=T"=1)-...-(T"=1)=(T"=1)f con f e RI[T].
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Como car(R) { n, existe una n—raiz primitiva de la unidad w en algin

campo que contiene a R. Entonces w™ — 1 = 0 y por tanto

f(w) = (w" = 1) f(w) =0,

sin embargo, como ny,...,n; € [1,n — 1],

wh —1#0 Vielll]

lo que implica que, f(w) = (w™ —1)-...- (w™ —1) # 0, pues R es un
dominio de integridad, en contradiccién con el hecho de que f(w) = 0.

Por tanto f = (X™9 —1)-...- (X" —1)#0

Proposicion 2.3.2. Sea G un p-grupo abeliano finito.

(i) Sea R un dominio de integridad de caracteristica p y f € R|G|. Enton-
ces f € R[G]* si y solo sie(f) € R*.

(i) Si f € Z|G] y e(f) & pZ, entonces f no es un divisor de cero de Z|G].

Demostracion. Sean = exp(G) =p".

(i) Por la Observacién 2.1.1 tenemos (X9)" = X™ = X = 1 para todo

g € G, entonces f" = e(f)" para todo f € R|G], en efecto, sea f =
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a1 X9 + as X9 4+ ... + a; X9 entonces,

fr= (Z aXU)" = Y (aX")" (car(R[G]) = car(R) = p)

Sea f € R[G]* entonces existe g € R[G] tal que fg = 1g[g), pero

fa=1lra=c(fg)=1 = e(fle(g) =1

= ¢(f) e R*

Sea f € R[G] tal que e(f) € R* entonces existe r € R tal que e(f)r =1

pero,

e(f)r=1 = e(flelg)=1 (g€ R[G], ¢ es epimorfismo)
e(fg)=1

e(fg)" =1

(f9)" = 1r

f"g" =1pa (R[G] es conmutativo)
F(f"'g") = 1r

f € R|G]™.

O 2 N A

(i) Sea ¢ : Z|G] — Z/pZ|G] el epimorfismo candnico y f = > ;a,X?.



Entonces,

ol

e(p(f)) = 5(2(% +pZ)X?) = Z(% + pZ)

geG

= (Z ag) + pZ

geG

= SD(Z ag)

geG

= o(e(f))
# 0 (pues e(f) ¢ pZ)

Como 0 # e(p(f)) € Z/pZ entonces, (p(f)) € (Z/pZ)* y, dado que

Z/pZ es un dominio de integridad de caracteristica p, por (i), p(f) €

(Z/pZ]G])*. Supongamos ahora que f es un divisor de cero en Z[G].

Entonces existe algin g € Z[G] tal que g # 0y fg = 0, supongamos

que g € pZ[G] entonces, g = deepkgngg con k, € Ny b, € Z\ pZ,

sea m = min{k, : g € G} > 1. Luego,

fg=0 =

(Z ang)(Z pkgngg) =0

geG geG

Z(Z app""="by—p) X% = 0

geG heG

Zahpkgfhbg,h =0, ‘v’g ed
heG

P anpt by =0
heG

S bt = 0
heG

Sea ¢ = deG cg X7, donde ¢, = pkg_mbg; sea go € G tal que ky, = m,
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es claro que ¢’ ¢ pZ ya que ¢y, = by, ¢ PZ 'y

fg = Z(Z ancg—n)X?

geG heG

= D O anptor ) X0

geG heG
= 0.

Entonces ¢(¢') # 0 v o(f)e(d) = ¢(fg’) = 0, obtenemos asi una
contradiccién al hecho de que ¢(f) es una unidad (ver la Proposicién

2.1.3).

]

Proposicién 2.3.3. Sea G un grupo abeliano finito, R un anillo conmutati-

vo, k€N, g1,..., 9. €G, ay,...,ap € Ry
Vi={be RG] | (X" —ay) ... - (X% —a;)b=0}.

(1) Un elemento

b= b(o)X° € R[G]

celG
pertenece a V' sty solo si, para todo o € G ymy,...,my € N, tenemos
k k—1
(=0 (e 0+Z mig:) = >_(=1)7 3 ([T a)bo+3_mig).
i=1 = §=0 IC[1,k] i€l icl
=3
(2.2)

(ii) Sea gi1,...,9x € G elementos independientes, con ord(g;) = n; > 2
y a;* =1 para todo i € [1,k]. Sea Q& C G un conjunto de represen-
tantes para G/{g1,...,g9x) y M el conjunto de todas las (k + 1)—uplas

(t,mq,...,mg), donde T € Q, mq,...,my € [0,n; — 1| para todo i €
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[1,k], y m; =0 para al menos un i € [1,k]. Entonces tenemos:
Para cualquier familia (a(7,m1,. .., M) (rm,,..m)em € RM existe un

.....

unico b € 'V tal que

k
b(T + Zngz) =a(r,my,...,mg), para todo (T,my,...,my) € M.
i=1
(2.3)
En particular, V' es un R—maodulo libre y
i 1
o(V) = M| = 1610 - [T~ ).
i=1 ¢
Demostracion. (i) Para cada k € N, sea
k
[T —ai) > " b(0)X7 = bi(0)X7. (2.4)
=1 ceG oceG

Probaremos, por induccion sobre k, que para todo o € G tenemos

k

b0 + Zgi) => (17 Y (JJale+> g). (25

§=0 IC[Lk] i€l icl
[I=j

Para k£ = 0, no hay nada que probar.

Para k > 1, supongamos que

k—1 k—1
(o +Y g)=> (=1 > (JJable+> g).  (26)
i=1 =0 IC[Lk—1] i€l icl

1=
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> " bi(o) X7

ceG
k

H(Xgi — a;) Z b(o) X7

i=1 oceG
k—1

(ng _ ak) H(ng _ ai) Z b(O.)XU
i=1 oceG

(X9 — ay,) Z bp_1(0)X?
ceG

D be-a(0) X7 =Y apb1(0)X°

oceG oG

Z bp—1(c —g,) X7 — Z agbr_1(0)X? (renombrando o = o — gi)

celG oeG

> (br-1(o = g,) — axbr_1(0)) X°.

oeG
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Luego, by(0) = by—1(0—g,) —arbr_1(c) y por lo tanto, para todo o € G,

k
17 Y (JJabe+ Do)
j=0 IC[1,k] i€l el
=34
k—1 ‘
= > 1 > ([Tavlo+> a)+ (-
j=0 IC[1,k] i€l iel
=4
k—1
= 17 > (JJabe+> g+
JZO IC[1,k—1] i€l iel
=7
=D* > (JJabe+) )
IC[1,k] i€l iel
|I|=k
k—1
= Z Hai)b(a—FZgi) +
JZO IC[1,k—1] i€l iel
[1|=4
Z I_IaZ aib J—I—Zgl—i—gk
IC[1,k—1] i€l iel
|I|=k—1
k—1 '
= > 1 > ([Tavle+ g0+
J=0 IC[1,k—1] i€l iel
[1=J
Z l_IaZ apb U"‘Zgrf‘gk
IC[1,k—1] i€l iel
|[I|l=k—1
k—1

S 19 Y [Ladblo + Y0+

k—1
> 1y
j=1

2=
j=1

DF S (J]eblo + > gi)

IC[1,k] i€l i€l
[|=F
> ([Tavlo+> g} +
IC[1,k] i€l i€l
=7
kel

Z (H ai)agb(o + Zgi +gK)} +

IC[1,k-1] i€l iel
l=j-1

S ([Ted)arbc +> " gi+ar) +

IC[1,k—1] i€l iel
[=j-1

k

> (Taarblo+)_ gi+ o)

j=0 IC[1,k—1] i€l iel IC[1,k—1] i€l iel
\1]=j I]=j~1
k—l
= Z Haz J"‘ZQ% _aksz J—H Z Haz U+Zgz+gk
g:O Ic[lk 1] €l iel IC[1,k—1] i€l iel
=i Hl=j—1
k—l
= Z Haz U+Zgz *akz Z (Hai)b(0+zgi+gk)
j:o Ic[lk 1] i€l i€l ]C[l,k—l} i€l i€l
=3 =3
k—1 k—1

=1

k
bk(U + Z gi)
i=1

i=1

br-1(o+ > g) — arbr-1(o + gk + Y i)

(hipdtesis inductiva)
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Por definicién, b € V si y solo si bg(c) = 0 para todo ¢ € G o,

equivalentemente, bi(o + g1 + ... + gx) = 0 para todo o € G. Por (2.5),

k

blo+gi+...+gx) = Z(‘l)j Z (H a;)b(o + Zgz’) =0
7=0 ]C[l,k} el =y
|T|=j

o S Y [abo + g = (-0 (Tadbo + 3 )
Jj=0 IC[1,k] €l el i=1 i=1
. | [T]=3 . .

& (—=1) Z (H a;)b(o + Zgz') = (—1)'“71(1_[ a;)b(o + Zgi)
Jj=0 IC[1,k] i€l iel i=1 i=1

|T|=j

luego, b € V si y solo si, para todo 0 € G (2.2) es cierto para m; =
me = ... = my = 1. Asl resta probar que (2.2) es cierto para todo
mi, ..., my € NF probando que es cierto para (1,...,1) € N¥.

Si (my,...,mg) € NFy (2.2) escierto para (1,...,1) € N¥ entonces el
elemento asociado b pertenece a V'y (X9 —ay)-. . .-(X%—ay)b = 0. Esto,
la, Observacién 1.2.1 y el hecho de que el anillo R[G] es conmutativo

implica que

(X9 — @) o (XTI — qi"R)b
mi—1 mi—1
= (X9 —ay)( Z amlflfiXig) o (X —a)( Z amkflfiXigﬂ)
i=0 i=0
=0
y asf (2.2) es cierto para (my,...,my) € N,

(i) Sea M = Q x [0,n; — 1] X ... x [0,n; — 1]. Tengamos en cuenta que,

ni—1
%

al"=1=aqa ' =1=a € R".
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Sea ¢ : RM — V, dada por

QO((CL(T, my, ... 7mk>)(T,m1,...,mk)€M) = b*
= > bo)X
oceG
Como gy, ..., g son idependientes, todo o € G tiene una representacion
unica
k
o=T7+ Zmigi con (1,mq,...,mg) € M, (yaqueord(g;) =n;)

i=1

Si m; = 0 para algin i € [1,k], entonces (7,mq,...,my) € M y la

siguiente definicién para b(o) tiene sentido,
=b(T + Zmigi) =a(T,my,...,my)
Si m; # 0Vi € [1, k], definimos b(o) como sigue,

k
blo) = b(7+2mi9i)

k k—1
= ()" M ([ Ja™D_o =17 Y ([T amblo + ) mig)]
i=1 §=0 IC[1,k] i€l il
[1]=j
k k—l k
= FITa™D =17 Y (T ablo + - mig)]
i=1 ]:0 IC[1,k] i€l i=1
[11=3j

conm;, =m;siit€lym; =0sii¢ I demodo que, para al menos

un i € [1,k], m;, =0 (ya que |I| =j < k —1). Luego,

k k—1
T+Z ngz = 1 k(H a;ml)[Z(_l)] Z (H a;ni)a(Tv ml[""7mk2[)]
=1 =0 IC[LK] i€l

[1=3
Observemos que, por la forma en que hemos definido a ¢, b(T+Zf:1 m;g;)

satisface (2.2) para todo (7,mq ... my) € Qx[1,n; —1]x...x[1,np—1],
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como a? = 1 para todo i € [1,k], se sigue que b(c + S5 m;g;) satis-
face (2.2) para todo ¢ € G y my...m; € N. Entonces, por (i), b* € V
por tanto ¢ esta bien definida. Mas ain, se puede ver que ¢, es un

homomorfismo. Ademas

o((a(T,my, ... ,mE))rmym, € M) =0
= blo)=0 Vo el
k —
= b(T+Zmigi) =0 Y(r,my,...,my) €EM C M
i=1

= a(r,my,...,mg) =0 Y(r,my,...,mp) €M

luego, ¢ es inyectiva.

Ahora, sea b* € V, b* =" _.b(0)X?. Consideremos la familia

(G(T, my,... 7mk))(‘r,m1,...7mk)EM - (b(7—7 maq, ..., mk‘))(‘r,mh,..,mk)GM) S RM

entonces, por (i),

90(((1(7—7 my,... 7mk))(77m17---7mk)EM>
= 90<<b(7_7 my,... amk))(T,ml,...,mk)eM)
= b

Luego ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto la asignacién (a(7,m1, ..., Mk)) (r.ma,....mp)em — b* define un
isomorfismo RM 5V, y dado que g, ..., gx son independientes, ord(g;) =
n; y Hle(ni — 1) representa el nimero en el que todos los m; # 0,

tenemos

rgo(V) = dim(V) = dim(R™) = |M| = |Q|(H ni — [[(ni = 1)),

=1
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G
y|Ql =LA

ng "

O
Teorema 2.3.1. Sea G un grupo abeliano finito, R un dominio de integridad,
leN, kelll], yseagy,...,q €G tales que g, ..., gy son independientes.

Para i € [1,1] sea n; = ord(g;) > 2, y supongamos que

l

Z%‘Z(_l)i Z —1m <1. (2.7)

i=1 ' =2 V< < <<k :
Entonces,
(X9 —ay)-...- (X" —a;)#0 para todo ay,...,a € R.
SiS=g1-...-q € F(G) y k(S) denota el nimero de cross de S, entonces

(2.7) es cierto si, o k(S) <1, ok(S)<1yk>2.

En particular, si p es el menor divisor primo de exp(G) y |S| < p, entonces
(X9 —ay) ... (X" —aq) #0.

Demostracion. Podemos suponer que R es un campo (el campo de cocientes
del dominio de integridad R). Si a® # 1 para algin ¢ € [1,]] entonces, por
la Proposicién 2.3.1, X9% — a; no es un divisor de cero de R[G], y por la

Proposicién 2.1.3; X9% — a; es una unidad de R[G] luego,
(X9 —ay) ... (X9 —aq) #0.

Supongamos que a;" = 1 para todo i € [1,1]. Sea V = {b € [G] | (X9 —ay) -

oo (X9 — ag)b = 0}, entonces la Proposicién 2.3.3 implica que
u 1

dimp(V) = |G|(1 = [J(1 - —)) (2.8)

i=1 g
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Sea ¢ : R[G] — R|G] dada por ¢(f) = (X9 —ay)-...- (X% —ag)f, ¢ es un

homomorfismo de R-médulos, en efecto, sean f,g € R[G] y r € R entonces

e(f+g9) = (X" —ar) ... (X" —a)(f +9)

= (X" —ay) ... (X" —ap)f + (X" —ay) ... (XI —ag)g

= o(f) +¢(g)

y, o(rf) = (X9 —ay) ... - (X% —ap)(rf) =r(X9" —ay) ... - (X9 —ap)f =
ro(f).
Por el Teorema 1.3.2, dimg R[G] = dimg Kery + dimg Im¢p implicando que

|G| = dimg V + dimpg(X?* —aq) - ... (X9 — a)R[G]
y por (2.8),
1
dimp(X9 —ay)-...- (X% —ay)R[G] = |G| —dimp V = |G] H(l— n_) (2.9)
i=1 :

Parai € [k+1,1] consideramos el conjunto V; = {b € R[G] | (X9 —a;)b = 0},

nuevamente la Proposicion 2.3.3 implica que

1 1
; G = (1= ) = |a]— 2.1
dima Vi = [GI(1 = (1= —)) = G-, (210)

ademds consideremos y; : R|G] — R[G] dada por ¢;(f) = (X9 — a;)f, p; es

un homomorfismo de R-moédulos y por el Teorema 1.3.2,
dimp R[G] = dimg Kerp;+dimg Ime; = |G| = dimg V;+dimz (X% —a;) RG]

y por (2.10),

1 1
dimp(X* — @) R[G] = |G| = dimp Vi = |G| = |G|~ = |G|(1 - —). (2.11)

(2
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Por el Teorema 1.3.3, (2.9), (2.11) y (2.7) tenemos:

dimR(Xgl - a1) faee (Xgl — al)R[G]
= dimg(popry10...09)

I
> dimpp(R[G]) + Y dimg@i(R[G]) — ((I — k+ 1) — 1) dimp(R[G))
=kt 1

l
= dimg(X? —a1) .- (X% —ap)R[G] + Y dimgi(R[G]) — (I - k)|G]

i=k+1
= |G|H 1** Z |GI(1 - (= k)G
i=k+1
i 1 L
= |G\[H(1—;)+l—k— > )14k
i=1 ¢ i=k+1
b 1 Ll
= GI[Ja-=)= > =)
; ng ) ng
=1 i=k+1
L1 & 1
— |G| Z 7’17 + Z Z m] (lndUCCIOH sobre n).
i=1 =2 1<vi<..<v;<k B
> 0
Por lo tanto, (X9 —ay) - ... - (X% — a;) # 0. Por otro lado, afirmamos que
k 1 k 1 k
)SETIIDSRNNESE | I RTS )
i=2 1< <..<py<k v1 ot i i=1 ¢ i=1 "

en efecto, para k = 1 se tiene evidentemente la igualdad, para k = 2 se tiene
o > 0. Supongamos que para k > 2 se cumple que Hl (1= —) -1+

S L >0, entonces

zln

E+1 k1 k ) ) oy .
1——)—-1+ — = 1——)(1-— -1+ .
11:[1( 1) = Tk [[1( m)( nk+1) ;n@ Nk41
1 1,1 1 1
= 1- ) -Tla-—= 1+ =
Zl;[l( nl) g( g Nk+1 ; n; Nk+1
k k k
1 1 1 1
= 1——)—1 - 1-Jla-=
IIe -0 *ij”nm( [T0 -0
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notemos ademas que,

1 1
Vi[l, k], 1_E<1:>E(1_E)<1 = —E(1—n—i)>—1
k 1
1—JJa-=
- H( ni)>0
k
1 1
= —(1— 1——)) >0
nkﬂ( g( ni))

de este hecho y de la hipdtesis inductiva obtenemos lo deseado. con igualdad

si y solo si k = 1. sabemos que

l

L1 1
5= ; ord(g;) 2

i=1

Luego,

KS)<1=kS)-1<0<> (-1 Y I

i=2 1< <.<v;i<k 1 Vi

de alli que (2.7) es cierto.

Si p es el menor divisor primo de exp(G) y |S| < p, entonces

ord(g;) | exp(G)

= ord(g;) >p  (p es el menor divisor primo de exp(G))

N 1 < 1
ord(g;) ~ p
Lo L1
= <N "=
;Ord(gi) ;p
L 15]
= k(9)<-=—<1 (|9 <p
(5) 5T (15[ < p)
luego, (2.7) es cierto y por tanto (X9 —ay) - ... (X% —q;) # 0. O

Corolario 2.3.1. Sea G un grupo ciclico de ordenn > 2, g1,..., 9,1 € G y

K un campo de descomposicion de G. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
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(a) (X9 —ay)-...- (X9 ' —a,_1)#0 para todo ay,...,a,—1 € K*.
(b) ord(¢g1) = ... = ord(gn-1) = n.
Demostracion. (b) = (a) Sea S =gy - ... gn—1 € F(G) entonces,
n—1 n—1
k(S) < > Ordl(gi) -3 % _ n; 1

luego, por el Teorema 2.3.1,
(X9 —ay) ... (X' —a, 1) #0

para todo aq,...,a,-1 € K*.
(a) = (b) Supongamos, por reduccién al absurdo, que ord(g;) < n para algin
i € [1,n — 1], digamos ord(g;) < n. Probaremos que existen as,...,a,_1 €

i (K) satisfaciendo
(Xgl — al) L (Xgn_l — an,l) = 0.

CASO 1: car(K) t n. Sea Q = {x € Hom(G,K*) | x(¢91) # 1}. Como
ord(g;) < n, por la Proposicién 2.2.1 (ii), se sigue que x(g1) = 1 para al
menos un caracter no trivial x € Hom(G, K*), y asi obtenemos |2 < n — 2,

digamos ©Q = {x2,...,xs}, donde s € [1,n — 1] y |©2] = s — 1. Sea

s n—1

f=@x" =D = xite) [T (X7 -1) € K[G).

=2 i=s+1

Si x € Q entonces, y = x; para algin i € [2, s] de modo que,
X(X? = xi(9:) = xi(X” — xi(9:)) = xi(9:) — xi(9:) = 0,

luego x(f) = 0 (x es un homomorfismo de K-élgebras).

Si x ¢ Q entonces x(g1) = 1 de modo que

XX —=1)=x(g1))—1=1-1=0,
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luego x(f) = 0 (x es un homomorfismo de K-dlgebras). Entonces x(f) =0
para todo x € Hom(G, K*) y asi, por la Proposicién 2.2.2 (3), f = 0.
CASO 2: car(K) = p | n. Sean = p°m, donde e, m € Ny p{m. Entonces
K contiene el campo F' = P(&,,), donde P es el subcampo primo de K y
& es una m-raiz primitiva de la unidad. Por Teorema 1.2.4, sabemos que
P ~ Z,. Podemos suponer que K = F'. Sea ¢ € C una n-raiz primitiva de la
unidad, L = Q(¢), R el anillo de enteros en L, el cual sabemos que es Z|[(],
y p un ideal maximal de R con p NZ = pZ. Entonces, R/p ~ K [9].
Denotemos por ¢ : R[G] — K[G] a la composicién de la extensién del
epimorfismo candénico R — R/p con la extensién del isomorfismo R/p ~ K.
Por CASO 1 (con K = L C C,car(L) = 0), existen ay,...,a,_1 € p,(L) tal
que f = (X9 —ay)-...- (X9 —a,_1) =0. Sea u,(L) = (¢) donde £ € C
es una n-rafz primitiva de la unidad. Sea € € u,(L) entonces & = £ para
algin k € Z. Supongamos que ¥ € B entonces, por ser R maximal, R es
primo, por lo que é&¥ € ppero, F ep=¢ecp=E"=1€p=p=R, en
contradiccién con el hecho de que p es un ideal maximal. Luego p,, (L) € R\p,
se sigue que ay, ..., a,_1 ¢ p luego, a1 +p,...,a,_1+p € R/p ~ K son todos
distintos de cero asi, ¢(aq), ..., d(a,—1) € K* y dado que ¢ es la composicién
de la extensién del epimorfismo canénico R — R/p con la extension del
isomorfismo R/p = K, se tiene finalmente, 0 = ¢(f) = (X9 — ¢(ay)) - ... -
(X9 — p(an—1)) € K[G] en contradiccién con (a). O

A continuacién proporcionamos un ejemplo de una secuencia g; - . . .- gp+1
en un p-grupo abeliano elemental conteniendo dos elementos independientes

tal que (X9 —1)-...- (X% —1) =0 € Z[G].
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Ejemplo 2.3.1. Sea G un p-grupo abeliano elemental (para un primo p

arbitrario), g, h € G dos elementos independientes, R un anillo conmutativo,
p—1 p—1
S=ghJlg+ih) e F(G) y f=@1-X91-Xx"]]1-Xx"") e R[G).
i=1 i=1
Probaremos que f = 0. Ya que existe un homomorfismo natural ¢ : Z|G| —
R[G] (la extension del homomorfismo ¢q : Z — R dado por ¢o(n) = nlg),
podemos suponer R = Z, y claramente, es suficiente mostrar que f = 0 €
K|G] para algin campo K de nimeros algebraicos. Sea K el campo de las
p-raices de la unidad sobre Q. Entonces K es un campo de descomposicién
de G, y es suficiente probar que x(f) = 0 para todo x € Hom(G, K*) (ver
Proposicién 2.2.2). Sea x € Hom(G, K*). Si x(9) =1 6 x(h) = 1, entonces
obviamente x(f) = 0. Supongamos que x(g) = ¢ vy x(h) = ¢*, donde ¢ € K
es una p-raiz primitiva de la unidad y k& € [1,p — 1] (todos los elementos de
p,(K) distintos de 1 son raices primitivas de la unidad por ser p primo, y
por lo tanto generadores de p,(K)). Consideremos k € Z,, como Z, es un
campo existe j € [1,p — 1] tal que kj =1 pero, kj =1 = k(p — j) = -1 =
k(p—j)+1=0=k(p—j)+1=0 mdd p. Entonces existe i € [1,p — 1]

talque ki+1=0 méd py

X() = (1)~ x() L1~ x(g + i)
= (1= 00~ [T~ x(on))

= (1-Q0-¢M]Ja-¢+*)

Como 1+ ki = 0 méd p para algin @ € [1,p — 1], tenemos que 1 + ki es

un multiplo de p, por tanto (% = 1 implicando (% — 1 = 0, de alli que






Capitulo 3

Aplicaciones a Transversales de
cuadrados latinos aditivos

3.1. Transversales de cuadrados latinos aditi-

VOS

Los cuadrados latinos han sido estudiados durante siglos. Sin embargo, fue
en 1779 cuando Leonhard Euler los definié formalmente. Euler utilizé letras
del latin como elementos de tales cuadrados, llamandolos cuadrados latinos.
En este capitulo mostraremos algunas aplicaciones de los cuadrados latinos,
es sorprendente la gran variedad de areas matematicas en donde dichos cua-
drados ofrecen resultados importantes, por ejemplo, en la estadistica, la teoria
de graficas y la criptologia.

En esta seccion aplicaremos los resultados principales obtenidos en la seccién
anterior, sobre algebras de grupo, al problema de encontrar transversales la-
tinas en matrices de Cayley de grupos abelianos finitos. No estudiaremos
estas nociones combinatorias a profundidad, pero describiremos el problema
en términos de secuencias en un grupo abeliano finito y daremos un enfoque

un poco mas general.

67
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En adelante, para [ € N, denotamos por S; al grupo de permutaciones de
[1,1], y denotamos por sgn, a la funcién signo sgn : S; — {—1, 1}, que asigna
a cada m € S; el valor 1 o —1, segtin 7 sea par (7 se escribe como producto
de un nimero par de trasposiciones) o impar (7 se escribe como producto de

un numero impar de trasposiciones), respectivamente.

Cuadrados latinos y transversales latinas

Una tabla de adicion de Cayley de un grupo finito es una tabla que
describe como es la operacion de dicho grupo. Dado el grupo finito G =
91,92, - - -, gn, Su tabla de adicién de Cayley tendra n filas y n columnas. En
la fila ¢, columna j, aparece el resultado de la operacién g; + g;, es decir, una

tabla de adicién de Cayley es la parte no sombreada de la siguiente tabla.

+ g1 92 9n

G| n+ta | g1+g |- | 91t+Gn
92 | 92+391 | G2+9g2 | - | G2+ Gn
In | Gn+ 91 | GnT G2 | .- | Gn+ Gn

La matriz de orden n X n

Nt g1+92 ... g1+t 0Gn
got+ag1 g2+g92 ... g2+ 9n
9n+gl gn+92 gn+gn

es una matriz de Cayley del grupo G.
Notemos que en una matriz de Cayley de un grupo finito GG, cada elemento

del grupo aparece una y solo una vez en cada fila y cada columna. Asi cada
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fila y cada columna es una permutacién de los elementos del grupo. Notemos
también que existen a lo mas n! matrices de Cayley asociadas a un grupo de

orden n.

Definicién 3.1.1. Un cuadrado latino L de orden n es una matriz de orden
n X n, cuyos elementos pertenecen a un conjunto finito A de cardinalidad
n, y cada uno de ellos aparece exactamente una vez en cada fila y en cada

columna de L.

Ejemplo 3.1.2. Una matriz de Cayley de un grupo finito de orden n es un
cuadrado latino con base GG. En particular, la matriz de Cayley del Ejemplo

3.1.1, es un cuadrado latino de orden 5 con base Zs.

Definicién 3.1.2. Una transversal de una matriz A de orden n X n es una
coleccién de n posiciones de la matriz A, tal que cualquiera dos de ellas
no estan en la misma fila ni en la misma columna. Una transversal de una
matriz, es una transversal latina si las entradas de la matriz en las posiciones

de la transversal son distintas dos a dos.

Ejemplo 3.1.3. Una transversal de la matriz C' del Ejemplo 3.1.1 es

{(1,1),(3,5),(5,4),(2,2), (4,3)},
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esta trasversal no es una transversal latina, ya que las entradas en la posicion
(5,4) y (2, 2) son ambas iguales a 2. Sin embargo, {(1, 1), (2,3), (3,5), (4,2), (5,4)}

es una transversal latina de C.

Ejemplo 3.1.4. No todas las matrices de Cayley poseen transversales lati-

nas, por ejemplo la matriz de Cayley de Zo,

0 1
10
no posee transversales latinas.

Existencia de transversales latinas en algunos cuadrados
latinos aditivos

Una conjetura de Snevily ([15] Conjetura 1) afirma que, toda submatriz
de orden k x k de una matriz de Cayley de un grupo abeliano finito de orden
n impar, posee una transversal latina.

Observar que la conjetura de Snevily falla si G es un grupo abeliano finito

de orden par, pues en tal caso, G posee un elemento = de orden 2. Luego,

o

es una submatriz de una matriz de Cayley de G que no posee transversales
latinas.

Como cada entrada de la matriz de Cayley C' de un grupo G proviene
de sumar dos elementos de GG, cada transversal de una submatriz A de C
de orden k x k, determina dos secuencias libres de cuadrados en F(G) de
longitud k, digamos ay - ag - ... -ax y by -by-...-bg. Ahora, que la submatriz

C posea una transversal latina, equivale a decir que existe 7 € S,, tal que
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las k sumas a; + br;) con 1 <4 < k son distintas dos a dos, esto es, k tiene
la propiedad P. Reciprocamente, dadas dos secuencias libres de cuadrados
de longitud k en F(G), digamos aj - ag - ... ax y by - by - ... - by, podemos
construir una matriz de Cayley, que posea una submatriz de orden k x k de
tal manera que sus entradas sean a; + b; para 1 < ¢ < k, si la submatriz
posee una transversal latina entonces, k tiene la propiedad P. De modo que

la siguiente conjetura implica la conjetura de Snevily .

Conjetura 3.1.1. [Conjetura de Snevily|[15] Si G es un grupo abeliano finito

de orden n impar, entonces todo [ € [1,n] tiene la propiedad P para G.

Alon probé la Conjetura de Snevily para gupos de orden primo [1], y en
[2] podemos encontrar una prueba para grupos ciclicos de orden impar. Un

caso especial de la Conjetura de Snevily es la siguiente conjetura.

Conjetura 3.1.2. [15] Si G es un grupo abeliano finito de orden n impar
y p es el menor primo que divide a exp(G), entonces todo | € [1, p] tiene la

propiedad P para G.

Las Conjeturas 3.1.1 y 3.1.2 son equivalentes para grupos ciclicos de orden
primo. La conjetura 3.1.2 fue probada para p-grupos elementales en [2].

El Teorema 2.3.1 y un resultado en [2] que determina el producto del
determinante por el permanente de una matriz de Vandermonde, nos permi-

tiran ofrecer un nuevo enfoque de la Conjetura 3.1.2.

Definicién 3.1.3. Sea R un anillo conmutativo, [ € N y M una matriz de

orden [ x [ con entradas en R, es decir, M = (z;;)ixi € My« (R). Se define:
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El permanente de M, denotado por PermM, como

PermM = Z T1r(1)L2,7(2) " " Lizm(l)-

TES]

El determinante de M, denotado por DetM, como

DetM = Z sgn(ﬂ)xlm(l)xzﬂ(g) C T (1)

TES]

Observemos que si R tiene caracteristica 2 entonces, el determinante y el

permanente de una matriz con entradas en R coinciden.

Definicién 3.1.4. Sea R un anillo conmutativo, [ € Ny x1,2o,...,2; € R.
La matriz de Vandermonde generada por z1, xs, ..., x;, se define como
1 . |
V(zy, zoy ... 1) = o
a:'ll.’l .7512;1 . . xﬁ"l

Teorema 3.1.1. [}] DetV (zy1, 2o, ..., 11) = [[1c;j (@) — 1)

La siguiente proposicion determina el producto del determinante por el

permanente de la matriz de Vandermonde.

Proposicién 3.1.1. [2] Sea R un anillo conmutativo, | € N y z4,...1y,
Yi,...,y € R. Entonces
DetV (z1,xa, ..., z)PermV (y1, 4o, ..., y) = Z H (TYr(j) — Tiln(i))
TE€S8; 1<i<j<l
Teorema 3.1.2. Sea G un grupo abeliano finito de orden impar, | € N,
[T, 9; € F(G) una secuencia libre de cuadrados y [[._, hi € F(G) cual-
quier secuencia de longitud [. En cada uno de los siguientes casos, existe una

permutacion ™ € S; tal que la secuencia Hézl(gi—l—hw(i)) es libre de cuadrados:
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(i) G es un p-grupo, | < p y DetV (X9 ... X%) #0 € Z[G].
(ii) G es ciclico y PermV (X" ... X") no es un divisor de cero en Z|G].

(#ii) Para la secuencia
S= I (55 —9)h;—h) € FG)
1<i<j<l
se tiene que k(S) < 1, o k(S) < 1 y supp(S) contiene al menos dos

elementos independientes.

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.1 tenemos

DetV (X9 X% ... X9%)PermV (X" X" .. . X")

= Z H (X9ithet) — X 9iFha(),

€S, 1<i<j<l

Es suficiente probar que
DetV (X9, X9 . . X9%)PermV (XM X" ... X")+#£0.
En ese caso, existe m € .5; tal que
H (ng+hﬁ(j> _ Xgi—l-h,r(i)) £ 0

1<i<j<l

asi, la secuencia (g1 + hr1)) - .. - (g1 + hr() es libre de cuadrados.

(1) Por la definicién de permanente, tenemos

e(PermV (XM X" XM)) = () XXM . X(7Dh)

TES)]

TES]

= Y 1=|S|=U¢pZ (I<p)

TES]
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(iid)

Asf PermV (XM Xh2 . X") no es un divisor de cero en Z[G] (por
la Proposicién 2.3.2). Como Z[G] es un dominio de integridad y
DetV (X9, ..., X%) # 0 € Z[G], entonces

DetV (X9, X% ... X9)PermV (X" X" ... X")#£0

Como la secuencia [['_, g; € F(G) es libre de cuadrados entonces
g;—9; # 0 ademas 0 = car(Z) t ord(g;—g;). Entonces por la Proposicién

2.3.1 tenemos
I1 Cxos -1 20
1<i<j<l

y como X% € Z[G]* para todo i € [1,[], obtenemos

DetV (X9, X%, .. X% = [[] (x9-Xx%)= [] X"(X%9-1)+#0.

1<i<g<l 1<i<5<l

Como PermV (X" ... X") no es un divisor de cero en Z[G] entonces,

DetV (X9, X% ... X9)PermV (X" X" ... X")#£0

Veremos las matrices V(X9 , ... X9%) y V(XM ... X™) como ma-
trices sobre K[G], donde K = Z/2Z = [0,1] denota el cam-
po con dos elementos. Es suficiente probar que f =

DetV (X9, X9 ... X9)PermV (XM Xh2 .  XM)+£0 e K[G]. Tene-
mos
f = DetV(X9, X% .. X%PermV (X" Xhz . XM
= DetV (X9, X% ... X%")DetV (X" X" ... X") (car(K) =2)
= ] xo—-xo [ (xM—x")

1<i<j<i 1<i<j<l

_ H Xgi"!‘hi (ng—gi _ T) (th_hi _ T) 7§ 0

1<i<j<i
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pues X9 € K[G]* y

[T oo —Tyxh"-1)#£0

1<i<j<l

por el Teorema 2.3.1.

Corolario 3.1.1. Sea G un grupo abeliano finito de orden impar, | € N,
Hizl gi € F(G) una secuencia libre de cuadrados y Hizl h; € F(G) cual-
quier secuencia de longitud [. En cada uno de los siguientes casos, existe una

permutacion ™ € S) tal que la secuencia Hizl(gi—l—hﬂ(i)) es libre de cuadrados:

(i) G es un p-grupo, | < p y para la secuencia

S = H (g9; — gi) tenemos k(S) < 1.

1<i< <l
(ii) G es un p-grupo y 2l < 1+ +/8p + 1.

(iii) La secuencia Hi:l h; es libre de cuadrados, y 2l <1+ +/4p + 1, donde

p denota el divisor primo mas pequeno de |G|.

Demostracion. (i) Tenemos

DetV(X9, X%, ... . x%) = [ (x%-x9%)= [ x% [] x% -1
1<i<j<l 1<i<j<l 1<i<j<l

Como el primer factor es una unidad en Z[G], y el segundo factor no
es un divisor de cero (por el Teorema 2.3.1), la afirmacién se sigue del

Teorema 3.1.2.
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(i1) Como []._, g; € F(G) es libre de cuadrados, la secuencia S = [Ticici<i(9i—

g;) satisface ord(g; — ¢;) > p pero,

d( )>p = ! <1
ora\g; — gi) = p — S =
’ ord(g; —gi) ~ p
1 1 1/1
= K= Y s ¥ 2=
1<i<j<l ord(g; — i) 1<icga? P 2

ademas,

20<1+/8p+1=(20—1)<8+1 = 4*-4l+1<8+1

= I(l—-1)<2p

entonces k(S) < 1, luego la afirmacién se sigue de la parte (i)

(731) Como ambas, gy +... g,y hy-...-hy, son libres de cuadrados

S = H (95 — gi)(h; — hi) € F(G)

1<i<j<l

satisface

1 1 2 /(1
K(S) = D (ord(gj —g) ord(h; — hi>) = 2_7<2)7

1<i<j<i

ademas,

<1+ /Ap+1= 2 —1) <4p+1 = 4P —4l+1<4p+1

= I(l-1)<p
I(1—1)
p

<1

entonces k(S) < 1, luego la afirmacién se sigue del Teorema 3.1.2.



Conclusiones

En este trabajo estudiamos las algebras de grupo sobre un grupo abeliano
finito G, basados en el articulo [5], mostramos algunos divisores de cero en
las algebras de grupo sobre un dominio de integridad y definimos algunos
homomorfismos especiales sobre ellas. También estudiamos condiciones para
que dada una secuencia g1, ¢o, . . . , g; de elementos en un grupo abeliano finito

G, se tenga
(X9 —a1) (X —as)... (X" — @) # 0 € R[G] para todo ay,as,...,a; € R

donde R es un dominio de integridad. Aplicamos los resultados obtenidos
sobre dlgebras de grupos, para abordar una conjetura de Snevily en [15], la
cual se verifica para un caso especial, ademas mostramos algunas variaciones

de dicha conjetura. En general, la conjetura de Snevily permanece abierta.

7
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