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RESUMENEn este trabajo se desarrolló el análisis espe
tral a datos de olas del Mar del Nortere
abados en el año 1.999. Forman parte de una base de datos, y 
orresponden a másde 15 años en los 
uales se han produ
ido una 
antidad importante de tormentas,estos datos 
orresponden a la altura de olas tomados en la plataforma North Alwynen el Mar del Norte y alma
enados en la universidad de Heriot-Watt de Edimburgo,en este proye
to analizamos una de estas. Los datos están separados en periodos de20 minutos y fueron registrados a una fre
uen
ia de 5 Hz.Para el estudio, se gra�
o el espe
tro de los 244 periodos disponibles, 
on el �n deanalizar su 
omportamiento. El área total bajo la 
urva en 
ada periodo representala energía presente en la serie de tiempo durante el periodo. En los extremos de este
onjunto de datos se observó que existía informa
ión que no era ne
esaria tomar en
uenta, ya que representa ruido, esta informa
ión representa el 3% y no fue tomadaen 
uenta para el análisis. Luego, se pro
edió a dis
retizar la energía en intervalos,es
ogidos de modo que 
apturen dentro de 
ada uno de ellos los puntos 
ríti
os de laenergía. Esta parti
ión se eligió de a
uerdo a múltiples apre
ia
iones gra�
as, y 
omoprodu
to de ello, se determino que era ne
esaria una parti
ión de 12 subintervalospara realizar el presente estudio. Luego de analizar las fun
iones de auto
ovarianza(ACF) y auto
ovarianza par
ial (PACF) para el modelo autorregresivo (AR) por 
adaserie de tiempo y observar las ACF y PACF para distintos ordenes de estos modelosse determino que tenían aso
iado un modelo AR de orden uno, también apoyadosen gra�
as para el diagnosti
o del modelo observando además los resultados grá�
osdel estadísti
o Ljun Box. Un análisis adi
ional para determinar este buen ajuste,es que al observar la gra�
a de 
uantiles, algunos residuales de estos modelos noajustaban 
on la distribu
ión normal, lo que 
onllevo a usar la transforma
ión deBox-Cox 
on el que se intentó 
orregir el problema de la no-normalidad. Con esto, seen
ontró un 
onjunto de 12 modelos autorregresivos de orden uno que posteriormenteservirán para el análisis del 
onjunto de modelos en estudio y así estudiar la rela
ióne intera

ión que existe entre ellos para poder dar expli
a
iones más expli
itas a
er
adel 
omportamiento de estos datos.



ivSeguidamente, se 
onstruyeron los modelos ve
toriales autorregresivos 
on los mo-delos univariados de donde resulto viable 
onstruir modelos ve
toriales dos a dos, esde
ir, para dos modelos 
ontiguos se obtuvo un ve
tor autorregresivo al 
ual se reali-zó un análisis donde se estudiaron las 
ara
terísti
as entre las variables del modeloen estudio, partiendo de la 
orrela
ión que existe entre las variables, se determino la
ointegra
ión, también se veri�
ó que no existe posibilidad de raí
es unitarias parala estabilidad del modelo ve
torial. Se determino que el orden del modelo ve
torialautorregresivo es uno para 
ada par de variables 
ontiguas, también se realizaronlos estudios para la ACF y los pronósti
os 
orrespondientes para determinar si elmodelo en
ontrado es 
apaz de aproximar a los datos originales (ver [3℄).Palabras 
laves: Espe
tro, modelos autorregresivos, transforma
ión deBox-Cox, ve
tores autorregresivos.
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INTRODUCCIÓNEl uso de los pro
esos aleatorios en el estudio y la modela
ión de las olas ma-rinas, se ini
ia en la de
ada de los 50 
on el trabajo de Longuett-Higgins, y desdeenton
es ha tenido un enorme desarrollo (ver por ejemplo [4℄). Los modelos basadosen pro
esos aleatorios han mostrado ser de gran utilidad permitiendo el estudio dediversas 
ara
terísti
as de las olas para su estudio.Las olas marinas, son ondas sísmi
as (movimientos de un medio material) que sepropagan entre dos medios materiales. En aguas profundas, las molé
ulas de aguaregresan 
asi al mismo lugar donde se en
ontraban al prin
ipio. En una ola se dis-tinguen dos movimientos: la os
ila
ión del medio movido por la onda, el 
ual es unmovimiento 
ir
ular y la propaga
ión de la onda, que se produ
e porque la energíase transmite 
on ella, trasladando el fenómeno 
on una dire

ión y una velo
idad(velo
idad de la onda).Una 
ara
terísti
a muy importante de las olas marinas, es que 
uanto mayor essu altura mayor es la 
antidad de la energía que se produ
e al extraer del viento, yaque la altura depende de la velo
idad, su persisten
ia en el tiempo y la estabilidad dela dire

ión de este. Por otro lado, las olas que se desplazan sobre aguas profundasdisipan su energía muy lentamente, de forma que al
anzan regiones separadas desu lugar de forma
ión. Hay tres formas que se disipe la energía: una parte puede
onvertirse en 
orriente super�
ial, por fri

ión sobre el aire, por intera

ión 
on la
orteza solida.Una herramienta muy útil 
on la que se pueden estudiar datos de olas marinas,es el análisis del espe
tro, también 
ono
ida 
omo análisis de dominio de fre
uen
iao estima
ión de la densidad espe
tral , es el pro
eso té
ni
o de la des
omposi
ión deuna señal 
ompleja en partes más simples. Como se des
ribió anteriormente, mu
hosde los pro
esos físi
os que se des
ribe mejor 
omo una suma de mu
hos 
omponentesde fre
uen
ia individuales. Cualquier pro
eso que 
uanti�
a las diversas 
antidades(por ejemplo, amplitudes, poten
ias, intensidades, o fases), frente a la fre
uen
iapuede ser llamado análisis de espe
tro. El análisis del espe
tro se puede realizar entoda la señal. Alternativamente, una señal puede ser dividida en segmentos 
ortos yel análisis del espe
tro se puede apli
ar a estos segmentos individuales.Los modelos usuales para olas en mares profundos y 
ondi
iones normales son los1



Introdu

ión 2pro
esos Gaussianos y 
entrados (ver de nuevo [4℄). Estas hipótesis permiten obte-ner modelos manejables, que en mu
has situa
iones resultan ade
uados. La hipótesisde esta
ionaridad permite el uso de té
ni
as de análisis espe
tral de Fourier parael estudio de distribu
ión de energía de la ola en las distintas fre
uen
ias que la
omponen. Este análisis espe
tral está aso
iado a distintas 
ara
terísti
as de interés,
omo por ejemplo la altura signi�
ativa o el período dominante que puede 
al
ular-se a partir de la distribu
ión espe
tral o de sus momentos. El modelo Gaussiano,además de resultar una muy buena aproxima
ión de primer orden, permite obtenerexpresiones explí
itas para mu
has de las distribu
iones de los parámetros que resul-tan importantes para los o
eanógrafos e ingenieros. Sin embargo, ambas hipótesis;esta
ionaridad y Gaussianidad tienen sus limita
iones, una de tales limita
iones esque las 
ara
terísti
as del mar 
ambian brus
amente 
on el tiempo, sin embargo sepuede 
onsiderar que en algún período su�
ientemente prolongado de 
ondi
ionesmeteorológi
as estables, la distribu
ión de la altura del mar no 
ambia 
on el tiempoen algún punto espe
í�
o del espa
io. Otras 
ara
terísti
as fundamentales que 
omohipótesis se requieren para obtener los deseados modelos manejables para datos deolas, es que se requiere que la traye
toria del pro
eso que sigue la ola sea 
ontinua,la ergodi
idad, la 
ual se tradu
e en poder sustituir los valores esperados (teóri
os)por promedios temporales (empíri
os). Estas dos suposi
iones se requieren tambiénpara dedu
ir propiedades importantes del pro
eso que sigue la ola.Como 
onse
uen
ia de la hipótesis de esta
ionaridad, la fun
ión 
ovarianza delpro
eso y el pro
eso mismo tiene una representa
ión espe
tral. En el 
aso de la fun-
ión 
ovarianza, esta representa
ión se obtiene a partir del Teorema de Bo
hner. Ladensidad espe
tral o espe
tro, juega un rol prin
ipal en el estudio de las olas marinasy se interpreta 
omo la distribu
ión de la energía por fre
uen
ias. Esta densidad enuna fun
ión simétri
a y normalmente solo se 
onsidera la parte positiva. La integralde la densidad espe
tral es la varianza del pro
eso y también 
orresponde a la energíatotal presente durante el período de tiempo en 
onsidera
ión. Los momentos espe
-trales, que son los momentos 
al
ulados respe
to a la densidad espe
tral tambiénjuegan un rol importante en esta teoría.De a
uerdo a la evolu
ión del espe
tro de la ola o del 
onjunto de olas, es pre
i-so detallar la té
ni
a que se usará en este trabajo para ajustar modelos ade
uadosbajo las hipótesis anteriores. El pro
edimiento 
onsiste en despre
iar la energía que2



Introdu

ión 3se 
onsidera ruido situada en los extremos y dis
retizar el intervalo restante en unaparti
ión que 
apture la mayor 
antidad posible de 
ara
terísti
as en la evolu
ión dela energía. A 
ada subintervalo de esta parti
ión se le ajusta un modelo ARMA 
uyoorden se determina de a
uerdo a la ACF, PACF y las 
ara
terísti
as aso
iadas a sus
p valores y al valor de la AIC (Akaike Information Criteria) aso
iado. Seguidamen-te, para 
ompletar el análisis de estos modelos univariados, se 
onstruirá un modelove
torial autorregresivo (VAR) el 
ual reúne el 
onjunto 
ompleto de modelos univa-riados tantos 
omo intervalos halla, de tal manera que se pueda obtener informa
iónmás pre
isa a
er
a de la evolu
ión de los espe
tros de las olas [3℄.Este trabajo se estru
turó de la siguiente manera: En el Capítulo 2 se ha
e unresumen de la teoría ne
esaria para tratar 
on el problema en estudio, en el se da unades
rip
ión los modelos ARMA, además de sus 
asos parti
ulares y se estable
en lasdiferen
ias entre distintos tipos de modelos que se presentan y se pueden ajustar.También se de�nen matemáti
amente las hipótesis ne
esarias para poder obtenermodelos ade
uados y manejables para datos de olas marinas. El Capítulo 3 se detallanlos modelos autorregresivos univariados resultantes de las prueblas realizadas 
onlos datos en estudio, apli
ando la té
ni
a antes des
rita para ajustar modelos a laevolu
ión de la energía 
onsiderando una serie de análisis para los datos de maneratal de 
omprobar la vera
idad del orden y tipo de estos modelos ha
iendo uso delsoftware R. Con esta herramienta usando las pruebas estadísti
as y diversas grá�
asse puede 
omprobar que los modelos ajustados son apropiados para dar respuesta al
omportamiento de los datos en estudio para las olas marinas del Mar del Norte.El el Capítulo 4, se in
luyen los resultados más generales y relevantes en el pre-sente trabajo, estos son los modelos ve
toriales autorregresivos 
onstruidos a partirde los modelos univariados, estos modelos ve
toriales se 
onstruyen dos a dos paralos modelos univariados 
ontiguos obtenidos en el 
apítulo anterior, estos vienen aexpli
ar de manera más pre
isas el 
omportamiento de los datos. Tales modelos tam-bién son sometidos a pruebas gra�
as y estadísti
as para validarlos. Finalmente, enel Capítulo ?? se presentan las 
on
lusiones que se derivan del estudio, también seda una perspe
tiva del mismo y se dan las re
omenda
iones 
onsideradas ne
esariaspara ser tomadas en 
uenta en trabajos futuros.

3





Capítulo 1
PRELIMINARES MATEMÁTICOSA 
ontinua
ión se presentan algunas de�ni
iones y resultados teóri
os generalessobre los modelos que estudiamos, pueden 
onsultarse en las referen
ias [1℄, [2℄, [3℄y [4℄.1.1. Series de Tiempo Esta
ionariasEn este punto, se pretende dejar 
laras las de�ni
iones que expli
an la esta
iona-ridad de un pro
eso aleatorio y las de�ni
iones que estas traen 
omo 
onse
uen
ia
omo parte 
omplementaria para entender las propiedades de las olas marinas. Seintrodu
irán los 
on
eptos bási
os ne
esarios para adentrar en el tema de las olasmarinas desde el punto de vista de los pro
esos esto
ásti
os, el 
ual será el enfoqueque tomaremos en este trabajo, pero antes, re
ordaremos unos 
on
eptos ne
esariospara adentrar en el 
ontexto de las olas marinas, el de la fun
ión media, fun
ión
ovarianza, entre otros.De�ni
ión 1.1. La fun
ión media de un pro
eso aleatorio xt se de�ne 
omo

µxt
= E(xt) =

∫

∞

−∞

xft(x)dx (1.1)donde E denota el operador valor esperado usual, ft(x) es la fun
ión de densidadde la variable aleatoria xt, 
uando no exista 
onfusión alguna usaremos µt en vez de
µxt

.De�ni
ión 1.2. La fun
ión auto
ovarianza se de�ne 
omo
γx(s, t) = E[(xs − µs)(xt − µt)] (1.2)para todo t y s. De nuevo, 
uando no haya 
onfusión es
ribimos γ(s, t) en vez de

γx(s, t). 5



CAPÍTULO 1. Preliminares Matemáti
os 6Nótese que γx(s, t) = γx(t, s) para 
ualesquiera t y s. La fun
ión auto
ovarianzamide la dependen
ia lineal entre dos puntos de la serie observada en tiempos diferen-tes. Para s = t la auto
ovarianza se redu
e a la varianza (asumiendo que es �nita),dado que
γx(t, t) = E[(xt − µt)

2] (1.3)De�ni
ión 1.3. La fun
ión auto
orrela
ión (ACF) se de�ne 
omo
ρ(s, t) =

γ(s, t)
√

γ(s, s)γ(t, t)
(1.4)La ACF mide la dependen
ia lineal de la serie en el tiempo t, es de
ir, la de-penden
ia de xt, de los valores de xs. Un resultado 
lási
o en estadísti
a es que

−1 ≤ ρ(s, t) ≤ 1 que se obtiene usando la desigualdad de Cau
hy S
hwarz. Si po-demos prede
ir xt perfe
tamente de xs a través de la rela
ión lineal xt = β0 + β1xs,enton
es la 
orrela
ión será 1 si β1 > 0 y −1 
uando β1 < 0. Así, tenemos una medidaaproximada de la 
apa
idad de prede
ir la serie en el tiempo t a partir del tiempo s.De�ni
ión 1.4. Una serie de tiempo estri
tamente esta
ionaria es aquella parala 
ual, la distribu
ión de probabilidad de toda 
ole

ión de valores
{xt1 , xt2 , ..., xtk}es identi
a a la del 
onjunto

{xt1+h, xt2+h, ..., xtk+h}Esto es
P{xt1 ≤ c1, ..., xtk ≤ ck} = P{xt1+h ≤ c1, ..., xtk+h ≤ ck} (1.5)para todo k = 1, 2, ... y todo tiempo t1, t2, ..., tk, todos los números c1, c2, ..., ck ytodo h ∈ R.La versión de esta
ionaridad en (1.5) es muy fuerte para mu
has apli
a
iones.Es difí
il 
al
ular la esta
ionaridad estri
ta para un sólo 
onjunto de datos. En vezde las 
ondi
iones impuestas sobre todas las posibles distribu
iones de una serie detiempo, usamos una versión débil que impone 
ondi
iones sólo sobre los dos primerosmomentos de las series. Luego, sigue la siguiente de�ni
ión.6



CAPÍTULO 1. Preliminares Matemáti
os 7De�ni
ión 1.5. Una serie de tiempo débilmente esta
ionaria, xt, es un pro
eso
on varianza �nita tal que1. la fun
ión de valor medio, µt de�nida en (1.1) es 
onstante y no depende deltiempo t, y2. la fun
ión 
ovarianza, γ(s, t) de�nida en (1.2) depende de s y t, solo a travésde la diferen
ia |s− t|.Una 
onse
uen
ia de esta de�ni
ión, es que la fun
ión 
ovarianza depende sólodel parámetro h, es de
irDe�ni
ión 1.6. La fun
ión auto
ovarianza de una serie de tiempo esta
io-naria se es
ribe 
omo
γ(h) = E[(xt+h − µ)(xt − µ)] (1.6)De�ni
ión 1.7. La fun
ión auto
orrela
ión (ACF) de una serie de tiempoesta
ionaria se es
ribe de la forma
ρ(h) =

γ(t+ h, t)
√

γ(t + h, t+ h)γ(t, t)
(1.7)Los 
on
eptos antes de�nidos serán usados para determinar 
ara
terísti
as paralos modelos de olas en el presente análisis. Estas 
ara
terísti
as están muy 
one
tadas
on la determina
ión pre
isa de los modelos que se desean hallar, es de
ir, a partirde ellas estaremos en 
apa
idad de de
idir 
uáles son los modelos a utilizar en elestudio.1.2. Modelos ARMAEn esta se

ión se presentan algunos 
on
eptos relativos a los distintos modelosque se pueden ajustar a una serie de tiempo. A 
ontinua
ión se presenta una seriede de�ni
iones que se requieren para entender lo referente a los modelos ARMA, susdistintos tipos y 
asos que pueden presentarse. Los modelos que se tratan 
omo mo-delos ARMA son los modelos autorregresivos (AR) los modelos de media móvil (MA)y la forma 
ombinada de los dos primeros, los modelos ARMA. Dos herramientasfundamentales para el uso de estos modelos son la ACF y la PACF la 
uales determi-nan el orden y el tipo de modelos que debe usarse para los datos en estudio (véase [1℄).7



CAPÍTULO 1. Preliminares Matemáti
os 81.2.1. Modelos AutorregresivosLos modelos autorregresivos están basados en la idea de que los valores pre-sentes de la serie xt pueden ser expli
ados en fun
ión de sus p valores pasados
xt−1, xt−2, ..., xt−p donde p determina el número de pasos en el pasado ne
esariospara expli
ar los valores presentes de la serie de tiempo. En esta se

ión se presentanlos aspe
tos ne
esarios sobre los modelos autorregresivos, los 
uales serán útiles enla de
isión a
er
a del tipo de modelos que se estudian en este trabajo. La dis
usiónpre
edente justi�
a las siguientes de�ni
iones.De�ni
ión 1.8. Un modelo autorregresivo de orden p, abreviado AR(p), esuna serie esta
ionaria de la forma

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + ...+ φpxt−p + wt (1.8)donde xt es esta
ionaria, φi, i = 1, ..., p, (φp 6= 0) son 
onstantes, asumimos wt es unruido blan
o.Observa
ión 1. Si la media de xt es distinta de 
ero, reemplazamos xt por xt − µen la e
ua
ión anterior, es de
ir,
xt − µ = φ1(xt−1 − µ) + φ2(xt−2 − µ) + ... + φp(xt−p − µ) + wto es
ribimos,

xt = α + φ1xt−1 + φ2xt−2 + ... + φpxt−p + wt (1.9)donde α = µ(1− φ1 − ...− φp)Nótese que (1.9) es similar a un modelo de regresión 
lási
o. Una forma usualpara es
ribir los modelos AR(p) es mediante el operador de retardo o ba
kshift([1℄ 
apitulo 2) que se de�ne de la forma
B(xt) = xt−1 (1.10)usando este operador, la e
ua
ión (1.8) se puede es
ribir de la forma

(1− φ1B − φ2B
2 − ...− φpB

p)xt = wt (1.11)o en forma 
ompa
ta,
φ(B)xt = wt (1.12)8
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os 9siendo φ(B) = 1−φ1B−φ2B
2−...−φpB

p. De (1.12) se pueden obtener las propiedadesde φ(B), formalmente para φ(B) se tiene la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 1.9. El operador autorregresivo esta de�nido 
omo
φ(B) = 1− φ1B − φ2B

2 − ...− φpB
p (1.13)Consideremos el modelo de primer orden, AR(1), dado por xt = φxt−1 + wt.Iterando ha
ia atrás k ve
es, tenemos

xt = φxt−1 + wt = φ(φxt−2 + wt−1) + wt

= φ2xt−2 + φwt−1 + wt

=
...

= φkxt−k +
k−1
∑

j=0

φjwt−jEste método sugiere que, si 
ontinuamos ha
ia atrás y además tenemos que |φ| < 1y xt es esta
ionaria, podemos representar un modelo AR(1) 
omo un pro
eso linealdado por
xt =

∞
∑

j=0

φjwt−j (1.14)El AR(1) de�nido en (1.14) es esta
ionario 
on media
E(xt) = 0y fun
ión de auto
ovarianza,

γ(h) = cov(xt+h, xt) =
σ2
wφ

h

1− φ2
, h ≥ 0 (1.15)Para más detalles vease [1℄1.2.2. Modelos de Medias Móviles (MA)Estos pro
esos son aquellos que se estru
turan estable
iendo una rela
ión de de-penden
ia entre la variable que se modela y el ruido wt. Si existe un sólo términode ruido blan
o, enton
es el pro
eso será de orden 1, si en 
ambio existe una 
om-bina
ión lineal de q términos de ruido blan
o, el pro
eso es denominando MA(q).A 
ontinua
ión se presenta una pequeña reseña a
er
a de las de�ni
iones para estetipo de pro
esos. 9
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os 10De�ni
ión 1.10. El modelo de media móvil de orden q o modelo MA(q) sede�ne 
omo
xt = wt + θ1wt−1 + θ2wt−2 + ...+ θqwt−q (1.16)donde existen q términos para la media móvil y θ1, ..., θq (θq 6= 0) son parámetros. Elruido wt se asume 
omo ruido blan
o.También podemos es
ribir el pro
eso MA(q) en forma equivalente

xt = θ(B)wt (1.17)usando la siguiente de�ni
iónDe�ni
ión 1.11. El operador de media movil es
θ(B) = 1 + θ1B + θ2B

2 + ... + θqB
q (1.18)El pro
eso de medias móviles es esta
ionario para 
ualquier valor de los paráme-tros θ1, ..., θq.1.2.3. Modelos Autorregresivos 
on Media MóvilAhora pro
edemos 
on el desarrollo de modelos autorregresivos, media móvil, yuna mez
la de media móvil autorregresivo (ARMA) para series de tiempo esta
iona-rias.De�ni
ión 1.12. Una serie de tiempo {xt : t = 0,±1,±2, ...} es ARMA(p, q), si esesta
ionaria y,

xt = φ1xt−1 + ...+ φpxt−p + wt + θ1wt−1 + ... + θqwt−q (1.19)
on φp 6= 0 , θq 6= 0 y σ2
w > 0. Los parámetros p y q son llamados órdenes autorre-gresivo y de media móvil, respe
tivamente.Si xt tiene media µ 6= 0, ponemos α = µ(1−φ1− ...−φp) y es
ribimos el modelo
omo

xt = α+ φ1xt−1 + ...+ φpxt−p + wt + θ1wt−1 + ...+ θqwt−q (1.20)A menos que se indique lo 
ontrario, {wt : t = 0,±1,±2, ...} es un ruido gaussiano.10
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os 11Observa
ión 2. Cuando q = 0 obtenemos el modelo autorregresivo de orden p,
AR(p), 
uando p = 0, obtenemos el modelo de media móvil de orden q, MA(q).Para investigar los modelos ARMA será muy útil usar el operador AR, (1.13), y eloperador MA, (1.18), el modelo ARMA(p, q) en (1.19) se es
ribe en forma 
on
isa
omo

φ(B)xt = θ(B)wtExisten algunas di�
ultades al tratar 
on modelos ARMA en general, los siguien-tes problemas se presentan a la hora de tratar 
on estos modelos:1. Parámetros redundantes del modelo.2. Modelos AR esta
ionarios que dependen del futuro, y3. Modelos MA que no son úni
osPara solu
ionar estos problemas, requerimos algunas restri

iones adi
ionales sobreel modelo. Primero se presentan las siguientes de�ni
iones,De�ni
ión 1.13. Los polinomios AR y MA estan de�nidos 
omo
φ(z) = 1− φ1z − ...− φpz

p, φp 6= 0 (1.21)y
θ(z) = 1 + θ1z + ...+ θqz

q, θq 6= 0 (1.22)respe
tivamente, donde z ∈ CPara resolver los problemas enumerados anteriormente, nos tenemos que referiral modelo ARMA(p, q) en su forma simple, es de
ir, ademas de su de�ni
ión original(1.19) también requerimos que al 
onstruir los polinomios φ(z) y θ(z) provenientesde xt no tengan fa
tor en 
omún o que no de�nan un modelo ARMA(p, q).Por otro lado, para el problema de modelos dependientes del futuro, formalmenteintrodu
imos el 
on
epto de 
ausalidadDe�ni
ión 1.14. Un modelo ARMA(p, q) φ(B)xt = θ(B)wt se di
e 
ausal, si laserie de tiempo xt, t = 0,±1,±2, ... se puede es
ribir 
omo un pro
eso lineal,11
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xt =

∞
∑

j=0

ψjwt−j = ψ(B)wt (1.23)donde ψ(B) =
∑

∞

j=0 ψjB
j y ∑∞

j=0 |ψj | <∞, ponemos ψ0 = 1En general, la 
ausalidad 
umple las siguientes propiedades,Propiedad 1 (Causalidad de un modelo ARMA(p, q)). Un modelo ARMA(p, q) es
ausal sí y solo sí φ(z) 6= 0 para |z| ≤ 1. Los 
oe�
ientes del pro
eso lineal dado en(1.23) pueden ser determinados resolviendo
ψ(z) =

∞
∑

j=0

ψjz
j =

θ(z)

φ(z)
, |z| ≤ 1Una manera de expresar la propiedad anterior, es que un pro
eso ARMA es
ausal solo 
uando las raí
es de φ(z) permane
en fuera del 
ír
ulo unitario, esto es,

φ(z) = 0 sólo 
uando |z| > 1. Finalmente, para resolver el problema de uni
idad,es
ogemos el modelo que permite una representa
ión autorregesiva in�nita.De�ni
ión 1.15. Un modelo ARMA(p, q), φ(B)xt = θ(B)wt, se di
e invertible, sila serie de tiempo {xt}, t = 0± 1,±2, ... puede es
ribirse 
omo
π(B)xt =

∞
∑

j=0

πjxt−j = wt (1.24)donde π(B) =
∑

∞

j=0 πjB
j y ∑∞

j=0 |πj | <∞; ponemos π0 = 1Analogamente a la propiedad anterior, tenemos la siguiente propiedadPropiedad 2 (Invertibilidad de un pro
eso ARMA(p, q)). Un modelo ARMA(p, q)es invertible, sí y sólo sí, θ(z) 6= 0 para |z| ≤ 1. El 
oe�
iente πj de φ(B) dado en(1.24) puede ser determinado resolviendo
φ(z) =

∞
∑

j=0

πjz
j =

φ(z)

θ(z)
, |z| ≤ 11.2.4. Sobre la Transforma
ión de Box-CoxMu
has series temporales presentan tenden
ia, esta
ionaridad, variabilidad que
re
e 
on su nivel y 
omponentes deterministas (valores atípi
os, entre otros). Una12
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os 13forma para eliminar este tipo de 
ara
terísti
a que se utiliza entre mu
has otras, esla transforma
ión de Box-Cox. Esta transforma
ión se 
ara
teriza por un parámetro
λ que dependiendo de este valor la transforma
ión es ne
esaria su apli
a
ión o no.Cuando es apli
able, se debe a que los datos en estudio provienen de una distribu
iónnotablemente asimétri
a y se apli
a la transforma
ión para indu
ir normalidad enlos datos y redu
ir la desvia
ión estándar de la serie. Otro 
aso en el 
ual la trans-forma
ión de Box-Cox se apli
a es 
uando esta presente en el 
omportamiento de los
uantiles el fenómeno de hetero
edasti
idad, el 
ual ha
e que estos se 
omporten deforma que por un lado son 
ón
avos y por el otro toman un 
omportamiento 
onvexo.La transforma
ión de poten
ia propuestas en 1964 por Box y Cox, así tambiénllamada, 
onsiste en determinar un parámetro λ para el 
ual se estable
en 
iertas
ondi
iones, puesto que de a
uerdo al valor de este parámetro se puede de
idir el usoo no de la transforma
ión en una serie de datos. Matemáti
amente, la transforma
iónde Box-Cox se de�ne 
omo sigue

yt =

{

xλ
t −1

λ
, λ 6= 0

ln xt, λ = 0. (1.25)El valor de λ juega un papel fundamental en la e
ua
ión anterior. Al apli
ar latransforma
ión de Box-Cox a un 
onjunto de datos para λ ≈ 1 no es ne
esaria laapli
a
ión de la transforma
ión a estos datos, pero para λ 6= 1 es ne
esario apli
arla transforma
ión a la serie de datos.El objetivo prin
ipal en el análisis de la transforma
ión de Box-Cox es ha
er inferen-
ia sobre el parámetro λ. Esta inferen
ia se ha
e por dos vías, el método de MáximaVerosimilitud el 
ual es el más 
omún y fá
il de usar y el otro método también usadoes el Bayesiano.1.3. Modelos Ve
toriales Autorregresivos (VAR)Mu
has series de tiempo surgen en la prá
ti
a 
omo 
omponentes de alguna seriede tiempo a valores ve
toriales (multivariada) {Xt} teniendo, no solo dependen
iaserial 
on 
ada 
omponente de la serie {Xti} sino también interdependen
ia entre lasdiferentes 
omponentes de la serie {Xti} y {Xtj}, i 6= j. Mu
ha de la teoría de lasseries de tiempo univariadas se extiende de manera natural al 
aso multivariado, sinembargo surgen algunos problemas. 13
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os 14En esta se

ión generalizaremos los 
on
eptos de la Se

ión 1.2, de manera que po-damos ver ahora los modelos antes de�nidos de manera ve
torial, además de ver lamanera en que las 
omponentes ve
toriales intera
túan. Permitámonos ahora intro-du
ir algunas de�ni
iones ne
esarias para pre
isar algunas otras ideas a 
ontinua
ión,para mayores detalles véase [2℄.De�ni
ión 1.16. Una serie multivariada {Wt} es llamada ruido blan
o 
on me-dia 0 y matriz de 
ovarianza Σ, es
ribimos
{Wt} ∼ iid(0,Σ)sí los ve
tores aleatorios {Wt} son independientes e identi
amente distribuidos 
onmedia 0 y varianza Σ1.3.1. Pro
esos Multivariados ARMAComo en el 
aso univariado, podemos de�nir una 
lase muy usada de pro
esosesta
ionarios multivariados {Xt}, requiriendo que este satisfaga un 
onjunto de e
ua-
iones en diferen
ia lineales 
on 
oe�
ientes 
onstantes. La serie multivariada de laDe�ni
ión 1.16 es un elemento fundamental para la 
onstru

ión de estos pro
esos

ARMADe�ni
ión 1.17. {Xt} es un pro
eso ARMA(p, q), si {Xt} es esta
ionaria y si paratodo t, Xt − Φ1Xt−1 − ...− ΦpXt−p = Wt +Θ1Wt−1 + ... +ΘqWt−q (1.26)donde {Wt} ∼ N(0,Σ). Análogamente a los pro
esos univariados {Xt} es un pro
eso
ARMA(p, q) 
on media µ si {Xt − µ} es un pro
eso ARMA(p, q)La e
ua
ión (1.26) puede ser es
rita en forma 
ompa
ta 
omo

Φ(B)Xt = Θ(B)Wt, Wt ∼ N(0,Σ) (1.27)donde Φ(z) := I − Φ1z − ...− Φpz
p y Θ(z) := I +Θ1z + ...+Θqz

q son matri
es 
onvalores polinomiales, I es una matriz identidad de m × m y B denota el operadorusual ba
kshift o de retardo.(Cada 
omponente de las matri
es Φ(z) y Θ(z) es unpolinomio 
on 
oe�
ientes reales y grado menor o igual a p, q respe
tivamente).Para dar una idea de este tipo de modelos presentamos explí
itamente a 
onti-nua
ión el modelo AR(1) en dimensión 214
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os 15Ejemplo 1.1. Ha
iendo p = 1 y q = 0 en (1.26) se obtiene la siguiente e
ua
iónXt = ΦXt−1 +Wt, Wt ∼ N(0,Σ) (1.28)donde, Xt =

(

yt

zt

)

, Φ =

(

φ11 φ12

φ21 φ22

)

, Wt =

(

wy,t

wz,t

) (1.29)En este 
aso, usando el operador ba
kshift la e
ua
ión (1.26) se puede es
ribir
omo
(I − ΦB)Xt = Φ(B)Xt = Wt (1.30)donde Φ es una matriz polinomial de orden 1 y I es la matriz identidad de orden

2 × 2. Un pro
eso V AR(1) puede ser extendido de manera natural a un pro
eso
V AR(p) para n series de tiempo puede de�nirse de manera análoga de la forma(1.29) en el 
ual I será enton
es una matriz identidad de orden n × n, Φ es unpolinomio de matri
es n× n de parámetros, Xt es una matriz de n× 1 de variablesde las series de tiempo y Wt es un ruido blan
o multivariado. Para un modelo VAR,la e
ua
ión 
ara
terísti
a está dada por el determinante de una matriz. Análogo alo que o
urre 
on los modelos AR, un modelo V AR(p) es esta
ionario, si las raí
esdel determinante |Φ(x)| todas ex
eden la unidad en valor absoluto. Para un modelo
V AR(1) en dimensión 2 el determinante esta dado por:

det

(

1− φ11x −φ12x

−φ21x 1− φ22x

)

= (1− φ11x)(1− φ22x)− φ12φ21x
2 (1.31)Fá
ilmente podemos extender este pro
edimiento a un modelo V AR(p), para másdetalles 
onsultese alguna de las referen
ias 
itadas, por ejemplo [3℄.1.4. Análisis de Ajuste de Modelos según Box y JenkinsEl enfoque que propor
ionan Box, Jenkins y Reinsel (1994) para la 
onstru

iónde modelos para series temporales puede resumirse en el siguiente esquema

15
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Figura 1.1: Esquema de Box, Jenkins y Reinsel.La tarea es enton
es identi�
ar la 
lase de submodelo ARMA que pueda ser usadopara representar una serie temporal. Para ello, se pueden seguir los siguientes pasos:1. Diferen
iar {Xt} tantas ve
es 
omo sea ne
esario para produ
ir esta
ionaridad,
on lo 
ual esperamos redu
ir el modelo en estudio a un modelo ARMA.2. Identi�
ar el pro
eso ARMA resultante.Las prin
ipales herramientas para este �n serán la fun
ión de auto
orrela
ióny la fun
ión de auto
orrela
ión par
ial estimadas:
rk =

∑n
t=k+1(Xt − X̄)(Xt−k − X̄)

∑n
t=1(Xt − X̄)2Si la serie es aleatoria, la distribu
ión de referen
ia de rk puede ser derivada(usando la distribu
ión normal 
omo distribu
ión de los residuos, suponiendoque estos 
orresponden a ruido blan
o).3. Estimar los parámetros del modelo elegido para los modelos ARIMA, la esti-ma
ión se ha
e usualmente por máxima verosimilitud.4. Diagnósti
o del modelo. Para ello, se emplean los residuos del ajuste. En efe
to,si el modelo es ade
uado, esperaríamos que los residuos se 
omporten 
omo un16
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o gaussiano. La presen
ia de auto
orrela
ión o de falta de esta
io-naridad en los residuos impli
a que el modelo no es ade
uado.En general, el análisis de los residuos in
luye:Grá�
o de los residuos vs. el tiempo. Este grá�
o permite identi�
ar va-lores atípi
os, falta de homogeneidad en la varianza y la presen
ia deestru
turas en el tiempo.Análisis de la fun
ión de auto
orrela
ión de los residuos. Sean ρ̂k las auto-
orrela
iones estimadas para los residuos. Si el modelo es ade
uado, los ρ̂kdeberían ser no 
orrela
ionados y aproximadamente normales 
on media
ero y varianza n−1. Por lo tanto, la presen
ia de auto
orrela
iones gran-des indi
a que el modelo puede ser inade
uado. Sin embargo es ne
esariotener 
autela a la hora de analizar estas auto
orrela
iones ya que pue-de probarse que para retardo pequeño n−1 puede sobrestimar la varianzareal, 
on lo 
ual señales de falta de ajuste pudieran pasar desaper
ibidasPrueba de hipótesis sobre las auto
orrela
iones. En lugar de examinar los
ρ̂k individualmente, es útil basar una prueba de diagnósti
o en un 
onjuntode auto
orrela
iones (típi
amente entre 10 y 20). Se de�ne el estadísti
ode Box-Pier
e (también llamado portmanteau) 
omo

Q = n

K
∑

k=1

ρ̂2kdonde K es el máximo número de retardos y n es el número de obser-va
iones usadas para el 
ál
ulo de las verosimilitudes (nótese que n seredu
e en 1 por 
ada diferen
ia). Si el modelo ajustado es apropiado, esteestadísti
o se distribuye aproximadamente χ2
K−r donde r es el número deparámetros ajustados por el modelo.Sin embargo, eviden
ias empíri
as señalan que los valores de Q tienden aser algo más pequeños que lo esperados bajo la distribu
ión χ2. Por estarazón Ljung y Box proponen la forma modi�
ada del estadísti
o:

Q̃ = n(n + 2)

K
∑

k=1

(n−K)−1ρ̂2k17
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os 181.4.1. Identi�
a
ión y Comportamiento de la ACF PACFEn lo que sigue, se estable
e una manera de identi�
ar el tipo de modelo ARMAha
iendo uso de la fun
ión de auto
orrela
ión y auto
orrela
ión par
ial, las 
ualesson una herramienta útil en la dete

ión del tipo de modelo que es ade
uado en unestudio
ACF PACF

AR(p) Mu
hos 
oe�
ientes no nulos que p primeros 
oe�
ientes node
re
en 
on la distan
ia y los retardos nulos y el resto 
ero.
omo suma de exponien
iales y senos
MA(q) q primeros 
oe�
ientes no nulos Mu
hos 
oe�
ientes no nulos quey el resto 
ero. de
re
en 
on la distan
ia y los retardos
omo suma de exponien
iales y senos

ARMA(p, q) De
re
imiento lento ha
ia 
ero. De
re
imiento lento ha
ia 
ero.1.5. Sobre el Teorema de Bo
hner y la Representa
ión Espe
-tral.En esta se

ión introdu
iremos 
on
eptos aso
iados a la representa
ión espe
tralde pro
esos aleatorios, en parti
ular de�niremos los 
on
eptos ne
esarios para pro
e-sos débilmente esta
ionarios, estos de�nidos en la Se

ión 2.1 de este 
apítulo. Parapro
esos Gaussianos a valores reales la fun
ión media y 
ovarianza de�nen todaslas distribu
iones �nito-dimensionales y así la distribu
ión 
ompleta del pro
eso. Sinembargo, la representa
ión espe
tral requiere pro
esos a valores 
omplejos, por lo quese ne
esita de�nir la estru
tura de 
orrela
ión entre la parte real e imaginaria delpro
eso. Nos dedi
aremos a de�nir la representa
ión espe
tral para pro
esos realespuesto que estos son de interés en este trabajo, las distintas interpreta
iones quepueden darse al espe
tro o representa
ión espe
tral pueden hallarse 
on detalles en[4℄, [6℄. Mostraremos las más importantes para dar una idea de lo que se puede ha
eren el estudio de olas 
ono
iendo la distribu
ión espe
tral.18
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os 191.5.1. Fun
ión Covarianza para Pro
esos Reales.Para un pro
eso a valores reales, la fun
ión 
ovarianza r(τ) esta determinada portodas las 
ovarianzas entre x(t1), ..., x(tn)
Σ(t1, ..., tn) =









r(0) r(t1 − t2) ... r(t1 − tn)... ... . . . ...
r(tn − t1) r(tn − t2) . . . r(0)









(1.32)1.5.2. Fun
iones De�nidas No-negativas.Esta es una propiedad 
ara
terísti
a úni
a de una fun
ión 
ovarianza que esno-negativa en el siguiente sentido: Sean t1, ..., tn un 
onjunto �nito de puntos en eltiempo y se toman números 
omplejos arbitrarios a1, ..., an. Enton
es, por simpli
idadasumiendo que E(xt) = 0,
n
∑

j,k

ajakr(tj − tk) = E(ajx(tj)akx(tk)) (1.33)
= E|

n
∑

j=1

x(tj)|2 ≥ 0 (1.34)Teorema 1.1. Cualquier fun
ión de�nida no-negativa, posiblemente 
ompleja r(τ)es la fun
ión 
ovarianza para un pro
eso Gaussiano estri
tamente esta
ionario. Así,la 
lase de fun
iones 
ovarianza es igual a la 
lase de fun
iones de�nidas no-negativas.La prueba de este teorema esta disponible en [6℄1.5.3. El Teorema de Bo
hner y la Distribu
ión Espe
tral.1.5.4. La Distribu
ión Espe
tral.Hemos visto que la fun
ión 
ovarianza para pro
esos esta
ionarios es 
ara
teriza-da por propiedades de�nida no-negativas. También 
ono
emos que la fun
ión 
ova-rianza es la transformada de Fourier de su distribu
ión espe
tral, ahora formulamosesto en un teorema, la prueba puede verse también en [6℄Teorema 1.2 (Teorema de Bo
hner). Una fun
ión 
ontinua r(t) es de�nida no-negativa y así una fun
ión 
ovarianza, si y solo si, existe una fun
ión real F (ω)19
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os 20no-de
re
iente, 
ontinua por la dere
ha y a
otada, tal que,
r(t) =

∫

∞

−∞

eiωtdF (ω) =

∫

∞

−∞

cos(ωt)dF (ω)La fun
ión F (ω) es la fun
ión de distribu
ión espe
tral del pro
eso y tiene todas laspropiedades de una distribu
ión de probabilidad ex
epto que F (+∞)−F (−∞) = r(0)no ne
esariamente es igual a 1. La fun
ión F (ω) es de�nida salvo por una 
onstanteaditiva y usualmente se toma F (−∞)La prueba este teorema se puede hallar en [6℄.En lo que sigue, mostramos las 
onse
uen
ias que traen en Teorema de Bo
hnerpara el estudio de olas marinas y sobre todo los múltiples usos que tiene el espe
troen el estudio de olas marinas. Daremos un resumen de las 
ara
terísti
as más im-portantes que se obtienen a través del espe
tro, 
omo la altura signi�
ativa, modelosde banda an
ha y estre
ha, entre otros, además desta
amos la importan
ia de losmomentos espe
trales para dar más fuerza a la existen
ia de la regularidad de latraye
toria, estudiada en la próxima se

ión. Para más detalles se pueden 
onsultaren [5℄, [4℄.1.5.5. Conse
uen
ias del Teorema de Bo
hnerSi la fun
ión 
ovarianza es integrable, enton
es la formula anterior es invertible
F (ω) =

2

π

∫

∞

0

cos(ωt)r(t)dtUsando la representa
ión espe
tral tenemos
r′(t) =

∫

∞

−∞

−ω sin(ωt)dF (ω)

r′′(t) =

∫

∞

−∞

−ω2 cos(ωt)dF (ω)en parti
ular
r′′(0) = −

∫

∞

−∞

ω2dF (ω)Esta integral se 
ono
e 
omo el segundo momento espe
tral :
m2 =

∫

∞

−∞

ω2dF (ω) = −r′′(0)20
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iable dos ve
es, enton
es
m2 =

∫

∞

−∞

ω2dF (ω) = ∞La existen
ia del segundo momento espe
tral esta aso
iado a la regularidad de latraye
toria que sigue el pro
eso. Cuando m2 < ∞ la fun
ión 
ovarianza tiene elsiguiente desarrollo 
er
a del origen
r(h) = σ2 − m2h

2

2
+O(h)Es posible mostrar que m2 < ∞ sí y sólo sí el pro
eso aleatorio M es diferen
iableen media 
uadráti
a, es de
ir, si existe un pro
eso M ′(t) tal que

M(t + h)−M(t)

h
→M ′(t) en L2y enton
es

E(M ′(t)) = 0 y V ar(M ′(t)) = −r′′(0) = m2

M ′(t) es Gaussiano, adémas independiente de M(t) y tiene fun
ión 
ovarianza
Cov(M ′(t),M ′(t+ h)) = −r′′(h)La densidad 
onjunta de M y M ′ es

p(u, z) =
1

2πσ
√
m2

exp{−1

2
(
u2

σ2
+
z2

m2
)}En el estudio de olas marinas el espe
tro juega un rol fundamental y se interpreta
omo la distribu
ión de la energía, observemos que

r(0) = V ar(X(t)) =

∫

∞

−∞

f(ω)dωde modo que la varianza del pro
eso, representa la energía total. El espe
tro essimétri
o y sólo se 
onsidera la parte positiva y se renormaliza multipli
andolo por2.Para estudiar los espe
tros, lo usual es utilizar la densidades espe
trales típi
as quedependen de algunos parámetros que deben ser estimados en 
ada 
aso. Esto permite
omparar resultados obtenidos bajo diferentes hipótesis y una ventaja es que los21
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al
ulos involu
rados se simpli�
an. Los dos tipos de espe
tros más 
omunes son elde Pierson-Mostkowitz
f(ω) =

g2α

ω5
e−β(

ωp

ω
)4 para 0 ≤ ω ≤ ωmax
on fre
uen
ia modal ωp. Y el espe
tro JONSWAP (JOint North-Sea WAve Proje
t)de�nido por

f(ω) =
g2α

ω5
e−β(

ωp

ω
)4 × γexp[−(1−ω/ωp)2/2σ2

ω ]donde σω = 0,07, para ω < ωp, σω = 0,09 para ω > ωp.En mu
has o
asiones estas formulas no des
riben 
on mu
ha pre
isión a los es-pe
tros reales, por lo que mu
has ve
es es 
onveniente 
ombinar estas para poderlograr espe
tros más realistas. Esto es lo que o
urre 
uando el viento lo
al in�uye enlas olas, que es la prin
ipal fuente de irregularidad, este fenomeno se 
ono
e 
omoswell, en este 
aso el espe
tro es la mez
la de los espe
tros individuales.1.6. Cara
terísti
as de las Olas.1.6.1. Altura Signi�
ativa.La medida más importante de la severidad del mar es la altura signi�
ativa.Esta medida intenta hallar la altura de las olas más altas que pueden hallar en unperiodo de tiempo razonable. El término signi�
ativa signi�
a que esta altura essu�
ientemente alta 
omo para surtir efe
tos sobre bar
os o estru
turas 
olo
adas enel o
éano.De�ni
ión 1.18. La altura signi�
ativa de un estado del mar se de�ne 
omo
Hm0

= 4
√

V ar(M(t))Cabe desta
ar que han habido mu
hos intentos en en
ontrar una de�ni
ión apro-piada para la altura signi�
ativa del mar, 
omenzando 
on observa
iones visualesdesde bar
os hasta medidas mas pre
isas realizadas 
on boyas marinas. La de�ni
iónanterior, es la más a
eptada.1.6.2. Cara
terísti
as Basadas en Cru
es Nivel Medio.Esta 
ara
terísti
a también tiene mu
has de�ni
iones. La de�ni
ión más usualesta basada en los 
ru
es del 
ero. Consideremos M(t) 
omo el pro
eso que modela22
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os 23las olas en un punto del espa
io; M(t) representa la altura sobre el nivel mediodel mar. Supongamos que M(t) 
ruza este nivel medio ha
ia abajo en los instantes
t1, t2, ..., tn. El tiempo entre dos 
ru
es su
esivos del nivel medio ha
ia abajo de�nenel período de la ola, usaremos la nota
ión Td,k:

Td,k = tk+1 − tkLa distan
ia verti
al entre el máximo y el mínimo valor del pro
eso en este intervalose de�ne 
omo la altura de la ola. Usamos la nota
ión Hd,k.

Figura 1.2: Altura media del marUna 
resta aC es el máximo valor de M para t en un intervalo de tiempo entredos 
ru
es su
esivos ha
ia abajo del nivel medio tk < t < tk+1. De manera similarun seno aS es el (valor absoluto del) valor mínimo en el mismo intervalo de tiempo.Para distinguir diferentes 
restas y senos en intervalos su
esivos se usa la nota
ión
(aC,k, aS,k).1.6.3. Cara
terísti
as Basadas Extremos Su
esivos.Supongamos que la ola tiene una su
esión de mínimos lo
ales (Mm,k) y máximoslo
ales 
onse
utivos (MM,k). Una ola min −max es el par (Mm,k,MM,k) de valoresmínimos y máximos 
onse
utivos. La altura de la ola min-max es la diferen
ia entreestos valores mientras que el período min-max es la diferen
ia de tiempos 
orrespon-dientes. De manera similar se de�nen las olas max-max y min-min.23
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Figura 1.3: Extremos Su
esivos.1.6.4. Momento Espe
tral de Orden nEl momento espe
tral de orden n se de�ne 
omo
mn =

∫

∞

0

ωnf(ω)dω.En los parrafos anteriores hemos di
ho que la existen
ia del segundo momento espe
-tral esta rela
ionado 
on la regularidad de la traye
toria para pro
esos Gaussianos.En general, la existen
ia de los momentos de orden superior esta aso
iada a unamayor regularidad de la traye
toria.Los momentos espe
trales no son los úni
os parámetros aso
iados a la densidadespe
tral de interés en el estudio del mar. En términos de los momentos espe
tralesla altura signi�
ativa es
Hm0

= 4
√

V ar(M(t)) = 4
√
m0.A partir del espe
tro, vemos que la fre
uen
ia media esta dada por

m1

m0Si el espe
tro está 
on
entrado alrededor de una fre
uen
ia dominante, la fre
uen
iamedia da el período medio. Otra 
ara
terísti
a de interes son
ωi,j =

√

mi

mj24
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ho espe
tral que se de�ne 
omo
ǫ =

√

1− m2
2

m0m4
=

√

1−
(

ω2,0

ω4,2

)2Re
ordemos que σ2 es el área bajo la densidad espe
tral, de modo que si 
ono
emosla densidad espe
tral podemos ha
er predi

ión sobre la altura de la ola.1.6.5. Modelo de Banda Estre
ha.Supongamos que el pro
eso que representa la altura de la ola es aproximadamentesunisoidal:
X(t) = a(t) cos(ω0t + ε(t))donde a(t) es la amplitud, ε(t) es la fase y ω0 es la fre
uen
ia donde se 
on
entra elespe
tro. Tanto a(t) 
omo ε(t) varían aleatoriamente 
on el tiempo t pero lentamente;la velo
idad es mu
ho menor que ω0. Así

X ′(t) = a′(t) cos(ω0t+ε(t))−a(t)(ω0+ε
′(t)) sin(ω0t+ε(t)) ≈ −a(t)ω0 sin(ω0t+ε(t))Por lo tanto, la distribu
ión 
onjunta de X y X ′/ω0 es

f(x,
x′

ω0
) =

1

2πσ2
exp

{

−1

2

(

x2 +
x′

ω0

)2}A partir de aquí, podemos obtener la densidad 
onjunta de a y ε
f(a, ε) =

1

2πσ
aε−a2/2σ2

0 ≤ a ≤ ∞, 0 ≤ ε ≤ 2π1.6.6. Modelo de Banda An
ha.Para los pro
eso de banda estre
ha, la traye
toria tiene un sólo máximo 
adamedio 
i
lo el 
ual determina la amplitud. Si el pro
eso no es de banda estre
hapuede haber varios extremos durante el medio 
i
lo determinado por 
ru
es su
esivosde nivel 
ero. Si eliminamos la restri

ión de que el pro
eso es de banda estre
ha,podemos tener ahora máximos positivos y negativos.Supongamos que el pro
eso tiene traye
torias 
ontinuamente diferen
iables. Elpro
eso X tiene un máximo en t0 sí y sólo si, X ′ tiene un 
ru
e ha
ia abajo en t0,una 
antidad de resultados pueden obtenerse a partir de los resultados para 
ru
esha
ia abajo. 25
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os 26Para asegurar que X tiene sólo un número �nito de máximos en un intervalo�nito de tiempo basta pedir que
m4 =

∫

∞

−∞

x4dF (x) = r4(0) <∞Si m4 < ∞ tiene segunda derivada (en media 
uadráti
a) y X(t), X ′(t), X ′′(t) son
onjuntamente Gaussianos y 
on matriz de 
ovarianza








m0 0 −m2

0 m2 0

−m2 0 m4







Si m4 <∞ tenemos
Cov(X ′(t), X ′(t+ h)) = −r′′(h) = m2 −

m4

2
h2 + o(h2) (h→ 0)y si normalizamos

Cov

(

X ′(t)√
m2

,
X ′(t+ h)√

m2

)

= −r′′(h) = 1− m4

2m2
h2 + o(h2) (h→ ∞)Llamamos N ′(t) al número de máximos lo
ales en [0,∞) para X(t), que es igual alnúmero de 
ru
es ha
ia abajo del nivel 
ero de X ′(t) y a partir de la formula de Ri
e[5℄ obtenemos que

E(N ′(t)) =
T

2π

(

m4

m2

)2Sea ahora N ′

u(T ) el número de máximos lo
ales de X(t), 0 < t < T 
on altura mayorque u.Proposi
ión 1.1. Sea X(t) 
on traye
torias 
ontinuamente diferen
iables, 
on se-gunda derivada X ′′(t) en media 
uadráti
a que satisfa
e V ar(X ′′(t)) = m4 < ∞ ytal que X(t), X ′(t) y X ′′(t) tienen distribu
ión no singular, enton
es
E(N ′

u(T )) = T

∫

∞

u

∫

∞

−∞

|z|p(x, 0, z)dzdxdonde p(x, y, z) es la densidad 
onjunta de X(t),X ′(t) y X ′′(t). Además si X estanomalizada
E(N ′

u(T )) =
T

2π

[(

m4

m2

)1/2(

1− φ

(

u(
m4

D
)1/2
)

+ (2π)1/2φ(u)Φ

(

um2

D1/2

))]26
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os 27Lamamos s1, s2, ..., sN ′ los instantes en los 
uales o
urren losN ′ = N ′(T )máximoslo
ales en [0,∞] y sean s′i los instantes de los mínimos, indexados de modo que si <
s′i < si+1 los valores X(s1), X(s′1), X(s2), ... representan las amplitudes aparentes
X(s1)−X(s′i) en las alturas de la ola aparentes.Observemos que

max(X(s1), X(s2), ..., X(sN ′)) = sup{X(t), s1 < t < sN ′}que es igual a M(t) = sup{X(t), t < 0 < T} si M(t) no se al
anza en 0 ni en T .Bajo las hipótesis anteriores, si V ar(X(t)) = m0, ha
iendo una normaliza
ión enla e
ua
ión anterior y usando la siguiente nota
ión
ν =

1

2π

(

m2

m0

)1/2

ν ′ =
1

2π

(

m4

m2

)1/2

ε =

(

1− ν

ν ′

)1/2

=

(

1− m2
2

m0m4

)1/2obtenemos
E(N ′

u(T )) = T

[

ν ′
(

1− Φ

(

u

ε
√
m0

))

+ ν exp(
u2

2m0
)Φ

(

uνm2

εν ′
√
m0

)]El número esperado de máximos es Tν ′ y podemos 
onsiderar el 
o
iente E(N ′

u(T ))/Tν
′
omo una aproxima
ión de la probabilidad de que un máximo lo
al esté por en
imadel nivel u > 0. De�nimos la fun
ión

Fmax(u)1−
E(N ′

u(1))

ν ′que es una fun
ión de distribu
ión. La densidad 
orrespondiente es
fmax(u) =

ε√
m0

φ

(

u

ε
√
m0

)

+

(

1− ε2

m0

)1/2
u√
m0

exp(
−u2
2m0

)Φ

(

u(1− ε2)1/2

ε
√
m0

)Si el pro
eso es ergódi
o
N ′

u(T )

N ′(T )
→ 1− Fmax(u)
on probabilidad 1 de modo que Fmax(u) es el límite de la distribu
ión empíri
a delas amplitudes aparentes. La forma de la distribu
ión depende del an
ho espe
tral

ε = (1− m2

m0m4

)1/2. Valores pequeños de ε 
orresponden a espe
tros de banda estre
ha.En parti
ular, si ε = 0 obtenemos la distribu
ión de Rayleigh
u

m0
exp{−u

2

2m0
}27
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ión Gaussiana trun
ada en 0
√

2

m0
exp{− u2

2m0
}1.7. Sobre las Hipótesis Ne
esarias para Obtener ModelosAde
uados para el Análisis Espe
tral de Olas.En el análisis de olas desde el punto de vista esto
ásti
o, las olas en aguas profun-das se modelan 
omo pro
esos aleatorios gaussianos, de modo que la distribu
ión deprobabilidad de la altura respe
to al valor medio del mar es una distribu
ión normal.Cuando se 
onsideran olas en aguas po
o profundas los efe
tos no lineales 
obranmayor importan
ia y se requieren modelos no gaussianos.En este sentido, 
uando se modelan olas en aguas profundas, teniendo en 
uentaque se modelan 
omo pro
esos gaussianos, es ne
esario obtener algunas propiedadeslas 
uales garantizan la obten
ión de modelos manejables para el estudio. La primerade estas propiedades es la esta
ionaridad, la 
ual tiene que ver 
on la permanen
iaen el tiempo de las 
ondi
iones del mar, que para pro
esos aleatorios en general eltérmino se re�ere no a la ola sino a sus propiedades estadísti
as. Otra propiedadne
esaria es la 
ontinuidad de la traye
toria que sigue la ola, la 
ual depende deltiempo y de un parámetro aleatorio sea 
ontinua. También se ne
esita la propiedadde ergodi
idad, la 
ual es quien permite sustituir valores esperados (teóri
os) porpromedios temporales (empíri
os), para más detalles véase [5℄. Por otro lado, lasaguas en po
o profundas, donde se requieren modelos que no son gaussianos, esne
esario el teorema del límite 
entral para el desarrollo de las propiedades que sene
esitan para tratar 
on este tipo de modelos [4℄. En esta se

ión mostramos lateoría ne
esaria para aguas profundas, la 
ual es de interés en este trabajo.Consideremos un pro
eso aleatorio M , que depende de la posi
ión en el espa
io

x y el tiempo t, además de un parámetro aleatorio ω que pertene
e al espa
io deprobabilidad (Ω,F ,P), M(t, x, ω). Por 
ostumbre se omite el parámetro ω. AquíusaremosM(t) 
ual denota la altura del nivel del mar en un punto �jo, 
omo fun
ióndel tiempo.La esta
ionaridad del pro
eso, se de�ne 
omo en la De�ni
ión 1.5, la 
ual requie-re que la media del pro
eso no dependa del valor de t, además de que la fun
ión
ovarianza dependa sólo de la diferen
ia en valor absoluto entre s y t. Es sabido que28
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os 29las 
ondi
iones del mar 
ambian 
on el tiempo y así los parámetros de la distribu
iónestadísti
a de la altura de la ola, la longitud de la misma, periodos, entre otros, porlo que la hipótesis de esta
ionaridad se 
umple par
ialmente, es de
ir la distribu
iónde las olas 
ambian 
on el tiempo. Tiene sentido enton
es hablar de altura media,longitud media, periodo medio, y otras 
ara
terísti
as estadísti
as en un punto delespa
io.Esta hipótesis también impli
a que la distribu
ión del pro
eso M(t + h) es elmismo para 
ualquier valor, en parti
ular es siempre igual a la de M(0), aunado aesto, para 
ualquier n y 
ualesquiera tiempos t1, t2, ..., tn la distribu
ión del ve
tor
(M(t1+h),M(t2+h), ...,M(tn+h)) es independiente del valor h. Otra hipótesis que sesupone es que la altura media del mar es 0 y se medirán las varia
iones respe
to a él,esta hipótesis quiere de
ir que el pro
eso se 
onsidera 
entrado, es de
ir E[M(t)] = 0Cuando nos referimos a la 
ontinuidad de la traye
toria que sigue la ola, nosreferimos a 
onsiderar M 
omo una fun
ión sobre el espa
io produ
to [0,∞]×Ω, 
onla propiedad que para 
ualquier t �jo en [0,∞], M(t, ·) es medible. Si �jamos ω ∈ Ωobtenemos una fun
ión

M(·, ω) : [0,∞] → Rque se 
ono
e 
omo una traye
toria del pro
eso. Pedimos que para 
asi todo
ω ∈ Ω, sea de
ir 
on probabilidad 1, esta fun
ión sea 
ontinua.La hipótesis que de�ne al pro
eso 
omo ergódi
o, es aquella que permite sustituirlos valores esperados (teóri
os) por promedios temporales (empíri
os), esto es

E(M(t)) ≡
∫

Ω

M(t, ω)dP (ω) = ĺım
t→∞

1

t

∫

∞

0

M(u)du

Cov(M(t),M(t + h)) ≡
∫

Ω

M(t, ω)M(t + h, ω)dP (ω)

= ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

M(u)M(u + h)duPara la hipótesis de Gaussianidad, la distribu
ión de la altura de la ola en unpunto dado y en un instante de tiempo t tiene la fun
ión de distribu
ión:
P (M(t) ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

exp{−x
2

2σ2
}dxAdi
ionalmente para 
ualquier valor de n y 
ualesquiera sean los instantes detiempo t1, t2, ..., tn la distribu
ión del ve
tor (M(t1 + h),M(t2 + h), ...,M(tn + h))29
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os 30tiene densidad Gaussiana
ft1,t2,...,tn(u1, ..., un) =

1

(2π)n/2(Σ)1/2
exp{−1

2
u′Σ−1u}donde u = (u1, u2, ..., un), Σ = Cov(M(ti),M(tj)).
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Capítulo 2
ANÁLISIS ESPECTRAL DE LOS DATOS Y MODELOS

ASOCIADOS2.1. Des
rip
ión de los DatosEn este trabajo, se realiza un análisis espe
tral de 244 periodos de una tormentaen el Mar del Norte o
urrido en 1,999. Estos datos fueron registrados a una fre
uen
iade 5Hz. Para el estudio de estos datos, se usó el software R, una herramienta muyútil en el análisis estadísti
o, además que propor
iona informa
ión más 
ompleta ydetallada sobre los elementos ne
esarios para el análisis espe
tral de datos.Los espe
tros obtenidos a partir de los datos de la tormenta, pueden apre
iarse en laFigura 2.1, donde se pueden observar importantes �u
tua
iones por 
ada periodo, elárea total bajo la 
urva representa la energía en 
ada uno de los intervalos de tiempo,la grá�
a está he
ha en base al espe
tro en fun
ión de la fre
uen
ia, de donde luego seobtendrá importante informa
ión para su posterior estudio. El espe
tro propor
ionainforma
ión diferente de las propiedades estadísti
as de la serie de tiempo, ya que dala distribu
ión de la varianza de la serie 
on la fre
uen
ia. Como muestran Jenkins yWatts (1968) [2℄ el espe
tro puede ser gra�
ado en fun
ión de la fre
uen
ia en el rango
omprendido entre 0 y 1/2. Por tanto, 
uando se trabaja 
on el espe
tro, se di
e quese está trabajando en el dominio de fre
uen
ia, mientras que si se investiga la ACF,nos referimos al estudio en el dominio de tiempo. En nuestro 
aso, el 
omportamientode los espe
tros frente al a fre
uen
ia se muestra a 
ontinua
ión en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Espe
tros de los 244 periodos en estudio.La té
ni
a utilizada para el ajustar modelos esto
ásti
os para la evolu
ión espe
-tral fue la siguiente: Los registros de altura del mar están divididos en intervalos de
20 minutos y para 
ada uno de ellos se 
al
ulo la densidad espe
tral usando el soft-ware WAFO. Ini
ialmente se determinó el rango útil de fre
uen
ias 
omún a todoslos espe
tros y para esto se sele

ionaron empíri
amente valores a los extremos delrango de modo que no se observaron 
ara
terísti
as importantes fuera de este rangoy que la energía total presente fuera del rango fuese pequeña.El rango obtenido luego de este pro
edimiento se dividió en intervalos de igual tama-ño y se 
al
ulo la energía presente en 
ada intervalo por 
ada uno de los espe
tros,de modo que se tiene una su
esión de valores de la energía presentes en 
ada bandade fre
uen
ias a lo largo de la tormenta. A 
ada una de estas series se le ajusto unmodelo ARMA 
uyo orden se determinó usando las herramientas habituales 
omo lasgrá�
as de la ACF y PACF, el p-valor de los 
oe�
ientes y el 
riterio de informa
iónde Akaike.Para veri�
ar el ajuste se hizo un estudio de los residuales de los modelos obtenidosusando la grá�
a de 
uantiles para 
omparar el ajuste 
on una distribu
ión normal.En 
aso a�rmativo los residuales deben 
olo
arse aproximadamente en una líneare
ta. Para algunos modelos se en
ontró que este no era el 
aso y se re
urrió a la32
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ión de Box-Cox sobre los datos 
on el �n de lograr que la hipótesis deGaussianidad se 
umpla, al menos aproximadamente.También se realizó el ajuste de modelos ve
toriales autorregresivos. En estos mo-delos se in
luye la intera

ión entre las distintas series agrupadas 
omo 
omponentede un ve
tor que evolu
iona en el tiempo a lo largo de la dura
ión de la tormenta,estos modelos serán detallados en el Capítulo3.2.2. Estudio del Comportamiento del Espe
troComo men
ionamos anteriormente, el primer paso fue 
onsiderar la 
ole

ión delos 244 espe
tros 
on el �n de determinar el rango útil de las fre
uen
ias. Todaestima
ión in
luye un error o ruido y en 
aso de las densidades espe
trales lo que seobserva en muy bajas o muy altas fre
uen
ias es esen
ialmente ruido. El objetivo esredu
ir el rango de fre
uen
ias dejando fuera aquellas fre
uen
ias en las que se observaprin
ipalmente ruido. Luego de examinar las grá�
as y de 
al
ular el por
entaje dela energía que queda fuera del intervalo de
idimos tomar el intervalo [0,04, 0,25],dentro del 
ual se en
uentra aproximadamente el 97% de la energía total para todoslos períodos.2.2.1. Modelos Aso
iados al Estudio de la EnergíaEn esta se

ión, nos proponemos dis
retizar el intervalo [0,04, 0,25] en subinter-valos apropiados, de tal manera que estos 
apturen de la mejor manera posible lavariabilidad de la energía a lo largo de la tormenta, pero teniendo en 
uenta queun número elevado de intervalos va a produ
ir di�
ultades en la modela
ión y suposible interpreta
ión. Luego de observa
iones grá�
as, se de
idió dividir el intervalo
[0,04, 0,25] en 12 subintervalos, la grá�
a a 
ontinua
ión (Figura 2.2) muestra la par-ti
ión para la densidad espe
tral, la 
ual tendrá 12 series de tiempo que se obtienena partir de la división del rango de fre
uen
ias.
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Figura 2.2: Izquierda: Evolu
ión de la energía para 
ada uno de los subintervalos,dere
ha: Grá�
o del intervalo [0,04, 0,25], la 
ual represental el 97% de los datos aestudiarPor 
ada parti
ión haremos el estudio del modelo ARMA apropiado que 
orres-ponde a 
ada uno de estos subintervalos de fre
uen
ia. Esto último, se realizará estu-diando su fun
ión de auto
ovarianza (ACF) y su fun
ión de auto
ovarianza par
ial(PACF), parte importante en este punto también será el estudio del 
omportamientode los residuales del modelo respe
to a la grá�
a de 
uantiles para veri�
ar el ajuste
on una distribu
ión normal. Otro análisis determinante en la es
ogen
ia y bondadde los modelos en estudio, el análisis de los p-valores mediante el estadísti
o de LjunBox (ver por ejemplo [1℄ y [2℄) de a
uerdo al 
ual podemos de
idir si el ajuste delmodelo resulta apropiado.2.2.2. Sobre la Constru

ión de los ModelosDe ahora en adelante, el análisis se 
entrará en la 
onstru

ión y ajuste de modelosa partir de las 12 divisiones del intervalo de fre
uen
ias que se ha 
onsiderado eneste trabajo. Esto se hará de a
uerdo a las 
ara
terísti
as que poseen la ACF y laPACF, y a partir de allí se obtendrá respuesta sobre el tipo de modelos y orden delos mismos que se usarán para el presente análisis.A 
ontinua
ión se presenta un análisis sobre los elementos que se han men
ionadoanteriormente para la es
ogen
ia de los modelos ade
uados por 
ada parti
ión, porejemplo, para el primer subintervalo, grá�
amente se obtuvo lo siguiente34
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Figura 2.3: Informa
ión sobre el modelo aso
iado al primer suintervalo. Izquier-da:Fun
ión de auto
orrela
ión, dere
ha: Fun
ión de auto
orrela
ión par
ialLas PACF y ACF para la serie de tiempo 
orrespondiente primer subintervalo seve en la Figura 2.3, donde se eviden
ia un de
aimiento de la ACF hasta el número18. Por otro lado, la ACP muestra tener los primeros 4 valores fuera del intervalode 
on�anza, por lo que estas 
ara
terísti
as sugieren un modelo autorregresivo deorden 4. Eviden
ias de este tipo se analizaron para los demás subintervalos y seobtuvieron órdenes entre 4 y 6. Pero este análisis no es su�
iente, ya que no hemos
onsiderado todos los 
omponentes estadísti
os que posee el modelo. Ha
iendo unanálisis más exhaustivo y experimentando 
on los órdenes para el modelo ARMA
orrespondiente a 
ada uno de los subintervalos, se en
ontró que el orden para 
adauno de estos modelos puede redu
irse, viendo los 
oe�
ientes del modelo que algunospueden ser despre
iados por su proximidad al 
ero y además observando el menorvalor para el AIC (Akaike Information Criteria) y el estudio de los p-valores de 
adamodelo en
ontrado.2.3. Cara
terísti
as de los ModelosPara dar respuesta a un estudio de olas marinas usando modelos ARMA, esne
esario tomar en 
uenta algunas 
onsidera
iones sobre los parámetros que estáninvolu
rados en el análisis. Usualmente, la metodología usada es estimar el modelo,35
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al
ular su ACF y PACF de manera que se pueda determinar el orden y tipo demodelo que estaremos estudiando de a
uerdo a la tabla sumarizada en la Se

ión1.4.1. Seguidamente observar el 
omportamiento de las grá�
as de diagnósti
o, esde
ir, el 
omportamiento de los p-valores mediante el estadísti
o de Ljung-Box, elACF para los residuales y los residuales estandarizados, esto 
on el �n de determinary veri�
ar el orden del modelo que estamos tratando, en este punto es 
onvenientetambién 
al
ular el 
oe�
iente AIC (Akaike Information Criteria) y 
ompararlo 
onotros modelos que se 
onsideren 
onvenientes para 
onstatar que el modelo en estu-dio es el que mejor ajusta a los datos, el modelo que posea el menor AIC será el más
onveniente en el análisis [1℄. Es útil también gra�
ar los 
uantiles del modelo paraveri�
ar la normalidad en los datos, si estos 
uantiles no siguen un 
omportamientoaproximadamente 
on una línea re
ta enton
es es 
onveniente usar la transforma
iónde Box-Cox expli
ada en la Se

ión 1.2.4 para tratar de mejorar la aproxima
ión lí-neal que se desea para que así los 
uantiles logren la normalidad deseada. Por último,realizar los pronósti
os al modelo y ha
er la 
ompara
ión entre este y los datos dedonde proviene para 
onstatar que el modelo es 
apaz de reprodu
ir los datos enestudio.A 
ontinua
ión, se da la justi�
a
ión de la ele

ión del orden y tipo de los mo-delos, además se muestra justi�
a
ión de la es
ogen
ia de este orden mostrando laforma estadísti
a de algunas de las 
omponentes del modelo, por ejemplo, el valorAIC aso
iado al modelo, las 
ara
terísti
as de sus residuales, su 
ontraste 
on los
uantiles normales, aunado a esto, 
omo ya se planteo, las fun
iones de auto
orrela-
ión y auto
orrela
ión par
ial además del estadísti
o Ljun Box. En este punto, se haneviden
iado algunas parti
ularidades en los residuos, 
omo es el 
ambio brus
o de su
omportamiento, esto dado que hay 
ambios muy mar
ados positiva y negativamenteen los residuales y 
asi de manera instantánea los siguientes residuos se aproximana 
ero, este fenómeno se 
ono
e 
omo hetero
edasti
idad. Este tipo de fenómenosaporta a la no normalidad de los datos porque hay indi
ios de 
olas pesadas, lo queimpide que los residuos se ajusten a la línea re
ta deseada, más bien, lo que se vuelvees una fun
ión 
ón
ava ha
ia arriba por un lado y luego 
ambia a 
ón
ava ha
iaabajo por otro lado o vi
eversa. Aunado a esto, la eviden
ia de que algunos valoresde la auto
orrela
ión muestral fallan dentro del intervalo de 
on�anza que 
onsidera36
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o de Ljun Box, en este punto ya el modelo se 
onsidera po
o viable yes ne
esario 
onsiderar otras alternativas para dete
tar la bondad del modelo y nore
hazarlo.2.4. Compara
ión de los Modelos Obtenidos y Sele

ión delos Modelos 
on Mejor Ajuste.De a
uerdo a las 
ara
terísti
as de los modelos obtenidos; en esta se

ión se 
om-pararán las 
omponentes de los estos modelos y de a
uerdo a 
riterios ya men
ionadosy estable
idos se es
ogerá el que mejores 
ara
terísti
as estadísti
as posee. Tales 
a-ra
terísti
as fueron observadas ha
iendo 
ambios en el orden de los modelos des
ritosen la Se

ión 2.2.2. En este sentido, para lograr el orden ade
uado a los modelos seobservan la ACF y el 
omportamiento de los p-valores usando el estadísti
o de LjunBox, además del 
omportamiento de los residuales, también es ne
esario 
al
ular elvalor AIC para estos modelos. El modelo 
on mejores 
ara
terísti
as estadísti
as en
uanto al 
omportamiento de sus 
omponentes y además 
on el menor valor paraAIC, será el modelo que mejor ajuste a los datos en estudio.A 
ontinua
ión se re�ejan grá�
amente las 
omponentes de los modelos más ade-
uados que se han estimado, ha
iendo 
ambios ligeros en el orden del modelo ARMA,
omo 
onse
uen
ia se observan notablemente 
omo los p-valores para uno de los mo-delos entran dentro de la banda de 
on�anza para el estadísti
o de Ljun Box, ademáslos residuales re�ejan aleatoriedad, estos son los 
riterios entre otros, que se han 
on-siderado para la ele

ión de los modelos a estudiar. Como una muestra 
omparamosel modelo AR de orden 2 y de orden 1 para el primer subintervalo, de tal formaque se puedan apre
iar las diferen
ias planteadas sobre el 
omportamiento de sus
omponentes estadísti
as, explí
itamente tenemos que los modelos son
AR(2): xt = 0,006 + 0,71xt−1 + 0,25xt−2 + ωt

AR(1): xt = 0,006 + 0,94xt−1 + ωt
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Figura 2.4: Componentes para el primer subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0),AIC=-2308.13, dere
ha:ARMA(1,0), AIC=-2294.97
En la Figura 2.4, se pueden apre
iar los modelos más apropiados que hemos ha-llado para el primer subintervalo, en este punto se debe de
idir sobre 
uál de estosmodelos es el que mejor ajusta los datos, para ello notamos que en la grá�
a de38
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iados 39la izquierda se observa que los residuos normalizados muestran aleatoriedad en su
omportamiento, esto da indi
ios de que no existe una tenden
ia espe
i�
a en el 
om-portamiento de los datos, pero al ver el 
omportamiento de los p-valores, se observaque algunos de los valores permane
en fuera del intervalo de 
on�anza 
onsideradoapropiado para estos, 
aso 
ontrario o
urre 
on la �gura de la dere
ha, en la 
ual losresiduales normalizados muestran aún más indi
ios de aleatoriedad y la prueba paralos p-valores indi
a que estos todos permane
en dentro del intervalo de 
on�anzapara el estadísti
o que se está usando, por lo que el modelo que se 
onsiderará parael estudio de este subintervalo es un modelo AR(1).De esta misma forma y usando argumentos similares se determinó el orden paralos siguiente 11 subintervalo, para los 
uales también se obtuvo un AR(1). Mayoresdetalles de estos modelos se muestran sumarizados en Apendi
e A2.5. Cara
terísti
as de los Residuos y Grá�
a de Cuantilespara los modelos.Componentes importantes en el análisis de datos para 
ono
er y de
idir sobremodelos ARMA en general, es el estudio exhaustivo de los residuales de estos mode-los, ya que dan un panorama 
laro sobre el 
omportamiento normal o no de los estos,esto último, 
lave en el presente estudio, ya que en de�nitiva estas grá�
as hablansobre el buen ajuste de los modelos que se están 
onsiderando. En este sentido, es
onveniente men
ionar que en algunas situa
iones se presentan parti
ularidades en el
omportamiento de los residuales y una de estas, por lo menos la más 
omún, es quese eviden
ia hetero
edasti
idad, en presen
ia de este fenómeno la varianza 
ambiade manera brus
a y las os
ila
iones se ha
en pronun
iadas, por lo que al observar lagrá�
a de 
uantiles la distribu
ión de estos es Gaussiana, es de
ir, los 
uantiles debenaproximarse a una línea re
ta; en 
aso 
ontrario, si se observa algún 
omportamiento
ón
avo o 
onvexo se ha
e uso de la transforma
ión de Box-Cox.A 
ontinua
ión, mostraremos el estudio para los subintervalos que no requieren deesta transforma
ión, dentro de estos están el ter
er, 
uarto, noveno, de
imo, de
imoprimer y de
imo segundo subintervalo en el orden, en parti
ular, haremos el análisispara el ter
er subintervalo de forma pre
isa y amplia, para luego mostrar a los que39
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esitan de la transforma
ión, los 
uales son el primero, segundo, quinto, sexto,séptimo y o
tavo subintervalo en el orden que están en la parti
ión, en este 
asomostraremos el análisis para el primer subintervalo que también pretendemos ampliarsu estdio para dejar un panorama 
laro de lo que se pretende ha
er 
on los restantes.De esta manera observar y entender la té
ni
a empleada para el análisis. Mostraremostambién las grá�
as de 
uantiles, quienes nos propor
ionarán la informa
ión ne
esariapara apli
ar o no la transforma
ión de Box-Cox. La transforma
ión servirá paraaproximar la línea re
ta para obtener la normalidad de los residuos del modelo en el
aso que el 
omportamiento sea el antes des
rito, 
ón
avo o 
onvexo. Se mostrarántambién el 
omportamiento de los residuales del modelo 
on la transforma
ión deBox-Cox y sin ella, de manera tal que se pueda observar las diferen
ias que existenen el 
omportamiento de los residuos luego de apli
ar la transforma
ión.2.6. Residuales del Modelos Aso
iado al Ter
er Subintervaloque Aproximan a la Distribu
ión Normal.En esta parte, mostraremos aquellas grá�
as de 
uantiles de los modelos aso
iadosa los subintervalos que no requieren la apli
a
ión de la transforma
ión Box Cox, estoquiere de
ir 
omo ya se señaló, que el parámetro λ que se requiere para apli
ar di
hatransforma
ión es aproximadamente 1, enton
es los modelos aso
iados a 
ada unode estos subintervalos propor
ionan un buen ajuste y se 
onsideran apropiados parael estudio en 
uestión. Parti
ularmente, se hará el análisis 
ompleto para el ter
ersubintervalo, que 
omo ya se dijo posee estas 
ara
terísti
a.A 
ontinua
ión, la expresión para el modelo AR(1) aso
iado al ter
er subintervalose muestra espe
i�
amente y seguidamente, la ya men
ionada grá�
a de 
uantiles.
xt = 0,9194 + 0,2236xt−1 + ωt
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Figura 2.5: Grá�
as de Cuantiles para el ter
er subintervalo.En este grá�
o se presentan los residuos frente a los 
uantiles de la distribu
ión.Si los residuos tienen distribu
ión Normal deberían quedar todos los puntos aproxi-madamente sobre una re
ta, este es el 
aso ideal, dado que es lo que se desea en el
omportamiento de los residuales y obtener la gaussianidad del modelo. Además al
al
ular el parámetro λ que de�ne la transforma
ión de Box-Cox se aproxima a uno,por lo que 
omo se men
ionó en la Se

ión 1.2.4 enton
es no es ne
esario apli
ar latransforma
ión a los datos.De manera análoga este estudio se puede realizar para los demás subintervalo queposeen esta 
ara
terísti
a, es de
ir el 
uarto, noveno, de
imo, de
imo primer y de
i-mo segundo subintervalo los 
uales no requieren de la transforma
ión de Box-Cox yel 
omportamiento de los residuales es el mismo que el que se muestra en la Figura2.5.2.7. Residuales de los Modelos que Requieren de la Transfor-ma
ión de Box-Cox.Daremos muestra en esta se

ión de los residuales de los modelos que requierenla apli
a
ión de la transforma
ión de Box-Cox, esto es aquellos para los 
uales lagrá�
a de 
uantiles de los residuos no se aproxima a una línea re
ta sino más bienque posee 
omportamiento 
ón
avo o 
onvexo. En este sentido, usaremos el primer41



CAPÍTULO 2. Análisis Espe
tral de los Datos y ModelosAso
iados 42subintervalo de la parti
ión para ha
er el estudio de la grá�
a de 
uantiles. Por unlado se muestran los residuales originales y por el otro luego de la transforma
ión detal manera de ver los efe
tos que surte esta transforma
ión a la hora de obtener laaproxima
ión lineal bus
ada.

Figura 2.6: Grá�
as de Cuantiles. A izquierda, el subintervalo original; a dere
ha,luego de la transforma
ión Box-Cox.En la �gura anterior se pueden notar las mejorías para el primer subintervalo,observemos que en el grá�
o de la izquierda el desarrollo de los 
uantiles para el sub-intervalo original pasa de tener un 
omportamiento no lineal, a un 
omportamientoaproximadamente lineal, que es lo que se espera al ha
er uso de la transforma
iónBox-Cox. En este 
aso tenemos que el parámetro λ al apli
ar la transforma
ión paraeste subintervalo es λ = −0,5520897, por lo que la apli
a
ión de la transforma
ióntiene sentido desde el punto de vista teóri
o.En resumen, 
omo ya se había men
ionado, la transforma
ión Box-Cox sirve 
omoherramienta para mejorar el 
omportamiento de la grá�
a de 
uantiles de los modelosen estudio, además si observamos y 
omparamos la evolu
ión de los residuales nor-malizados, la ACF y los p-valores mediante el estadísti
os de Ljung Box observamosque sobre todo los residuales normalizados muestran el aspe
to y 
omportamientoaleatorio que se espera. Estos resultados serán de mu
ha utilidad para 
onstruir elmodelo ve
torial autorregresivo, de manera que el estudio anterior juega un papelfundamental en las 
ara
terísti
as de modelos más generales que se propongan. Si-42
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iados 43milarmente, se puede observar que se logra la aproxima
ión lineal que se desea hallarpara los subintervalos segundo, quinto, sexto, séptimo y o
tavo, ver Apendi
e A.2.8. Pronósti
os de los Modelos Aso
iados a 
ada Subinter-valo de [0,04, 0,25].Al elaborar pronósti
os, el objetivo fundamental es prede
ir valores futuros deuna serie de tiempo, basados en datos del presente. El objetivo del pronósti
o en estetrabajo es explorar que tan bien ajustan los modelos en estudio. En este 
aso, lo quese hará es prede
ir valores ya 
ono
idos de la serie, es de
ir, puesto que 
ono
emos
244 periodos de la tormenta y no podemos 
ono
er más datos a futuro 
on pre
isiónexa
ta, el pro
edimiento que usaremos 
onsiste en trabajar 
on 234 periodos de los
244 y ajustar el modelo AR(1) aso
iado para luego ha
er el pronósti
o de los 10periodos que restan 
on una banda de 
on�anza para la predi

ión hasta 95%. Si losdatos están dentro de esta banda de 
on�anza, enton
es esto es eviden
ia de un buenajuste del modelo, además estos datos pronosti
ados deben aproximar a los valoresoriginales que anteriormente fueron removidos.En esta se

ión se muestra la eviden
ia grá�
a para algunos de los subintervalos enestudio. Para el 
aso de los subintervalos donde se usó la transforma
ión de Box-Coxpresentaremos ambos modelos para el primer subintervalo, el de los datos originalesy al que se le apli
ó la transforma
ión de Box-Cox en 
onjunto 
on sus respe
tivospronósti
os. El análisis para los subintervalos restantes que ya hemos men
ionadosse ha
e de la misma forma. Los modelos fueron obtenidos en base a la suma delos datos para el 
orrespondiente intervalo 
on y sin la transforma
ión de Box-Cox,según sea el 
aso y los residuos aso
iados al modelo AR(1). De manera similar, paralos subintervalos que no requieren de la transforma
ión de Box-Cox se muestra elanálisis para el ter
er subintervalo 
on su respe
tivo pronósti
o 
on el que se muestrael buen ajuste para el subintervalo. También para los subintervalos que tienen esta
ara
terísti
a, el estudio es análogo.2.8.1. Pronósti
o para Subintervalos 
on la Transforma
ión de Box-Cox.El pronósti
o se muestra en la Figura A.27, en donde al ha
er la restri

iónde los 10 datos (en rojo) se tiene que el pronósti
o realizado se en
uentra dentro43



CAPÍTULO 2. Análisis Espe
tral de los Datos y ModelosAso
iados 44de la banda de 
on�anza (líneas punteadas) hasta 95%, se muestra el pronosti
oanteriormente 
omentado, frente a los datos originales (en azul), donde se eviden
iauna gran similitud entre el modelo en
ontrado y los datos originales, además losdatos originales se hallan dentro de la banda de 
on�anza 
onsiderada en este 
aso.En general, para aquellos subintervalos donde se apli
ó la transforma
ión de Box-

Figura 2.7: Primer subintervalo: El subintervalo (en azul) frente al pronosti
o parael modelo(negro).
Cox se obtuvo que el pronósti
o realizado para el respe
tivo modelo es bastante
on�able en el sentido de que los 10 datos que hemos reprodu
ido 
omo se expli
óanteriormente están dentro de la banda de 
on�anza 
onsiderada 
asi en su totalidad,lo que indi
a que estos pronósti
os son 
apa
es de imitar el 
omportamiento de losdatos originales. 44



CAPÍTULO 2. Análisis Espe
tral de los Datos y ModelosAso
iados 452.8.2. Pronósti
o para los Subintervalos que no Requieren Transforma-
ión Box-Cox.En esta se

ión, se muestran aquellos subintervalos que no requieren de la trans-forma
ión de Box-Cox, es de
ir aquellos para los 
uales el parámetro λ ≈ 1, ademáslos 
uantiles para el modelo aso
iado a este subintervalo aproxima a una distribu-
ión normal. De la misma manera que la se

ión anterior pro
edemos a dar la pruebagrá�
a del pronósti
o para estos subintervalo, en parti
ular para el ter
er subinter-valo tenemos los siguientes pronósti
os y además la 
ompara
ión del modelo 
onlos datos originales, de lo que se puede apre
iar el buen ajuste del modelo 
on losdatos de partida que hemos 
onsiderado. Además 
omo se observó en la Figura A.23los residuales para este modelo, al igual que para los demas subintervalos que ya sehan men
ionado que no requieren de la transforma
ión, aproximan la línea re
ta quese requiere para obtener normalidad en los 
uantiles. La Figura 2.8 a 
ontinua
iónmuestra el pronósti
o para el ter
er subintervalo.

Figura 2.8: Pronósti
o para el ter
er subintervalo; el subintervalo (en azul) frenteal pronosti
o para el modelo (negro). 45



CAPÍTULO 2. Análisis Espe
tral de los Datos y ModelosAso
iados 46De esta manera, hemos obtenido un buen pronósti
o tanto para los subintervalos
on la transforma
ión de Box-Cox, 
omo para los que no requieren de esta. Deesta manera, podemos 
onstruir modelos un po
o más 
omplejos para expli
ar el
omportamiento de la tormenta en estudio, di
hos modelos son lo ya men
ionadosModelos Ve
toriales Autorregresivos que vienen a expli
ar en 
onjunto los modelosAR que hemos en
ontrado de forma que se pueda lograr una mejor interpreta
ióna
er
a del 
omportamiento de esta tormenta.

46



Capítulo 3
MODELOS VECTORIALES AUTORREGRESIVOS VARAl 
onstruir modelos ve
toriales autorregresivos podemos extender la teoría 
ono-
ida sobre los modelos autorregresivos AR. Con estos ve
tores se pretende investigarla intera

ión dinámi
a entre las variables que intervienen en el estudio. Esta inter-a

ión involu
ra algunas 
onsidera
iones para ser estudiada y así obtener los modelove
toriales que expliquen de forma ade
uada rela
ión entre las variables 
on las quese trabaja. El estudio de la 
ointegra
ión entre las variables que intrea

ionan, es unade las 
ondi
iones que se debe investigar, de estar presente asegura la esta
ionaridadde la serie que resulta de la 
ombina
ión de las variables. Otra de las 
ondi
iones quese requiere y que es fundamental en el estudio para 
onstruir ve
tores autorregresi-vos es la existen
ia de raí
es unitarias o no. En presen
ia de raí
es que superan launidad en valor absoluto, indi
a que el modelo es estable, quiere de
ir que se puede
onsiderar a
eptable el modelo que se analiza. En parti
ular y además es el 
aso delpresente trabajo, los modelos VAR resultan de orden uno, para este 
aso, la esta
io-naridad o no se veri�
a 
on la e
ua
ión 1.31, 
aso 
ontrario, 
uando las raí
es de lae
ua
ión 
ara
terísti
a que proviene de estos modelos no supera la unidad enton
esde
imos que el modelo es inestable. Otro aspe
to que se debe 
onsiderar para laa
epta
ión de modelos VAR es el pronósti
o del modelo que resulta de la intera

iónde las variables, 
omo siempre en 
onjunto 
on la ACF para 
ada submodelo de la
ombina
ión nos propor
ionan herramientas para a
eptar o re
onsiderar los modelosque se estudian.En este sentido, para los efe
tos del presente estudio 
on la ayuda del software R, se
onstruirán los modelos VAR 
orrespondientes al 
onjunto de subintervalos que hanresultado de la parti
ión del intervalo [0,04, 0,25]. Primero, se 
onstruyó el modelopara el 
onjunto de los 12 subintervalos que se están estudiando, el resultado es unmodelos de orden 18 pero que resulta difí
il de manejar, ya que no existe una forma
omputa
ional de dominar este tipo de modelos. La metodología a emplear enton
es47



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 48para los 12 subintervalos estable
idos es rela
ionar estos dos a dos, es de
ir obtenerun modelo VAR para el primer subperiodo 
on el segundo, luego rela
ionar un mode-lo del mismo tipo para el segundo subperiodo 
on el ter
ero y así su
esivamente paralos subintervalos restantes. Este análisis se realiza bajo la suposi
ión de que existe
orrela
ión entre las variables que se están estudiando, de otro modo entraríamos enla dis
usión de la 
ausalidad entre las variables y en este 
aso por tener las variablesel mismo origen, se supone 
orrela
ión.
3.1. Modelos VAR Aso
iado al Primer y Segundo Subinter-valo.El modelo aso
iado a los dos primeros subintervalos tiene orden 12, el 
ual es unorden 
ompli
ado de manejar, sin embargo las té
ni
as usadas para determinar elorden ade
uado nos propor
ionaran la informa
ión ne
esaria para a
eptar este ordendel modelo o adoptar otro. Por otro lado, la 
orrela
ión entre los dos subintervalos es
0,88, La gra�
a de estos dos subintervalos se ve en la Figura 3.1, donde se eviden
ia lafuerte 
orrela
ión para la mayoría de los datos, mientras nos alejamos del 1 empiezana ser un po
o dispersos.

Figura 3.1: Correla
ión entre el primer y segundo subintervalo.48



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 49Por otro lado, al apli
ar el test Phillips-Perron para explorar la existen
ia de raí
esunitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalo tenemos que viendo los valoresarrojados para los p valores se obtiene el 5% para el primer subintervalo, y para elsegundo subintervalo se obtiene el 6%. De esta forma se puede a�rmar que no existeeviden
ia para re
hazar la hipótesis para raí
es unitarias, 
on
luimos enton
es quetanto el primer 
omo el segundo subintervalo poseen raí
es unitarias.Para veri�
ar si estos dos subperíodos están o no 
ointegrados usamos el test dePhillips-Ouliaris, el resultado es que para ambos subintervalos el 1% de los p-valoresre
haza la hipótesis nula de que estos dos subintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, para este
aso el modelo de regresión tiene orden 4 por lo que el primer orden que podríamosintentar para el modelo ARMA es 4, y así variar los parámetros p y q para el 
ál
ulodel modelo en R 
omenzando 
on p = 4. A 
ontinua
ión se muestran los distintosAIC 
al
ulados,Para un modelo AR(1) el AIC es −2300,905Para un modelo ARMA(1, 1) el AIC es −2352,228Para un modelo AR(2) el AIC es −2332,188Por lo que, 
omparando los AIC para estos tres modelos, tenemos que el AR(1) esel de menor valor. Di
ho modelo esta dado por
x1 x2

x1 0,85 0,013

x2 1,05 0,842

x1 y x2 son el primer y segundo subintervalo respe
tivamente. Por otro lado, las raí-
es del determinante que produ
e la e
ua
ión 
ara
terísti
a aso
iada a este modeloson 1,1 y 1,3 las 
uales ex
eden la unidad, por lo que se puede asegurar que el modelo
AR(1) 
onsiderado para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos es esta
ionario.49



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 50El modelo Ve
torial Autorregresivo aso
iado a la 
ombina
ión de estos subinter-valos es un V AR(1) 
uyos 
oe�
ientes estan dados a 
ontinua
ión. Para x1 tenemosEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x1.l1 1,002 2,99e−03 335,37 1,19e−322

x2.l1 −2,46e−03 2,80e−03 −0,88 3,81e−01trend −1,69e−07 2,09e−06 −0,081 9,4e−01Para las variables x2 tenemos queEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x1.l1 6,26e−02 2,40e−02 2,61 9,72e−03

x2.l1 9,41e−01 2,25e−02 41,78 4,24e−112trend 2,35e−06 1,68e−05 0,14 8,89e−01Con respe
to a los residuales, se muesta a 
ontinua
ión en la Figura 3.2, el 
ompor-tamiento de la ACF para 
ada uno de los subintervalos

Figura 3.2: A izaquierda, la ACF para el primer subintervalo; a dere
ha, la ACFpara el segundo subintervalo.Ha
iendo los pronósti
os respe
tivos se obtiene la siguiente informa
ión para 
adasubmodelo, donde se han eliminado los últimos diez datos del subintervalo originalpara 
onstruir el modelo VAR y reprodu
ir estos, de manera tal que se pueda veri�
arsi 
on esto los modelos son 
apa
es de 
omportarse similar a los datos de dondese hallaron. Grá�
amente para los dos modelos aso
iados a estos subintervalos y50



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 51
omparandolos 
on el subintervalo original se ven en la Figura 3.3 
orrespondienteobtenemos, Para el segundo subintervalo, obtenemos para los datos originales y para

Figura 3.3: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).el pronósti
o respe
tivo, se puede apre
iar en la Figura 3.4

Figura 3.4: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).
51



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 523.2. Modelo VAR Aso
iado al Segundo y Ter
er Subienterva-lo.Siguiendo la misma metodología, para el modelo VAR aso
iado al segundo yter
er subintervalo se obtuvo la siguiente informa
ión. La 
orrela
ión entre estos dossubintervalos es 0,7633449, la Figura 3.5 muestra gra�
amente la 
orrela
ión entreestos subintervalos.

Figura 3.5: Correla
ión entre el segundo y ter
er subintervalo.El modelo originalmente tiene orden 13. Luego de apli
ar los test 
orrespondientesrespe
tivamente el test Phillips-Perron para explorar la existen
ia de raí
es unitarias,
on
luimos que para 
ada subintervalo tenemos que viendo los valores arrojadospara los p valores se obtiene para el ter
er subintervalo se obtiene el 4%, por loque se puede a�rmar que no existe la posibilidad de tener raí
es unitarias. También,apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1% de los p-valores nos permitenre
hazar la hipótesis nula de que estos dos subintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos órdenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:Para un ARMA(12, 0) el AIC es −1340,165.Para un ARMA(2, 0) el AIC es −1327,307.52



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 53Para un ARMA(1, 0) el AIC es −1268,254.Al 
omparar las AIC para distintos ordenes del modelo para los residuos aso
iadosa estos dos subintervalo, se determino que el orden de di
ho modelo es uno. El modelopara la 
ombina
ión de estos dos subintervalos esta dado por
x2 x3

x2 0,93 0,02

x3 0,1 0,87Donde x3 es el ter
er subintervalo. Ademas al 
al
ular las raí
es aso
iadas alpolinomio 
ara
terísti
o aso
iado al modelo tenemos que etas raí
es son 1,1 y 1,2por lo que el modelo es esta
ionario. El Modelo Ve
torial Autorregresivo para elsegundo subintervalo (x2)Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x2.l1 1,0e04 4,8e−03 210,8 2,16e−274

x3.l1 1,72e−02 1,58e−02 −1,08 2,78e−01trend −4,80e−06 1,84e−05 −0,26 7,94e−01Para el ter
er subintervalo x3Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x2.l1 2,83e−02 9,36e−03 3,02 2,8e−03

x3.l1 8,89e−01 3,11e−02 28,58 3,13e−79trend −4,99e−05 3,63e−05 −1,38 1,7e−01Las ACF para 
ada submodelo se muestra en la Figura 3.6

53
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Figura 3.6: Fun
ión de Auto
ovarianza aso
iada al segundo (izquierda) y ter
er(dere
ha) subintervalo.Ademas para los pronósti
os aso
iados a 
ada submodelo junto al subintervalooriginal se muestran a 
ontinua
ión en la Figura 3.7 muestra el pronósti
o para elsegundo subintervalo

Figura 3.7: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas)Ahora para el ter
er subintervalo se tiene para el pronósti
o del submodelo aso-
iado en la siguiente �gura (Figura 3.8)
54
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Figura 3.8: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).3.2.1. Modelo Aso
iado al Ter
er y Cuarto Subintervalo.Para el ter
er y 
uarto subintervalo, se tiene que la 
orrela
ión existente entreestos es −0,031 la grá�
a de la 
orrela
ión se muestra a 
ontinua
ión en la Figura3.9

Figura 3.9: Correla
ión entre el ter
er y 
uarto subintervalo.El modelo originalmente tiene orden 3, el test Phillips-Perron para explorar laexisten
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalo tenemos queviendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el 
uarto subintervalose obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidad de tener55



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 56raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 15%de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dos subintervalosno están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(2, 0) tiene AIC igual a −967,2571

ARMA(1, 1) tiene AIC igual a −967,3863

ARMA(1, 0) tiene AIC igual a −915,3804Por lo que podemos a�rmar que el modelo tiene orden 1. Los 
oe�
ientes del modeloson los siguientes
x3 x4

x3 0,92 0,1

x4 −0,02 0,71Donde x4 es el 
uarto subintervalo. Ademas al 
al
ular las raí
es aso
iadas al poli-nomio 
ara
terísti
o aso
iado al modelo tenemos que etas raí
es son 1,22 y 1,22 porlo que el modelo es esta
ionario. El Modelo Ve
torial Autorregresivo para el ter
ersubintervalo Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x3.l1 9,21e−01 2,33e−02 39,51 5,01e−107

x4.l1 7,59e−02 2,70e−02 2,80 5,41e−03trend −1,20e−05 2,91e−05 −0,41 6,80e−01Para la variable x4 tenemosEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x3.l1 3,24e−02 2,1e−02 1,55 1,21e−01

x4.l1 9,5e−01 2,42e−02 39,16 3,29e−106trend 3,1e−05 2,60e−05 1,19 2,35e−01Las fun
iones de auto
orrela
ión para 
ada subintervalo se muestran a 
ontinua
iónen la Figura 3.10 56
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Figura 3.10: Fun
ión de auto
ovarianza aso
iado al submodelo para el 3er subinter-valo a izquierda y para el 4to subintervalo a dere
ha.Ademas los pronósti
os para 
ada submodelo aso
iado son, la Figura 3.11 parael ter
er submodelo

Figura 3.11: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).Similarmente para el 
uarto subintervalo se tiene en la Figura 3.12
57
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Figura 3.12: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).3.3. Modelo Aso
iado al Cuarto y Quinto Subintervalo.se tiene en prin
ipio que la 
orrela
ión que existe entre estos dos subitervalos es
0,1740726 gra�
amente se puede observar a 
ontinua
ión en la Figura 3.13

Figura 3.13: Correla
ión entre el 
uarto y quinto subintervalo.En prin
ipio el modelo para la 
ombina
ión de estos subintervalos es 3. De igualforma que en los otros 
asos, el test Phillips-Perron para explorar la existen
ia deraí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalo tenemos que viendo los va-lores arrojados para los p valores se obtiene para el 
uarto subintervalo se obtiene el58
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1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidad de tener raí
es unitarias.También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1% de los p-valoresnos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dos subintervalos no están 
oin-tegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:

ARMA(3, 0) tiene AIC igual a −1058,838

ARMA(2, 0) tiene AIC igual a −1063,449

ARMA(1, 0) tiene AIC igual a −1017,513Por lo que podemos a�rmar de igual forma que las anteriores que el modelo tieneorden 1. Los 
oe�
ientes del modelo son los siguientes
x4 x5

x4 0,69 0,47

x5 −0,11 0,84Donde x5 es el quinto subintervalo. Ademas, las raí
es de la e
ua
ión 
ara
terísti
aaso
iada a este modelo son 1,29 y 1,29, los 
oe�
ientes para el modelo ve
torialautorregresivo para el 
uarto subintervalo (x4) sonEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x4.l1 0,62 5,02e−02 12,28 3,20e−27

x5.l1 0,1 1,22e−02 7,44 1,74e−12trend −0,00011 3,07e−05 −3,73 2,43e−04Para el quinto subintervalo tenemos el modelo x5Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x4.l1 −9,44e−02 5,62e−02 −1,68 9,43e−02

x5.l1 1,02 1,37e−02 74,54 5,84e−168trend −1,19e−05 3,44e−05 −0,35 7,28e−0159
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toriales Autorregresivos VAR 60Ademas las fun
iones de auto
orrela
ión se muestran en la Figura 3.14

Figura 3.14: Fun
ión de auto
ovarianza aso
iada a los submodelos para el 
uarto(izquierda) y quinto (dere
ha) subintervalo.Los pronósti
os para 
ada submodelo aso
iado se muestran a 
ontinua
ión. Parael 
uarto subintervalo se puede observar en la Figura 3.15

Figura 3.15: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).
60



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 61Similarmente para el quinto subintervalo, se apre
ia la Figura 3.16

Figura 3.16: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).
3.4. Modelo Aso
iado al Quinto y sexto SubintervaloEn este 
aso, se tiene una 
orrela
ión de 0,79 la eviden
ia gra�
a se muestra a
ontinua
ión, en la Figura 3.17, donde se observa un fenomeno similar a los anteriores

Figura 3.17: Correla
ión entre el Quinto y Sexto Subintervalo.Originalmente el modelo AR aso
iado a estos subintervalo es 3. Luego de apli
arlos test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perron para explorar la61
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toriales Autorregresivos VAR 62existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalo tenemos queviendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
er subintervalose obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidad de tenerraí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1%de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dos subintervalosno están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:Para un ARMA(3, 0) el AIC es −1026,65.Para un ARMA(2, 0) el AIC es −1017,137.Para un ARMA(1, 0) el AIC es −998,2336.Por lo que el modelo AR para estos subintervalo tiene orden 1. Los 
oe�
ientes parael modelo son los siguientes
x5 x6

x5 0,58 0,49

x6 0,11 0,67Donde x6 es el sexto subintervalo. Al 
onstruir el polinomio 
ara
terísti
o aso
iadoal modelo para determinar la esta
ionaridad se obtuvieron las rai
es 1,17 y 2,50 las
uales por teoria determinan que el modelo es esta
ionario. Los 
oe�
ientes para elmodelo VAR aso
iado a estos dos subintervalo esEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x5.l1 5,8e−01 5,46e−02 10,64 6,68e−22

x6.l1 4,42e−01 5,77e−02 7,66 4,58e−13trend 1,70e−05 2,78e−05 0,61 5,41e−01Para el sexto subintervalo tenemos el modelo x6Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x5.l1 7,22e−02 4,26e−02 1,70 9,15e−02

x6.l1 9,22e−01 4,50e−02 20,49 1,24e−54trend 8,30e−06 2,17e−05 0,38 0,24e−0162



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 63Por otro lado, la fun
ión de auto
ovarianza para 
ada subintervalo se puede notaren la Figura 3.18

Figura 3.18: Fun
ión de Auto
ovarianza para los residuales aso
iados a los submo-delos para el quinto subintervalo(izquierda) y sexto subintervalo (dere
ha).Los pronósti
os aso
iados a 
ada subintervalo, eviden
ian que, para el quintosubintervalo se tienen las siguientes apre
ia
iones en la Figura 3.19

Figura 3.19: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).Ahora para el sexto subintervalo, la Figura 3.20 da la eviden
ia grá�
a para este
63
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Figura 3.20: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).3.5. Modelo Aso
iado al Sexto y Septimo Subintervalo.Para el modelo VAR aso
iado al sexto y septimo subintervalo, se tiene una 
o-rrela
ión ente ellos de 0,86 
uya gra�
a se observa a 
ontinua
ión en la Figura 3.21

Figura 3.21: Correla
ión entre el sexto y septimo subintervalo.El modelo AR para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos tiene orden 3.Luego de apli
ar los test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perronpara explorar la existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalotenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
er64



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 65subintervalo se obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidadde tener raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemosque el 1% de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dossubintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(5, 0) el AIC es −1303,892.
ARMA(2, 0) el AIC es −1289,499.
ARMA(1, 0) el AIC es −1273,505.Se obtiene que por el valor de la AIC el orden del modelo sigue siendo uno, el modelose muestra a 
ontinua
ión

x6 x7

x6 0,52 0,48

x7 0,13 0,64Donde x7 es el septimo subintervalo. Además las raí
es del polinomio 
ara
terísti
oaso
iado a los 
oe�
ientes de este modelo son 1,2 y 3,1 lo 
ual justi�
a que el modeloes esta
ionario. Además los 
oe�
ientes aso
iados al modelo VAR son los siguientesEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x6.l1 4,52e−02 7,28e−02 6,20 2,39

x7.l1 5,59e−01 7,45e−02 7,51 1,17trend 5,25e−05 2,03e−05 2,58 1,05e−02Para el septimo subintervalo tenemos el modelo para x7Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x6.l1 5,27e−02 5,88e−02 0,89 3,71e−01

x7.l1 9,45e−01 6,01e−02 15,72 8,81e−39trend 5,55e−06 1,64e−05 0,34 7,36e−01Ademas, la fun
ión de auto
ovarianza para los submodelos aso
iados a estossubintervalos se eviden
ian en la Figura 3.2165
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Figura 3.22: Fun
ión Auto
ovarianza para los residuales del sexto submodelo (iz-quierda) y septimo submodelo (dere
ha).Los pronósti
os aso
iados a estos submodelos se eviden
ian a 
ontinua
ión, parael sexto subintervalo se tiene la Figura 3.23

Figura 3.23: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).
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CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 67Para el septimo subintervalo se muestra en la Figura 3.24

Figura 3.24: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).
3.6. Modelo Aso
iado al Septimo y O
tavo Subintervalo.Para la 
onstru

ión del modelo VAR aso
iado al o
tavo y noveno subintervalo,
omenzamos 
on mostrar que existe una 
orrela
ión de 0,9 la eviden
ia grá�
a sepuede notar en la Figura 3.25

Figura 3.25: Correla
ión entre el septimo y o
tavo subintervalo.El modelo AR para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos tiene orden 7. De67



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 68nuevo, apli
ar los test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perron paraexplorar la existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalotenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
ersubintervalo se obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidadde tener raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemosque el 1% de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dossubintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos órdenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(11, 0) el AIC es −1485,707.
ARMA(2, 0) el AIC es −1472,154.
ARMA(1, 0) el AIC es −1465,835.De igual forma, el AIC 
on menor valor es para el ARMA(1, 0) por lo que podemosasegurar que el modelo AR para la 
ombina
ión de estos subintervalo es uno. Lo
oe�
ientes del modelo estan dados por

x7 x8

x7 0,40 0,65

x8 0,10 0,70

x8 es el o
tavo subintervalo. Las raí
es del polinomio 
ara
terísti
o aso
iado alos 
oe�
ientes del modelo AR(1) son 1,2 y 3,81, lo que indi
a que el modelo esesta
ionario. Los 
oe�
ientes para el modelo VAR aso
iado son respe
tivamente parael septimo (x7) y o
tavo (x8) subintervaloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x7.l1 3,54e−01 7,69e−02 4,61 6,62e−06

x8.l1 6,55e−01 7,81e−02 8,38 4,44e−15trend 4,25e−05 1,43e−05 2,96 3,33e−0368



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 69Para el o
tavo subintervalo tenemos el modeloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x7.l1 −1,57e−02 5,68e−02 −0,28 7,82e−01

x8.l1 1,01 5,76e−02 17,61 3,81e−42trend 5,13e−06 1,05e−05 0,49 6,27e−01Por otro lado, las fun
iones de auto
ovarianza para los residuales aso
iados a
ada 
omponente del modelo se apre
ian en la Figura 3.26

Figura 3.26: Fun
ión Auto
ovarianza para los residuales del septimo submodelo(izquierda) y o
tavo submodelo (dere
ha).Los pronósti
os aso
iados al submodelo aso
iado al septimo subintervalo se mues-tran en la Figura 3.27
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Figura 3.27: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).Para el submodelo ve
torial aso
iado al o
tavo subintervalo tenemos la Figura3.28

Figura 3.28: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).

70



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 713.7. Modelo Aso
iado al O
tavo y Noveno Subintervalo.Para obtener el modelo ve
torial aso
iado a los subintervalos o
tavo y novenose obtuvo que la 
orrela
ión entre estos subintervalos es de 0,9 grá�
amente esta
orrela
ión se muestra en la Figura 3.33

Figura 3.29: Correla
ión entre el o
tavo y noveno subintervalo.El modelo AR para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos tiene orden 5. Denuevo, apli
ar los test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perron paraexplorar la existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalotenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
ersubintervalo se obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidadde tener raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemosque el 1% de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dossubintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(5, 0) el AIC es −1701,303.
ARMA(2, 0) el AIC es −1684,676.
ARMA(1, 0) el AIC es −1683,246.71



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 72De igual forma se obtuvo que el modelo autorregresivo aso
iado a la 
ombina
ión deestos subintervalos es de orden uno, los 
oe�
ientes del modelo son
x8 x9

x8 0,61 0,33

x9 0,34 0,29

x9 se re�ere al noveno subintervalo. Se puede enton
es a�rmar la esta
ionaridaddel modelo ya que las rai
es del polinomio 
ara
terísti
o aso
iado a este modelo son
1,23 y 11,63 las 
uales superan la unidad, por lo que se puede de
ir que el modeloes esta
ionario. Para el modelo VAR aso
iado a estos se tiene que para el o
tavosubintervalo Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

x8.l1 1,00 2,11e−03 474,51 0,000

x9.l1 −1,89e−01 6,04e−02 −3,13 0,002trend 4,90e−06 9,93e−06 0,49 0,62Para el noveno subintervalo tenemos el modeloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x8.l1 7,17e−03 1,57e−03 4,58 7,33e−06

x9.l1 7,31e−01 4,47e−02 16,35 6,82trend 2,04e−06 7,34e−06 0,28 7,81e−01Ademas, la fun
ión auto
ovarianza para los residuales aso
iados a 
ada submodelose muestran a 
ontinua
ión en la Figura 3.30
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Figura 3.30: Fun
ión Auto
ovarianza para los residuales del o
tavo submodelo (iz-quierda) y noveno submodelo (dere
ha).Para 
ada submodelo, los pronósti
os se muestran respe
tivamente a 
ontinua-
ión. Para el o
tavo subintervalo se muestra en la Figura 3.31

Figura 3.31: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).De igual forma, para el noveno subintervalo se eviden
ia la Figura 3.32
73
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Figura 3.32: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).3.8. Modelo Aso
iado al Noveno y De
imo Subintervalo.Para obtener el modelo ve
torial aso
iado a los subintervalos o
tavo y novenose obtuvo que la 
orrela
ión entre estos subintervalos es de 0,92 grá�
amente esta
orrela
ión se muestra en la Figura 3.33

Figura 3.33: Correla
ión entre el noveno y de
imo subintervalo.El modelo AR para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos tiene orden 6. Denuevo, apli
ar los test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perron paraexplorar la existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalo74



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 75tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
ersubintervalo se obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidadde tener raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemosque el 1% de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dossubintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(5, 0) el AIC es −1915,281.
ARMA(1, 1) el AIC es −1919,475.
ARMA(1, 0) el AIC es −1913,615.De igual forma se obtuvo que el modelo autorregresivo aso
iado a la 
ombina
ión deestos subintervalos es de orden uno, los 
oe�
ientes del modelo son

x9 x10

x9 0,2 0,86

x10 0,12 0,61

x10 se re�ere al de
imo subintervalo. Se puede enton
es a�rmar la esta
ionaridaddel modelo ya que las rai
es del polinomio 
ara
terísti
o aso
iado a este modelo son
2,83 y 17,67 las 
uales superan la unidad, por lo que se puede de
ir que el modeloes esta
ionario. Para el modelo VAR aso
iado a estos se tiene que para el novenosubintervalo Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

x9.l1 1,95e−01 1,04e−01 1,88 6,18e−02

x10.l1 1,00 1,45e−01 6,93 3,9e−11trend 1,92e−05 5,89e−06 3,26 1,28e−03Para el de
imo subintervalo tenemos el modeloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x9.l1 1,32e−01 7,46e−02 1,76 7,91e−02

x10.l1 7,31e−01 1,04e−01 7,03 2,16e−11trend 1,04e−05 4,23e−06 2,47 1,43e−0275



CAPÍTULO 3.Modelos Ve
toriales Autorregresivos VAR 76Ademas, la fun
ión auto
ovarianza para los residuales aso
iados a 
ada submodelose muestran a 
ontinua
ión en la Figura 3.34

Figura 3.34: Fun
ión Auto
ovarianza para los residuales del o
tavo submodelo (iz-quierda) y noveno submodelo (dere
ha).Para 
ada submodelo, los pronósti
os se muestran respe
tivamente a 
ontinua-
ión. Para el noveno subintervalo se muestra en la Figura 3.35

Figura 3.35: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).De igual forma, para el de
imo subintervalo se eviden
ia
76
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Figura 3.36: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).3.9. Modelo Aso
iado al De
imo Primer y De
imo SegundoSubintervalo.Para observar el modelo ve
torial que resulta de la 
ombina
ión de los noveno yde
imo subintervalo, se tiene que la 
orrela
ión que resulta de estos dos subintervaloses 0,90, gra�
amente se puede observar en la Figura 3.37

Figura 3.37: Correla
ión entre el de
imo primer y de
imo segundo subintervalo.El modelo AR para la 
ombina
ión de estos dos subintervalos tiene orden 4. Denuevo, apli
ar los test 
orrespondientes respe
tivamente el test Phillips-Perron para77
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toriales Autorregresivos VAR 78explorar la existen
ia de raí
es unitarias, 
on
luimos que para 
ada subintervalotenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el ter
ersubintervalo se obtiene el 1%, por lo que se puede a�rmar que no existe la posibilidadde tener raí
es unitarias. También, apli
ando el test de Phillips-Ouliaris tenemosque el 1% de los p-valores nos permiten re
hazar la hipótesis nula de que estos dossubintervalos no están 
ointegrados.El test apli
ado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresión, y aestos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresión, 
onesto 
al
ular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA 
al
ulado, de dondese obtiene que:
ARMA(1, 0) el AIC es −2247,71.
ARMA(2, 0) el AIC es −2248,127.
ARMA(1, 1) el AIC es −2257,094.Podemos a�rmar que el modelo es autorregresivo de orden uno. Los 
oe�
ientesde este modelo son

x11 x12

x11 0,56 0,33

x12 0,35 0,25siendo x11 el de
imo primer y x12 el de
imo segundo subintervalo. Al 
al
ular lasrai
es del polinomio 
ara
terísti
o aso
iado a los 
oe�
ientes del modelo son 1,27 y
39,22 lo que signi�
a que el modelo es esta
ionario. Los 
oe�
ientes para el modeloVAR aso
iado a estos subintervalos, respe
tovamente para 
ada subintervalo son,para el de
imo primer subintervaloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)

x11.l1 6,15e−01 9,91e−02 6,21 2,36e−09

x12.l1 4,47e−01 1,45e−01 3,09 2,23e−03trend 6,67e−06 2,85e−06 2,34 2,00e−0278
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toriales Autorregresivos VAR 79Para el de
imo segundo subintervalo tenemos el modeloEstimate Std. Error t value Pr(> |t|)
x11.l1 3,92e−01 7,10e−02 5,52 8,75e−08

x12.l1 3,40e−01 1,04e−01 3,28 1,20e−03trend 5,69e−06 2,04e−06 2,78 5,82e−03La fun
ión de auto
ovarianza aso
iada a los residuales para 
ada submodelo se apre-
ian en la Figura 3.38

Figura 3.38: Fun
ión Auto
ovarianza para los residuales del de
imo primer submo-delo (izquierda) y de
imo segundo submodelo (dere
ha).Los pronósti
os se muestran respe
tivamente a 
ontinua
ión. Para el de
imo pri-mer subintervalo se tiene la Figura 3.39
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Figura 3.39: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).Para el de
imo segundo subintervalo, observamos a 
ontinua
ión

Figura 3.40: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronósti
o (punteadas).Es así 
omo hemos en
ontrado los modelos ve
toriales regresivos (VAR) para lossubintervalos en estudio, 
omo ya se dijo antes estos modelos fueron hallados dosa dos para subintevalos 
ontiguos siguiendo la metodología de [3℄ donde se sugiereapli
ar algunos test a los datos en estudio y poder asegurar las hipótesis ne
esariaspara que los modelos hallados sean ade
uados a los datos en estudio, además poderobtener los pronósti
os y 
omparar 
on los datos originales, lo 
ual resultó a
ertadoen el presente estudio, dado que en la mayoría de los 
asos se pudo hallar el modelo80
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toriales Autorregresivos VAR 81VAR 
on sus 
ondi
iones ne
esarias de existen
ia (
ointegra
ión, estabilidad, buen
omportamiento de la ACF y pronósti
os). Sin embargo, dos subintervalos 
ontiguospara los que no se pudo en
ontrar el desarrollo del modelo VAR fueron el de
imo yde
imo primer subintervalo, quienes no lograron una 
ointegra
ión ne
esaria, dadoque al apli
ar test de Phillips-Ouliaris 
omo 
onse
uen
ia tenemos que el modelo deregresión lineal que se 
onstruye según la metodología, tiene orden 
ero, lo 
ual di�-
ulta 
ontinuar 
on el análisis, puesto que no se puede determinar un orden ade
uadopara este modelo según el valor de la AIC, así 
omo tampo
o se pude de
idir sobrela 
onstru

ión del modelo VAR que sigue de apli
ar este test. Una 
ausa de estehe
ho es la similitud que poseeb estos subintervalos, lo que trae 
omo 
onse
uen
iaque este modelo líneal no resulte tener un desarrollo.
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Capítulo 4
CONCLUSIONESEl presente análisis se realizó 
on el �n de estudiar el espe
tro de los 244 periodosobtenidos en el Mar del Norte en 1,999, para esto, se usó el software R 
on el quese logro ajustar modelos al 
omportamiento de la tormenta. De este análisis, sedesprenden los siguientes resultados, Se gra�
aron los espe
tros 
al
ulados a partirde los datos de la tormenta, luego que se determinó el rango útil de fre
uen
ias 
omúna todos los espe
tros, se sele

ionaron empíri
amente valores a los extremos del rangode modo que no se observaron 
ara
terísti
as importantes fuera de este rango, esterango forma el 97% de la informa
ión total, la energía total presente fuera del rangosólo representa el 3%. A este rango útil, se de
idió dividir en subintervalos de formatal que esta obedez
a a 
apturar por 
ada subintervalo la mayor 
antidad posible de
ambios en la energía, esto 
on el objeto de expli
ar pre
isamente el 
omportamientode estos 
ambios mediante los modelos que se obtienen luego. Como 
on
lusión enesta parte se de
idió dividirlo en 12 subintervalos de igual tamaño, seguido a esto,ajustar un modelo a 
ada uno de los intervalos.A 
ontinua
ión, para 
ada uno de estos intervalos se obtuvo un modelo autorre-gresivo, que después de analizar el 
omportamiento de la ACF, PACF, los p-valores yel valor del AIC, más el estadísti
o de Ljung Box, se determinó que 
ada subintervalotenía aso
iado un modelo AR(1). Para algunos de estos subintervalos, fue ne
esarioapli
ar la transforma
ión de Box-Cox, 
on el �n eliminar la no esta
ionaridad en lavarianza y 
on esto lograr un mejor ajuste de los residuales aso
iado al modelo 
onla distribu
ión normal. Este primer análisis, se realizó 
on la �nalidad de obteneruna primera impresión respe
to al 
omportamiento de los datos en 
uestión, debidoa que el orden y tipo de modelo que resulta en esta parte, nos dará idea de lo que a
ontinua
ión en los modelos VAR podríamos apre
iar, sin embargo, este análisis noes su�
iente para expli
ar el 
omportamiento de la tormenta, por lo que se re
urrea un estudio más general de los subintervalos para dar una respuesta más a
ertada83



CAPÍTULO 4. Con
lusiones 84sobre el 
omportamiento de los datos.Seguidamente, para 
omplementar el análisis, se 
onstruyeron los modelos ve
to-riales autorregresivos de forma tal que estos den informa
ión a
er
a del 
omporta-miento de la tormenta de forma más pre
isa, puesto que este estudio aporta infor-ma
ión sobre la rela
ión que poseen las 12 variables en 
onjunto. Primero, se intentó
onstruir un modelo ve
torial 
on los 12 subintervalos simultáneamente, este modeloresultó difí
il de manejar numéri
amente, ya que por la ausen
ia de 
ointegra
iónentre algunas de las series, el modelo en 
onjunto no se puede obtener. Es por estoque, se re
urre a la metodología expuesta en [3℄ para 
onstruir ve
tores dos a dos pa-ra subintervalos 
ontiguos. Estos subintervalos se suponen 
orrela
ionados debido aque provienen de la misma tormenta, para este análisis en parti
ular la 
ointegra
iónentre las series es fundamental, dado que esta aporta informa
ión sobre rela
ión entrelas variables, para obtener esta propiedad importante las series deben ser esta
iona-rias (ya demostrada en la 
onstru

ión de los modelos univariados). Esta propiedad,impli
a también que las series se mueven 
onjuntamente en el tiempo y las diferen
iasentre ellas son estables o esta
ionarias.El 
aso antes expuesto, es el de la mayoría de las series bivariadas que hemos
onstruido, sin embargo el úni
o 
aso donde las 
ondi
iones para la 
ointegra
iónno se 
umplen, resulto ser para el de
imo y de
imo primer subintervalo, los 
ualesno mostraron eviden
ias de 
ointegra
ión y por tanto no fue posible obtener unmodelo para la 
ombina
ión de estas series. A los modelos bivariados restantes, seles sometió a pruebas para la 
ointegra
ión, también para probar su estabilidad,donde se eviden
ió que las raí
es ex
edían la unidad por pequeñas pero signi�
ativasunidades, para algunos otros, las raí
es ex
edían la unidad exageradamente. También,se gra�
aron las ACF para 
ada 
omponente del modelo para obtener la 
erteza deque en efe
to, tenían orden 1, en 
ontraste 
on el valor del AIC que resultó ser elmenor de los distintos ordenes a los 
uales fueron 
onstruidos 
ada modelo bivariado.Muy relevante en este estudio, fueron los pronósti
os tanto para los modelosunivariados 
omo para los bivariados, dado que estos son los que aseguran que losmodelos son 
apa
es de reprodu
ir los datos en estudio. La té
ni
a usada fue lade trun
ar las series quitándoles 10 datos para saber si el modelo era 
apaz dereprodu
irlos, sobre el pronósti
o obtenido en este trabajo se puede 
on
luir queen algunos 
asos los modelos no se ajustan 
ompletamente a los datos ya que los84
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lusiones 85
ambios brus
os en la energía que ini
ialmente se observan. Una de las 
ausas deeste problema, puede ser la velo
idad del viento 
uyos datos no se 
ono
en, dado quela altura mu
has depende de la 
antidad de energía que puede extraerse del viento.Es de resaltar, que estos modelos no son de�nitivos dado que, se deben mejorarlos pronósti
os y la hetero
edasti
idad que presentan los residuales, de forma talque se pueda 
ontrolar la variablidad pronun
iada de la energía que se presenta alobservar los residuos y también en los pronósti
os.
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Apéndi
e A
MODELOS UNIVARIADOSEn este 
apítulo, se in
luye el material suplementario a
er
a de los modelos tra-tados en el Capítulo 2. Se muestran los subintervalos restantes para los modelosunivariados, se mostrarán los 
oe�
ientes para los modelos, así 
omo tambien lasACF, PACF, los grá�
os para el 
omportamiento de los 
uantiles, de diagnósti
os ypronósti
os para sustentar el presente análisis. Dividiremos el 
apítulo en dos se

io-nes, los que requieren de la transforma
ión de Box Cox, el segundo, quinto, sexto,septimo y o
tavo en el orden; y los que no requieren esta transforma
ión 
uarto,noveno, de
imo, de
imo primer y segundo subintervalos.A.1. Subintervalos que requieren de la Transforma
ión deBox Cox.A.1.1. Segundo Subintervalo.El modelo tiene la siguiente expresión:

xt = 0,01 + 0,94xt−1 + wtPara el 
ual 
ambiando los distintos ordenes del modelo y así es
oger el quemejor ajusta a los datos en estudio de a
uerdo a lo estable
ido en el Capítulo 2,se muestran por ejemplo los siguientes grá�
os de diagnósti
o para dos tipos demodelos un AR(1) y AR(2) (Figura A.1) así observar tanto el 
omportamiento delos residuales, la ACF, así 
omo también el 
omportamiento de los p-valores quienespropor
ionan informa
ión relevante en este análisis para de
idir sobre los modelos,a 
ontinua
ión en la Figura A.1
87
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Figura A.1: Grá�
as de diagnósti
o. A izquierda, AR(1); a dere
ha, AR(2) para elsegundo subintervalo.
88



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 89Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es −1309,252 mientras que parael AR(2) el AIC obtenido fue −1344,71, así que se puede a�rmar que el modeloapropiado según estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las grá�
as de
uantiles antes despues de la transforma
ión de Box Cox se puede apre
iar en laFigura A.2.

Figura A.2: Grá�
as de 
uantiles para el segundo subintervalo. A izquierda, losdatos originales; a dere
ha, 
on la transforma
ión de Box Cox para λ = 0,08.Donde se puede observar notoriamente 
omo luego de apli
ar la transforma
ión
on el parámetro λ obtenido se obtiene la mejoría deseada en 
uanto a la aproxima-
ión líneal de los residuales del modelo. A 
ontinua
ión, también se da eviden
ia del
omportamiento de los pronósti
os que 
omo ya se dijo son parte importante en elanálisis de los modelo ya que estos dan informa
ión sobre el buen 
omportamientodel mismo 
uando son 
apa
es de reprodu
ir por sí mismos los datos en estudio, a
ontinua
ión los pronósti
os en la Figura A.3
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Figura A.3: Pronósti
o para el modelo aso
iado al segundo subintervalo.Los datosdel segundo subintervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.1.2. Quinto Subintervalo.El modelo esta dado de la siguiente forma
xt = 0,83 + 0,15xt−1 + wtPara el 
ual 
ambiando los distintos ordenes del modelo y así es
oger el quemejor ajusta a los datos en estudio de a
uerdo a lo estable
ido en el Capítulo 2, semuestran por ejemplo los siguientes grá�
os de diagnósti
o para dos tipos de modelosun AR(1) y AR(2) así observar tanto el 
omportamiento de los residuales, la ACF, así
omo también el 
omportamiento de los p-valores quienes propor
ionan informa
iónrelevante en este análisis para de
idir sobre los modelos, los diagnósti
os se puedenapre
iar en la Figura A.4
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Figura A.4: Grá�
as de diagnósti
o para el modelos aso
iado al quinto subintervalo.A izquierda, AR(1); a dere
ha, AR(2).
Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es −1069,08 mientras que parael AR(2) el AIC obtenido fue −1114,57, así que se puede a�rmar que el modeloapropiado según estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las grá�
as de91
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uantiles antes y despues de la transforma
ión de Box Cox, 
uya eviden
ia grá�
a seve a 
ontinua
ión en la Figura A.5.

Figura A.5: Grá�
as de 
uantiles. A izquierda, los datos originales; a dere
ha, 
onla transforma
ión de Box Cox para λ = −0,07.Donde se puede observar notoriamente 
omo luego de apli
ar la transforma
ión
on el parámetro λ obtenido se obtiene la mejoría deseada en 
uanto a la aproxima-
ión líneal de los residuales del modelo. A 
ontinua
ión, también se da eviden
ia del
omportamiento de los pronósti
os que 
omo ya se dijo son parte importante en elanálisis de los modelo ya que estos dan informa
ión sobre el buen 
omportamientodel mismo 
uando son 
apa
es de reprodu
ir por sí mismos los datos en estudio, lospronósti
os para el quinto subintervalo se observan en la Figura A.6
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Figura A.6: Pronósti
o para el modelo aso
iado al quinto subintervalo.El subinter-valo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.1.3. Sexto Subintervalo.El modelo esta dado de la siguiente forma
xt = 0,80 + 0,0,1xt−1 + wtPara el 
ual 
ambiando los distintos ordenes del modelo y así es
oger el quemejor ajusta a los datos en estudio de a
uerdo a lo estable
ido en el Capítulo 2,se muestran por ejemplo los siguientes grá�
os de diagnósti
o para dos tipos demodelos un AR(1) y AR(2) así observar tanto el 
omportamiento de los residuales,la ACF, así 
omo también el 
omportamiento de los p-valores quienes propor
ionaninforma
ión relevante en este análisis para de
idir sobre los modelos, en seguida seobserva la Figura A.7
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Figura A.7: Grá�
as de diagnósti
o para los modelos aso
iados al sexto subintervalo.A izquierda, AR(1); a dere
ha, AR(2).Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es −1226,3 mientras que parael AR(2) el AIC obtenido fue −1287,03, así que se puede a�rmar que el modeloapropiado según estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las grá�
as de
uantiles antes despues de la transforma
ión de Box Cox (ver Figura A.8).94
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Figura A.8: Grá�
as de 
uantiles. A izquierda, los datos originales; a dere
ha, 
onla transforma
ión de Box Cox para λ = −0,22.Donde se puede observar notoriamente 
omo luego de apli
ar la transforma
ión
on el parámetro λ obtenido, se obtiene la mejoría deseada en 
uanto a la aproxi-ma
ión líneal que requieren los residuales del modelo. A 
ontinua
ión, también seda eviden
ia del 
omportamiento de los pronósti
os que 
omo ya se dijo, son parteimportante en el análisis de los modelo ya que estos dan informa
ión sobre el buen
omportamiento del mismo 
uando son 
apa
es de reprodu
ir por sí mismos los datosen estudio. Para los pronósti
os aso
iados al modelo aso
iado al sexto subintervalover la Figura A.9
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Figura A.9: .Pronósti
o para el modelo aso
iado al sexto subintervalo.El subinter-valo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.1.4. Septimo Subintervalo.El modelo esta dado de la siguiente forma
xt = 0,79 + 0,1xt−1 + wtPara el 
ual 
ambiando los distintos ordenes del modelo y así es
oger el quemejor ajusta a los datos en estudio de a
uerdo a lo estable
ido en el Capítulo 2,se muestran por ejemplo los siguientes grá�
os de diagnósti
o para dos tipos demodelos un AR(1) y AR(2) así observar tanto el 
omportamiento de los residuales,la ACF, así 
omo también el 
omportamiento de los p-valores quienes propor
ionaninforma
ión relevante en este análisis para de
idir sobre los modelos. El diagnósti
oa 
ontinua
ión (ver Figura A.10) 
ompara dos modelos AR.
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Figura A.10: Grá�
as de diagnósti
o. A izquierda, AR(1); a dere
ha, AR(2).
Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es −1364,17 mientras que parael AR(2) el AIC obtenido fue −1406,41, así que se puede a�rmar que el modeloapropiado según estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las grá�
as de
uantiles antes despues de la transforma
ión de Box Cox. A 
ontina
ión las grá�
as97
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uantiles para el septimo subintervalo (ver Figura A.10)

Figura A.11: Grá�
as de 
uantiles para el modelo aso
iado al septimo subintervalo.A izquierda, los datos originales; a dere
ha, 
on la transforma
ión de Box Cox para
λ = −0,23.Donde se puede observar notoriamente 
omo luego de apli
ar la transforma
ión
on el parámetro λ obtenido se obtiene la mejoría deseada en 
uanto a la aproxima-
ión líneal de los residuales del modelo. A 
ontinua
ión, también se da eviden
ia del
omportamiento de los pronósti
os que 
omo ya se dijo son parte importante en elanálisis de los modelo ya que estos dan informa
ión sobre el buen 
omportamientodel mismo 
uando son 
apa
es de reprodu
ir por sí mismos los datos en estudio (verFigura A.12)
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Figura A.12: Pronósti
o para el modelo aso
iado al septimo subintervalo.El subin-tervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.1.5. O
tavo Subintervalo.El modelo esta dado de la siguiente forma
xt = 0,81 + 0,04xt−1 + wtPara el 
ual 
ambiando los distintos ordenes del modelo y así es
oger el que mejorajusta a los datos en estudio de a
uerdo a lo estable
ido en el Capítulo 2, se muestranpor ejemplo los siguientes grá�
os de diagnósti
o para dos tipos de modelos un

AR(1) y AR(2) así observar tanto el 
omportamiento de los residuales, la ACF, así
omo también el 
omportamiento de los p-valores quienes propor
ionan informa
iónrelevante en este análisis para de
idir sobre los modelos, la Figura A.13 
ompara dosmodelos AR 
on distintos ordenes para este subintervalo.
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Figura A.13: Grá�
as de diagnósti
o para los modelos aso
iados el o
tavo subinter-valo. A izquierda, AR(1); a dere
ha, AR(2).Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es −1554,13 mientras que para el
AR(2) el AIC obtenido fue −1569,6, así que se puede a�rmar que el modelo apropiadosegún estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las grá�
as de 
uantiles antesdespues de la transforma
ión de Box Cox (ver Figura A.14).100
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Figura A.14: Grá�
as de 
uantiles. A izquierda, los datos originales; a dere
ha, 
onla transforma
ión de Box Cox para λ = −0,23.Donde se puede observar notoriamente 
omo luego de apli
ar la transforma
ión
on el parámetro λ obtenido se obtiene la mejoría deseada en 
uanto a la aproxima-
ión líneal de los residuales del modelo. A 
ontinua
ión, también se da eviden
ia del
omportamiento de los pronósti
os que 
omo ya se dijo son parte importante en elanálisis de los modelo ya que estos dan informa
ión sobre el buen 
omportamientodel mismo 
uando son 
apa
es de reprodu
ir por sí mismos los datos en estudio, laFigura A.15 muestra los pronósti
os para el AR(1) aso
iado a este subintervalo.

Figura A.15: Pronósti
o para el o
tavo subintervalo.El subintervalo (en azul) frenteal pronosti
o para el modelo(negro). 101



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 102A.2. Subintervalos que no Requieren la Transforma
ión BoxCox.En esta se

ión se muestran los subintervalos donde al 
al
ular el parámetro λque de�ne la transforma
ión de Box Cox se aproxima a la unidad, lo que teori
a-mente quiere de
ir que di
ha transforma
ión no es ne
esaria apli
arse a los datos enestudio.Los subintervalos que poseen esta 
ara
terísti
a en el presente estudio son el ter
e-ro (estudiado en el Capítulo 1) 
uarto, noveno, de
imo, de
imo primer y segundosubintervalo. A 
ontinua
ión se da un breve resumen de los resultados obtenidospara estos subintervalos, de forma tál que se 
omplete el estudio en 
uestión de losmodelos univariados.A.2.1. Cuarto Subintervalo.El modelo tiene la expresión
xt = 0,42 + 0,71xt−1 + ωtSe realizaron varios 
ambios en el orden de los modelos ARMA, 
omo ejemplo semuestra un AR(1) y un AR(2) para los 
uales se muestan los 
omportamientos de laACF de los residuales normalizados, 
omo ya se men
iono en los 
apítulos anteriores,estos diagnósti
os darán fuerza a la de
isión de es
oger un modelo ade
uado paraajustar los datos, a 
ontinua
ión la Figura A.16
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Figura A.16: Diagnósti
o para el 
uarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
ha:ARMA(1,0)
Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es −1008,91 y para el

AR(2) este valor esta dado por −1049,92 por lo que análogamente los otros 
asospodemos a�rmar y a
eptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Además, la Figura A.17 muestra la grá�
a de 
uantiles para los residuos103
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iados a este modelo.

Figura A.17: Grá�
as de Cuantiles para el 
uarto subintervalo.Los pronósti
os que apoyan la ele

ión de este modelo, los 
uales reprodu
en demanera optima los datos, se muestan a 
ontinua
ión en la Figura A.18

Figura A.18: El subintervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).
A.2.2. Noveno Subintervalo.El modelo está dado por

xt = 0,74 + 0,03xt−1 + ωt104



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 105Se realizaron varios 
ambios en el orden de los modelos ARMA, 
omo ejemplo semuestra un AR(1) y un AR(2) para los 
uales se muestan los 
omportamientos de laACF de los residuales normalizados, 
omo ya se men
iono en los 
apítulos anteriores,estos diagnósti
os darán fuerza a la de
isión de es
oger un modelo ade
uado paraajustar los datos (ver Figura A.19)

Figura A.19: Diagnósti
o para el 
uarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
ha:ARMA(1,0)
105



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 106Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es −1659,83 y para el
AR(2) este valor esta dado por −1682,86 por lo que análogamente los otros 
asospodemos a�rmar y a
eptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Además, la Figura A.20 muestra la grá�
a de 
uantiles para los residuosaso
iados a este modelo.

Figura A.20: Grá�
as de Cuantiles para el ter
er subintervalo.Los pronósti
os que apoyan la ele

ión de este modelo, los 
uales reprodu
en demanera optima los datos, se muestan a 
ontinua
ión en la Figura A.21
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Figura A.21: Pronósti
o para el modelo aso
iado al noveno subintervalo. El subin-tervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.2.3. De
imo Subintervalo.El modelo está dado por
xt = 0,74 + 0,03xt−1 + ωtSe realizaron varios 
ambios en el orden de los modelos ARMA, 
omo ejemplo semuestra un AR(1) y un AR(2) para los 
uales se muestan los 
omportamientos de laACF de los residuales normalizados, 
omo ya se men
iono en los 
apítulos anteriores,estos diagnósti
os darán fuerza a la de
isión de es
oger un modelo ade
uado paraajustar los datos

107



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 108

Figura A.22: Diagnósti
o para el 
uarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
ha: ARMA(1,0)Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es −1659,83 y para el
AR(2) este valor esta dado por −1682,86 por lo que análogamente los otros 
asospodemos a�rmar y a
eptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Además, la grá�
a de 
uantiles para los residuos aso
iados a este modelo son

108
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Figura A.23: Grá�
as de Cuantiles para el ter
er subintervalo.Los pronósti
os que apoyan la ele

ión de este modelo, los 
uales reprodu
en demanera optima los datos, se muestan a 
ontinua
ión

Figura A.24: El subintervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).
A.2.4. De
imo Primer Subintervalo.El modelo está dado por

xt = 0,76 + 0,01xt−1 + ωtSe realizaron varios 
ambios en el orden de los modelos ARMA, 
omo ejemplo semuestra un AR(1) y un AR(2) para los 
uales se muestan los 
omportamientos de la109



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 110ACF de los residuales normalizados, 
omo ya se men
iono en los 
apítulos anteriores,estos diagnósti
os darán fuerza a la de
isión de es
oger un modelo ade
uado paraajustar los datos, a 
ontinua
ión ver la Figura A.25 para 
omparar dos modelos

Figura A.25: Diagnósti
o para el 
uarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
ha:ARMA(1,0)Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es −2039,82 y para el
AR(2) este valor esta dado por −2077,1 por lo que análogamente los otros 
asospodemos a�rmar y a
eptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el110
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AR(1). Además, la grá�
a de 
uantiles para los residuos aso
iados a este modelo sepueden ver en la Figura A.26

Figura A.26: Grá�
as de Cuantiles para el ter
er subintervalo.Los pronósti
os que apoyan la ele

ión de este modelo, los 
uales reprodu
en demanera optima los datos, se muestan a 
ontinua
ión en la Figura A.27

Figura A.27: El subintervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).A.2.5. De
imo Segundo Subintervalo.El modelo está dado por
xt = 0,71 + 0,01xt−1 + ωt111



CAPÍTULO A.Modelos Univariados 112Se realizaron varios 
ambios en el orden de los modelos ARMA, 
omo ejemplo semuestra un AR(1) y un AR(2) para los 
uales se muestan los 
omportamientos de laACF de los residuales normalizados, 
omo ya se men
iono en los 
apítulos anteriores,estos diagnósti
os darán fuerza a la de
isión de es
oger un modelo ade
uado paraajustar los datos, a 
ontina
ión se apre
ian en la Figura A.28

Figura A.28: Diagnósti
o para el 
uarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
ha:ARMA(1,0)Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es −2188,12 y para el112
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AR(2) este valor esta dado por −2227,92 por lo que análogamente los otros 
asospodemos a�rmar y a
eptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Además, la grá�
a de 
uantiles para los residuos aso
iados a este modelo seapre
ian en la Figura A.29

Figura A.29: Grá�
as de Cuantiles para el ter
er subintervalo.Los pronósti
os que apoyan la ele

ión de este modelo, los 
uales reprodu
en demanera optima los datos, se muestan a 
ontinua
ión en la Figura A.30

Figura A.30: El subintervalo (en azul) frente al pronosti
o para el modelo(negro).
113
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