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RESUMEN

En este trabajo se desarroll6 el analisis espectral a datos de olas del Mar del Norte
recabados en el ano 1.999. Forman parte de una base de datos, y corresponden a mas
de 15 anos en los cuales se han producido una cantidad importante de tormentas,
estos datos corresponden a la altura de olas tomados en la plataforma North Alwyn
en el Mar del Norte y almacenados en la universidad de Heriot-Watt de Edimburgo,
en este proyecto analizamos una de estas. Los datos estan separados en periodos de
20 minutos y fueron registrados a una frecuencia de 5 Hz.

Para el estudio, se grafico el espectro de los 244 periodos disponibles, con el fin de
analizar su comportamiento. El area total bajo la curva en cada periodo representa
la energia presente en la serie de tiempo durante el periodo. En los extremos de este
conjunto de datos se observo que existia informaciéon que no era necesaria tomar en
cuenta, ya que representa ruido, esta informacion representa el 3% y no fue tomada
en cuenta para el andalisis. Luego, se procedi6é a discretizar la energia en intervalos,
escogidos de modo que capturen dentro de cada uno de ellos los puntos criticos de la
energia. Esta particion se eligio de acuerdo a miiltiples apreciaciones graficas, y como
producto de ello, se determino que era necesaria una particion de 12 subintervalos
para realizar el presente estudio. Luego de analizar las funciones de autocovarianza
(ACF) y autocovarianza parcial (PACF) para el modelo autorregresivo (AR) por cada
serie de tiempo y observar las ACF y PACF para distintos ordenes de estos modelos
se determino que tenian asociado un modelo AR de orden uno, también apoyados
en graficas para el diagnostico del modelo observando ademas los resultados gréficos
del estadistico Ljun Box. Un analisis adicional para determinar este buen ajuste,
es que al observar la grafica de cuantiles, algunos residuales de estos modelos no
ajustaban con la distribuciéon normal, lo que conllevo a usar la transformacion de
Box-Cox con el que se intent6 corregir el problema de la no-normalidad. Con esto, se
encontré un conjunto de 12 modelos autorregresivos de orden uno que posteriormente
serviran para el anélisis del conjunto de modelos en estudio y asi estudiar la relacién
e interaccion que existe entre ellos para poder dar explicaciones mas explicitas acerca

del comportamiento de estos datos.
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Seguidamente, se construyeron los modelos vectoriales autorregresivos con los mo-
delos univariados de donde resulto viable construir modelos vectoriales dos a dos, es
decir, para dos modelos contiguos se obtuvo un vector autorregresivo al cual se reali-
z6 un analisis donde se estudiaron las caracteristicas entre las variables del modelo
en estudio, partiendo de la correlacion que existe entre las variables, se determino la
cointegracion, también se verifico que no existe posibilidad de raices unitarias para
la estabilidad del modelo vectorial. Se determino que el orden del modelo vectorial
autorregresivo es uno para cada par de variables contiguas, también se realizaron
los estudios para la ACF y los pronosticos correspondientes para determinar si el

modelo encontrado es capaz de aproximar a los datos originales (ver [3]).

Palabras claves: Espectro, modelos autorregresivos, transformacion de

Box-Cox, vectores autorregresivos.
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INTRODUCCION

El uso de los procesos aleatorios en el estudio y la modelacién de las olas ma-
rinas, se inicia en la decada de los 50 con el trabajo de Longuett-Higgins, y desde
entonces ha tenido un enorme desarrollo (ver por ejemplo [4]). Los modelos basados
en procesos aleatorios han mostrado ser de gran utilidad permitiendo el estudio de
diversas caracteristicas de las olas para su estudio.

Las olas marinas, son ondas sismicas (movimientos de un medio material) que se
propagan entre dos medios materiales. En aguas profundas, las moléculas de agua
regresan casi al mismo lugar donde se encontraban al principio. En una ola se dis-
tinguen dos movimientos: la oscilaciéon del medio movido por la onda, el cual es un
movimiento circular y la propagacion de la onda, que se produce porque la energia
se transmite con ella, trasladando el fen6meno con una direcciéon y una velocidad
(velocidad de la onda).

Una caracteristica muy importante de las olas marinas, es que cuanto mayor es
su altura mayor es la cantidad de la energia que se produce al extraer del viento, ya
que la altura depende de la velocidad, su persistencia en el tiempo y la estabilidad de
la direccion de este. Por otro lado, las olas que se desplazan sobre aguas profundas
disipan su energia muy lentamente, de forma que alcanzan regiones separadas de
su lugar de formacion. Hay tres formas que se disipe la energia: una parte puede
convertirse en corriente superficial, por friccién sobre el aire, por interaccién con la
corteza solida.

Una herramienta muy ttil con la que se pueden estudiar datos de olas marinas,
es el analisis del espectro, también conocida como analisis de dominio de frecuencia
o estimacion de la densidad espectral , es el proceso técnico de la descomposicion de
una senal compleja en partes mas simples. Como se describi6é anteriormente, muchos
de los procesos fisicos que se describe mejor como una suma de muchos componentes
de frecuencia individuales. Cualquier proceso que cuantifica las diversas cantidades
(por ejemplo, amplitudes, potencias, intensidades, o fases), frente a la frecuencia
puede ser llamado anélisis de espectro. El analisis del espectro se puede realizar en
toda la senal. Alternativamente, una senal puede ser dividida en segmentos cortos y

el andlisis del espectro se puede aplicar a estos segmentos individuales.

Los modelos usuales para olas en mares profundos y condiciones normales son los
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procesos Gaussianos y centrados (ver de nuevo [4]). Estas hipotesis permiten obte-
ner modelos manejables, que en muchas situaciones resultan adecuados. La hipotesis
de estacionaridad permite el uso de técnicas de anélisis espectral de Fourier para
el estudio de distribucion de energia de la ola en las distintas frecuencias que la
componen. Este andlisis espectral esta asociado a distintas caracteristicas de interés,
como por ejemplo la altura significativa o el periodo dominante que puede calcular-
se a partir de la distribucion espectral o de sus momentos. El modelo Gaussiano,
ademas de resultar una muy buena aproximaciéon de primer orden, permite obtener
expresiones explicitas para muchas de las distribuciones de los parametros que resul-
tan importantes para los oceandgrafos e ingenieros. Sin embargo, ambas hipotesis;
estacionaridad y Gaussianidad tienen sus limitaciones, una de tales limitaciones es
que las caracteristicas del mar cambian bruscamente con el tiempo, sin embargo se
puede considerar que en algtin periodo suficientemente prolongado de condiciones
meteorologicas estables, la distribucion de la altura del mar no cambia con el tiempo
en algin punto especifico del espacio. Otras caracteristicas fundamentales que como
hipotesis se requieren para obtener los deseados modelos manejables para datos de
olas, es que se requiere que la trayectoria del proceso que sigue la ola sea continua,
la ergodicidad, la cual se traduce en poder sustituir los valores esperados (teoricos)
por promedios temporales (empiricos). Estas dos suposiciones se requieren también

para deducir propiedades importantes del proceso que sigue la ola.

Como consecuencia de la hipotesis de estacionaridad, la funcion covarianza del
proceso y el proceso mismo tiene una representacion espectral. En el caso de la fun-
cion covarianza, esta representacion se obtiene a partir del Teorema de Bochner. La
densidad espectral o espectro, juega un rol principal en el estudio de las olas marinas
y se interpreta como la distribucion de la energia por frecuencias. Esta densidad en
una funcion simétrica y normalmente solo se considera la parte positiva. La integral
de la densidad espectral es la varianza del proceso y también corresponde a la energia
total presente durante el periodo de tiempo en consideraciéon. LLos momentos espec-
trales, que son los momentos calculados respecto a la densidad espectral también

juegan un rol importante en esta teoria.

De acuerdo a la evolucion del espectro de la ola o del conjunto de olas, es preci-
so detallar la técnica que se usard en este trabajo para ajustar modelos adecuados

bajo las hipotesis anteriores. El procedimiento consiste en despreciar la energia que
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se considera ruido situada en los extremos y discretizar el intervalo restante en una
particién que capture la mayor cantidad posible de caracteristicas en la evolucion de
la energia. A cada subintervalo de esta particion se le ajusta un modelo ARMA cuyo
orden se determina de acuerdo a la ACF, PACF y las caracteristicas asociadas a sus
p valores y al valor de la AIC (Akaike Information Criteria) asociado. Seguidamen-
te, para completar el anélisis de estos modelos univariados, se construird un modelo
vectorial autorregresivo (VAR) el cual reune el conjunto completo de modelos univa-
riados tantos como intervalos halla, de tal manera que se pueda obtener informaciéon
mas precisa acerca de la evolucion de los espectros de las olas [3].

Este trabajo se estructurd de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se hace un
resumen de la teoria necesaria para tratar con el problema en estudio, en el se da una
descripcion los modelos ARMA, ademés de sus casos particulares y se establecen las
diferencias entre distintos tipos de modelos que se presentan y se pueden ajustar.
También se definen matemaéaticamente las hipotesis necesarias para poder obtener
modelos adecuados y manejables para datos de olas marinas. El Capitulo 3 se detallan
los modelos autorregresivos univariados resultantes de las prueblas realizadas con
los datos en estudio, aplicando la técnica antes descrita para ajustar modelos a la
evolucion de la energia considerando una serie de analisis para los datos de manera
tal de comprobar la veracidad del orden y tipo de estos modelos haciendo uso del
software R. Con esta herramienta usando las pruebas estadisticas y diversas graficas
se puede comprobar que los modelos ajustados son apropiados para dar respuesta al
comportamiento de los datos en estudio para las olas marinas del Mar del Norte.

El el Capitulo 4, se incluyen los resultados méas generales y relevantes en el pre-
sente trabajo, estos son los modelos vectoriales autorregresivos construidos a partir
de los modelos univariados, estos modelos vectoriales se construyen dos a dos para
los modelos univariados contiguos obtenidos en el capitulo anterior, estos vienen a
explicar de manera mas precisas el comportamiento de los datos. Tales modelos tam-
bién son sometidos a pruebas graficas y estadisticas para validarlos. Finalmente, en
el Capitulo 7?7 se presentan las conclusiones que se derivan del estudio, también se
da una perspectiva del mismo y se dan las recomendaciones consideradas necesarias

para ser tomadas en cuenta en trabajos futuros.






CAPITULO 1

PRELIMINARES MATEMATICOS

A continuacion se presentan algunas definiciones y resultados teoéricos generales

sobre los modelos que estudiamos, pueden consultarse en las referencias [1], [2], [3]
y [4]-

1.1. Series de Tiempo Estacionarias

En este punto, se pretende dejar claras las definiciones que explican la estaciona-
ridad de un proceso aleatorio y las definiciones que estas traen como consecuencia
como parte complementaria para entender las propiedades de las olas marinas. Se
introduciran los conceptos basicos necesarios para adentrar en el tema de las olas
marinas desde el punto de vista de los procesos estocasticos, el cual seréd el enfoque
que tomaremos en este trabajo, pero antes, recordaremos unos conceptos necesarios
para adentrar en el contexto de las olas marinas, el de la funcion media, funcion

covarianza, entre otros.

Definicién 1.1. La funciéon media de un proceso aleatorio z; se define como
oy = (o) = [ afilado (11)

donde E denota el operador valor esperado usual, fi(x) es la funcion de densidad

de la variable aleatoria x;, cuando no exista confusion alguna usaremos p; en vez de

Hazy -

Definicion 1.2. La funcidén autocovarianza se define como

/Yx(sv t) = E[(xs - #s)(xt - /~Lt)] (12)

para todo t y s. De nuevo, cuando no haya confusion escribimos 7(s,?) en vez de

V(85 1)
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Notese que v, (s,t) = 7.(t, s) para cualesquiera ¢ y s. La funcion autocovarianza
mide la dependencia lineal entre dos puntos de la serie observada en tiempos diferen-
tes. Para s = ¢ la autocovarianza se reduce a la varianza (asumiendo que es finita),

dado que
/Yx(ta t) = E[(xt - /~Lt)2] (13)

Definicién 1.3. La funcién autocorrelacion (ACF) se define como

1(5,1) (1.4)
v(s,8)7(t, 1)

La ACF mide la dependencia lineal de la serie en el tiempo t, es decir, la de-

p(S,t) =

pendencia de z;, de los valores de x,. Un resultado clasico en estadistica es que
—1 < p(s,t) < 1 que se obtiene usando la desigualdad de Cauchy Schwarz. Si po-
demos predecir z; perfectamente de x, a través de la relacion lineal x; = By + (s,
entonces la correlacion sera 1 si f; > 0y —1 cuando f; < 0. Asi, tenemos una medida

aproximada de la capacidad de predecir la serie en el tiempo t a partir del tiempo s.

Definicién 1.4. Una serie de tiempo estrictamente estacionaria es aquella para

la cual, la distribuciéon de probabilidad de toda colecciéon de valores

{l'tl, xtga cees l'tk}

es identica a la del conjunto

{xtl—i—ha Ltaths -+ "L‘tk-f-h}

Esto es

Play, <cpyoymy, < cpt = Plogin < ciyey Toin < G} (1.5)

para todo k = 1,2, ... y todo tiempo ty,ts, ..., t, todos los niimeros ¢y, ¢, ..., ¥
todo h € R.

La version de estacionaridad en (1.5) es muy fuerte para muchas aplicaciones.
Es dificil calcular la estacionaridad estricta para un sélo conjunto de datos. En vez
de las condiciones impuestas sobre todas las posibles distribuciones de una serie de
tiempo, usamos una version débil que impone condiciones sélo sobre los dos primeros

momentos de las series. Luego, sigue la siguiente definicion.
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Definicién 1.5. Una serie de tiempo débilmente estacionaria, x;, es un proceso

con varianza finita tal que

1. la funcion de valor medio, u; definida en (1.1) es constante y no depende del

tiempo ¢, y

2. la funcion covarianza, (s, t) definida en (1.2) depende de s y t, solo a través

de la diferencia |s — t|.

Una consecuencia de esta definicion, es que la funcion covarianza depende soélo

del parametro h, es decir

Definicién 1.6. La funcién autocovarianza de una serie de tiempo estacio-

naria se escribe como
Y(h) = E[(xe4n — p)(2e — )] (1.6)

Definicién 1.7. La funcion autocorrelacion (ACF) de una serie de tiempo

estacionaria se escribe de la forma

Y(t + h,t)

p(h) =
VAt + Bt + h)y(t 1)

Los conceptos antes definidos seran usados para determinar caracteristicas para

(1.7)

los modelos de olas en el presente anédlisis. Estas caracteristicas estdn muy conectadas
con la determinaciéon precisa de los modelos que se desean hallar, es decir, a partir
de ellas estaremos en capacidad de decidir cuéles son los modelos a utilizar en el

estudio.

1.2. Modelos ARMA

En esta seccidon se presentan algunos conceptos relativos a los distintos modelos
que se pueden ajustar a una serie de tiempo. A continuaciéon se presenta una serie
de definiciones que se requieren para entender lo referente a los modelos ARMA, sus
distintos tipos y casos que pueden presentarse. Los modelos que se tratan como mo-
delos ARMA son los modelos autorregresivos (AR) los modelos de media movil (MA)
y la forma combinada de los dos primeros, los modelos ARMA. Dos herramientas
fundamentales para el uso de estos modelos son la ACF y la PACF la cuales determi-

nan el orden y el tipo de modelos que debe usarse para los datos en estudio (véase [1]).



CAPITULO 1. Preliminares Matematicos 8

1.2.1. Modelos Autorregresivos

Los modelos autorregresivos estan basados en la idea de que los valores pre-
sentes de la serie x; pueden ser explicados en funcion de sus p valores pasados
Tt_1, T2, ...,T¢—p donde p determina el nimero de pasos en el pasado necesarios
para explicar los valores presentes de la serie de tiempo. En esta seccién se presentan
los aspectos necesarios sobre los modelos autorregresivos, los cuales seran ttiles en
la decision acerca del tipo de modelos que se estudian en este trabajo. La discusion

precedente justifica las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.8. Un modelo autorregresivo de orden p, abreviado AR(p), es

una serie estacionaria de la forma
Ty = Q1041 + P22 + ... + QpTi—p + Wy (1.8)

donde z; es estacionaria, ¢;, i = 1,...,p, (¢, # 0) son constantes, asumimos w; es un

ruido blanco.

Observacién 1. Si la media de z; es distinta de cero, reemplazamos z; por x; — i

en la ecuaciéon anterior, es decir,

Ty — o= G1(p1 — p) + Pa(w0 — 1) + .. + Op(Te—p — 1) + wy

o escribimos,

Ty =+ Q1T + Gay—o + ... + OpTr_p + Wy (1.9)

donde av = p(1 — ¢y — ... — @)

Notese que (1.9) es similar a un modelo de regresion clasico. Una forma usual
para escribir los modelos AR(p) es mediante el operador de retardo o backshift

(1] capitulo 2) que se define de la forma
B(xy) = x4 (1.10)
usando este operador, la ecuacion (1.8) se puede escribir de la forma
(1—¢1B — ¢2B* — ... — ¢, BP)x; = wy (1.11)

o en forma compacta,

8
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siendo ¢(B) = 1—¢; B—¢oB*—...—¢, BP. De (1.12) se pueden obtener las propiedades

de ¢(B), formalmente para ¢(B) se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.9. El operador autorregresivo esta definido como
¢(B) =1—¢1B— ¢B* — ... — ¢, B (1.13)

Consideremos el modelo de primer orden, AR(1), dado por x; = ¢zy_1 + wy.

Iterando hacia atras k veces, tenemos

T = Q1 +wp = P(Px4_0 + wi_1) + wy
= ¢’Ty 9+ QWi + wy

k-1
N ,
= O'Ty_p + Zgbjwt_j
j=0

Este método sugiere que, si continuamos hacia atras y ademas tenemos que |¢| < 1
y x; es estacionaria, podemos representar un modelo AR(1) como un proceso lineal

dado por

oo

= Zqﬁjwt_j (1.14)

=0
El AR(1) definido en (1.14) es estacionario con media

E(z;) =0

y funciéon de autocovarianza,

72"

1— 2

v(h) = cov(Tiyn, x1) = h>0 (1.15)

Para méas detalles vease [1]

1.2.2. Modelos de Medias Moéviles (MA)

Estos procesos son aquellos que se estructuran estableciendo una relacion de de-
pendencia entre la variable que se modela y el ruido w;. Si existe un sélo término
de ruido blanco, entonces el proceso serda de orden 1, si en cambio existe una com-
binacion lineal de ¢ términos de ruido blanco, el proceso es denominando M A(q).
A continuacion se presenta una pequena resefia acerca de las definiciones para este

tipo de procesos.
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Definicién 1.10. El modelo de media mévil de orden q o modelo M A(q) se
define como

Ty = Wy + let,l -+ Gth,g + ...+ qut,q (116)

donde existen ¢ términos para la media movil y 6y, ..., 0, (6, # 0) son parametros. El

ruido w; se asume como ruido blanco.

También podemos escribir el proceso M A(q) en forma equivalente
xy = 0(B)w, (1.17)
usando la siguiente definicion

Definicién 1.11. El operador de media movil es
0(B)=1+0,B+60,B>+ ... +0,B4 (1.18)

El proceso de medias moviles es estacionario para cualquier valor de los parame-

tros 0y, ..., 0,.

1.2.3. Modelos Autorregresivos con Media Moévil

Ahora procedemos con el desarrollo de modelos autorregresivos, media movil, y
una mezcla de media movil autorregresivo (ARMA) para series de tiempo estaciona-

rias.

Definicién 1.12. Una serie de tiempo {z; : t = 0,£1,%2,...} es ARM A(p, q), si es

estacionaria vy,
Ty = Qﬁlxtfl + ...+ Qﬁpxtfp -+ wy + (9111)1571 + ...+ qut,q (119)

con ¢, #0, 6, # 0y o2 > 0. Los parametros p y ¢ son llamados 6rdenes autorre-

gresivo y de media movil, respectivamente.

Si x; tiene media p # 0, ponemos o = pu(1 — ¢ — ... — ¢,,) y escribimos el modelo
como

Ty = o+ (blxtfl T (bpxtfp + wy + let,l + ...+ qut,q (120)

A menos que se indique lo contrario, {w; : t = 0,+1, 42, ...} es un ruido gaussiano.

10
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Observacién 2. Cuando ¢ = 0 obtenemos el modelo autorregresivo de orden p,
AR(p), cuando p = 0, obtenemos el modelo de media movil de orden q, M A(q).
Para investigar los modelos ARMA sera muy util usar el operador AR, (1.13), y el
operador M A, (1.18), el modelo ARM A(p, q) en (1.19) se escribe en forma concisa
como

¢(B)xy = 0(B)wy

Existen algunas dificultades al tratar con modelos ARMA en general, los siguien-

tes problemas se presentan a la hora de tratar con estos modelos:
1. Parametros redundantes del modelo.
2. Modelos AR estacionarios que dependen del futuro, y
3. Modelos M A que no son tnicos

Para solucionar estos problemas, requerimos algunas restricciones adicionales sobre

el modelo. Primero se presentan las siguientes definiciones,

Definicién 1.13. Los polinomios AR y MA estan definidos como

d(z) =1—pr1z2— ... —pp2", ¢, #0 (1.21)

O(2) =14+601z+...+0,27, 6,#0 (1.22)

respectivamente, donde z € C
Para resolver los problemas enumerados anteriormente, nos tenemos que referir
al modelo ARM A(p, q) en su forma simple, es decir, ademas de su definicion original

(1.19) también requerimos que al construir los polinomios ¢(z) y 6(z) provenientes

de z; no tengan factor en comin o que no definan un modelo ARM A(p, q).

Por otro lado, para el problema de modelos dependientes del futuro, formalmente

introducimos el concepto de causalidad

Definicién 1.14. Un modelo ARM A(p, q) ¢(B)z: = 0(B)w; se dice causal, si la

serie de tiempo x;, t = 0,41, 12, ... se puede escribir como un proceso lineal,

11
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Ty = Z%‘wt—j = (B)w; (1.23)
=0

donde ¢(B) = Y72 ;B y Y272 [¥;] < 00, ponemos 1 = 1

En general, la causalidad cumple las siguientes propiedades,

Propiedad 1 (Causalidad de un modelo ARM A(p,q)). Un modelo ARM A(p, q) es
causal si y solo si ¢(z) # 0 para |z| < 1. Los coeficientes del proceso lineal dado en

(1.23) pueden ser determinados resolviendo

l\z
~—

Z@Z)JZJ = 7 |Z| <1
Z

SN

Una manera de expresar la propiedad anterior, es que un proceso ARMA es
causal solo cuando las raices de ¢(z) permanecen fuera del circulo unitario, esto es,
¢(z) = 0 solo cuando |z| > 1. Finalmente, para resolver el problema de unicidad,

escogemos el modelo que permite una representacion autorregesiva infinita.

Definicién 1.15. Un modelo ARM A(p, q), ¢(B)x; = 0(B)wy, se dice invertible, si

la serie de tiempo {z;}, t =0+ 1,42, ... puede escribirse como
Ty = Zﬂ'jl‘t_j = wy (1.24)
=0

donde m(B) = 3272 ;B y 372 |m;] < o0; ponemos mp = 1

Analogamente a la propiedad anterior, tenemos la siguiente propiedad

Propiedad 2 (Invertibilidad de un proceso ARM A(p,q)). Un modelo ARM A(p, q)
es invertible, si y solo si, 6(z) # 0 para |z| < 1. El coeficiente 7; de ¢(B) dado en

(1.24) puede ser determinado resolviendo
N 0()
7=0

1.2.4. Sobre la Transformacién de Box-Cox

Muchas series temporales presentan tendencia, estacionaridad, variabilidad que

crece con su nivel y componentes deterministas (valores atipicos, entre otros). Una

12
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forma para eliminar este tipo de caracteristica que se utiliza entre muchas otras, es
la transformacion de Box-Cox. Esta transformacion se caracteriza por un parametro
A que dependiendo de este valor la transformacion es necesaria su aplicaciéon o no.
Cuando es aplicable, se debe a que los datos en estudio provienen de una distribucion
notablemente asimétrica y se aplica la transformaciéon para inducir normalidad en
los datos y reducir la desviacion estandar de la serie. Otro caso en el cual la trans-
formacion de Box-Cox se aplica es cuando esta presente en el comportamiento de los
cuantiles el fenémeno de heterocedasticidad, el cual hace que estos se comporten de
forma que por un lado son concavos y por el otro toman un comportamiento convexo.

La transformacion de potencia propuestas en 1964 por Box y Cox, asi también
llamada, consiste en determinar un parametro A para el cual se establecen ciertas
condiciones, puesto que de acuerdo al valor de este pardmetro se puede decidir el uso
o no de la transformacion en una serie de datos. Matematicamente, la transformacion

de Box-Cox se define como sigue

zp—1
== N£D0
Inx,, A=0.

El valor de A juega un papel fundamental en la ecuacion anterior. Al aplicar la
transformacion de Box-Cox a un conjunto de datos para A =~ 1 no es necesaria la
aplicacion de la transformacion a estos datos, pero para A # 1 es necesario aplicar
la transformacion a la serie de datos.

El objetivo principal en el analisis de la transformacion de Box-Cox es hacer inferen-
cia sobre el parametro A. Esta inferencia se hace por dos vias, el método de Méaxima
Verosimilitud el cual es el mas comun y facil de usar y el otro método también usado

es el Bayesiano.

1.3. Modelos Vectoriales Autorregresivos (VAR)

Muchas series de tiempo surgen en la practica como componentes de alguna serie
de tiempo a valores vectoriales (multivariada) {X;} teniendo, no solo dependencia
serial con cada componente de la serie { Xy; } sino también interdependencia entre las
diferentes componentes de la serie {Xy} v {Xy;}, @ # j. Mucha de la teoria de las
series de tiempo univariadas se extiende de manera natural al caso multivariado, sin

embargo surgen algunos problemas.

13
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En esta seccion generalizaremos los conceptos de la Seccion 1.2, de manera que po-
damos ver ahora los modelos antes definidos de manera vectorial, ademéas de ver la
manera en que las componentes vectoriales interactian. Permitdmonos ahora intro-
ducir algunas definiciones necesarias para precisar algunas otras ideas a continuacion,

para mayores detalles véase [2].

Definicion 1.16. Una serie multivariada {W,} es llamada ruido blanco con me-

dia 0 y matriz de covarianza ¥, escribimos
{W,} ~ iid(0,%)

si los vectores aleatorios {W;} son independientes e identicamente distribuidos con

media 0 y varianza >

1.3.1. Procesos Multivariados ARMA

Como en el caso univariado, podemos definir una clase muy usada de procesos
estacionarios multivariados {X;}, requiriendo que este satisfaga un conjunto de ecua-
ciones en diferencia lineales con coeficientes constantes. La serie multivariada de la

Definicion 1.16 es un elemento fundamental para la construccion de estos procesos
ARMA

Definicién 1.17. {X;} es un proceso ARM A(p, q), si {X;} es estacionaria y si para
todo t,

Xt - @1Xt—1 T e T épxt—p == Wt + @1Wt—1 + + @th_q (126)

donde {W,;} ~ N(0,X). Anélogamente a los procesos univariados {X;} es un proceso
ARM A(p, q) con media p si {X; — u} es un proceso ARM A(p, q)

La ecuacion (1.26) puede ser escrita en forma compacta como
o(B)X, = O(B)W,, W, ~ N(0,3) (1.27)

donde ®(2) :=1— P12 — ... — ®,2P y O(2) := I 4+ O12 + ... + ©,29 son matrices con
valores polinomiales, I es una matriz identidad de m x m y B denota el operador
usual backshift o de retardo.(Cada componente de las matrices ®(z) y ©(z) es un
polinomio con coeficientes reales y grado menor o igual a p, ¢ respectivamente).
Para dar una idea de este tipo de modelos presentamos explicitamente a conti-

nuacion el modelo AR(1) en dimension 2

14
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Ejemplo 1.1. Haciendo p =1y ¢ = 0 en (1.26) se obtiene la siguiente ecuacion

Xt == ®thl —|— Wt7 Wt ~ N(O, 2) (128)

Xt:(yt>’ q):(¢11 ¢12>’ Wt:(wy,t> (1.29)
2t P21 P22 Wyt

En este caso, usando el operador backshift la ecuacion (1.26) se puede escribir

donde,

como

(I — ®B)X, = ®(B)X, = W, (1.30)

donde ® es una matriz polinomial de orden 1 y [ es la matriz identidad de orden
2 x 2. Un proceso VAR(1) puede ser extendido de manera natural a un proceso
VAR(p) para n series de tiempo puede definirse de manera analoga de la forma
(1.29) en el cual I sera entonces una matriz identidad de orden n x n, ® es un
polinomio de matrices n X n de parametros, X; es una matriz de n x 1 de variables
de las series de tiempo y W, es un ruido blanco multivariado. Para un modelo VAR,
la ecuacion caracteristica estd dada por el determinante de una matriz. Analogo a
lo que ocurre con los modelos AR, un modelo VAR(p) es estacionario, si las raices
del determinante |®(z)| todas exceden la unidad en valor absoluto. Para un modelo

VAR(1) en dimension 2 el determinante esta dado por:

det ( L= lell' _¢125L‘ ) = (1 — (2511.%')(1 — ¢22$) — (]512(2521.%'2 (131)
—p1r 1 — oo

Facilmente podemos extender este procedimiento a un modelo VAR(p), para méas

detalles consultese alguna de las referencias citadas, por ejemplo [3].

1.4. Analisis de Ajuste de Modelos segiin Box y Jenkins

El enfoque que proporcionan Box, Jenkins y Reinsel (1994) para la construccion

de modelos para series temporales puede resumirse en el siguiente esquema

15
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Postularuna clase general
de modelos

N

Identificar el modelo
tentativo

No

Estimar los parametros
del modelo tentativo

= Diagnosticodel madelo

Si

Usar el modelopara
prediccion y control

Figura 1.1: Esquema de Box, Jenkins y Reinsel.

La tarea es entonces identificar la clase de submodelo ARMA que pueda ser usado

para representar una serie temporal. Para ello, se pueden seguir los siguientes pasos:

1. Diferenciar { X} tantas veces como sea necesario para producir estacionaridad,

con lo cual esperamos reducir el modelo en estudio a un modelo ARMA.

2. Identificar el proceso ARMA resultante.
Las principales herramientas para este fin seran la funcién de autocorrelacion

y la funcion de autocorrelacion parcial estimadas:

_ Z:L:kJrl(Xt - X)(X_rtfk - X)
Do (X — X)?

Si la serie es aleatoria, la distribucion de referencia de r; puede ser derivada

Tk

(usando la distribuciéon normal como distribucion de los residuos, suponiendo

que estos corresponden a ruido blanco).

3. Estimar los parametros del modelo elegido para los modelos ARIMA, la esti-

macion se hace usualmente por maxima verosimilitud.

4. Diagnostico del modelo. Para ello, se emplean los residuos del ajuste. En efecto,

si el modelo es adecuado, esperariamos que los residuos se comporten como un
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ruido blanco gaussiano. La presencia de autocorrelacion o de falta de estacio-
naridad en los residuos implica que el modelo no es adecuado.

En general, el anélisis de los residuos incluye:

= Grafico de los residuos vs. el tiempo. Este grafico permite identificar va-
lores atipicos, falta de homogeneidad en la varianza y la presencia de

estructuras en el tiempo.

= Anélisis de la funcion de autocorrelacion de los residuos. Sean pj, las auto-
correlaciones estimadas para los residuos. Si el modelo es adecuado, los py
deberian ser no correlacionados y aproximadamente normales con media

i ~1. Porl | ia d laci -

cero y varianza n~ . Por lo tanto, la presencia de autocorrelaciones gran
des indica que el modelo puede ser inadecuado. Sin embargo es necesario
tener cautela a la hora de analizar estas autocorrelaciones ya que pue-
de probarse que para retardo pequeiio n~! puede sobrestimar la varianza

real, con lo cual senales de falta de ajuste pudieran pasar desapercibidas

= Prueba de hipdtesis sobre las autocorrelaciones. En lugar de examinar los
pr individualmente, es util basar una prueba de diagndstico en un conjunto
de autocorrelaciones (tipicamente entre 10 y 20). Se define el estadistico

de Box-Pierce (también llamado portmanteau) como

donde K es el maximo nimero de retardos y n es el nimero de obser-
vaciones usadas para el calculo de las verosimilitudes (notese que n se
reduce en 1 por cada diferencia). Si el modelo ajustado es apropiado, este
estadistico se distribuye aproximadamente y% . donde r es el nimero de
parametros ajustados por el modelo.

Sin embargo, evidencias empiricas senalan que los valores de QQ tienden a
ser algo mas pequeiios que lo esperados bajo la distribucion x2. Por esta

razéon Ljung y Box proponen la forma modificada del estadistico:

Q=n(n+2)) (n—K)"p

k=1

17
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1.4.1. Identificacion y Comportamiento de la ACF PACF

En lo que sigue, se establece una manera de identificar el tipo de modelo ARMA
haciendo uso de la funcién de autocorrelacion y autocorrelacion parcial, las cuales

son una herramienta ttil en la deteccion del tipo de modelo que es adecuado en un

estudio
ACF PACF
AR(p) Muchos coeficientes no nulos que p primeros coeficientes no
decrecen con la distancia y los retardos nulos y el resto cero.
como suma de exponienciales y senos

MA(q) q primeros coeficientes no nulos Muchos coeficientes no nulos que
y el resto cero. decrecen con la distancia y los retardos
como suma de exponienciales y senos

ARMA(p, q) Decrecimiento lento hacia cero. Decrecimiento lento hacia cero.

1.5. Sobre el Teorema de Bochner y la Representaciéon Espec-

tral.

En esta seccion introduciremos conceptos asociados a la representacion espectral
de procesos aleatorios, en particular definiremos los conceptos necesarios para proce-
sos débilmente estacionarios, estos definidos en la Seccion 2.1 de este capitulo. Para
procesos Gaussianos a valores reales la funcion media y covarianza definen todas
las distribuciones finito-dimensionales y asi la distribuciéon completa del proceso. Sin
embargo, la representacion espectral requiere procesos a valores complejos, por lo que
se necesita definir la estructura de correlacion entre la parte real e imaginaria del
proceso. Nos dedicaremos a definir la representacion espectral para procesos reales
puesto que estos son de interés en este trabajo, las distintas interpretaciones que
pueden darse al espectro o representacion espectral pueden hallarse con detalles en
[4], [6]. Mostraremos las mas importantes para dar una idea de lo que se puede hacer

en el estudio de olas conociendo la distribucion espectral.
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1.5.1. Funcién Covarianza para Procesos Reales.

Para un proceso a valores reales, la funcién covarianza r(7) esta determinada por

todas las covarianzas entre x(ty), ..., z(t,)

r(0) r(ty —ta) ... r(ti—tn)
St o ty) = : : : (1.32)

Tty —t1) r(tn, —t2) ... r(0)

1.5.2. Funciones Definidas No-negativas.

Esta es una propiedad caracteristica tnica de una funcién covarianza que es
no-negativa en el siguiente sentido: Sean ¢4, ..., ¢, un conjunto finito de puntos en el
tiempo y se toman niimeros complejos arbitrarios aq, ..., a,,. Entonces, por simplicidad

asumiendo que E(z;) =0,

Y agar(ty—tn) = Blaga(t;)ara(t)) (1.33)
= E|ix(tj)|2zo (1.34)

Teorema 1.1. Cualquier funcidn definida no-negativa, posiblemente compleja r(T)
es la funcion covarianza para un proceso Gaussiano estrictamente estacionario. Asi,

la clase de funciones covarianza es igual a la clase de funciones definidas no-negativas.

La prueba de este teorema esta disponible en [6]

1.5.3. El Teorema de Bochner y la Distribucién Espectral.
1.5.4. La Distribucién Espectral.

Hemos visto que la funcién covarianza para procesos estacionarios es caracteriza-
da por propiedades definida no-negativas. También conocemos que la funcién cova-
rianza es la transformada de Fourier de su distribucion espectral, ahora formulamos

esto en un teorema, la prueba puede verse también en [6]

Teorema 1.2 (Teorema de Bochner). Una funcidn continua r(t) es definida no-

negativa y asi una funcion covarianza, si y solo si, existe una funcion real F(w)
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no-decreciente, continua por la derecha y acotada, tal que,

r(t) = /_ () — /_ " cos(wh)dF(w)

[e.9] [e. 9]

La funcidn F(w) es la funcion de distribucion espectral del proceso y tiene todas las
propiedades de una distribucion de probabilidad excepto que F(+00) —F(—o0) = r(0)
no necesariamente es igual a 1. La funcidn F(w) es definida salvo por una constante

aditiva y usualmente se toma F(—o0)

La prueba este teorema se puede hallar en [6].

En lo que sigue, mostramos las consecuencias que traen en Teorema de Bochner
para el estudio de olas marinas y sobre todo los miltiples usos que tiene el espectro
en el estudio de olas marinas. Daremos un resumen de las caracteristicas més im-
portantes que se obtienen a través del espectro, como la altura significativa, modelos
de banda ancha y estrecha, entre otros, ademas destacamos la importancia de los
momentos espectrales para dar mas fuerza a la existencia de la regularidad de la
trayectoria, estudiada en la proxima seccion. Para mas detalles se pueden consultar
en [5], [4].

1.5.5. Consecuencias del Teorema de Bochner

Si la funciéon covarianza es integrable, entonces la formula anterior es invertible

F(w)= 2 /000 cos(wt)r(t)dt

™

Usando la representacion espectral tenemos

r'(t) = /00 —wsin(wt)dF(w)

r(t) :/ —w? cos(wt)dF (w)
en particular

7(0) = — /_ h wdF (w)

o0

Esta integral se conoce como el sequndo momento espectral:

oy — / " WP (w) = —1"(0)

—0o0

20



CAPITULO 1. Preliminares Matematicos 21

Si r no es diferenciable dos veces, entonces

my = / W dF(w) = oo

—0o0
La existencia del segundo momento espectral esta asociado a la regularidad de la
trayectoria que sigue el proceso. Cuando my < oo la funcién covarianza tiene el
siguiente desarrollo cerca del origen

mo h2
2

r(h) = o — +O(h)

Es posible mostrar que my < 00 si y sblo si el proceso aleatorio M es diferenciable

en media cuadratica, es decir, si existe un proceso M'(t) tal que

M(t + h) — M(t)

— M'(t) en L?
y entonces
E(M(t)=0 y Var(M'(t)) = —r"(0) = my

M'(t) es Gaussiano, adémas independiente de M (t) y tiene funcion covarianza
Cov(M'(t), M'(t + h)) = —r"(h)

La densidad conjunta de M y M’ es

En el estudio de olas marinas el espectro juega un rol fundamental y se interpreta

como la distribuciéon de la energia, observemos que
r(0) = Var(X (1)) = / F(w)dw

de modo que la varianza del proceso, representa la energia total. El espectro es
simétrico y so6lo se considera la parte positiva y se renormaliza multiplicandolo por
2.

Para estudiar los espectros, lo usual es utilizar la densidades espectrales tipicas que
dependen de algunos parametros que deben ser estimados en cada caso. Esto permite

comparar resultados obtenidos bajo diferentes hipotesis y una ventaja es que los
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calculos involucrados se simplifican. Los dos tipos de espectros més comunes son el
de Pierson-Mostkowitz
2
(8% w
flw) = L2 para 0 < w < W
w
con frecuencia modal w,. Y el espectro JONSWAP (JOint North-Sea WAve Project)
definido por
gra gy [ (1mwfoy)? /202
f(W) — —56 - X ,Yezp w/wp o)
w
donde o, = 0,07, para w < wy, o, = 0,09 para w > w,.

En muchas ocasiones estas formulas no describen con mucha precisién a los es-
pectros reales, por lo que muchas veces es conveniente combinar estas para poder
lograr espectros més realistas. Esto es lo que ocurre cuando el viento local influye en
las olas, que es la principal fuente de irregularidad, este fenomeno se conoce como

swell, en este caso el espectro es la mezcla de los espectros individuales.

1.6. Caracteristicas de las Olas.

1.6.1. Altura Significativa.

La medida més importante de la severidad del mar es la altura significativa.
Esta medida intenta hallar la altura de las olas mas altas que pueden hallar en un
periodo de tiempo razonable. El término significativa significa que esta altura es
suficientemente alta como para surtir efectos sobre barcos o estructuras colocadas en

el océano.
Definicién 1.18. La altura significativa de un estado del mar se define como
Hyy =4/ Var(M(t))

Cabe destacar que han habido muchos intentos en encontrar una definiciéon apro-
piada para la altura significativa del mar, comenzando con observaciones visuales
desde barcos hasta medidas mas precisas realizadas con boyas marinas. La definicion

anterior, es la mas aceptada.

1.6.2. Caracteristicas Basadas en Cruces Nivel Medio.

Esta caracteristica también tiene muchas definiciones. La definicion mas usual

esta basada en los cruces del cero. Consideremos M (t) como el proceso que modela
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las olas en un punto del espacio; M(t) representa la altura sobre el nivel medio
del mar. Supongamos que M (t) cruza este nivel medio hacia abajo en los instantes
t1,ts, ..., t,. El tiempo entre dos cruces sucesivos del nivel medio hacia abajo definen

el periodo de la ola, usaremos la notacion Tj :
T =tpy1 — e

La distancia vertical entre el méximo y el minimo valor del proceso en este intervalo

se define como la altura de la ola. Usamos la notacion Hgy.

Qe

Figura 1.2: Altura media del mar

Una cresta ac es el méaximo valor de M para ¢ en un intervalo de tiempo entre
dos cruces sucesivos hacia abajo del nivel medio ; < t < t;.1. De manera similar
un seno ag es el (valor absoluto del) valor minimo en el mismo intervalo de tiempo.

Para distinguir diferentes crestas y senos en intervalos sucesivos se usa la notacion

(a'C,ka aS,k) .

1.6.3. Caracteristicas Basadas Extremos Sucesivos.

Supongamos que la ola tiene una sucesion de minimos locales (M, ;) y maximos
locales consecutivos (M, ). Una ola min — max es el par (M, ;, M) de valores
minimos y maximos consecutivos. La altura de la ola min-max es la diferencia entre
estos valores mientras que el periodo min-max es la diferencia de tiempos correspon-

dientes. De manera similar se definen las olas max-max y min-min.
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Nex

Tx

Figura 1.3: Extremos Sucesivos.

1.6.4. Momento Espectral de Orden n

El momento espectral de orden n se define como

m, = /000 w" f(w)dw.

En los parrafos anteriores hemos dicho que la existencia del segundo momento espec-
tral esta relacionado con la regularidad de la trayectoria para procesos Gaussianos.
En general, la existencia de los momentos de orden superior esta asociada a una
mayor regularidad de la trayectoria.

Los momentos espectrales no son los tinicos parametros asociados a la densidad
espectral de interés en el estudio del mar. En términos de los momentos espectrales

la altura significativa es
H,y =4/ Var(M(t)) = 4y/my.

A partir del espectro, vemos que la frecuencia media esta dada por

ma

mo

Si el espectro esta concentrado alrededor de una frecuencia dominante, la frecuencia

media da el periodo medio. Otra caracteristica de interes son

m;
wlv] = o
m;
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y el ancho espectral que se define como

m2 w 2

2 2,0

e=4/1— = — (—>
moiny W42

Recordemos que o2 es el area bajo la densidad espectral, de modo que si conocemos

la densidad espectral podemos hacer prediccion sobre la altura de la ola.

1.6.5. Modelo de Banda Estrecha.

Supongamos que el proceso que representa la altura de la ola es aproximadamente
sunisoidal:
X(t) = a(t) cos(wot + ()

donde a(t) es la amplitud, e(t) es la fase y wy es la frecuencia donde se concentra el
espectro. Tanto a(t) como &(t) varian aleatoriamente con el tiempo ¢ pero lentamente;

la velocidad es mucho menor que wq. Asi
X'(t) = d'(t) cos(wot +&(t)) — a(t)(wo + €' (t)) sin(wot +(t)) ~ —a(t)wp sin(wot +&(t))
Por lo tanto, la distribucion conjunta de X y X'/wq es
@ 1 1/, 2\
o) =7 ) )

A partir de aqui, podemos obtener la densidad conjunta de a y ¢

1
fla,e) = 2—a€’“2/2"2 0<a<oo, 0<e<2m
o

1.6.6. Modelo de Banda Ancha.

Para los proceso de banda estrecha, la trayectoria tiene un s6lo méaximo cada
medio ciclo el cual determina la amplitud. Si el proceso no es de banda estrecha
puede haber varios extremos durante el medio ciclo determinado por cruces sucesivos
de nivel cero. Si eliminamos la restriccion de que el proceso es de banda estrecha,
podemos tener ahora méximos positivos y negativos.

Supongamos que el proceso tiene trayectorias continuamente diferenciables. El
proceso X tiene un méximo en ty si y solo si, X’ tiene un cruce hacia abajo en o,
una cantidad de resultados pueden obtenerse a partir de los resultados para cruces

hacia abajo.
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Para asegurar que X tiene s6lo un nimero finito de maximos en un intervalo

finito de tiempo basta pedir que
my = / *dF (x) = r*(0) < 0o

Si my < oo tiene segunda derivada (en media cuadratica) y X (t), X'(¢), X" () son

conjuntamente (Gaussianos y con matriz de covarianza

mo 0 —Mo
0 mo 0
—1MmMs9 0 my

Si my < 00 tenemos
/ / " Mg, 9 2
Cov(X'(t), X' (t+h)) =—r"(h) =mg — 7h +o(h*) (h—0)
y si normalizamos

o(ig lem%h)) = =1"(0) = 1= 50k + olh) (k= o)

Llamamos N'(t) al nimero de méximos locales en [0, 00) para X (), que es igual al

namero de cruces hacia abajo del nivel cero de X'(¢) y a partir de la formula de Rice

BON'(1)) = (ﬂ)

2 meo

Sea ahora N/ (T) el nimero de méaximos locales de X (¢), 0 < ¢t < T con altura mayor

[5] obtenemos que

que u.

Proposicién 1.1. Sea X(t) con trayectorias continuamente diferenciables, con se-
gunda derivada X"(t) en media cuadrdtica que satisface Var(X"(t)) = mqg < 00 y

tal que X (t), X'(t) y X"(t) tienen distribucion no singular, entonces

E(N/(T)) :T/uoo /Z|z|p(z,0,z)dzdx

donde p(x,y, z) es la densidad conjunta de X (t),X'(t) y X" (t). Ademds si X esta

nomalizada

s - () (1-o(o57) s son(2)]
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Lamamos s1, S, ..., Snv los instantes en los cuales ocurren los N’ = N'(T') maximos
locales en [0, 0o] y sean s los instantes de los minimos, indexados de modo que s; <
si < sip1 los valores X(s1), X(s)), X(s2),... representan las amplitudes aparentes
X(s1) — X () en las alturas de la ola aparentes.

Observemos que
maz(X(s1), X(s2), ..., X(sn7)) = sup{X(t),s1 <t < sy}

que es igual a M(t) = sup{X(t),t <0 < T} si M(t) no se alcanza en 0 ni en 7.
Bajo las hipotesis anteriores, si Var(X(t)) = myg, haciendo una normalizacion en

la ecuacion anterior y usando la siguiente notacion

1/ 2 1 1/2
V= — B — V = — _
21 \ my 2w\ 'mo

obtenemos

E(N/(T)) = le’(1 — @(8 “mo» + Vexp(Qio)@(;VL/y\;an—O)]

El nimero esperado de maximos es 7' y podemos considerar el cociente E(N, (T))/Tv'

como una aproximacion de la probabilidad de que un maximo local esté por encima
del nivel u > 0. Definimos la funcion
E(N,(1))

]/,

Frae(u)l —

que es una funciéon de distribucion. La densidad correspondiente es

oo (11) = ¢%¢<a;n%) + (177_1052)1/2J%exp(;gz)é(u(lg;_izm)

Si el proceso es ergodico

N, (T)
NI — 1 — Fpaa(u)

con probabilidad 1 de modo que F,,.(u) es el limite de la distribucion empirica de
las amplitudes aparentes. La forma de la distribucion depende del ancho espectral

e = (1—-"2)1/2 Valores pequenos de ¢ corresponden a espectros de banda estrecha.
momy

En particular, si € = 0 obtenemos la distribucién de Rayleigh

u —u?
mo 2m0
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mientras que para € = 1 obtenemos la distribucion Gaussiana truncada en 0
2 u?
Vo el
mo 2m0

1.7. Sobre las Hipoétesis Necesarias para Obtener Modelos

Adecuados para el Analisis Espectral de Olas.

En el anélisis de olas desde el punto de vista estocastico, las olas en aguas profun-
das se modelan como procesos aleatorios gaussianos, de modo que la distribuciéon de
probabilidad de la altura respecto al valor medio del mar es una distribuciéon normal.
Cuando se consideran olas en aguas poco profundas los efectos no lineales cobran
mayor importancia y se requieren modelos no gaussianos.

En este sentido, cuando se modelan olas en aguas profundas, teniendo en cuenta
que se modelan como procesos gaussianos, es necesario obtener algunas propiedades
las cuales garantizan la obtencion de modelos manejables para el estudio. La primera
de estas propiedades es la estacionaridad, la cual tiene que ver con la permanencia
en el tiempo de las condiciones del mar, que para procesos aleatorios en general el
término se refiere no a la ola sino a sus propiedades estadisticas. Otra propiedad
necesaria es la continuidad de la trayectoria que sigue la ola, la cual depende del
tiempo y de un parametro aleatorio sea continua. También se necesita la propiedad
de ergodicidad, la cual es quien permite sustituir valores esperados (teoricos) por
promedios temporales (empiricos), para méas detalles véase [5]. Por otro lado, las
aguas en poco profundas, donde se requieren modelos que no son gaussianos, es
necesario el teorema del limite central para el desarrollo de las propiedades que se
necesitan para tratar con este tipo de modelos [4]. En esta seccion mostramos la
teoria necesaria para aguas profundas, la cual es de interés en este trabajo.

Consideremos un proceso aleatorio M, que depende de la posicion en el espacio
x y el tiempo t, ademés de un parametro aleatorio w que pertenece al espacio de
probabilidad (Q2, F,P), M(t,z,w). Por costumbre se omite el parametro w. Aqui
usaremos M (t) cual denota la altura del nivel del mar en un punto fijo, como funcion
del tiempo.

La estacionaridad del proceso, se define como en la Definicion 1.5, la cual requie-
re que la media del proceso no dependa del valor de t, ademés de que la funcién

covarianza dependa solo de la diferencia en valor absoluto entre s y t. Es sabido que
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las condiciones del mar cambian con el tiempo y asi los pardmetros de la distribuciéon
estadistica de la altura de la ola, la longitud de la misma, periodos, entre otros, por
lo que la hipotesis de estacionaridad se cumple parcialmente, es decir la distribuciéon
de las olas cambian con el tiempo. Tiene sentido entonces hablar de altura media,
longitud media, periodo medio, y otras caracteristicas estadisticas en un punto del
espacio.

Esta hipotesis también implica que la distribucion del proceso M(t + h) es el
mismo para cualquier valor, en particular es siempre igual a la de M(0), aunado a
esto, para cualquier n y cualesquiera tiempos tq,ts,...,t, la distribucion del vector
(M(t1+h), M(ta+h), ..., M(t,+h)) es independiente del valor h. Otra hipotesis que se
supone es que la altura media del mar es 0 y se mediran las variaciones respecto a él,
esta hipotesis quiere decir que el proceso se considera centrado, es decir E[M(t)] =0

Cuando nos referimos a la continuidad de la trayectoria que sigue la ola, nos
referimos a considerar M como una funcion sobre el espacio producto [0, 00] x €2, con
la propiedad que para cualquier t fijo en [0, 00], M(¢,-) es medible. Si fijamos w €
obtenemos una funcién

M(-,w):[0,00] = R

que se conoce como una trayectoria del proceso. Pedimos que para casi todo
w € (), sea decir con probabilidad 1, esta funcion sea continua.
La hipotesis que define al proceso como ergddico, es aquella que permite sustituir

los valores esperados (teoricos) por promedios temporales (empiricos), esto es

o0

E(M(t) = /QM(t,w)dP(w) = lim E M (u)du

t—)oot 0
Cov(M(t), M(t + b)) = / M(t, )Mt + h,w)dP(w)
Q
1 t
= lim - | M(u)M(u+ h)du
t—oo t 0
Para la hipotesis de Gausstanidad, la distribucion de la altura de la ola en un

punto dado y en un instante de tiempo t tiene la funcién de distribucion:

P(M(t) < z) = / V;T_Uexp{;; }dx

Adicionalmente para cualquier valor de n y cualesquiera sean los instantes de
tiempo ty,t, ..., t, la distribucion del vector (M (ty + h), M(ty + h), ..., M(t, + h))
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tiene densidad Gaussiana

1

| R
ft1,t2 ..... tn(ul, ,Un) = Wexp{—iulﬁ 111}

donde u = (uy, ug, ..., up), ¥ = Cov(M(t;), M(t;)).
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CAPITULO 2

ANALISIS ESPECTRAL DE LOS DATOS Y MODELOS
ASOCIADOS

2.1. Descripciéon de los Datos

En este trabajo, se realiza un analisis espectral de 244 periodos de una tormenta
en el Mar del Norte ocurrido en 1,999. Estos datos fueron registrados a una frecuencia
de 5H z. Para el estudio de estos datos, se uso el software R, una herramienta muy
util en el anélisis estadistico, ademéas que proporciona informacién més completa y
detallada sobre los elementos necesarios para el analisis espectral de datos.

Los espectros obtenidos a partir de los datos de la tormenta, pueden apreciarse en la
Figura 2.1, donde se pueden observar importantes fluctuaciones por cada periodo, el
area total bajo la curva representa la energia en cada uno de los intervalos de tiempo,
la grafica estd hecha en base al espectro en funcién de la frecuencia, de donde luego se
obtendra importante informacién para su posterior estudio. El espectro proporciona
informacion diferente de las propiedades estadisticas de la serie de tiempo, ya que da
la distribucion de la varianza de la serie con la frecuencia. Como muestran Jenkins y
Watts (1968) |2] el espectro puede ser graficado en funcion de la frecuencia en el rango
comprendido entre 0 y 1/2. Por tanto, cuando se trabaja con el espectro, se dice que
se esta trabajando en el dominio de frecuencia, mientras que si se investiga la ACF,
nos referimos al estudio en el dominio de tiempo. En nuestro caso, el comportamiento

de los espectros frente al a frecuencia se muestra a continuacion en la Figura 2.1.
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4 ey

1.

Figura 2.1: Espectros de los 244 periodos en estudio.

La técnica utilizada para el ajustar modelos estocéasticos para la evoluciéon espec-
tral fue la siguiente: Los registros de altura del mar estan divididos en intervalos de
20 minutos y para cada uno de ellos se calculo la densidad espectral usando el soft-
ware WAFO. Inicialmente se determiné el rango itil de frecuencias comin a todos
los espectros y para esto se seleccionaron empiricamente valores a los extremos del
rango de modo que no se observaron caracteristicas importantes fuera de este rango
y que la energia total presente fuera del rango fuese pequena.

El rango obtenido luego de este procedimiento se dividi6 en intervalos de igual tama-
no y se calculo la energia presente en cada intervalo por cada uno de los espectros,
de modo que se tiene una sucesiéon de valores de la energia presentes en cada banda
de frecuencias a lo largo de la tormenta. A cada una de estas series se le ajusto un
modelo ARMA cuyo orden se determin6 usando las herramientas habituales como las
graficas de la ACF y PACF, el p-valor de los coeficientes y el criterio de informacion
de Akaike.

Para verificar el ajuste se hizo un estudio de los residuales de los modelos obtenidos
usando la grafica de cuantiles para comparar el ajuste con una distribucién normal.
En caso afirmativo los residuales deben colocarse aproximadamente en una linea

recta. Para algunos modelos se encontr6 que este no era el caso y se recurri6 a la
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transformacion de Box-Cox sobre los datos con el fin de lograr que la hipotesis de

Gaussianidad se cumpla, al menos aproximadamente.

También se realizo el ajuste de modelos vectoriales autorregresivos. En estos mo-
delos se incluye la interaccion entre las distintas series agrupadas como componente
de un vector que evoluciona en el tiempo a lo largo de la duracion de la tormenta,

estos modelos seran detallados en el Capitulo3.

2.2. Estudio del Comportamiento del Espectro

Como mencionamos anteriormente, el primer paso fue considerar la coleccién de
los 244 espectros con el fin de determinar el rango 4til de las frecuencias. Toda
estimacion incluye un error o ruido y en caso de las densidades espectrales lo que se
observa en muy bajas o muy altas frecuencias es esencialmente ruido. El objetivo es
reducir el rango de frecuencias dejando fuera aquellas frecuencias en las que se observa
principalmente ruido. Luego de examinar las graficas y de calcular el porcentaje de
la energia que queda fuera del intervalo decidimos tomar el intervalo [0,04,0,25],
dentro del cual se encuentra aproximadamente el 97 % de la energia total para todos

los periodos.

2.2.1. Modelos Asociados al Estudio de la Energia

En esta seccion, nos proponemos discretizar el intervalo [0,04,0,25] en subinter-
valos apropiados, de tal manera que estos capturen de la mejor manera posible la
variabilidad de la energia a lo largo de la tormenta, pero teniendo en cuenta que
un numero elevado de intervalos va a producir dificultades en la modelaciéon y su
posible interpretacion. Luego de observaciones graficas, se decidié dividir el intervalo
[0,04,0,25] en 12 subintervalos, la gréfica a continuacion (Figura 2.2) muestra la par-
ticion para la densidad espectral, la cual tendra 12 series de tiempo que se obtienen

a partir de la division del rango de frecuencias.
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Figura 2.2: Izquierda: Evolucion de la energia para cada uno de los subintervalos,
derecha: Grafico del intervalo [0,04,0,25], la cual represental el 97 % de los datos a
estudiar

Por cada particion haremos el estudio del modelo ARMA apropiado que corres-
ponde a cada uno de estos subintervalos de frecuencia. Esto tltimo, se realizara estu-
diando su funcién de autocovarianza (ACF) y su funciéon de autocovarianza parcial
(PACF), parte importante en este punto también sera el estudio del comportamiento
de los residuales del modelo respecto a la grafica de cuantiles para verificar el ajuste
con una distribucion normal. Otro andlisis determinante en la escogencia y bondad
de los modelos en estudio, el analisis de los p-valores mediante el estadistico de Ljun
Boz(ver por ejemplo [1] y [2]) de acuerdo al cual podemos decidir si el ajuste del

modelo resulta apropiado.

2.2.2. Sobre la Construccion de los Modelos

De ahora en adelante, el analisis se centrara en la construccion y ajuste de modelos
a partir de las 12 divisiones del intervalo de frecuencias que se ha considerado en
este trabajo. Esto se harad de acuerdo a las caracteristicas que poseen la ACF y la
PACF, y a partir de alli se obtendra respuesta sobre el tipo de modelos y orden de
los mismos que se usaran para el presente analisis.
A continuacién se presenta un analisis sobre los elementos que se han mencionado
anteriormente para la escogencia de los modelos adecuados por cada particiéon, por

ejemplo, para el primer subintervalo, graficamente se obtuvo lo siguiente
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Figura 2.3: Informaciéon sobre el modelo asociado al primer suintervalo. Izquier-
da:Funcion de autocorrelacion, derecha: Funcion de autocorrelacion parcial

Las PACF y ACF para la serie de tiempo correspondiente primer subintervalo se
ve en la Figura 2.3, donde se evidencia un decaimiento de la ACF hasta el ntimero
18. Por otro lado, la ACP muestra tener los primeros 4 valores fuera del intervalo
de confianza, por lo que estas caracteristicas sugieren un modelo autorregresivo de
orden 4. Evidencias de este tipo se analizaron para los demas subintervalos y se
obtuvieron érdenes entre 4 y 6. Pero este analisis no es suficiente, ya que no hemos
considerado todos los componentes estadisticos que posee el modelo. Haciendo un
analisis mas exhaustivo y experimentando con los 6rdenes para el modelo ARMA
correspondiente a cada uno de los subintervalos, se encontr6 que el orden para cada
uno de estos modelos puede reducirse, viendo los coeficientes del modelo que algunos
pueden ser despreciados por su proximidad al cero y ademés observando el menor
valor para el AIC (Akaike Information Criteria) y el estudio de los p-valores de cada

modelo encontrado.

2.3. Caracteristicas de los Modelos

Para dar respuesta a un estudio de olas marinas usando modelos ARMA, es
necesario tomar en cuenta algunas consideraciones sobre los parametros que estan

involucrados en el analisis. Usualmente, la metodologia usada es estimar el modelo,

35



CAPITULO 2. Analisis Espectral de los Datos y Modelos
Asociados 36

calcular su ACF y PACF de manera que se pueda determinar el orden y tipo de
modelo que estaremos estudiando de acuerdo a la tabla sumarizada en la Seccion
1.4.1. Seguidamente observar el comportamiento de las graficas de diagnostico, es
decir, el comportamiento de los p-valores mediante el estadistico de Ljung-Box, el
ACF para los residuales y los residuales estandarizados, esto con el fin de determinar
y verificar el orden del modelo que estamos tratando, en este punto es conveniente
también calcular el coeficiente AIC (Akaike Information Criteria) y compararlo con
otros modelos que se consideren convenientes para constatar que el modelo en estu-
dio es el que mejor ajusta a los datos, el modelo que posea el menor AIC seré el més
conveniente en el andlisis [1|. Es util también graficar los cuantiles del modelo para
verificar la normalidad en los datos, si estos cuantiles no siguen un comportamiento
aproximadamente con una linea recta entonces es conveniente usar la transformacion
de Box-Cox explicada en la Secciéon 1.2.4 para tratar de mejorar la aproximacion li-
neal que se desea para que asi los cuantiles logren la normalidad deseada. Por ultimo,
realizar los pronosticos al modelo y hacer la comparacion entre este y los datos de
donde proviene para constatar que el modelo es capaz de reproducir los datos en

estudio.

A continuacién, se da la justificacion de la eleccion del orden y tipo de los mo-
delos, ademéas se muestra justificacion de la escogencia de este orden mostrando la
forma estadistica de algunas de las componentes del modelo, por ejemplo, el valor
AIC asociado al modelo, las caracteristicas de sus residuales, su contraste con los
cuantiles normales, aunado a esto, como ya se planteo, las funciones de autocorrela-
cion y autocorrelacion parcial ademas del estadistico Ljun Box. En este punto, se han
evidenciado algunas particularidades en los residuos, como es el cambio brusco de su
comportamiento, esto dado que hay cambios muy marcados positiva y negativamente
en los residuales y casi de manera instantanea los siguientes residuos se aproximan
a cero, este fendbmeno se conoce como heterocedasticidad. Este tipo de fendémenos
aporta a la no normalidad de los datos porque hay indicios de colas pesadas, lo que
impide que los residuos se ajusten a la linea recta deseada, mas bien, lo que se vuelve
es una funciéon concava hacia arriba por un lado y luego cambia a céncava hacia
abajo por otro lado o viceversa. Aunado a esto, la evidencia de que algunos valores

de la autocorrelacion muestral fallan dentro del intervalo de confianza que considera
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el estadistico de Ljun Box, en este punto ya el modelo se considera poco viable y
es necesario considerar otras alternativas para detectar la bondad del modelo y no

rechazarlo.

2.4. Comparaciéon de los Modelos Obtenidos y Selecciéon de

los Modelos con Mejor Ajuste.

De acuerdo a las caracteristicas de los modelos obtenidos; en esta seccién se com-
pararan las componentes de los estos modelos y de acuerdo a criterios ya mencionados
y establecidos se escogera el que mejores caracteristicas estadisticas posee. Tales ca-
racteristicas fueron observadas haciendo cambios en el orden de los modelos descritos
en la Seccion 2.2.2. En este sentido, para lograr el orden adecuado a los modelos se
observan la ACF y el comportamiento de los p-valores usando el estadistico de Ljun
Box, ademés del comportamiento de los residuales, también es necesario calcular el
valor AIC para estos modelos. El modelo con mejores caracteristicas estadisticas en
cuanto al comportamiento de sus componentes y ademés con el menor valor para

AIC, sera el modelo que mejor ajuste a los datos en estudio.

A continuacion se reflejan graficamente las componentes de los modelos més ade-
cuados que se han estimado, haciendo cambios ligeros en el orden del modelo ARMA,
como consecuencia se observan notablemente como los p-valores para uno de los mo-
delos entran dentro de la banda de confianza para el estadistico de Ljun Box, ademas
los residuales reflejan aleatoriedad, estos son los criterios entre otros, que se han con-
siderado para la eleccion de los modelos a estudiar. Como una muestra comparamos
el modelo AR de orden 2 y de orden 1 para el primer subintervalo, de tal forma
que se puedan apreciar las diferencias planteadas sobre el comportamiento de sus

componentes estadisticas, explicitamente tenemos que los modelos son
AR(2): x; = 0,006 4+ 0,71x;_1 + 0,259 + wy

AR(].) Ty = 0,006 + 0a94$t—1 “+ wy
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Figura 2.4: Componentes para el primer subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0),
AIC=-2308.13, derecha:ARMA(1,0), AIC=-2294.97

En la Figura 2.4, se pueden apreciar los modelos mas apropiados que hemos ha-
llado para el primer subintervalo, en este punto se debe decidir sobre cuél de estos

modelos es el que mejor ajusta los datos, para ello notamos que en la grafica de
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la izquierda se observa que los residuos normalizados muestran aleatoriedad en su
comportamiento, esto da indicios de que no existe una tendencia especifica en el com-
portamiento de los datos, pero al ver el comportamiento de los p-valores, se observa
que algunos de los valores permanecen fuera del intervalo de confianza considerado
apropiado para estos, caso contrario ocurre con la figura de la derecha, en la cual los
residuales normalizados muestran aiin mas indicios de aleatoriedad y la prueba para
los p-valores indica que estos todos permanecen dentro del intervalo de confianza
para el estadistico que se esta usando, por lo que el modelo que se considerard para

el estudio de este subintervalo es un modelo AR(1).

De esta misma forma y usando argumentos similares se determiné el orden para
los siguiente 11 subintervalo, para los cuales también se obtuvo un AR(1). Mayores

detalles de estos modelos se muestran sumarizados en Apendice A

2.5. Caracteristicas de los Residuos y Grafica de Cuantiles

para los modelos.

Componentes importantes en el analisis de datos para conocer y decidir sobre
modelos ARMA en general, es el estudio exhaustivo de los residuales de estos mode-
los, ya que dan un panorama claro sobre el comportamiento normal o no de los estos,
esto 1ltimo, clave en el presente estudio, ya que en definitiva estas graficas hablan
sobre el buen ajuste de los modelos que se estan considerando. En este sentido, es
conveniente mencionar que en algunas situaciones se presentan particularidades en el
comportamiento de los residuales y una de estas, por lo menos la més comiin, es que
se evidencia heterocedasticidad, en presencia de este fendmeno la varianza cambia
de manera brusca y las oscilaciones se hacen pronunciadas, por lo que al observar la
grafica de cuantiles la distribucion de estos es Gaussiana, es decir, los cuantiles deben
aproximarse a una linea recta; en caso contrario, si se observa algtin comportamiento
coOncavo o convexo se hace uso de la transformacion de Box-Coz.

A continuacion, mostraremos el estudio para los subintervalos que no requieren de
esta transformacion, dentro de estos estan el tercer, cuarto, noveno, decimo, decimo
primer y decimo segundo subintervalo en el orden, en particular, haremos el analisis

para el tercer subintervalo de forma precisa y amplia, para luego mostrar a los que
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si necesitan de la transformacion, los cuales son el primero, segundo, quinto, sexto,
séptimo y octavo subintervalo en el orden que estan en la particion, en este caso
mostraremos el analisis para el primer subintervalo que también pretendemos ampliar
su estdio para dejar un panorama claro de lo que se pretende hacer con los restantes.
De esta manera observar y entender la técnica empleada para el analisis. Mostraremos
también las graficas de cuantiles, quienes nos proporcionaran la informacion necesaria
para aplicar o no la transformacion de Box-Cox. La transformacion servird para
aproximar la linea recta para obtener la normalidad de los residuos del modelo en el
caso que el comportamiento sea el antes descrito, concavo o convexo. Se mostraran
también el comportamiento de los residuales del modelo con la transformaciéon de
Box-Cox y sin ella, de manera tal que se pueda observar las diferencias que existen

en el comportamiento de los residuos luego de aplicar la transformacion.

2.6. Residuales del Modelos Asociado al Tercer Subintervalo

que Aproximan a la Distribucién Normal.

En esta parte, mostraremos aquellas graficas de cuantiles de los modelos asociados
a los subintervalos que no requieren la aplicacion de la transformacion Box Cox, esto
quiere decir como ya se senald, que el pardmetro A que se requiere para aplicar dicha
transformacion es aproximadamente 1, entonces los modelos asociados a cada uno
de estos subintervalos proporcionan un buen ajuste y se consideran apropiados para
el estudio en cuestion. Particularmente, se hara el analisis completo para el tercer
subintervalo, que como ya se dijo posee estas caracteristica.

A continuacion, la expresion para el modelo AR(1) asociado al tercer subintervalo

se muestra especificamente y seguidamente, la ya mencionada grafica de cuantiles.

Ty = 0,9194 + 0,2236ﬂ7t_1 + Wt
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Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Tercer Subintervalo

Cuantiles de los Residuos
|

Residuos Mormales

Figura 2.5: Graficas de Cuantiles para el tercer subintervalo.

En este gréafico se presentan los residuos frente a los cuantiles de la distribucion.
Si los residuos tienen distribuciéon Normal deberian quedar todos los puntos aproxi-
madamente sobre una recta, este es el caso ideal, dado que es lo que se desea en el
comportamiento de los residuales y obtener la gaussianidad del modelo. Ademas al
calcular el parametro A que define la transformacion de Box-Cox se aproxima a uno,
por lo que como se mencion6 en la Seccién 1.2.4 entonces no es necesario aplicar la
transformacion a los datos.
De manera analoga este estudio se puede realizar para los demés subintervalo que
poseen esta caracteristica, es decir el cuarto, noveno, decimo, decimo primer y deci-
mo segundo subintervalo los cuales no requieren de la transformacion de Box-Cox y
el comportamiento de los residuales es el mismo que el que se muestra en la Figura

2.5.

2.7. Residuales de los Modelos que Requieren de la Transfor-

macion de Box-Cox.

Daremos muestra en esta seccion de los residuales de los modelos que requieren
la aplicacion de la transformacion de Box-Cox, esto es aquellos para los cuales la
grafica de cuantiles de los residuos no se aproxima a una linea recta sino més bien

que posee comportamiento concavo o convexo. En este sentido, usaremos el primer
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subintervalo de la particion para hacer el estudio de la grafica de cuantiles. Por un
lado se muestran los residuales originales y por el otro luego de la transformacion de
tal manera de ver los efectos que surte esta transformacion a la hora de obtener la

aproximacion lineal buscada.

Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado Gréfica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Primer Subintervalo al primer Subintervalo luego de la Transformacion
y — Box Cox

000 002 004 008

Cuantiles de los Residuos
Cuantiles de los Residuos

-0.04

Residuos Normales Residuos Normales

Figura 2.6: Graficas de Cuantiles. A izquierda, el subintervalo original; a derecha,
luego de la transformacion Box-Cox.

En la figura anterior se pueden notar las mejorias para el primer subintervalo,
observemos que en el grafico de la izquierda el desarrollo de los cuantiles para el sub-
intervalo original pasa de tener un comportamiento no lineal, a un comportamiento
aproximadamente lineal, que es lo que se espera al hacer uso de la transformacion
Box-Cox. En este caso tenemos que el pardmetro A al aplicar la transformacion para
este subintervalo es A = —0,5520897, por lo que la aplicacion de la transformacion
tiene sentido desde el punto de vista teodrico.

En resumen, como ya se habia mencionado, la transformacion Box-Cox sirve como
herramienta para mejorar el comportamiento de la grafica de cuantiles de los modelos
en estudio, ademés si observamos y comparamos la evolucion de los residuales nor-
malizados, la ACF y los p-valores mediante el estadisticos de Ljung Box observamos
que sobre todo los residuales normalizados muestran el aspecto y comportamiento
aleatorio que se espera. Estos resultados seran de mucha utilidad para construir el
modelo vectorial autorregresivo, de manera que el estudio anterior juega un papel

fundamental en las caracteristicas de modelos méas generales que se propongan. Si-
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milarmente, se puede observar que se logra la aproximacion lineal que se desea hallar

para los subintervalos segundo, quinto, sexto, séptimo y octavo, ver Apendice A.

2.8. Prondsticos de los Modelos Asociados a cada Subinter-

valo de [0,04, 0,25].

Al elaborar pronosticos, el objetivo fundamental es predecir valores futuros de
una serie de tiempo, basados en datos del presente. El objetivo del pronostico en este
trabajo es explorar que tan bien ajustan los modelos en estudio. En este caso, lo que
se hara es predecir valores ya conocidos de la serie, es decir, puesto que conocemos
244 periodos de la tormenta y no podemos conocer mas datos a futuro con precision
exacta, el procedimiento que usaremos consiste en trabajar con 234 periodos de los
244 y ajustar el modelo AR(1) asociado para luego hacer el pronoéstico de los 10
periodos que restan con una banda de confianza para la prediccion hasta 95 %. Si los
datos estan dentro de esta banda de confianza, entonces esto es evidencia de un buen
ajuste del modelo, ademas estos datos pronosticados deben aproximar a los valores
originales que anteriormente fueron removidos.

En esta seccion se muestra la evidencia grafica para algunos de los subintervalos en
estudio. Para el caso de los subintervalos donde se us6 la transformacion de Box-Cox
presentaremos ambos modelos para el primer subintervalo, el de los datos originales
y al que se le aplico la transformacion de Box-Cox en conjunto con sus respectivos
pronosticos. El andlisis para los subintervalos restantes que ya hemos mencionados
se hace de la misma forma. Los modelos fueron obtenidos en base a la suma de
los datos para el correspondiente intervalo con y sin la transformacion de Box-Cox,
segin sea el caso y los residuos asociados al modelo AR(1). De manera similar, para
los subintervalos que no requieren de la transformacion de Box-Cox se muestra el
analisis para el tercer subintervalo con su respectivo pronoéstico con el que se muestra
el buen ajuste para el subintervalo. También para los subintervalos que tienen esta

caracteristica, el estudio es analogo.

2.8.1. Pronéstico para Subintervalos con la Transformacién de Box-Cox.

El pronéstico se muestra en la Figura A.27, en donde al hacer la restriccion

de los 10 datos (en rojo) se tiene que el pronodstico realizado se encuentra dentro
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de la banda de confianza (lineas punteadas) hasta 95 %, se muestra el pronostico
anteriormente comentado, frente a los datos originales (en azul), donde se evidencia
una gran similitud entre el modelo encontrado y los datos originales, ademas los
datos originales se hallan dentro de la banda de confianza considerada en este caso.

En general, para aquellos subintervalos donde se aplicé la transformacion de Box-

Comparacion del Pronéstico para el Primer
Subintervalo con la Transformacion Box Cox
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Figura 2.7: Primer subintervalo: El subintervalo (en azul) frente al pronostico para
el modelo(negro).

Cox se obtuvo que el pronoéstico realizado para el respectivo modelo es bastante
confiable en el sentido de que los 10 datos que hemos reproducido como se explico
anteriormente estan dentro de la banda de confianza considerada casi en su totalidad,
lo que indica que estos pronodsticos son capaces de imitar el comportamiento de los

datos originales.
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2.8.2. Pronéstico para los Subintervalos que no Requieren Transforma-

cion Box-Cox.

En esta seccion, se muestran aquellos subintervalos que no requieren de la trans-
formacion de Box-Cox, es decir aquellos para los cuales el pardmetro A ~ 1, ademas
los cuantiles para el modelo asociado a este subintervalo aproxima a una distribu-
cion normal. De la misma manera que la secciéon anterior procedemos a dar la prueba
grafica del pronodstico para estos subintervalo, en particular para el tercer subinter-
valo tenemos los siguientes pronosticos y ademas la comparaciéon del modelo con
los datos originales, de lo que se puede apreciar el buen ajuste del modelo con los
datos de partida que hemos considerado. Ademas como se observo en la Figura A.23
los residuales para este modelo, al igual que para los demas subintervalos que ya se
han mencionado que no requieren de la transformacion, aproximan la linea recta que
se requiere para obtener normalidad en los cuantiles. La Figura 2.8 a continuacion

muestra el pronostico para el tercer subintervalo.

Comparacion del Pronostico
con los Datos Originales para el Tercer Subintervalo
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Figura 2.8: Pronostico para el tercer subintervalo; el subintervalo (en azul) frente
al pronostico para el modelo (negro).
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De esta manera, hemos obtenido un buen pronéstico tanto para los subintervalos
con la transformacion de Box-Cox, como para los que no requieren de esta. De
esta manera, podemos construir modelos un poco més complejos para explicar el
comportamiento de la tormenta en estudio, dichos modelos son lo ya mencionados
Modelos Vectoriales Autorregresivos que vienen a explicar en conjunto los modelos
AR que hemos encontrado de forma que se pueda lograr una mejor interpretacion

acerca del comportamiento de esta tormenta.
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MODELOS VECTORIALES AUTORREGRESIVOS VAR

Al construir modelos vectoriales autorregresivos podemos extender la teoria cono-
cida sobre los modelos autorregresivos AR. Con estos vectores se pretende investigar
la interaccion dindmica entre las variables que intervienen en el estudio. Esta inter-
accion involucra algunas consideraciones para ser estudiada y asi obtener los modelo
vectoriales que expliquen de forma adecuada relacion entre las variables con las que
se trabaja. El estudio de la cointegracion entre las variables que intreaccionan, es una
de las condiciones que se debe investigar, de estar presente asegura la estacionaridad
de la serie que resulta de la combinacién de las variables. Otra de las condiciones que
se requiere y que es fundamental en el estudio para construir vectores autorregresi-
vos es la existencia de raices unitarias o no. En presencia de raices que superan la
unidad en valor absoluto, indica que el modelo es estable, quiere decir que se puede
considerar aceptable el modelo que se analiza. En particular y ademés es el caso del
presente trabajo, los modelos VAR resultan de orden uno, para este caso, la estacio-
naridad o no se verifica con la ecuaciéon 1.31, caso contrario, cuando las raices de la
ecuacion caracteristica que proviene de estos modelos no supera la unidad entonces
decimos que el modelo es inestable. Otro aspecto que se debe considerar para la
aceptacion de modelos VAR es el pronostico del modelo que resulta de la interaccion
de las variables, como siempre en conjunto con la ACF para cada submodelo de la
combinacién nos proporcionan herramientas para aceptar o reconsiderar los modelos
que se estudian.

En este sentido, para los efectos del presente estudio con la ayuda del software R, se
construiran los modelos VAR correspondientes al conjunto de subintervalos que han
resultado de la particion del intervalo [0,04,0,25]. Primero, se construyé el modelo
para el conjunto de los 12 subintervalos que se estan estudiando, el resultado es un
modelos de orden 18 pero que resulta dificil de manejar, ya que no existe una forma

computacional de dominar este tipo de modelos. La metodologia a emplear entonces

47



CAPITULO 3. Modelos Vectoriales Autorregresivos VAR 48

para los 12 subintervalos establecidos es relacionar estos dos a dos, es decir obtener
un modelo VAR para el primer subperiodo con el segundo, luego relacionar un mode-
lo del mismo tipo para el segundo subperiodo con el tercero y asi sucesivamente para
los subintervalos restantes. Este analisis se realiza bajo la suposicion de que existe
correlacion entre las variables que se estan estudiando, de otro modo entrariamos en
la discusion de la causalidad entre las variables y en este caso por tener las variables

el mismo origen, se supone correlacion.

3.1. Modelos VAR Asociado al Primer y Segundo Subinter-

valo.

El modelo asociado a los dos primeros subintervalos tiene orden 12, el cual es un
orden complicado de manejar, sin embargo las técnicas usadas para determinar el
orden adecuado nos proporcionaran la informacién necesaria para aceptar este orden
del modelo o adoptar otro. Por otro lado, la correlaciéon entre los dos subintervalos es
0,88, La grafica de estos dos subintervalos se ve en la Figura 3.1, donde se evidencia la
fuerte correlacion para la mayoria de los datos, mientras nos alejamos del 1 empiezan
a ser un poco dispersos.
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Figura 3.1: Correlacion entre el primer y segundo subintervalo.
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Por otro lado, al aplicar el test Phillips-Perron para explorar la existencia de raices
unitarias, concluimos que para cada subintervalo tenemos que viendo los valores
arrojados para los p valores se obtiene el 5% para el primer subintervalo, y para el
segundo subintervalo se obtiene el 6 %. De esta forma se puede afirmar que no existe
evidencia para rechazar la hipotesis para raices unitarias, concluimos entonces que
tanto el primer como el segundo subintervalo poseen raices unitarias.

Para verificar si estos dos subperiodos estdn o no cointegrados usamos el test de
Phillips-Ouliaris, el resultado es que para ambos subintervalos el 1 % de los p-valores
rechaza la hipotesis nula de que estos dos subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, para este
caso el modelo de regresion tiene orden 4 por lo que el primer orden que podriamos
intentar para el modelo ARMA es 4, y asi variar los parametros p y g para el célculo

del modelo en R comenzando con p = 4. A continuacién se muestran los distintos
AIC calculados,

= Para un modelo AR(1) el AIC es —2300,905
» Para un modelo ARMA(1,1) el AIC es —2352,228
= Para un modelo AR(2) el AIC es —2332,188

Por lo que, comparando los AIC para estos tres modelos, tenemos que el AR(1) es

el de menor valor. Dicho modelo esta dado por

T T2
r1 0,85 0,013
xe 1,05 0,842

21y T son el primer y segundo subintervalo respectivamente. Por otro lado, las rai-
ces del determinante que produce la ecuacién caracteristica asociada a este modelo
son 1,1 y 1,3 las cuales exceden la unidad, por lo que se puede asegurar que el modelo

AR(1) considerado para la combinacion de estos dos subintervalos es estacionario.
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El modelo Vectorial Autorregresivo asociado a la combinacion de estos subinter-

valos es un VAR(1) cuyos coeficientes estan dados a continuacion. Para z; tenemos

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
x1.ly 1,002 2,99¢79 33537 1,19¢ 322
To.ly  —246e7%  280e7%  —0,88 3,81e "
trend —1,69¢7°7  2,09¢7% —0,081 9,4e ™

Para las variables x5 tenemos que

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
2dy 6260792 240092 261 972
2oy 94170 295¢72 4178  4.24¢ 112
trend 2,357  1,68¢ % 0,14  8,89¢ "

Con respecto a los residuales, se muesta a continuacién en la Figura 3.2, el compor-

tamiento de la ACF para cada uno de los subintervalos

Funcién de Autocovarianza Funcion de Autocovarianza
para el primer subintervalo para el segundo subintervalo
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Figura 3.2: A izaquierda, la ACF para el primer subintervalo; a derecha, la ACF
para el segundo subintervalo.

Haciendo los pronosticos respectivos se obtiene la siguiente informacion para cada
submodelo, donde se han eliminado los tltimos diez datos del subintervalo original
para construir el modelo VAR y reproducir estos, de manera tal que se pueda verificar
si con esto los modelos son capaces de comportarse similar a los datos de donde

se hallaron. Graficamente para los dos modelos asociados a estos subintervalos y
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comparandolos con el subintervalo original se ven en la Figura 3.3 correspondiente

obtenemos, Para el segundo subintervalo, obtenemos para los datos originales y para

Pronéstico para el
Primer Subintervalo

espectro
|

1.01
|

tiempo

Figura 3.3: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

el prondstico respectivo, se puede apreciar en la Figura 3.4

Prondstico para el Segundo
Subintervalo

1.20
I

espectro

1.10
I

1.00

tiempo

Figura 3.4: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).
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3.2. Modelo VAR Asociado al Segundo y Tercer Subienterva-

lo.

Siguiendo la misma metodologia, para el modelo VAR asociado al segundo y
tercer subintervalo se obtuvo la siguiente informacion. La correlacion entre estos dos
subintervalos es 0,7633449, la Figura 3.5 muestra graficamente la correlacion entre
estos subintervalos.

Correlacion entre el
Segundo y Tercer Subintervalo

Tercer Subintervalo

T T T T T
1.00 105 110 115 120 125

Segundo Subintervalo

Figura 3.5: Correlacion entre el segundo y tercer subintervalo.

El modelo originalmente tiene orden 13. Luego de aplicar los test correspondientes
respectivamente el test Phillips-Perron para explorar la existencia de raices unitarias,
concluimos que para cada subintervalo tenemos que viendo los valores arrojados
para los p valores se obtiene para el tercer subintervalo se obtiene el 4%, por lo
que se puede afirmar que no existe la posibilidad de tener raices unitarias. También,
aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1 % de los p-valores nos permiten
rechazar la hipotesis nula de que estos dos subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos 6rdenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
» Para un ARMA(12,0) el AIC es —1340,165.

» Para un ARMA(2,0) el AIC es —1327,307.
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= Para un ARMA(1,0) el AIC es —1268,254.

Al comparar las AIC para distintos ordenes del modelo para los residuos asociados
a estos dos subintervalo, se determino que el orden de dicho modelo es uno. El modelo

para la combinacion de estos dos subintervalos esta dado por

T2 xs3
zo 0,93 0,02
xzg 0,1 087

Donde z3 es el tercer subintervalo. Ademas al calcular las raices asociadas al
polinomio caracteristico asociado al modelo tenemos que etas raices son 1,1 y 1,2
por lo que el modelo es estacionario. El Modelo Vectorial Autorregresivo para el

segundo subintervalo (x2)

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t])
Zo.ly 1,0e% 4,8¢793 210,8 2,16e~2™
x3.ly 1,727 1,58¢792 —1,08 2,787
trend —4,80e7% 1847 % —0,26 7,94¢7

Para el tercer subintervalo x3

Estimate Std. Error t value Pr(> [t])
9.l 2,83e7%2  936e % 3,02 2,8 ®
3.y 8,897 311e %2 2858 3,137
trend —4,99¢7% 363 % —138 1,7e7™

Las ACF para cada submodelo se muestra en la Figura 3.6
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Funcion de Autocovarianza para el Funcion de Autocovarianza para el
submodelo asociado al 2do Subintervalo submodelo asociado al 3er Subintervalo
(=] | (=) ]
@® Lre]
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Lag Lag

Figura 3.6: Funcion de Autocovarianza asociada al segundo (izquierda) y tercer
(derecha) subintervalo.

Ademas para los pronoésticos asociados a cada submodelo junto al subintervalo
original se muestran a continuacioén en la Figura 3.7 muestra el pronostico para el
segundo subintervalo

Pronésticos para el
Segundo Subintervalo

1.20
I

espectro

1.00

0 a0 100 150 200 250

tiempo

Figura 3.7: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas)

Ahora para el tercer subintervalo se tiene para el pronodstico del submodelo aso-

ciado en la siguiente figura (Figura 3.8)
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Prondsticos para el submodelo
asociado al 3er subintervalo

espectro
0.25
|

.15
I

0.05

0 a0 100 150 200 230

tiempo

Figura 3.8: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

3.2.1. Modelo Asociado al Tercer y Cuarto Subintervalo.

Para el tercer y cuarto subintervalo, se tiene que la correlacion existente entre
estos es —0,031 la grafica de la correlacion se muestra a continuacion en la Figura

3.9

Correlacion para el
Tercer y Cuarto Subintervalo
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Figura 3.9: Correlacion entre el tercer y cuarto subintervalo.

El modelo originalmente tiene orden 3, el test Phillips-Perron para explorar la
existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo tenemos que
viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el cuarto subintervalo

se obtiene el 1%, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad de tener
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raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 15 %
de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos subintervalos
no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
= ARMA(2,0) tiene AIC igual a —967,2571
» ARMA(1,1) tiene AIC igual a —967,3863
= ARMA(1,0) tiene AIC igual a —915,3804

Por lo que podemos afirmar que el modelo tiene orden 1. Los coeficientes del modelo

son los siguientes

T3 T4
x5 0,92 0,1
zg —0,02 0,71

Donde x4 es el cuarto subintervalo. Ademas al calcular las raices asociadas al poli-
nomio caracteristico asociado al modelo tenemos que etas raices son 1,22 y 1,22 por
lo que el modelo es estacionario. E1 Modelo Vectorial Autorregresivo para el tercer

subintervalo

Estimate Std. Error t value Pr(> [t])
zady 921e 0 233¢02 3951 50le '
x4y 7,59e702 2,70e 02 2,80 5,41e ™
trend —1,20e7% 291e7%® 0,41 6,80e ™

Para la variable 2, tenemos

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
wady 324792 21¢72 155 1,21e"
zaly 95e00 2420792 3916  3,29¢ 106
trend 3,1e7®  2,60e % 1,19  235e "

Las funciones de autocorrelacion para cada subintervalo se muestran a continuacién

en la Figura 3.10
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Funcion de Autocorrelacion para

el submodelo asociado al 3er Subintervalo

Funcion de Autocorrelacion para

0sg
1

04

ACF

el submodelo asociado al 4to Subintervalo

1.0

ACF

0o

04

0.0

-0.5

Figura 3.10: Funcion de autocovarianza asociado al submodelo para el 3er subinter-

valo a izquierda y para el 4to subintervalo a derecha.

Ademas los pronodsticos para cada submodelo asociado son, la Figura 3.11 para

el tercer submodelo

Figura 3.11: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

espeactro

Pronostico para el

submodelo asociado al 3er subintervalo

0.15 0.25

0.05

tiempo

Similarmente para el cuarto subintervalo se tiene en la Figura 3.12
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Pronostico para el
submodelo asociado al 4to subintervalo

espectro
025
1

0 30 100 150 200 230

tiempa

Figura 3.12: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

3.3. Modelo Asociado al Cuarto y Quinto Subintervalo.

se tiene en principio que la correlacion que existe entre estos dos subitervalos es

0,1740726 graficamente se puede observar a continuaciéon en la Figura 3.13

Correlacion entre
el Cuarto y Quinto Subintervalo
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0.15 020 025 0.30 035

cuarto subintervalo

Figura 3.13: Correlacion entre el cuarto y quinto subintervalo.

En principio el modelo para la combinacion de estos subintervalos es 3. De igual
forma que en los otros casos, el test Phillips-Perron para explorar la existencia de
raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo tenemos que viendo los va-

lores arrojados para los p valores se obtiene para el cuarto subintervalo se obtiene el
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1%, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad de tener raices unitarias.
También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1% de los p-valores
nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos subintervalos no estan coin-
tegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
» ARMA(3,0) tiene AIC igual a —1058,838
» ARMA(2,0) tiene AIC igual a —1063,449
= ARMA(1,0) tiene AIC igual a —1017,513

Por lo que podemos afirmar de igual forma que las anteriores que el modelo tiene

orden 1. Los coeficientes del modelo son los siguientes

T4 Ty
zg 0,69 047
zs —0,11 0,84

Donde x5 es el quinto subintervalo. Ademas, las raices de la ecuacion caracteristica
asociada a este modelo son 1,29 y 1,29, los coeficientes para el modelo vectorial

autorregresivo para el cuarto subintervalo (z4) son

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> [t])
w062 502792 1228 320e Y
5.0y 0,1 1,222 744 1,74e7 %2
trend —0,00011 3,07¢™%  —-373 243 ™

Para el quinto subintervalo tenemos el modelo x5

Estimate Std. Error t value Pr(> [t])
zoly —9.44¢792 562702 168 9.43¢ 02
zody 1,02 137792 7454 5 84e168
trend —1,19¢7% 344e % —0,35 7,287
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Ademas

las funciones de autocorrelaciéon se muestran en la Figura 3.14

Funcion de Autocorrelacion asociada
al submodelo para el 4to Subintervalo

ACF
-0z 00 D2 04 0B 08 10
1

ACF
0.5 1.0

0.0

-0.5

Funcion de Autocorrelacion asociada
al submodelo para el 5to Subintervalo

Figura 3.14: Funciéon de autocovarianza asociada a los submodelos para el cuarto
(izquierda) y quinto (derecha) subintervalo.

Los pronoésticos para cada submodelo asociado se muestran a continuacion. Para

el cuarto subintervalo se puede observar en la Figura 3.15

Figura 3.15: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

Pronostico Asociado al
Submodelo para el 4to Subintervalo

espectro
025
1

0 a0

100 150 200 250

tiempo
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Similarmente para el quinto subintervalo, se aprecia la Figura 3.16

Pronostico Asociado al
Submodelo para el 5to Subintervalo

espectro
1.20
1

110
1

150 200 250

tiempo

Figura 3.16: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

3.4.

Modelo Asociado al Quinto y sexto Subintervalo

En este caso, se tiene una correlacion de 0,79 la evidencia grafica se muestra a

continuacion, en la Figura 3.17, donde se observa un fenomeno similar a los anteriores

Figura 3.17:

Correlacion entre el
Quinto y Sexto Subintervalo

® X% ¢
= X
% g‘xx x
© %% %
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— « X&XX

1.12
I

Sexto Subintervalo

1.08
1

1.04
1

110 115 120 125 130

(Quinto Subintervalo

Correlacion entre el Quinto y Sexto Subintervalo.

Originalmente el modelo AR asociado a estos subintervalo es 3. Luego de aplicar

los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron para explorar la
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existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo tenemos que
viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer subintervalo
se obtiene el 1%, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad de tener
raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos que el 1%
de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos subintervalos
no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
= Para un ARMA(3,0) el AIC es —1026,65.
» Para un ARMA(2,0) el AIC es —1017,137.
» Para un ARMA(1,0) el AIC es —998,2336.

Por lo que el modelo AR para estos subintervalo tiene orden 1. Los coeficientes para
el modelo son los siguientes
s e

x5 0,58 0,49

xg 0,11 0,67
Donde x4 es el sexto subintervalo. Al construir el polinomio caracteristico asociado
al modelo para determinar la estacionaridad se obtuvieron las raices 1,17 y 2,50 las
cuales por teoria determinan que el modelo es estacionario. Los coeficientes para el

modelo VAR asociado a estos dos subintervalo es

Estimate Std. Error t value Pr(> |t])
z5.l;  5,8e % 5,46e72 10,64  6,68¢ 22
xe.ly 4,427 5 77e7? 7,66 4,58 13
trend 1,70e7% 2,789 0,61 54le ™

Para el sexto subintervalo tenemos el modelo xg

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
5.y 722792 426792 1,70 9,157
6.l 9,22e7%  450e72 20,49 1,24e
trend 8,30e7% 217¢7% 0,38  0,24e ™
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Por otro lado, la funcién de autocovarianza para cada subintervalo se puede notar

en la Figura 3.18

Residuos asociados al submodelo para Residuos asociados al submodelo para
el 5to subintervalo el 6to subintervalo

1
1.0

1
035
I

ACF
ACF

0z 04 0B 08 10

1
00

-0z

-05
I

Figura 3.18: Funcion de Autocovarianza para los residuales asociados a los submo-
delos para el quinto subintervalo(izquierda) y sexto subintervalo (derecha).

Los pronosticos asociados a cada subintervalo, evidencian que, para el quinto

subintervalo se tienen las siguientes apreciaciones en la Figura 3.19

Prondstico para el Submodelo
Asociado al Quinto Subintervalo

espectro
1.20
1

1.10
1

tiempo

Figura 3.19: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

Ahora para el sexto subintervalo, la Figura 3.20 da la evidencia gréfica para este
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Pronostico para el Submodelo
Asociado al Sexto Subintervalo

i
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|

espectro

1.10
|

1.05
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Figura 3.20: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

3.5. Modelo Asociado al Sexto y Septimo Subintervalo.

Para el modelo VAR asociado al sexto y septimo subintervalo, se tiene una co-

rrelacion ente ellos de 0,86 cuya grafica se observa a continuacién en la Figura 3.21

Figura 3.21:

Correlacion entre el
Sexto y Septimo Subintervalo

septimo subintervalo
1.08 1.12
1 1

1.04
1

104 106 108 110 112 114 116 198

sexto subintervalo

Correlacion entre el sexto y septimo subintervalo.

El modelo AR para la combinacion de estos dos subintervalos tiene orden 3.

Luego de aplicar los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron

para explorar la existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo

tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer
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subintervalo se obtiene el 1 %, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad
de tener raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos
que el 1% de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos
subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
» ARMA(5,0) el AIC es —1303,892.
» ARMA(2,0) el AIC es —1289,499.
s ARMA(1,0) el AIC es —1273,505.

Se obtiene que por el valor de la AIC el orden del modelo sigue siendo uno, el modelo

se muestra a continuaciéon
Te T

xg 0,52 0,48

x7 0,13 0,64
Donde z7 es el septimo subintervalo. Ademas las raices del polinomio caracteristico
asociado a los coeficientes de este modelo son 1,2 y 3,1 lo cual justifica que el modelo

es estacionario. Ademaés los coeficientes asociados al modelo VAR son los siguientes

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
zedy 4520792 798¢792 620 239
zody 5.59¢70  T45e92 751 1,17
trend 5,257 %  2.03e7% 258 1,05

Para el septimo subintervalo tenemos el modelo para x7;

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
zedy 527e 92 5882 089 37le "
wndy 945¢0  6.01e 2 1572 88le ¥
trend 5,55 % 164 % 034 7,36

Ademas, la funcién de autocovarianza para los submodelos asociados a estos

subintervalos se evidencian en la Figura 3.21
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Funcion Autocovarianza para
los residuales del 6to Submodelo

Funcion Autocovarianza para
los residuales del 7mo Submodelo
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Figura 3.22: Funcion Autocovarianza para los residuales del sexto submodelo (iz-
quierda) y septimo submodelo (derecha).

Los pronosticos asociados a estos submodelos se evidencian a continuacién, para

el sexto subintervalo se tiene la Figura 3.23

Figura 3.23: subintervalo

Pronosticos para el Submodelo
Asociado al 6to Subintervalo

espectro
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I I
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I

1.04
I

tiempao

66

(rojo), modelo (negro), pronostico (punteadas).



CAPITULO 3. Modelos Vectoriales Autorregresivos VAR 67

Para el septimo subintervalo se muestra en la Figura 3.24

Pronésticos para el Submodelo
Asociado al 7mo Subintervalo

espectro
1.08 1.12
I I

1.04
1

tiempo

Figura 3.24: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

3.6. Modelo Asociado al Septimo y Octavo Subintervalo.

Para la construccion del modelo VAR asociado al octavo y noveno subintervalo,
comenzamos con mostrar que existe una correlacion de 0,9 la evidencia grafica se

puede notar en la Figura 3.25

Correlacion entre el
Septimo y Octavo subintervalo

subintervalo
1.06 1.08 110
| | 1
>

1.0
1

1.02
1

104 106 108 110 112 14

septimo subintervalo

Figura 3.25: Correlacion entre el septimo y octavo subintervalo.

El modelo AR para la combinacion de estos dos subintervalos tiene orden 7. De
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nuevo, aplicar los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron para
explorar la existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo
tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer
subintervalo se obtiene el 1 %, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad
de tener raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos
que el 1% de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos
subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos 6rdenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:

= ARMA(11,0) el AIC es —1485,707.
s ARMA(2,0) el AIC es —1472,154.

= ARMA(1,0) el AIC es —1465,835.

De igual forma, el AIC con menor valor es para el ARM A(1,0) por lo que podemos
asegurar que el modelo AR para la combinacién de estos subintervalo es uno. Lo

coeficientes del modelo estan dados por

Ty s
27 0,40 0,65
zg 0,10 0,70

xg es el octavo subintervalo. Las raices del polinomio caracteristico asociado a
los coeficientes del modelo AR(1) son 1,2 y 3,81, lo que indica que el modelo es
estacionario. Los coeficientes para el modelo VAR asociado son respectivamente para

el septimo (x7) y octavo (zg) subintervalo

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
x7.ly  3,54e7 % 7,69¢792 461  6,62e7%
xg.ly  6,55e7 % 7,81e7 92 8,38  4,44e1?
trend 4,25e7% 1,437 2,96  3,33¢ %
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Para el octavo subintervalo tenemos el modelo

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t])
7.y —1,57e7%%  5,68¢7%2  —0,28 7,82¢ "
r3.01 1,01 5,76e7%2 17,61 3.8le *?
trend 5,13e7% 1,05¢% 0,49  6,27¢ %

Por otro lado, las funciones de autocovarianza para los residuales asociados a

cada componente del modelo se aprecian en la Figura 3.26

Funcion Autocovarianza para los Residuales Funcién Autocovarianza para los Residuales
Asociados al 7mo Subientervalo Asociados al 8vo Subientervalo
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Figura 3.26: Funcion Autocovarianza para los residuales del septimo submodelo
(izquierda) y octavo submodelo (derecha).

Los pronosticos asociados al submodelo asociado al septimo subintervalo se mues-

tran en la Figura 3.27
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Prondstico para el Submodelo
Asociado al 7mo Subintervalo
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Figura 3.27: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

Para el submodelo vectorial asociado al octavo subintervalo tenemos la Figura
3.28
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Figura 3.28: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).
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3.7. Modelo Asociado al Octavo y Noveno Subintervalo.

Para obtener el modelo vectorial asociado a los subintervalos octavo y noveno
se obtuvo que la correlacion entre estos subintervalos es de 0,9 graficamente esta

correlacion se muestra en la Figura 3.33

Correlacion entre el
Octavo y Noveno Subintervalo
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Figura 3.29: Correlacion entre el octavo y noveno subintervalo.

El modelo AR para la combinacion de estos dos subintervalos tiene orden 5. De
nuevo, aplicar los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron para
explorar la existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo
tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer
subintervalo se obtiene el 1 %, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad
de tener raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos
que el 1% de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos
subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:

= ARMA(5,0) el AIC es —1701,303.
= ARMA(2,0) el AIC es —1684,676.

= ARMA(1,0) el AIC es —1683,246.
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De igual forma se obtuvo que el modelo autorregresivo asociado a la combinacion de

estos subintervalos es de orden uno, los coeficientes del modelo son

T T9
zs 0,61 0,33
2o 0,34 0,29

xg se refiere al noveno subintervalo. Se puede entonces afirmar la estacionaridad
del modelo ya que las raices del polinomio caracteristico asociado a este modelo son
1,23 y 11,63 las cuales superan la unidad, por lo que se puede decir que el modelo
es estacionario. Para el modelo VAR asociado a estos se tiene que para el octavo

subintervalo

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t])
xg.ly 1,00 2,11e7% 474,51 0,000
x9.ly —1,89e7% 6,047 3,13 0,002
trend 4,90e7%  993e7% 0,49 0,62

Para el noveno subintervalo tenemos el modelo

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
sedy  TATe 9 157¢% 458  7,33¢06
290y T7,31e7% 4,47¢ 9% 16,35 6,82
trend 2,04e7% 73479 0,28 7,81 ™

Ademas, la funcion autocovarianza para los residuales asociados a cada submodelo

se muestran a continuacion en la Figura 3.30
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Funcién Autocovarianza para
los Residuales asociado al 8vo Subintervalo

Funcion Autocovarianza para
los Residuales asociado al 9no Subintervalo
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Figura 3.30: Funcion Autocovarianza para los residuales del octavo submodelo (iz-
quierda) y noveno submodelo (derecha).

Para cada submodelo, los prondsticos se muestran respectivamente a continua-

cion. Para el octavo subintervalo se muestra en la Figura 3.31

espectro

Figura 3.31: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

1.06 1.10
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Pronéstico para el Submodelo
Para el 8vo Subintervalo

tiempo

De igual forma, para el noveno subintervalo se evidencia la Figura 3.32

73



CAPITULO 3. Modelos Vectoriales Autorregresivos VAR 74

Prondstico para el Submodelo
Para el 9no Subintervalo
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Figura 3.32: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

3.8. Modelo Asociado al Noveno y Decimo Subintervalo.

Para obtener el modelo vectorial asociado a los subintervalos octavo y noveno
se obtuvo que la correlacion entre estos subintervalos es de 0,92 graficamente esta

correlacion se muestra en la Figura 3.33

Correlacion entre
el noveno y decimo subintervalo
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Figura 3.33: Correlacion entre el noveno y decimo subintervalo.

El modelo AR para la combinacion de estos dos subintervalos tiene orden 6. De
nuevo, aplicar los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron para

explorar la existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo
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tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer
subintervalo se obtiene el 1 %, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad
de tener raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos
que el 1% de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos
subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:
» ARMA(5,0) el AIC es —1915,281.
» ARMA(1,1) el AIC es —1919,475.
s ARMA(1,0) el AIC es —1913,615.

De igual forma se obtuvo que el modelo autorregresivo asociado a la combinacién de

estos subintervalos es de orden uno, los coeficientes del modelo son

X9 Z10
rg 0,2 0,86
10 0,12 0,61

Z19 se refiere al decimo subintervalo. Se puede entonces afirmar la estacionaridad
del modelo ya que las raices del polinomio caracteristico asociado a este modelo son
2,83 y 17,67 las cuales superan la unidad, por lo que se puede decir que el modelo
es estacionario. Para el modelo VAR asociado a estos se tiene que para el noveno

subintervalo
Estimate Std. Error t value Pr(> [t])

9.l 1,957 1,04e70! 1,88  6,18¢7%2
xlO-ll 1,00 1,456701 6,93 3,96711
trend 1,92¢7%  5,89¢79¢ 3,26  1,28¢7%

Para el decimo subintervalo tenemos el modelo

Estimate Std. Error t value Pr(> |t])
9.l 1,327 7,462 1,76 7,91e702
210l 7,31e”t 1,04e™% 7,03 2,16e U
trend 1,04e™%  423e7% 247 1,432
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Ademas, la funcion autocovarianza para los residuales asociados a cada submodelo

se muestran a continuacion en la Figura 3.34

Funcion Autocovarianza para
el Submodelo Asociado al 9no Subintervalo

ACF
02 04 0B 08 10

Lag

Funcion Autocovarianza para
el Submodelo Asociado al 10mo Subintervalo

03
I
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04

0.0
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Figura 3.34: Funciéon Autocovarianza para los residuales del octavo submodelo (iz-

quierda) y noveno submodelo (derecha).

Para cada submodelo, los prondsticos se muestran respectivamente a continua-

cion. Para el noveno subintervalo se muestra en la Figura 3.35
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Figura 3.35: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

De igual forma, para el decimo subintervalo se evidencia
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Prondstico para el Submodelo
Asociado al 10mo Subintervalo
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Figura 3.36: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

3.9. Modelo Asociado al Decimo Primer y Decimo Segundo

Subintervalo.

Para observar el modelo vectorial que resulta de la combinacion de los noveno y
decimo subintervalo, se tiene que la correlacion que resulta de estos dos subintervalos

es 0,90, graficamente se puede observar en la Figura 3.37
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Figura 3.37: Correlacion entre el decimo primer y decimo segundo subintervalo.

El modelo AR para la combinacion de estos dos subintervalos tiene orden 4. De

nuevo, aplicar los test correspondientes respectivamente el test Phillips-Perron para
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explorar la existencia de raices unitarias, concluimos que para cada subintervalo
tenemos que viendo los valores arrojados para los p valores se obtiene para el tercer
subintervalo se obtiene el 1 %, por lo que se puede afirmar que no existe la posibilidad
de tener raices unitarias. También, aplicando el test de Phillips-Ouliaris tenemos
que el 1% de los p-valores nos permiten rechazar la hipotesis nula de que estos dos
subintervalos no estan cointegrados.

El test aplicado en la parte anterior, nos da pie para usar modelos de regresion, y a
estos ajustar un modelo ARMA para los residuales de este modelo de regresion, con
esto calcular el AIC para distintos ordenes del modelo ARMA calculado, de donde

se obtiene que:

s ARMA(1,0) el AIC es —2247,71.

» ARMA(2,0) el AIC es —2248,127.

= ARMA(1,1) el AIC es —2257,094.

Podemos afirmar que el modelo es autorregresivo de orden uno. Los coeficientes

de este modelo son

Z11 X112
z11 0,56 0,33
z1 0,35 0,25

siendo x1; el decimo primer y w15 el decimo segundo subintervalo. Al calcular las
raices del polinomio caracteristico asociado a los coeficientes del modelo son 1,27 y
39,22 lo que significa que el modelo es estacionario. Los coeficientes para el modelo
VAR asociado a estos subintervalos, respectovamente para cada subintervalo son,

para el decimo primer subintervalo

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
ey 61500 991e2 621 2,36 %
1oy 4,4T7e7 % 1,45e™% 3,09 2,23
trend 6,67¢7% 285e % 234  2,00e?
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Para el decimo segundo subintervalo tenemos el modelo

Estimate Std. Error ¢ value Pr(> |t|)
sly 3926700 710072 552 875e 08
Ziody 340700 104e70 328 1,20e03
trend 5,69¢ % 204e7% 278 582 %

La funcién de autocovarianza asociada a los residuales para cada submodelo se apre-

cian en la Figura 3.38

Funcion Autocovarianza para Funcion Autocovarianza para
Residuales del Submodelo 11vo Subintervalo Residuales del Submodelo 12vo Subintervalo
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Figura 3.38: Funcién Autocovarianza para los residuales del decimo primer submo-
delo (izquierda) y decimo segundo submodelo (derecha).

Los pronoésticos se muestran respectivamente a continuacion. Para el decimo pri-

mer subintervalo se tiene la Figura 3.39
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Pronostico para el
Submodelo 11vo Subintervalo
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Figura 3.39: subintervalo (rojo), modelo (negro), prondstico (punteadas).

Para el decimo segundo subintervalo, observamos a continuaciéon
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Submodelo 12vo Subintervalo

espectro
0.015
|

0.005

0 50 100 150 200 250

tiempo

Figura 3.40: subintervalo (rojo), modelo (negro), pronéstico (punteadas).

Es asi como hemos encontrado los modelos vectoriales regresivos (VAR) para los
subintervalos en estudio, como ya se dijo antes estos modelos fueron hallados dos
a dos para subintevalos contiguos siguiendo la metodologia de [3] donde se sugiere
aplicar algunos test a los datos en estudio y poder asegurar las hipotesis necesarias
para que los modelos hallados sean adecuados a los datos en estudio, ademés poder
obtener los prondsticos y comparar con los datos originales, lo cual result6 acertado

en el presente estudio, dado que en la mayoria de los casos se pudo hallar el modelo
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VAR con sus condiciones necesarias de existencia (cointegracion, estabilidad, buen
comportamiento de la ACF y prondsticos). Sin embargo, dos subintervalos contiguos
para los que no se pudo encontrar el desarrollo del modelo VAR fueron el decimo y
decimo primer subintervalo, quienes no lograron una cointegracién necesaria, dado
que al aplicar test de Phillips-Ouliaris como consecuencia tenemos que el modelo de
regresion lineal que se construye segiin la metodologia, tiene orden cero, lo cual difi-
culta continuar con el analisis, puesto que no se puede determinar un orden adecuado
para este modelo segun el valor de la AIC, asi como tampoco se pude decidir sobre
la construccion del modelo VAR que sigue de aplicar este test. Una causa de este
hecho es la similitud que poseeb estos subintervalos, lo que trae como consecuencia

que este modelo lineal no resulte tener un desarrollo.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

El presente anéalisis se realizo con el fin de estudiar el espectro de los 244 periodos
obtenidos en el Mar del Norte en 1,999, para esto, se uso el software R con el que
se logro ajustar modelos al comportamiento de la tormenta. De este anélisis, se
desprenden los siguientes resultados, Se graficaron los espectros calculados a partir
de los datos de la tormenta, luego que se determind el rango 1til de frecuencias comin
a todos los espectros, se seleccionaron empiricamente valores a los extremos del rango
de modo que no se observaron caracteristicas importantes fuera de este rango, este
rango forma el 97 % de la informacion total, la energia total presente fuera del rango
solo representa el 3%. A este rango ttil, se decidi6 dividir en subintervalos de forma,
tal que esta obedezca a capturar por cada subintervalo la mayor cantidad posible de
cambios en la energia, esto con el objeto de explicar precisamente el comportamiento
de estos cambios mediante los modelos que se obtienen luego. Como conclusién en
esta parte se decidi6 dividirlo en 12 subintervalos de igual tamano, seguido a esto,

ajustar un modelo a cada uno de los intervalos.

A continuacion, para cada uno de estos intervalos se obtuvo un modelo autorre-
gresivo, que después de analizar el comportamiento de la ACF, PACF, los p-valores y
el valor del AIC, maés el estadistico de Ljung Box, se determin6 que cada subintervalo
tenia asociado un modelo AR(1). Para algunos de estos subintervalos, fue necesario
aplicar la transformacion de Box-Cox, con el fin eliminar la no estacionaridad en la
varianza y con esto lograr un mejor ajuste de los residuales asociado al modelo con
la distribucion normal. Este primer anélisis, se realiz6 con la finalidad de obtener
una primera impresion respecto al comportamiento de los datos en cuestion, debido
a que el orden y tipo de modelo que resulta en esta parte, nos daré idea de lo que a
continuacion en los modelos VAR podriamos apreciar, sin embargo, este analisis no
es suficiente para explicar el comportamiento de la tormenta, por lo que se recurre

a un estudio mas general de los subintervalos para dar una respuesta mas acertada
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sobre el comportamiento de los datos.

Seguidamente, para complementar el andlisis, se construyeron los modelos vecto-
riales autorregresivos de forma tal que estos den informacion acerca del comporta-
miento de la tormenta de forma mas precisa, puesto que este estudio aporta infor-
macion sobre la relacién que poseen las 12 variables en conjunto. Primero, se intento
construir un modelo vectorial con los 12 subintervalos simultaneamente, este modelo
resulto dificil de manejar numéricamente, ya que por la ausencia de cointegracion
entre algunas de las series, el modelo en conjunto no se puede obtener. Es por esto
que, se recurre a la metodologia expuesta en [3| para construir vectores dos a dos pa-
ra subintervalos contiguos. Estos subintervalos se suponen correlacionados debido a
que provienen de la misma tormenta, para este andlisis en particular la cointegracion
entre las series es fundamental, dado que esta aporta informacion sobre relacion entre
las variables, para obtener esta propiedad importante las series deben ser estaciona-
rias (ya demostrada en la construccion de los modelos univariados). Esta propiedad,
implica también que las series se mueven conjuntamente en el tiempo y las diferencias

entre ellas son estables o estacionarias.

El caso antes expuesto, es el de la mayoria de las series bivariadas que hemos
construido, sin embargo el tinico caso donde las condiciones para la cointegracion
no se cumplen, resulto ser para el decimo y decimo primer subintervalo, los cuales
no mostraron evidencias de cointegracion y por tanto no fue posible obtener un
modelo para la combinacion de estas series. A los modelos bivariados restantes, se
les someti6 a pruebas para la cointegracion, también para probar su estabilidad,
donde se evidenci6 que las raices excedian la unidad por pequenas pero significativas
unidades, para algunos otros, las raices excedian la unidad exageradamente. También,
se graficaron las ACF para cada componente del modelo para obtener la certeza de
que en efecto, tenian orden 1, en contraste con el valor del AIC que resulté ser el

menor de los distintos ordenes a los cuales fueron construidos cada modelo bivariado.

Muy relevante en este estudio, fueron los pronosticos tanto para los modelos
univariados como para los bivariados, dado que estos son los que aseguran que los
modelos son capaces de reproducir los datos en estudio. La técnica usada fue la
de truncar las series quitandoles 10 datos para saber si el modelo era capaz de
reproducirlos, sobre el pronostico obtenido en este trabajo se puede concluir que

en algunos casos los modelos no se ajustan completamente a los datos ya que los

84



cAariTuLo 4. Conclusiones 85

cambios bruscos en la energia que inicialmente se observan. Una de las causas de
este problema, puede ser la velocidad del viento cuyos datos no se conocen, dado que
la altura muchas depende de la cantidad de energia que puede extraerse del viento.

Es de resaltar, que estos modelos no son definitivos dado que, se deben mejorar
los pronoésticos y la heterocedasticidad que presentan los residuales, de forma tal
que se pueda controlar la variablidad pronunciada de la energia que se presenta al

observar los residuos y también en los prondsticos.
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APENDICE A

MODELOS UNIVARIADOS

En este capitulo, se incluye el material suplementario acerca de los modelos tra-
tados en el Capitulo 2. Se muestran los subintervalos restantes para los modelos
univariados, se mostraran los coeficientes para los modelos, asi como tambien las
ACF, PACF, los graficos para el comportamiento de los cuantiles, de diagnosticos y
pronoésticos para sustentar el presente analisis. Dividiremos el capitulo en dos seccio-
nes, los que requieren de la transformacion de Box Cox, el segundo, quinto, sexto,
septimo y octavo en el orden; y los que no requieren esta transformacion cuarto,

noveno, decimo, decimo primer y segundo subintervalos.

A.1. Subintervalos que requieren de la Transformaciéon de

Box Cox.

A.1.1. Segundo Subintervalo.

El modelo tiene la siguiente expresion:
Ty = 0,01 -+ 0,9433'15,1 -+ wy

Para el cual cambiando los distintos ordenes del modelo y asi escoger el que
mejor ajusta a los datos en estudio de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 2,
se muestran por ejemplo los siguientes graficos de diagnostico para dos tipos de
modelos un AR(1) y AR(2) (Figura A.1) asi observar tanto el comportamiento de
los residuales, la ACF, asi como también el comportamiento de los p-valores quienes
proporcionan informacion relevante en este analisis para decidir sobre los modelos,

a continuacion en la Figura A.1
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Figura A.1: Gréficas de diagnostico. A izquierda, AR(1); a derecha, AR(2) para el
segundo subintervalo.
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Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es —1309,252 mientras que para
el AR(2) el AIC obtenido fue —1344,71, asi que se puede afirmar que el modelo
apropiado segin estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las graficas de
cuantiles antes despues de la transformacion de Box Cox se puede apreciar en la
Figura A.2.

Grifica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al segundo Subintervalo luego de la Transformacior
Box Cox

Grafica de Cuantiles para el modelo Asociado
al Segundo Subintervalo

000 002 004 0086

Cuantiles de los Residuos
Cuantiles de los Residuos
0z 00

-0.04

Residuas Normales Residuos Mormales

Figura A.2: Graficas de cuantiles para el segundo subintervalo. A izquierda, los
datos originales; a derecha, con la transformacion de Box Cox para A = 0,08.

Donde se puede observar notoriamente como luego de aplicar la transformacion
con el parametro A obtenido se obtiene la mejoria deseada en cuanto a la aproxima-
cion lineal de los residuales del modelo. A continuacion, también se da evidencia del
comportamiento de los pronésticos que como ya se dijo son parte importante en el
analisis de los modelo ya que estos dan informacién sobre el buen comportamiento
del mismo cuando son capaces de reproducir por si mismos los datos en estudio, a

continuacion los pronosticos en la Figura A.3
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Comparacion del Pronostico para el Segundo
Subintervalo con la Transformacion Box Cox
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Figura A.3: Pronostico para el modelo asociado al segundo subintervalo.Los datos
del segundo subintervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.1.2. Quinto Subintervalo.

El modelo esta dado de la siguiente forma
Ty = 0,83 -+ 0,1533'7571 + wy

Para el cual cambiando los distintos ordenes del modelo y asi escoger el que
mejor ajusta a los datos en estudio de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 2, se
muestran por ejemplo los siguientes graficos de diagnostico para dos tipos de modelos
un AR(1) y AR(2) asi observar tanto el comportamiento de los residuales, la ACF, asi
como también el comportamiento de los p-valores quienes proporcionan informacion
relevante en este andlisis para decidir sobre los modelos, los diagnosticos se pueden

apreciar en la Figura A.4
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Figura A.4: Gréaficas de diagndstico para el modelos asociado al quinto subintervalo.
A izquierda, AR(1); a derecha, AR(2).

Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es —1069,08 mientras que para
el AR(2) el AIC obtenido fue —1114,57, asi que se puede afirmar que el modelo

apropiado segun estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las graficas de
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cuantiles antes y despues de la transformacion de Box Cox, cuya evidencia grafica se

ve a continuacion en la Figura A.5.

al Quinto Subintervalo al Quinto Subintervalo luego de la Transformacion
Box Cox
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Figura A.5: Gréficas de cuantiles. A izquierda, los datos originales; a derecha, con
la transformacion de Box Cox para A = —0,07.

Donde se puede observar notoriamente como luego de aplicar la transformacion
con el parametro A obtenido se obtiene la mejoria deseada en cuanto a la aproxima-
cion lineal de los residuales del modelo. A continuacion, también se da evidencia del
comportamiento de los pronésticos que como ya se dijo son parte importante en el
analisis de los modelo ya que estos dan informaciéon sobre el buen comportamiento
del mismo cuando son capaces de reproducir por si mismos los datos en estudio, los

prondsticos para el quinto subintervalo se observan en la Figura A.6
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Figura A.6: Pronostico para el modelo asociado al quinto subintervalo.El subinter-
valo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.1.3. Sexto Subintervalo.

El modelo esta dado de la siguiente forma
Ty = 0780 + 0,0,ll’tfl -+ wy

Para el cual cambiando los distintos ordenes del modelo y asi escoger el que
mejor ajusta a los datos en estudio de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 2,
se muestran por ejemplo los siguientes graficos de diagnostico para dos tipos de
modelos un AR(1) y AR(2) asi observar tanto el comportamiento de los residuales,
la ACF, asi como también el comportamiento de los p-valores quienes proporcionan
informacion relevante en este anélisis para decidir sobre los modelos, en seguida se

observa la Figura A.7
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Figura A.7: Graficas de diagnostico para los modelos asociados al sexto subintervalo.
A izquierda, AR(1); a derecha, AR(2).

Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es —1226,3 mientras que para
el AR(2) el AIC obtenido fue —1287,03, asi que se puede afirmar que el modelo
apropiado segin estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las graficas de

cuantiles antes despues de la transformacion de Box Cox (ver Figura A.8).
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Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
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Box Cox
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Figura A.8: Graficas de cuantiles. A izquierda, los datos originales; a derecha, con
la transformacion de Box Cox para A = —0,22.

Donde se puede observar notoriamente como luego de aplicar la transformacion
con el pardmetro A obtenido, se obtiene la mejoria deseada en cuanto a la aproxi-
macion lineal que requieren los residuales del modelo. A continuaciéon, también se
da evidencia del comportamiento de los pronosticos que como ya se dijo, son parte
importante en el analisis de los modelo ya que estos dan informacion sobre el buen
comportamiento del mismo cuando son capaces de reproducir por si mismos los datos
en estudio. Para los pronosticos asociados al modelo asociado al sexto subintervalo

ver la Figura A.9
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Figura A.9: .Pronostico para el modelo asociado al sexto subintervalo.El subinter-
valo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.1.4. Septimo Subintervalo.

El modelo esta dado de la siguiente forma
Ty = 0779 + O,ll’t,1 -+ wy

Para el cual cambiando los distintos ordenes del modelo y asi escoger el que
mejor ajusta a los datos en estudio de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 2,
se muestran por ejemplo los siguientes graficos de diagnostico para dos tipos de
modelos un AR(1) y AR(2) asi observar tanto el comportamiento de los residuales,
la ACF, asi como también el comportamiento de los p-valores quienes proporcionan
informacion relevante en este andlisis para decidir sobre los modelos. El diagnostico

a continuacion (ver Figura A.10) compara dos modelos AR.
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Figura A.10: Graficas de diagnostico. A izquierda, AR(1); a derecha, AR(2).

Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es —1364,17 mientras que para
el AR(2) el AIC obtenido fue —1406,41, asi que se puede afirmar que el modelo
apropiado segun estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las graficas de

cuantiles antes despues de la transformacion de Box Cox. A continacion las graficas
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de cuantiles para el septimo subintervalo (ver Figura A.10)

Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Septimo Subintervalo al Septimo Subintervalo luego de la Transformacion
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Figura A.11: Graficas de cuantiles para el modelo asociado al septimo subintervalo.
A izquierda, los datos originales; a derecha, con la transformacion de Box Cox para
A= —0,23.

Donde se puede observar notoriamente como luego de aplicar la transformacion
con el parametro A obtenido se obtiene la mejoria deseada en cuanto a la aproxima-
cion lineal de los residuales del modelo. A continuacion, también se da evidencia del
comportamiento de los pronésticos que como ya se dijo son parte importante en el
analisis de los modelo ya que estos dan informaciéon sobre el buen comportamiento

del mismo cuando son capaces de reproducir por si mismos los datos en estudio (ver
Figura A.12)
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Figura A.12: Pronéstico para el modelo asociado al septimo subintervalo.El subin-
tervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.1.5. Octavo Subintervalo.

El modelo esta dado de la siguiente forma
Ty = 0,8]_ —+ 0,04l't_1 + Wt

Para el cual cambiando los distintos ordenes del modelo y asi escoger el que mejor
ajusta a los datos en estudio de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 2, se muestran
por ejemplo los siguientes graficos de diagnoéstico para dos tipos de modelos un
AR(1) y AR(2) asi observar tanto el comportamiento de los residuales, la ACF, asi
como también el comportamiento de los p-valores quienes proporcionan informacion
relevante en este analisis para decidir sobre los modelos, la Figura A.13 compara dos

modelos AR con distintos ordenes para este subintervalo.
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Figura A.13: Graficas de diagnostico para los modelos asociados el octavo subinter-
valo. A izquierda, AR(1); a derecha, AR(2).

Donde se obtuvo, para el modelo AR(1) el AIC es —1554,13 mientras que para el
AR(2) el AIC obtenido fue —1569,6, asi que se puede afirmar que el modelo apropiado
segun estos valores es AR(1). Seguidamente se muestan las graficas de cuantiles antes

despues de la transformacion de Box Cox (ver Figura A.14).
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Figura A.14: Graficas de cuantiles. A izquierda, los datos originales; a derecha, con
la transformacion de Box Cox para A = —0,23.

Donde se puede observar notoriamente como luego de aplicar la transformacion
con el parametro A obtenido se obtiene la mejoria deseada en cuanto a la aproxima-
cion lineal de los residuales del modelo. A continuacion, también se da evidencia del
comportamiento de los pronésticos que como ya se dijo son parte importante en el
analisis de los modelo ya que estos dan informacién sobre el buen comportamiento
del mismo cuando son capaces de reproducir por si mismos los datos en estudio, la
Figura A.15 muestra los prondsticos para el AR(1) asociado a este subintervalo.
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Figura A.15: Pronostico para el octavo subintervalo.El subintervalo (en azul) frente
al pronostico para el modelo(negro).
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A.2. Subintervalos que no Requieren la Transformacién Box
Cox.

En esta seccion se muestran los subintervalos donde al calcular el pardmetro A
que define la transformacion de Box Cox se aproxima a la unidad, lo que teorica-
mente quiere decir que dicha transformacion no es necesaria aplicarse a los datos en
estudio.

Los subintervalos que poseen esta caracteristica en el presente estudio son el terce-
ro (estudiado en el Capitulo 1) cuarto, noveno, decimo, decimo primer y segundo
subintervalo. A continuacion se da un breve resumen de los resultados obtenidos
para estos subintervalos, de forma tal que se complete el estudio en cuestion de los

modelos univariados.

A.2.1. Cuarto Subintervalo.

El modelo tiene la expresion
Ty = 0742 + 0,7]_l't_1 + Wt

Se realizaron varios cambios en el orden de los modelos ARMA, como ejemplo se
muestra un AR(1) y un AR(2) para los cuales se muestan los comportamientos de la
ACF de los residuales normalizados, como ya se menciono en los capitulos anteriores,
estos diagnosticos daran fuerza a la decision de escoger un modelo adecuado para

ajustar los datos, a continuacion la Figura A.16
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Figura A.16: Diagnostico para el cuarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
cha:ARMA(1,0)

Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es —1008,91 y para el
AR(2) este valor esta dado por —1049,92 por lo que analogamente los otros casos
podemos afirmar y aceptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el

AR(1). Ademas, la Figura A.17 muestra la grafica de cuantiles para los residuos
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asociados a este modelo.
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Figura A.17: Graficas de Cuantiles para el cuarto subintervalo.
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Los pronésticos que apoyan la eleccion de este modelo, los cuales reproducen de

manera optima los datos, se muestan a continuaciéon en la Figura A.18

con los Datos Originales para el Cuarto Subintervalo
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Figura A.18: El subintervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.2.2. Noveno Subintervalo.

El modelo esta dado por

x; = 0,74 4 0,03x;_1 + w;
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Se realizaron varios cambios en el orden de los modelos ARMA, como ejemplo se
muestra un AR(1) y un AR(2) para los cuales se muestan los comportamientos de la
ACF de los residuales normalizados, como ya se menciono en los capitulos anteriores,
estos diagnosticos daran fuerza a la decision de escoger un modelo adecuado para

ajustar los datos (ver Figura A.19)
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Figura A.19: Diagnostico para el cuarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
cha:ARMA(1,0)
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Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es —1659,83 y para el
AR(2) este valor esta dado por —1682,86 por lo que andlogamente los otros casos
podemos afirmar y aceptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Ademaés, la Figura A.20 muestra la grafica de cuantiles para los residuos

asociados a este modelo.

Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Noveno Subintervalo
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Figura A.20: Graficas de Cuantiles para el tercer subintervalo.

Los pronésticos que apoyan la eleccion de este modelo, los cuales reproducen de

manera optima los datos, se muestan a continuaciéon en la Figura A.21
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Figura A.21: Pronéstico para el modelo asociado al noveno subintervalo. El subin-

tervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.2.3.

El modelo esta dado por

Decimo Subintervalo.

Ty = 0774 + 0,03$t_1 + wy

Se realizaron varios cambios en el orden de los modelos ARMA, como ejemplo se

muestra un AR(1) y un AR(2) para los cuales se muestan los comportamientos de la

ACF de los residuales normalizados, como ya se menciono en los capitulos anteriores,

estos diagnosticos daran fuerza a la decision de escoger un modelo adecuado para

ajustar los datos

107



cAPITULO A. Modelos Univariados 108

Standardized Residuals Standardized Residuals

2 1 4
LLyiiil
2 1 4
Liji111

I 50 e 150 200 250 0 50 00 150 200 750
Time Time
ACF of Residuals ACF of Residuals
0 -
o 4 -
b ] E i L
R P e PP pommmoeel Ty :_':[i::_z:::':::::::::::::::::::
2 ]
T | | I ! T4 T | T T
0 5 11 15 20 i g 10 s 20
Lag Lag
p values for Ljung-Box statistic p values for Ljung-Box statistic
L wm u - :
T o ] o ;'3. =
e L R - - O =R IS
= T T I I I o T
2 ! ; 310 7 4 ; 3 10
lag lag

Figura A.22: Diagnostico para el cuarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
cha: ARMA(1,0)

Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es —1659,83 y para el
AR(2) este valor esta dado por —1682,86 por lo que andlogamente los otros casos
podemos afirmar y aceptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el

AR(1). Ademaés, la grafica de cuantiles para los residuos asociados a este modelo son
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Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Noveno Subintervalo
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Figura A.23: Graficas de Cuantiles para el tercer subintervalo.

Los pronésticos que apoyan la eleccion de este modelo, los cuales reproducen de

manera optima los datos, se muestan a continuacion

Comparacion del Pronostico
con los Datos Originales para el Tercer Subintervalo
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Figura A.24: El subintervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.2.4. Decimo Primer Subintervalo.
El modelo esta dado por
Ty = 0776 -+ O,let,1 —+ wy

Se realizaron varios cambios en el orden de los modelos ARMA, como ejemplo se

muestra un AR(1) y un AR(2) para los cuales se muestan los comportamientos de la
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ACF de los residuales normalizados, como ya se menciono en los capitulos anteriores,
estos diagnosticos daran fuerza a la decision de escoger un modelo adecuado para

ajustar los datos, a continuacion ver la Figura A.25 para comparar dos modelos
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Figura A.25: Diagnostico para el cuarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
cha:ARMA(1,0)

Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es —2039,82 y para el
AR(2) este valor esta dado por —2077,1 por lo que andlogamente los otros casos

podemos afirmar y aceptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
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AR(1). Ademas, la grafica de cuantiles para los residuos asociados a este modelo se

pueden ver en la Figura A.26

Gréfica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Decimo Primer Subintervalo
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Figura A.26: Graficas de Cuantiles para el tercer subintervalo.

Los pronosticos que apoyan la eleccion de este modelo, los cuales reproducen de

manera optima los datos, se muestan a continuaciéon en la Figura A.27

Comparacion del Prondstico
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Figura A.27: El subintervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).

A.2.5. Decimo Segundo Subintervalo.
El modelo esta dado por

Ty = 0771 -+ O,let,1 —+ wy
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Se realizaron varios cambios en el orden de los modelos ARMA, como ejemplo se
muestra un AR(1) y un AR(2) para los cuales se muestan los comportamientos de la
ACF de los residuales normalizados, como ya se menciono en los capitulos anteriores,
estos diagnosticos daran fuerza a la decision de escoger un modelo adecuado para

ajustar los datos, a continacion se aprecian en la Figura A.28
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Figura A.28: Diagnostico para el cuarto subintervalo. Izquierda: ARMA(2,0), dere-
cha:ARMA(1,0)

Para estos modelos se obtuvo que para el AR(1) el AIC es —2188,12 y para el
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AR(2) este valor esta dado por —2227,92 por lo que andlogamente los otros casos
podemos afirmar y aceptar que el modelos que mejor puede ajustar los datos es el
AR(1). Ademas, la grafica de cuantiles para los residuos asociados a este modelo se

aprecian en la Figura A.29

Grafica de Cuantiles para el Modelo Asociado
al Decimo Segundo Subintervalo
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Figura A.29: Graficas de Cuantiles para el tercer subintervalo.

Los pronosticos que apoyan la eleccion de este modelo, los cuales reproducen de
manera optima los datos, se muestan a continuaciéon en la Figura A.30
Comparacion del Prondstico
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Subintervalo
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Figura A.30: El subintervalo (en azul) frente al pronostico para el modelo(negro).
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