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Resumen

Se estudia una casi-distancia generalizada aplicada a el método de punto proxi-
mal que tiene como casos degenerados la ¢-divergencia y la casi-distancia con ntcleos
homogéneos de segundo orden, esta casi-distancia se obtiene de estudiar funciones de
penalidad de shift constante en el espacio primal. Se presentan los resultados de conver-
gencia de los métodos primal y dual, esta casi-distancia puede verse como la diferencia
entre una sucesiéon Bregman y sus aproximaciones lineales, para valores especificos de
sus argumentos, con lo que la sucesion generada por el método de punto proximal de-
finida por la generalizacion de la casi-distancia aplicada a el dual del problema es una

solucion del dual optimal.
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Introduccidn

En el marco de la programacién convexa, dado el problema
f=int{fol@) : filz) <O i=1,....,m}, (P)

con f; : R® - R, parai=0,1,...,n donde las funciones son convexas, propias y cerra-
das, el problema (P) ha sido atacado y resuelto, tanto por medio de métodos tedricos
como métodos computacionales, debido a que multiples problemas de ingenieria, en sus
diversas éareas, pueden ser modelados bajo este formato. Asociado al problema (P) se

tiene el problema dual (D), el cual viene dado por:

~

d=sup{d(u) = p> 0} =inf{~d(u) : p>0} (D)
donde d(u) = inf{l(z,p) : z € R} y
Uz, 1) = folx) + Y pifilx)
i=1

es la funcién Lagrangeana.

Una forma de resolver el problema (P) consiste en utilizar los métodos de Lagran-

geano aumentado, los cuales, debido a su eficiente aplicabilidad computacional en una



diversidad de problemas y su conocida relacién tedrica con los métodos de punto pro-
ximal, via dualidad de Fenchel, han sido estudiados ampliamente en los tltimos anos.
Los cuales han sido estudiados basicamente desde dos puntos de vista, el punto de vista
primal-dual [3] y [13] y el punto de vista dual-primal, [2] y [4] .

En los estudios que se conocen desde el punto de vista dual-primal, se utiliza el
método de punto proximal para resolver el problema dual regularizando la funcién
dual mediante casi-distancias que actiian como nicleos. En [9] se expresa que las casi-
distancias asociadas a ¢ — divergencias, nucleos cuadraticos y distancias de Bregman
todas son casos particulares de una casi-distancia generalizada. En el siguiente traba-
jo se encuentra un estudio exhaustivo de este articulo, el cual permite generalizar la
casi-distancia entrépica Kullback-Leibler, estudiando una familia de funciones, que no
necesariamente pasa a través del origen con pendiente 1.

En el Capitulo 1 se desarrollaran algunos conceptos y teoremas bésicos del anélisis
convexo y programacion no lineal.

En el Capitulo 2 se estudiara la relacién entre los métodos de lagrangeano aumen-
tado y los métodos de punto proximal.

Finalmente, en el Capitulo 3 se presentan los aportes este trabajo, ofreciendo un

estudio detallado del trabajo presentado por Campos, Castillo y Herndndez, [5].



cAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentaran las definiciones y los conceptos necesarios a tener
en cuenta en el siguiente trabajo ademas de presentar y hacer referencia a los teoremas

utilizados en las principales demostraciones en este trabajo.

Definicion 1.1 (ver [10] Definicion A.1.1.1 )
El conjunto C C R™ es denominado convexo si ax + (1 — a)y esta en C siempre que

x,y estén en C y a € [0,1].

Definicion 1.2 (ver [10] Definicion B.1.1.1 )
Sea C' un conjunto convexo no vacio en R™. Una funcion f : C — R es denominada
convezxa en C cuando para todo par ordenado (x,y) € C' x C y para todo o € [0, 1] se

tiene:

flat+y(1—1) < f(a)t+ f(y) (1 —1).



Definicion 1.3 (ver [11] Definicion 4.5)

Una funcion g : D C R™ — R es coerciva si y sélo si

lim g(z) = 4o0.
]| o0

Teorema 1.1 (ver [11] Teorema 4.18)
(Condicién suficiente de optimalidad si f es de clase C?) Sea f : R™ — R es
de clase C? en R™, Vf(x*) = 0" y V2 f(2*) es semidefinida positiva, entonces f(x*) es

un minimo local estricto sobre R.

Teorema 1.2 (ver [11] Teorema 4.3)
(Teorema fundamental de la optimalidad global) Si S es convexa y f es convezra

sobre S entonces cada minimo local de f es un minimo global.

Proposicion 1.1 Sea C un subconjunto convexo de R™ y sea f: R™ — R una funcion
dos veces continuamente diferenciable sobre R™.

a) Si V2f(x) es semidefinida positiva para todo x € C' entonces f es convera sobre C.
b) Si V2f(x) es definida positiva para todo x € C entonces f es estrictamente conveza
sobre C.

c) Si C es abierta y f es conveza sobre C, entonces V2f(x) es semidefinida positiva

para todo x € C.

Proposicion 1.2 (ver [3] Proposicion 1.2.2)

Sea f: R"™ — [—o00, 00| una funcion entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) El conjunto de nivel {x : f(x) < A} es cerrado para cada escalar X.

i) f es semicontinua inferiormente sobre R.

ii1) el epigrafo de f es cerrado.



Definicion 1.4 (ver [3])
Sea f: R™ = R una funcion conveza, se dird que el vector d € R™ es un subgradiente

de f en el punto xr € R"
f(z) > f(x)+(z —x,d) para todo z € R".

Definicion 1.5 (ver [3])
El conjunto de todos los sudgradientes de f en x € R™ es denominado suddiferencial

de f en x y es denotado por Of(x).

Definicion 1.6 (ver [10] Definicion E.1.1.1 )
Sea f > —oo y existe un minimizador de f. La conjugada de la funcion f es la funcion

f* definida por
R" > s — f*:=sup{(s,z) — f(z) : z € dom f}.

Corolario 1.1 (ver [12] Corolario 23.5.1 )
Si f es una funcién cerrada propia convexra, Of* es la inversa de Of en el sentido de

la funcion multivalor, es decir x € f*(x*) si y solo si x* € Of.

Proposicion 1.3 (ver [10] Proposicion E.1.3.1 )

Sea f, fj > —oo y existe una minimizador de f, f; en R"™ entonces se cumple
i) La conjugada de la funcion g(x) = f(x) +r es g*(z) = f(s) —r.

it) Sit > 0 la conjugada de la funcion g(x) :=tf(x) es g*(s) =tf*(s/t).

iii) Sit # 0 la conjugada de la funcion g(x) := f(tx) es g*(s) = f*(s/t).

iv) Mas generalmente: si A es un operador lineal invertible (f o A)* = f* o (A71)*.
v) La conjugada de la funcion g(x) = f(x — z0) es g*(s) = f*(s) + (s, 20).

vi) La conjugada de la funcion g(z) = f(z) + (s°, ) es g*(s) = f * x(s — 7).

vii) Si f1 < fo entonces f1 > fo.

viti) Convezidad de la conjugacion: si domfi Ndomfs # 0 y o € [0, 1]

afi+(1—a)fo]" <aff +(1—a)fs.



iz) La transformacion Legendre-Fenchel preserva la descomposicion como

m
R":=R™ x--- xR" 32 — f(z) = ij(xj).
j=1
y asumamos que R™ tiene el producto escalar de un espacio de producto, se tiene
m
Fr(s1,sm) = > f*(s5)-
j=1

Teorema 1.3 (ver [10] Teorema E.1.4.1 )

Sea f > —o0 y existe un minimizador de f en R", s € Of(x) si y solo si
fr(s)+ f(@) = (s,2) =0 (0 <0).

Teorema 1.4 (ver [1] Teorema 5.11)
(Teorema del Valor Medio T.V.M) Sea f una funcién con derivadas (finitas o
infinitas) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a,b) y supongamos ademds

que f es continua en los extremos a y b. Entonces eziste un punto c de (a,b) tal que



CAPITULO 2

Método de punto proximal

En el siguiente capitulo se exponen las ideas principales que generar el método de
punto proximal. Conocer las ideas que generan este método es de mucha importancia
ya que es el método sobre el cual estaremos trabajando, también se estudiaran algunas
variantes usando unas casi-distancias como distancia de Bregman y ¢—divergencia, el
estudio del método con esta variantes es de importante en este trabajo ya que en el
capitulo 3 se presentara una casi-distancia generalizada con la cual se aplicara el método
de punto proximal que tiene como casos particulares el método de punto proximal con

las casi-distancias mencionadas y estudiadas en este capitulo.

2.1. El concepto de regularizacion

El método sobre el que estaremos trabajando es el método punto proximal, y este
tiene sus origenes en la idea de regularizacién de problemas mal planteados de aqui la

gran importancia del estudio de este tema.



La idea de regularizacién surgié en conexién con problemas mal planteados. Dado

un problema de la forma

L(f) = 0. (2.1)

Donde f es un elemento de un conjunto X (usualmente un espacio de funciones) y
L : X — X es un operador (usualmente diferencial o integro diferencial). El problema
anterior (2.1) se dice que es mal planteado cuando este no tiene solucién o tiene infinitas
soluciones. La idea es tratar de encontrar un nuevo operador L+ AM (con A € R, M :

X — X) donde M es tal que el operador encontrado tiene una tnica solucién .
L(f)+ AM(f)=(L+XM)(f)=0. (2.2)

Este operador (2.2) anteriormente encontrado es bien planteado (es decir no es mal
planteado) para cualquier A > 0 en (2.2) tiene una dnica solucién fy, y uno espera que

a medida que A se acerca a 0 esta f) se aproxima a la solucién del problema inicial (2.1).

El concepto de regularizacion, aplicado a problemas de optimizacién, tomando
X =R"y L = Vf, donde f es una funcién convexa (f : R" — R) en cuyo caso

la primera ecuacion (2.1) se convierte en

Vf(z)=0. (2.3)
O equivalentemente
min f(z), (2.4)

Asumiendo que f estd acotada por debajo y tomado una funcién g : R™ — R estric-

tamente convexa y coerciva, el problema no regularizado puede no tener soluciéon pero



el problema regularizado

min £() + Ag(x) (25)

tiene una tnica solucién para cada A > 0 ya que f(x)+ g es coerciva, ademds usando el
hecho de que f es acotada por debajo, lo cual reduce el problema a conjuntos compactos,
garantizando la existencia de soluciones, la convexidad estricta garantiza la unicidad
de la solucién de (2.5) teniendo una tunica solucién de x()\) y bajo algunas hipdtesis
razonables (incluyendo la existencia de soluciones de (2.4) puede ser probado que el
/1\11% x(A) existe y resuelve (2.4). El problema con este enfoque de regularizacién es que,
a pensar de que f(x)+ Ag(z) es estrictamente convexa y coerciva para cada A > 0, sin
embargo cuando A es muy pequeno esta funcion podria ser numéricamente casi tan mal
comportado como f. Si el sistema V f(z) esta mal condicionado entonces el sistema
(Vf(x) 4+ Vg(z)) sera también mal condicionado cuando \ se aproxima a 0. A pesar

del hecho de que esta tiene una solucién para todo A > 0.

2.2. El algoritmo de punto proximal para optimizacion en

R"™.

Presentaremos ahora el método de punto proximal en su forma clésica, principal
método de estudio en este trabajo y en el cual aplicaremos la casi-distancia presentada

en el capitulo 3, que es nuestro principal tema de estudio.

Como ya observamos en la seccion anterior el solo hecho de regularizacién no es
suficiente para lograr tener un problema bien comportado. Con el objetivo de superar
las dificultades mencionadas en la regularizacién es deseable desarrollar un enfoque

de regularizacién que no requiera la regularizacién del pardmetro A\ tendiendo a cero
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(es decir trabajar con una constante A). El algoritmo de punto proximal alcanza tal

objetivo. Este genera una sucesién {zFT1} C R" de la siguiente forma.

2% € R", (2.6)

LA arg%ﬁn{f(:c) + A || 2 —2F |2} (2.7)
TER™

Donde cada A; es un nimero real satisfaciendo 0 < \;, < A. Para algin A > 0 (que
incluye el caso A\, constante) y || - || es la norma euclidiana.

Mostraremos que bajo algunas hipétesis razonables la sucesion generadas por (2.6)
y (2.7) convergen a un minimizador de f. El enfoque que se sigue para probar esta
convergencia pasa a través del concepto de no expansividad y trabaja en hechos mucho

més generales que (2.3) la idea es seguir un enfoque de Fejer convergencia.

Definicion 2.1 (ver [6] Seccion 2)
Una sucesion se dice que es Féjer Convergente en un conjunto U € R™ con respecto

k+1

a la norma euclidiana si || y*™ — u ||<|| y* — u || para todo k >0 y para todo u € U.

Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1 (ver [6] Proposicion 2.1 )
Si {yF} es Féjer convergente para U # O entonces {y*} es acotada. Si un punto de

acumulacién y de {y*} pertenece a U, entonces y = kh'm Y.
—00

Demostracion:
Para el primer condicional, por ser {yk} Féjer convergencia tenemos que
| ¥ —u | < | y° —wu |, para cada u € U, con lo que la sucesién {y*} esta conte-
nida en la bola de centro u y radio || ¥ — u ||, con esto se tiene que la sucesién es
acotada.

Para el segundo condicional, sea {y’?} una subsucesién de {y*} tal que

ka 4P = y, por definicién de limite se tiene que para todo € > 0 existe un n € N
—00
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tal que si p > n entonces || /P —y ||< €, y por definicién de subsucesién, existe un
m € N tal que y™ = /P, asi que || y™ —y ||< ¢, por ser {y*} Féjer convergente tenemos
que si k > m entonces || y* —y ||< € y esto no es mas que la definicién de limite con lo
que tenemos lim y* = y.
k—o00
Con el teorema anterior ya se puede probar la convergencia del algoritmo de punto

proximal.

Teorema 2.1 (ver [6] Teorema 2.1)
Sea f :R™ — R convexa y continuamente diferenciable. Supongamos que el conjunto U
de minimizadores de f en R™ es no vacio. Entonces la sucesion generada por el método

de punto proximal converge a un punto z* € U.

Demostracion:

Se divide la prueba en cuatro pasos:

Paso 1 Mostraremos que {y*} esta bien definida, la buena definicién de la sucesién
pasa por que la funcién fi(z) dada por fi(z) = f(x) + X || z — 2* ||?, siempre tenga
minimo y la obtencién de este minimo lo tememos garantizando ya que fx(x) es conti-

nua, convexa, acotada y que lfm fr(z) = +o0.
T||—0o0

Observemos que f(z) es continua, sabemos que || - || es continua ademads la funcién

2

g(x) = x* es continua como la composicién de funciones continuas es continua teniendo

que || z — 2% ||? es continua, f(x) es continua por hipétesis ya que f es continuamente

diferenciable, ademdas como la suma de funciones continuas es continua se tiene que

f(x)+ || z — 2% ||? es continua asi que fi(z) es continua. Con respecto a la convexidad

se tiene que f(z) es convexa por hipétesis y | # — 2 ||? es convexa ya que la fun-
cion g(x) = 22 lo es y como la suma de funciones convexa es convexa tenemos que:

f(z)+ || z — 2% ||? es convexa con lo que fi(z) es convexa. Por hipétesis tiene que f(x)

2

es acotada inferiormente y sabemos que la funcién g(x) = x* es acotada inferiormente
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por cero, con lo que si u € U se tiene que u < f(z)+ || z — 2* || con esto fi(z) es aco-

tada inferiormewnte. Y por ltimo el | lﬁg fx(x) = +o0 se satisface ya que || z — ¥ ||?
€T o0

es coerciva, con lo que fi(z) es coerciva.

Con todas estas condiciones solo basta evaluar fi(z) sobre un conjunto compacto para

obtener el minimo el cual es tnico.

Paso 2 Comprobemos que {z*} es Féjer convergente para u € U, para esto solo
basta probar que: || zFt! —u |2<|| 2F —u || — || 2% — 2% ||? para toda k > 0
1 _ xk ||2

y todo u € U sumando la siguiente inecuacién 0 <|| z¥* nos queda que

| 2F+1 —w [|2<|| 2% — u ||? y esto implica que || 25T —u ||<|| 2F — u |.

Probando la desigualdad:

I —w[? < a® —u |? = [ 2™ —2h 2
Se tiene que
| 2F — |2 = || 2* — 2F gkt 2,
AR e R B N T R X
Ya que,

ghtl = argmin{ f(z) + g || = — a HQ}v
z€R™

— argmin{ fi ()}
zeR?

k+1

Derivando fx(x) ya que es diferenciable y como """ es el minimo de fi(x).

0= vfk(karl);
= V(") + 20, (2 — o). (2.9)

Despejando de (2.9) tenemos

Vf(a:k"’l)

v (2% — zF+h. (2.10)
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Sustituyendo (2.8) en (2.10) tenemos que

v k+1
Db~ P k=R = ok 2 =2 YD e
2
1
= T}g(Vf(fﬂkH)wTkH —u),
1

- = S = rw] @

Obtenemos de (2.11) y del hecho de ser f(x) diferenciable y como w es un mini-

mizador de f(z) tenemos que f(z**1) > f(u) con lo que f(z**1) — f(u) > 0 asi que

1
o [f (@ — f(2))] >0 con lo que de (2.11) se obtiene.
k
la® = |? = | % =2 — [ " —u|? > 0,
Il —w|? = [ 2™ —a® |2 2] 2 |2 (2.12)

Con esto se puede decir que {*} es Féjer convergente.

Paso 3 Probaremos que el lim (zFt1 — %) = 0.
k—o0
Ya que {|| ¥ — u ||} es decreciente, no negativa y acotado por cero podemos decir
que {|| ¥ —u ||} converge a cero y ademds como {2*} es Féjer convergente se tiene que

{|| z*** —u ||} también converge a cero.

Il —a® |2 <)l 2® — |2 = || 2" —w ||, por (2.12)

k+1

lim || ¥ — 2% |2 < lim || 2% —u ||? = lm || 2FF —u |2,
k—oo k—o0 k—o00

2 2
:<h’m I :Uk—u||> —(lfm I :rk+1—u|> ,
k—o00 k—o00

=0+ 0; por conv. de {[| &* —w ||}y {|| 2" —u [},

=0. (2.13)

k+1 _

Ademads como || = z* ||2> 0, tenemos que kh’m | ¥t — 2% 2> 0 y con (2.13)
—00

0< lim || 2" — 2% ||2<0. (2.14)
k—ro00
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k+1—l‘k ||2:

Con (2.14) podemos decir que ka | x 0y por continuidad de g(z) = z*
— 00

y de la norma lim (zF*! — z%) = 0.
k—o0

Paso 4 Debemos probar que {z*} tiene puntos de acumulacién, todos pertenecen
aU.

Sea u un punto de acumulacién de {z*} y {27*¥} una subsucesién de {z*} tal que
lim 2% = u.
k—o0

Ya que 27%*1 es el minimizador de fi(x) tenemos que:

V(271 = 2), (2% — 27k, (2.15)

Del paso 3 se tiene que kh’m (xk'H — mk) =0 con esto se tiene que
— 00
lim (27! — 27%) = 0 y esto implica que lim z/**! = lim 2%
k—o0 k—o0 k—o0

Asi que

lim 271 =
k—o0

u.

Ademéas como A\, < X y como f es continuamente diferenciable tenemos
Vf(u) = 0, por la convexidad de f, u € U, gracias al teorema fundamental de op-
timalidad global.

Con el paso 2 y 4 mas la proposicién tenemos que existe un z* € U tal que z* =

lfm z*.

k—o00

2.3. Lagrangeano aumentado

Discutiremos ahora la utilidad del algoritmo de punto proximal y su utilidad en opti-
mizacion. Lo primero que debemos tener en cuenta es que el método de punto proximal
puede ser visto como un esquema conceptual mas que como un algoritmo implementa-
ble. Aunque en general fi(z) = f(x) + A || #¥ — 2 || es mas facil de minimizar que

f(x) pero para encontrar el minimizador de f(x) se requiere minimizar fj(z) muchas ve-
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ces. Asi que este método es bueno solo cuando fi(x) es mas facil de minimizar que f(x).

En esta seccion el método de Lagrangeano aumentado el cual sustituye un problema
original restringido por una sucesién de problemas sin restriccién, mostraremos que este
método es justamente un caso particular del método de punto proximal.

El problema a considerar es:

min f(x)

s.aagi(x) <0 (1<i<m).

(2.16)

Con f,g; : R® — R convexas y diferenciables.

El Lagrangeano estandar para este problema anterior es L(z,y) : R" x R™ — R

dada por

F@)+ vigiz)  siy>0
=1

L(z,y) = (2.17)

+o00 otro caso,
Una solucién para el problema (2.16) es generar dos sucesiones {z*} y {y*} tal
que dado y* > 0, 2% = argmjn{L(az,yk)} actualizando a y de manera conveniente.
Computacionalmente los prf)%ﬂiemas estdn relacionados con la discontinuidad de L(z,-)

surgiendo la necesidad de mejorarlos, por esto se desarrolla el método de Lagrangeano

aumentado, el cual tiene mejores propiedades de convergencia.

El Lagrangeano aumentado para el problema es el siguiente, para x € R", sea

:c;r € R" definida como a:j = min{z;,0}. tomando o > 0 se define el Lagrageano au-

mentado L(x,y) : R” x R™ — R como

m

Lale,y) = £(@) + 1= D Al + 200:(@) ] ~ 42}, (218)
=1
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Lo (z,y) es diferenciable.

En Efecto,
gi(x),y; vy h(x) = 22 es diferenciable por regla de la cadena y ya que la suma resta y pro-
ducto de funciones diferenciables es también diferenciable tenemos que
m

1
EZ{[(% + 2ag;(x))T]? — y?} es diferenciable y como por hipétesis f(x) es diferen-

ciable tenemos que f(z) + —Z{ yi + 2ag;(z)) T2 — y?} con lo que Ly(z,y) es una

vez diferenciable, la doble dlferen(:lablhdad depende de si f(z),gi(z) coni=1,---,m

es dos veces diferenciables, con derivada.

VaLa(z,y) = ﬁz (yi + 2agi(x)) T2aV gi (), (2.19)
= V(@) + > (yi + 20g:(x)) " Vgi(x). (2.20)
=1

El método de lagrangeano aumentado genera {z*} y {¢*} a través de

y" € RY, (2.21)
dado y* € R™
2% = argmin{ Ly (z, ")}, (2.22)
TER™
yE = (yF + 2ag;(a")) T (223)

Consideremos ahora la funcién objetivo dual ¢ : R™ — R definida por

p(y) = ;IEI;RI}L{L(JS Y} (2.24)

Como L es convexa ¢ también lo es. Ahora en el siguiente teorema se mostrara que
las sucesiones por (2.21)-(2.23) es la misma que la generada por el algoritmo de punto

proximal aplicada a —¢.
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Teorema 2.2 (ver [6] Teorema 7.1)

Sea {y’“} la sucesién generada por el método de punto proxrimal para min{—¢(y) : y €
1

R™} con A\ = 1Y {y*} la sucesion generada por (2.33)-(2.35). Si G = y° entonces
Q@

k

7 =yF

Demostracion:

Se procede por induccién.

Para demostrar que para k = 1 se tiene que 7' = y', teniendo que 7 = 3% el
razonamiento es igual a demostrar que 7**1 = y**1 teniendo que 7* = y*, con lo que
solo haremos la prueba para el ultimo caso.

Suponga que " = y" ya que.

_ . 1
gt = argmin{—o(y) + — || y — ¥* |*}. (2.25)
yeRn 40(

Como

1
0 = dpr(y*™) = a(—pF" ) + | 7 =yt ),

_ 1
= =0 ) + 5@ o), (2.26)
B NP WS
:‘QQ(y y") =0y ),
1
ﬁﬁ@’““ —y¥) € 0p(gF ). (2.27)

Por definicién de 9f y ¢, (2.27) es equivalente a

1 N _
ﬁ(y’"’+1 — " 7 —w) < oG — p(u),

1
o(u) < @) — 2—@’““ —y* ¥ —w) Para todo u > 0. (2.28)
«

Ya que (2.28) determina 7*+1 excepcionalmente, basta probar que (2.28) se satisface

con y**+1 sustituyendo a 7*+! por (2.20),(2.21),(2.22),(2.23)
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0=V, L(z*, ") = V(@) +D_(4F +2ag:(2%)) " Vgi(a"),
=1
= Vf(x)+ Y W' Va(a*) € 0.L(z", b, (2:29)
i=1

k

(2.29) implica que z* minimiza L(-,y**1) y por (2.24)

() = V) + (W gi2b). (2.30)
=1

Por otro lado por (2.23) tenemos que

k+1 k k k k k k
yiJr >0:>yi4rl =y + 2ag(z ):yiﬂ—yi = 2ag;(z"),
k k k k
yi = 0=yt -y =

Con lo que

yF — ok = max{—yF, yF + 20g:(2%)} > 20g:(2F).

Ademads

i >0 = g (Y — ) = g 20gi(2"),

()

yitt =0 = yF Ty — b)) = 0yl — ) = 0.

(]
Lo cual implica

yE (it — yF) = yF 200, (2").

Los términos de la expresién %0 Tt —ym gt —u) para algiin u > 0y sustituyendo
o

7"t por y"t! es de la forma.
B G Y Ly e Y Y e
20 ’ 20 20 ’
1 1
= 5o fHZagi(xk) - ﬁu(ylﬂ'1 —u),
1
< yitlgi(a®) — —u2agi(z),

2c
= f“gi(:vk) — ugi(azk). (2.31)
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De (2.31) y (2.32) se obtiene

1 m m
P = oW =S ) > PN Y @) = Y )+
=1 =1

n
> ugi(a®),
i=1

= )+ ugi(ah),
=1

= L(a", u),

> min L(z,u),

z€ER
= p(u). (2.32)

k+1

Con (2.32) se muestra que (2.28) se mantiene con y*+1 asf que 7**! = ¢#*+1 lo cual

completa la prueba por induccién.

El teorema 2.2 combinado con el teorema 2.1 implica la convergencia de la sucesién
{y*} generada por el método de Lagrangeano Aumentado para un minimizador y* de

la funcién dual objetivo .

2.4. Distancias de Bregman

En esta seccién se presentaremos un tipo de funciones que satisfaciendo determi-
nadas caracteristicas son denominadas funciones Bregman, utilizando este tipo de fun-
ciones se definen una casi-distancia denominada distancia de Bregman. Ademés de
presentar en esta seccién este tipo de funcién y sus respectivas distancia, se definen
caracteristicas y propiedades de las funciones Bregman y que nos permiten aplicar la
distancia de Bregman en el método de punto proximal y obtener la convergencia de la
sucesion generada por el método.

Sea S un subconjunto abierto y convexo de R” y S es la clausura. Y una funcién real
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convexa h definida en S. Definamos la distancia de Bregman como la funcién denotada

por Dy, : S x S — R por:

Dy(,y) = h(z) = h(y) — Vh(y)'(z - y) (2.33)

La funcién h es llamada una funcién de Bregman ( y Dj, la distancia de Bregman
dada por h) si cumple las siguientes condiciones:
Bi) h es continuamente diferenciable en S.
Bs) h es estrictamente convexa y continua en S.

Bs3) Para todo § € R los siguientes conjuntos son acotados.

I'i(y,0) ={x €S :Dyp(x,y) <5} paratodoy € S.

To(z,0) ={y € S: Dy(x,y) <8}  paratodox € S.

By) si {y¥} € S converge a y* entonces Dy, (y*,y*) converge a 0.
Bs) Si {2*} ¢ Sy {y*} C S son sucesiones tal que {z*} es acotada, kh’m v =yt y
— 00
k *

lim Dy,(z*,4*) = 0, entonces lim z* = y*.
k—ro0 k—ro0

Definicion 2.2 (ver [6] Seccion 9)
Una funcion Bregman h es llamada frontera coerciva. Si {y*} C S es tal que

lim y* =y con y € 8S entonces lim Vh(y*)!(z —y*) = —oo para todo z € S.
k—o00 k—o0

Definicion 2.3 (ver [6] Seccion 9)
Una funcion h es llamada zona coerciva. Si para cada y € R" existe x € S tal que

Vh(z) =y.

Proposicion 2.2 (ver [6] Proposicion 9.1)

Si f es una funcion Bregman con zona S entonces:

i)Dp(x,y) — Dp(,2) — Dip(z,y) = (Vh(y) — Vh(2),z — x) Vo € S;Va,y € S.
i)V Dp(z,y) = Vh(x) — Vh(y)! Yo,y € S.

i11)Dp (-, y) es estrictamente convera Vx € S.
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Demostracion:
i)
Dy(z —y) — Dp(@,2) — Dp(z,y) = hia] — W Vh(y)'(z —y) — bkr]

+ bkz) + Vh(2) (z — 2) — béz) + by
+ Vh(2)'(z — y),
= (VA(y)', (2 = y) — (x —y))
— Vh(2)'(z — ),
= (Vh(2)' = VA(y)", (z — x)).

VIDu(z,y)] = VIh(z)—h(y) — Vh(y)'(z —y)],
= Vh(z) — Vh(z)".

iii) Fijemos y € Sy 2,7 € S

Dplaz + (1 — )T, y) =h(az + (1 — )T) — h(y) — Vh(y) (az + (1 — a)T — y),
<ah(z) + (1 — a)A(T) — h(y) — Vh(y)'(az + (1 — )T — y),
=ah(a) + (1 — a)h(@) — h(y) — Vh(y)'ax — Vh(y)'T

+ Vh(y)taZ + Vh(y)ly,
=ah(z) + (1 - a)h(zT) — (a + (1 — a)h(y) — Vh(y)'az
— Vh(y)'T + Vh(y)'az + (o + (1 - a))Vh(y)'y,
=ah(x) + (1 — a)h(T) — ah(y) — (1 — a)h(z) — Vh(y)'az
— Vh(y)'T + Vh(y)'az + aVh(y)'y + (1 — a)Vh(y)'y,
=a[h(z) = h(y) — VA(y)'(z - y)]
+ (1= a)[h(@) — h(y) — VA(y)' (T - y)],

=a[Dp(z,y)] + (1 = ) [Da(T - y)].
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Con respecto a las condiciones B; — By las primeras dos son condiciones que depen-
den de las caracteristicas de la funcién h con respecto a la funcién Bjs esta condicién
se obtiene gracias a la condicion By de continuidad sabemos que continuidad implica
semi-continuidad inferior y esto nos implica conjunto de nivel acotados con lo que te-

nemos Bj garantizado.

Prueba
(=)
Dy(z,y) = 0= h(z) — h(y) — Vh(t)'(z —y) = 0,
= h(z) — h(y) = Vh(t)"(z —y).
(=)

(Probando By)

Como el lim zF = z* < Ve > 03N, € N tal que ¥n > N, = 2" — z* || < e.

k—o0

Como h es continuamente diferenciable, h es continua y klg]go F =2 y entonces
klg]go h(z*) = h(z*) con lo que por definicién de limite tenemos que Ve > 03N, € N tal
que Vn > N, =| 2" — 2* ||< e.

Por otro lado como Vh(z) es continua y {z*} es una sucesién convergente Vh(z)

también lo es por continuidad y como toda sucesién convergente es acotada existe,

M € R tal que | Vh(z¥) [< MV k €N.
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Sea N* = méx{N., N.} como Dy (z*,2¥) = h(z*) — h(z*) — Vh(z*)!(z* — 2¥)

tenemos:

| Da(a*,a*) =|| h(z*) — h(z*) = Vh(z") (a* —2") || .
<|| h(@*) = h(z®) | + || VA" (" —2) || .
<[l h(@*) = h(z®) | + | VAE®) || (@ =) ||
<e+ Me.

= (14 M)e para k> N*.

Con esto tenemos que lim Dy (z*, 2%) = 0.
k—o0

Ahora algunos ejemplos de funciones Bregman:

Ejemplo 2.1 S = R", h(z) = a'Muz,(ver Figura 2.1 para m=1), con M € M,

simétrica y definida positiva. En este caso Dy(z,y) = (v —y)!M(x —y) =| = —y ||*.

h(z) =z'Mz

n
= g hi jziz; por ser una forma cuadrdtica.
ij=1

Ademss para cada i,j = {1,--- ,m} h; jx;x; son funciones cuadréticas y como cada

hi; > 0, h; jx;x; es estrictamente convexa, continuas y continuamente diferenciables.
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Por otro lado

Dy(z,y) = "Mz — y' My — V(y' My)'(z - y),

=zt Mz — y'My — (My +y' M) (z — y),

= a' Mz —y' My — (My + (M'y)")(z - y),

(My)")'(z —y),

2My)t(l‘ Y);
(

M)(z —y),

(

(
= 2'Max —y' My — (My +
=z'Mx —y* My — (
=2'Mz —y' My — (2y

=2'Mx — y' My — 2y' Max + 2y' My,

Observemos que h(x) es frontera coerciva y zona coerciva.
S = {(v1-++xp) 3 = £o0, con 1 <i < n}.Siz; = +ooy {y*} paraalgin1 < j < n,
en la sucesion {y*} se tiene que

lim Vh(y®)!(z —y) = lim 2(y%)'M(z — o).

k—+o0 k——+o0

Con lo que se cumple que es frontera coerciva.
Como Vh(x) = 2Mz se tiene que para cada y € R" existe = tal que 2Mx = y con

lo que se cumple que es zona coerciva.

n
Ejemplo 2.2 S =R}, h(z) = Za:j logx; (ver Figura 2.4 para n=1), extendien-

j=1
do la continuidad a OR'} con la condicion que 0log0 = 0 en esta caso Dp(x,y) =
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55

Figura 2.1: h(z) = 2% Figura 2.2: Dy(z,y) = (z — y)%

n

Z(acj log % +y; — xj) ver Figura 2.5 para n=1, la cual es la divergencia de Kullback-
=1 !

Lesbler.

n

Tenemos que z; y logx; son continuamente diferenciables, con lo que E xjlogx;
=1

es continuamente diferenciable. En la siguiente grafica se observemos que la funcién

f(z) = xlogx para x > 0 es una funcién convexa.

Figura 2.3: h(x) = zlog(z)

n

La convexidad de h se obtiene de que h(z) = Z:cj logz; (ver Figira 2.3) es suma
j=1

de n-veces la gréfica anterior con lo que h(z) es convexa ya que la suma de funciones

convexa preserva la convexidad.
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Por otro lado:

Dy(z,y) = h($) h(y) = Vh(y)(z = y),
= Zx] log(x;) Zyj log(y;) Z(log(xj) + Dz — ),
j=1

7=1
n

= ijlog x;) Z i log(y;) ijlog Yj —i—Zyjlog Yj)
+Z P =Y
n
- Zx]log ;) ijlog yi) + ) (x5 — y5),

7j=1
n
= ij(log(xj — log(y;)) +Z
j=1 J=1

= Z[{L'] log (?) + (xj — y;)]. (ver figura 2.5 para n=1)
j

Jj=1
Observemos que h(z) es frontera coerciva y zona coerciva.

0S ={(z1---xp) :x; = 400,0con 1 <i<n}

Vi(y)(x —y) = (log(y1) +1, - ,log(yn) + 1)) (= — y;),
= Z(logyj +1)(z—y;)-
j=1

Siy; =400y {y*} para algiin 1 < j < n, una sucesién tal que kh’m b = y; la
——+00
expresion (logy; +1)(x — y;) cuando sustituimos y; por los valores de la sucesién {y*}

obtenemos una sucesion con limite —oo, en efecto.

lim (log(y*) +1)(z —4*) = lim (log(y*) +1) lim (z—y"),
k——00 k—+o00 k—+o0
= (00)(=00),
= —o0.
Siz; =0y {y*} para algiin 1 < j < n, una sucesién tal que khm Yk = z; la
—+o00

expresién (logy; + 1)(z — y;) cuando sustituimos y; por los valores de la sucesion {y*}
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obtenemos una sucesion con limite —oo en efecto.

. ) . _ , k , ok
i (logy; +1)(z — yr) i (og(a®) +1) + lim (z—y7)
= (—o0)(x)

= —o00.

Ya con esto se tiene que si T € 9 es por que una de sus componentes es 0 0 +co. Con
estos se generar una sucesion tal que converge a T y por lo anterior i lim Vh(y®)(z—y")
——+00

es igual a —oo con lo que h(x) es frontera coerciva.

Sea y € R" y como Vh(x) = log(x) + 1, igualando y con Vh(x) tenemos

Yy = Vh(x)7
(ylv'” 7yn) = (10g($1)+1, ,lOg(.’IZ'n)+1)
Asf que y; = log(xj)+1 con lo que z; = exp(y; +1) si tomamos los x = (1, ,zy)

de esta manera tenemos que para cada y € R™ existe = tal que Vh(z) = y con lo que

h(z) es zona coerciva.

Gréfica de h(z) y Dp(z,y) en S =Ry
Ahora presentaremos el método de punto proximal con distancias de Bregman.
El problema de interés es
min f (xl’ (2.34)
sax€Ss.
Con S C R™ un conjunto convexo y abierto, S es la clausura de S y f convexa y
continua en S. El Método de punto proximal con distancia de Bregman esta definido

CcOomo.

€S, (2.35)

" = argmin{f(z) + \eDp(z,y) : v € S}. (2.36)
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Figura 2.4: h(z) = zlog(z). Figura 2.5: Dy (z,y) = xlog(g) + (z —y).
Y

Donde h es una funcién Bregman con zona S y \; satisfaciendo 0 < A, < X para
algiin A > 0 Asumiendo que el problema (2.63) tiene solucién y que f es acotado en
S por debajo procedamos a el andlisis de convergencia del método de punto proximal

con distancia de Bregman.

Teorema 2.3 Ver[6] [teorema 10.1]
Si el problema (2.34) tiene solucion y h es limite coerciva con respecto a S entonces la

sucesion {x*} generada por (2.85) (2.36) converge a la solucién x* del problema (2.34)

Demostracion:

Se seguird la misma linea de la demostracién del teorema 2.1, la cual consta de
cuatro pasos
Paso 1 verificar que la sucesion esta bien definida y contenida en S.
Sea B una cota inferior de f en S'y fi(z) = f(x) + M\pDp(z, 2%) con lo que fi(x) > B+
Mo Dy (z,2%) v por propiedad de (Bs) tenemos que fi(z) es acotada por debajo asi que
la minimizacién en (2.36) se reduce a evaluar fi(x) sobre conjuntos compactos, ya que
fr(x) es estrictamente convexa por la convexidad de h y la estrictamente convexidad
de Dy(-,y) demostrada en iii) de la proposicién con lo que el minimo es tnico.

Veamos que zFt! € §
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De (2.36) tenemos

0= afk(karl),
= (f(a™1) + M Dy (%1, 2F)),
= Of («"F1) + \ODy (2", 2,

= Of (") + M\ (Oh(zF L) — Oh(zh)h).
Lo cual implica que

AOR(2®) = O f (2™ T1) + NpOh (2T, (2.37)

= (f(x) + Mph(x) (") = A\OR(zF) € O(f(z) + Neh(z))(z).  (2.38)

Bajo la hip6tesis de que la sucesién es frontera coerciva, d(f + A\gh)(x) = 0, para

todo x € 98, lo cual implica por (2.38) que zFt! ¢ §

Se tiene z € 0S y suponga que existe £ € I(f + A\gh)(z), tomemos z € S se puede
definir:

= (1—¢g)z + gz (2.39)

Con hrn g, = 0, entonces y' € S, por convexidad de S y hmy = z, también
=00

g&l(z — ) = g(y' — x), por (2.39)
< () = f2) + M(h(y') = h(2)),
< () = fz) + M VR (Y — ),

a(f(W) = f(2) + M=V (y — z). (2.40)

1—61

Por (2.40)

[f (@) = f(2) +€'(z — )] < VR(y)'(z = 3). (2.41)
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Ya que le yl = x € 0S5, por ser la sucesién frontera coerciva implica que la parte
—00

derecha de inecuacién (2.41) tiende a —oco cuando [ tiende a co mientras que la inecua-
ci6én izquierda tiene un limite finito, esta contradiccién implica que 9(f + Agh) = 0,

para todo x € 8S y también z**! € .

Paso 2 Dy, (Z, 2" 1) < Dy, (Z, 2*) — Dy, («*1, 2F) para todo k y cada solucién de (2.34).

Por el item 4) de la proposicién 2.2 se tiene que
Dy (T, 2%) — Dy (T, 251 — Dy (aFHL 2F) = (Vh(2F) — VA(F ) (25 — 7).
Por (2.36)
0 € O[f + \Du (-, )] (M),

Si y* = Mg [Vh(z*) — Vh(z¥+1)] entonces

Dh(fa xk) - Dh(j¢ $k+1) - Dh($k+1’ xk) = )\1k<yka xk—i—l - :Ek>a (242)
> () - f@) ()

k
> 0. (2.44)

k

Paso 3 Observemos que z* es acotada y 1im z/* = Z implica que ka P =7
— 00

k—o0
Por el paso 2 { Dy,(T, z¥)} es decreciente y no negativa, convergente y Dy, (z*+1, zF) <
Dy (T, %) — Dy (T, 2¥1) se tiene que

lim Dy, ("1, k%) =0 (2.45)

k—o0

Ya que {Dy(Z,z")} es decreciente se tiene que Dy, (Z.2%) < Dp,(Z.2°) y por lo tanto
{x*} es acotada y por Bj si ka 2/ = 2, para toda sucesién {z7*} de {z*}, entonces
—00

klim 21 = Z por Bs.
oo

Paso 4 La sucesién {z¥} tiene un punto de acumulacién todo los cuales son solu-

cién de (2.34). Tomando una solucién T de (2.34) sea Z un punto de acumulacién de



31

{zF} y {27*} una subsucesién de {2*} veamos que kh’m 27F = 7. la existencia de T se
—00

tiene del poso 3 el cual también asegura que kh’m /* = Z. De (2.81)
—00

0< () - £(@))
1 jk+1 —
<L () — @),
< Dy(z, xjk) — Dy(z, xjk+1) — Dh(mjkﬂ, xk) — 0 cuando k — oc.

Usando la convergencia de {Dj,(Z,z*)} y la frontera coersiva. Tomando con k ten-
diendo a oo f(Z) = f(Z) ya que S es cerrado y {2*} € S, se tiene que T € S y 7 resuelve
(2.34).

Ahora se necesita un teorema de Féjer convergencia para distancias de Bregman, el
cual de hecho se tiene pero no podemos usarlo directamente.

Sea Z un punto de acumulacién de {z*} y tomando una subsucesién {z/*} de {z*}
k

tal que kh'm ¥ =17.

—00
Por B, kh’m Dy (Z,27%) = 0 y por paso 4 T es solucién de (2.34) y por paso 2
— 00
{Dy,(Z,2%)} es no negativa y decreciente con lo cual es una subsucesién convergente y

convergiendo a cero.

Por By se tiene que lim z* = 7.
k—o0

2.5. p—divergencia

En esta seccién se discutird otra clase de casi-distancia, la cual se llamara p—divergencia
denotada por dy(-,-) definida en el octante positivo de R"(es decir
R, := 2 €R" : x > 0). Tomando ¢ : R, — R convexa y tres veces continuamente

diferenciable, satisfaciendo

o(1) =¢'(1) =0, @ (1) >0 lim ¢'(t) = —cc. (2.46)
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Definicion 2.4 (ver [6] Definicion 12.1)
Si p satisface (2.86) se define la funcion d, : R | x R}, — R llamada p—divergencia

y dada por:

dy(z,y) = gyw <z> : (2.47)

Ahora presentaremos algunos ejemplos de funciones ¢ y sus correspondientes ¢ —divergencia.

Ejemplo 2.3 ¢i(t) =tlog(t) —t+ 1, (ver Figura 2.6)

Primero observemos que ¢ satisface la condiciones (2.46). ¢ es tres veces diferen-
ciable ya que es suma de funciones que son C*°.

Calculando V2 (t)
V1(t) = log(t); V3p1(t) = % como t € Ry % > 0 y por la condicién b) de la propo-
sicién 1.1 o1 (t) es estrictamente convexa.
p1(t) =tlog(t) —t+1= ¢1(1) =1log(1l) — 1+ 1 =log(1) =0,
p1(t) = logt = ¢4 (1) = log(1) = 0,
) =1 = e{(1) =1 >0,

lim 1 = —00.
lim og(t) 00

Esta funcién d,, es denominada la p—divergencia de Kullblack-Leibler y puede por
lo tanto ser extendida a R’} x R}, .

Sihy =7 x;log(x;) se tiene que Dy, = do, .
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Figura 2.6: @o(t) = tlog(t) —t + 1. Figura 2.7: dy, (z,y) = zlog <$> +y—x.
)

Ejemplo 2.4 ¢a(t) =t —log(t) — 1, (ver Figura 2.8)

Al igual que en el ejemplo anterior, observe que se satisfacen las condiciones (2.46)
a(t) es tres veces diferenciable, ya que, es suma de funciones que son C*°.

La convexidad de ¢2(t), se tiene por que es suma de funciones convexas. @a(t) =
t—log(t) — 1= ¢a(1) =1—1log(l) — 1 =log(l) =0,
et ="t = ) = T =0,
A1) = 5 = P41 = 1 >0,

t—1

lim —— = —o0.
t—0 t

- T T
d@2<m7y) = Zyz ( - lOg () - 1) ;
" \y; vi

n
= E z; log <m2> +y; — x;, (ver Figura 2.9 para n=1)
° Yi
i=1

= d901 (ya .’E)

Ejemplo 2.5 ¢3(t) = (Vt+1)%, (ver Figura 2.10)

Como en el ejemplo anterior observe que se satisfacen las condiciones (2.86)

3 es tres veces diferenciable, ya que, es compuesta de funciones de clase C'°
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Figura 2.8: po(t) =t — log(t) — 1. Figura 2.9: dg, (z,y) = xlog <x> +y—uz.
Yy

Calculando V2p3(t).

R ! 1
Vs(t) = 4 — 7 Vips(t) = ) )
proposicion 1.1, 3 es una funcién estrictamente convexa
p3(t) = (VE—1)* = 3(1) = (V1 - 1)* =0,

Gt = 4= > (1) 4= =0,

comot € Ry, > 0 y por la parte b) de la

/!

1
p3(t) = Br p3(1) =4 - B2

i 4yt — 4
im_sg ————— = —00.
Vit
" X
dos(z,9) = > _ i < = 1) :
i=1 Yi
" Z; ZT;
=3 (2541

=1 Yi Yi

n
= v (4 — 2v/@wi + vi)
=1

n
= Z(\/E— VYi)?. (ver Figura 2.11 para n=1)
i=1

La siguiente proposicién establece unas propiedades que satisfacen la funciéon p—divergencia.
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Figura 2.10: @3(t) = (Vt + 1)? Figura 2.11: dy, (2, y) = (v — /9)*

Proposicion 2.3 (ver [6] Proposicion 12.1)

Sea ¢ satisfaciendo las condiciones (2.46)

i) dy(z,y) > 0 para todo x,y € R} |,

i) dy(x,y) =0 sit v =y,

i) El conjunto de nivel de dy(-,y) es acotada para toda y € R},

w) El conjunto de nivel de dy(x,-) es acotado para todo x € R"}

v) dyp(x,y) es continuamente convexa en x,y y estrictamente convera en x,

vi) kli)ngo dy(y,y") = 0 sii klirgloyk =y,
Demostracion:
Veamos que bajo las condiciones (2.46) de ¢ esta es no negativa. como ¢'(1) = 0 y
©"(1) > 0 por el teorema anterior 0 es un minimo local estricto, como 0 ya es un minimo
local estricto, por el teorema anterior 0 es un minimo global asi que 0 < p(x)Vax € Ry4.
i)

Como ¢ es no negativa tenemos que

ap(aji)ZO y como y; > 0= yw(xi)zo.
A v;

(] K3
= >y (’) >0,
i=1 Yi

= dy(z,y) > 0.



iii)

T
:><,0<Z =0,
Yi
€Ty Lo
= — =1 (por ser0el minimo),
Yi
sz =vy Vi=1, ,n),
=r=y
r=y=x, =y Vi=1---,n,

yaquey; #0Vi=1,---
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Tenemos que dy(-,y) ={e € R}, : dy(z,y) < a} para todo y € R}

do(z,y) o= yip (xl) <o,

i=1

Yi

N <<p (3”) (“””)) I cos(d) < a,

Y1 Y2
N <90 (‘””) (‘””)) 1< o,

Y1 Y2
o<yl (o (2) 0 (2)) <o vauedyton 0
=0 < <<P<ml>>“'a@< )) ||<L yaquey # 0,

y m ol

1
=0 < ga( ) < || || siendo || - || lanorma del maximo.

=0<p <$l> < —— por ser ¢ no negativa.
vi) vl

Como el conjunto [ ] es cerrado y de topologia se sabe que la imagen inversa

de cerrados mediante una funmén continua es cerrado como ¢ lo es la imagen inversa
[ Ty ”] mediante ¢ es cerrado, ademds tenemos que es compacto x; es acotado

para todo ¢ = 1,--- ,n en consecuencia x es acotado.

v)

Como y; es continua y ¢(z) son continuas, se tiene que Yip— es continua y como la
1

suma de funciones continuas es continua tenemos que Zi:l nyY;pp— es continua asl que
Yi
dy(x,y) es continua.

Sea x fijoy a,b € Ryt

dy(z,aa+ (1 —a)b) = Z(aai + (1 —a)b)y < ' T Z) .
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Sea y fijoy a,be Ry,

% 1_ bz
dy(aa+ (1—a)b,y) = ZW(M %) )

Yi

Bl )

Con lo que dy,(z,y) es convexa en y.
vi)

=)

Seay € R}, como limy_,o d oY,y ) = 0 se tiene que dado € > O existe k > 0,k € N

tal que sim > k

0 < do(y y™) \<€:‘0<Zyzso<y ) <
=1 ¢

><5pamt0d02—1 SN

%

m
:>O<<,0<yl><yyaquey2750

(3

:>g0<yi>—>000n5—>0,

= — 1 por ser 1 el inico minimo en @ |,
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Sea y € R, como limy_, y* = y se tiene que dado ¢ > 0 existe k > 0,k € N tal
que sim > k

m Yi' —Yi_ € :
0<lyi—y"|[<e=0<| *+—=|< —paratodai=1,---,n ,
i i
m

; 9
:>0<|yL—1\<—,
) i
N
Yi

— 0 cuando € — 0,

yi" ~
= ¢ | = | = 0 ya que es continua,
Yi

n
=0 <[ yip (’%) |< yie por convergencia,
Y

1

= 0 < dy(y,y") < yie,

= d,(y,y") = 0 ya que y; es constante con € — 0.

Ahora presentaremos el algoritmo de punto proximal con ¢p—divergencia el problema

de interés es
min f(x)

sax >0

(2.48)

con f:R"™ — R convexa, el algoritmo de punto proximal con ¢—divergencia del pro-

blema (2.48) genera una {z*} C R™ dada por

2% >0, (2.49)

2 = argmin{ f(x) + \pdy(x, 2%)}. (2.50)
zeR?

El siguiente ejemplo que se presentara muestra que el algoritmo de punto proximal

con p—divergencia no siempre genera una sucesién Féjer convergente.
Ejemplo 2.6 Sea f : R? — R definida por f(x) = (1 — 22)? donde x1 y x5 son las
componentes del vector x y ¢(t) dada por

1 /1 17
— (=t —-—t2+17tt -6 it e (0,1/4
oty = | 16 <16 6 " > sit€(0,1/4)

(t—1)2 si € [1/4,+00)
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La definicién de ¢(t) en el conjunto (0,1/4) es para asegurar que ¢(t) p—divergencia
y ademads, ya que ¢(t) es tres veces continuamente diferenciableent =1/4y U = {z €
R? : 21 = 3} es el conjunto solucién del problema, Si tomamos A, = 1 para toda k € N

y 2° = (1,2) tenemos que

M = argmin{ f(x) + dy(x,2°)},

z€ER?
= argmin {(xl —x2)? +1p (ﬂ) +2¢ (2)} ,
2CR2 1 2

2
= argmin {(:Ul —x9)? 4 (2 — 1)% +2 (ﬂ - 2) } .
z€R? 2

X

2
Como la (21 —22)? +1(x1 —1)% 42 ( 22 - 2) es difenrenciable y por la condiciones

de optimalidad para funciones diferenciable tenemos que

2
v <(x1 —z9)? +1(z —1)2 42 (% — 2) ) =0. (2.51)
Lo que implica el siguiente sistema
2(xy — w2+ 2(x1 — 1) = 0 dry —2x9 = 2
xT9 =
—2(3:1—3324—2(?—1) =0 2w +312 = 2
rp = 5/4
=
ro = 6/4

Con esto tenemos que x! = (5/4,6/4) veamos que los elementos de la sucesién no

son Féjer convergentes para u = (3, 3), facil de ver que u € U
5 2 1 2
7\ 2 _1\2
() +(5))

_ 493
48 4’
85

48"
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Con esto se tiene que dy, (2%, u) < dy(z!,u) lo que implica que la sucesién generada

no es Féjer convergente.
Definicion 2.5 (ver [6] Definicion 13.1)
Una sucesion {y*} es casi-Féjer convergente para un conjunto U C R, con respecto

a la p—divergencia dy. Si para cada v € U existe una sucesion {e} C Ryy tal que

Y ore g€k < 00y para todo k>0
dy(u, y* ) < dy(u, y*) + e

Proposicion 2.4 (ver [6] Proposicion 13.1)
Si{yk} R, es casi-Féjer convergente para U C R’ con respecto a una p—divergencia
d, entonces {y*} es acotada. Si un punto de acumulacion dey de {y*} pertenece a U

entonces Yy = limy_, yk.

Demostracion:
Sea u € U como {y*} C R, es casi-Féjer convergente existe {e;} C R", tal que

Y re €k < 00y para todo k > 0 se tiene que

dy(u, y*) < dop(u, g™ 1) + ep_1,

k—1
<dg(u,y") + Y e,

=1

(o)
<dg(u,y') + Y enot,

i=1

oo
< dw(u,yl) + 5 siff = Zek_l y por proposicion 1.8
i=1
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Sea y € U un punto de acumulacion de {yk}, por definicién existe una subsucecién

{y/*} de {y"} tal que lim; o0 y* =75 <= Ve > 0 Jk € N tal que
1 — . nk €
n>k:>d<,0(yay )<§7

Ademas como {¢;} es convergente en R <= V¢ >0 3 k tal que,

[o@)
~ 13
m>k:>Z€i<§,
i=k

tomando k* = max{k, %} se tiene que

dp @,y TIR) < dy (@, %) + epe s

IA
O |
+
1]
o

i=k
8+€
-2 2
<e

Tomando ¢ — 0 se tiene que dy (7, y* %) = 0 y si p = (k* + 1)k se obtiene que
lim, o y” = y. Ademds del ejemplo 2.6 donde la sucesién generada por el algoritmo
de punto proximal no es Féjer convergente puede darse el caso en que la distancia d, la
solucién de (2.48) u pertenece a R y la distancia d,(u, 2*) no esta bien definida. sin
embargo sobre algunas condiciones impuestas a o, {2*} es casi-Féjer convergente para
el conjunto solucién de (2.48) con respecto a la Kullback-Leibler, la cual admite puntos
en OR’} para un primer argumento y para el cual en la proposicién (2.4) se cumple
que u € R}, con el objetivo de resolver este problema considera la {z*} generada por

(2.49)-(2.50) con d,, tal que u € U se define §;, como

O = dy(u, ") — dy(u, 2%). (2.52)



43

Proposicion 2.5 (ver [6] Proposicion 13.3)

i) Si @'(t) < ¢"(1)log(t) y existe un A tal que Ay > A > 0 para todo k entonces
S0 0k < 00 (y también {z*} es casi-Féjer convergente para U)

i) Si go’lt(l) < @'(t) < ¢"(1)log(t) entonces 6, < 0 (y también {x*} Féjer convergente
y casi-Féjer convergente para U ).

La demostracién de este proposiciéon es muy extensa con lo que se puede observar en

[8].
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CAPITULO 3

Método de punto proximal con casi-distancia generalizada

En esta capitulo se considerara una casi-distancias propuestas por Campos Cas-
tillo Y Herndndez, [5], que contiene como degenerado la p—divergencia. esta casi-
distancia es definida utilizando el conjugado shift de funciones penalidad que no necesa-
riamente tiene que pasar por el origen con pendiente 1 y sus funciones conjugadas per-
miten valores negativos. Para un caso particular Campos Castillo Y Hernéandez, [5],
podriamos decir que logran crear una generalizacion de la casi-distancia de Kullblack-
Leibler, dicha generalizacién puede ser vista como la diferencia entre una funcién casi
de Bregman y sus aproximaciones lineales. Para valores especificos de los argumentos,
los resultados de convergencia del método de punto proximal aplicado en el problema
dual con esta casi-distancia y el lagrangeano aumentado con la con shift de funcién

penalidad son mostrados también en este capitulo.

Consideremos el problema de programacién convexa definido por

ff=mf{fo(x): fi(xr)<0i=1,---,m}. (3.1)
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Donde f; : R™ — R para 7 = 1,--- ,m son funciones convexas propias y cerradas.
7 ) M

El problema dual convexo asociado a el problema (3.1) es
d* =inf{—d(n): p>0}. (3.2)
Donde d(p) = inf{L(z,u) : z€R"}y
L(z, 1) = fo(x) + imﬁ(ﬂﬁ)- (3-3)
i=1

Es la funcién lagrangeana.

Suponga que se tienen las siguientes hipdtesis.
H,) El conjunto optimal del problema (3.1) es no vacio y compacto.

H,) Existe T tal que f;(T) < 0O parai=1,--- ,m.

El problema (3.1) puede ser resuelto usando diferentes enfoques, por ejemplo se
puede usar el método de lagrangeano aumentado, el cual puede ser introducido desde
el punto de vista primal o desde un punto de vista dual, donde el método de multipli-
cador es construido aplicando la teoria de dualidad de Fenchel para el método de punto

proximal.

El método de punto proximal con p—divergencia puede resolver (3.2) generando

una sucesién {¢*} € R%, tal que u® € R, y
L = it {—d () + 71, 1)1, (3.4

Donde 0 < r < 7F <7 < 1,
m
:R” x R, — R es dado por d = % 3.5
dy R x R, — R es dado por (p(s,,u,)—z,uiap W) (3.5)
i=1 ¢
Tal que ¢ tenga las propiedades de la ¢ estudiada. Otras casi-distancias tienen
su uso en diferentes contextos con diferentes propiedades y resultados, como la casi-

distancia estudiada en ,[2], que es homogéneas de segundo orden y es dada por
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m

s

dols ) = S i () . (3.6)
i1 i

Por lo estudiado en la seccién de distancia de Bregman el problema (3.2) puede

ser resuelto usando iterasiones en (2.3) y cambiando d, por D; Campos, Castillo

y Hernandez,[5] presentan una casi distancia para resolver el problema (3.2) la cual

tiene propiedades interesantes y es dada por

D S Uf « [ CSi :uf * p—1 /% \\
() =3 [ (2] = L) - OV @ )| (8D
i=1 ¢

Donde 6* es la funcién conjugada de la funcién de penalidad 6 la cual no necesaria-

mente pasa por el origen y satisface 0'(0) =k, p > 0y c € Ry tal que (0*)'(c) =y € R.
p .

Para € R fijo, si se define h;, : RT" — R por h,(s) = > Hi g (csz) te tiene
¢ i

dg. (s, 1) = hu(s) — hu(p) — Vhu(p)t(s — p) es decir, dj). puede ser vista como la dife-

rencia entre hy,(s) y su aproximacién en s = p. Observe que 6* es una traslacién de la

funcién ¢ usada en la p—divergencia, en esta caso con punto minimal en (k, 6*(k)) y

0* (k) € R.

3.1. Generando la casi distancia

Una de las particularidades que tiene esta casi-distancia presentada es que esta
utiliza una familia de penalidad que no solamente se restringe a pasa por el origen
con pendiente uno, esto viene a ser una novedad en familia de penalizacién, ya que
no habia sido estudiada este tipo de penalidades hasta el momento en que se presento
dicha casi-distancia, ademas se mostrara que la casi-distancia presentada no es mas que
la conjugada de la funcién shift de funcién penalidad, dicha shift de funcién penalidad

es mas que una especie de traslacion de las funciones de penalidad estudiadas aqui.
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3.1.1. Funciones de penalidad

Las funciones de penalidad estudias es una familia de funciones sobre las que se
definié la casi-distancia presentada por Campos, Castillo y Hernandez, [5], que
poseen caracteristicas que nos permiten la convergencia del método de punto proximal

con esta casi-distancia presentada.

Sea 6 una funcién estrictamente convexa dos veces diferenciable y estrictamente
convexa definida en (—o00,b) con 0 < b < 400 tal que satisfaga las siguientes condicio-
nes:
la) 0 < 6Y(0) = k < +o0.

)

2a) limy;_, 6'(t) = +o0.

3a)1mtﬁ 8 (t) =0.
)

da) 0" > M vt >k =00).

Asociado con la funciéon 6 nosotros consideraremos y denotaremos sus funciones
conjugadas las cuales satisfacen las siguientes propiedades:
1b) 6* es una funcién diferenciable estrictamente convexa en (0,+00).
2b) 0* es decreciente en (0,k) y creciente en (k,+o0) con 0*(k) € R.
3b) limy_,o+(0*) (t) = —o0 y lmy— 400 (0*)(t) = 4o00.
4b) 0" > M, YVt € [0,b] y para algin M > 0.

A continuacién se presenta un ejemplo de una funcién 6 satisfaciendo las condiciones

la)-4a), ademds de su funcién conjugada y sus respectivas graficas.

Ejemplo 3.1 Para 0(t) = e'*L. (ver Figura 3.1)
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Se tiene que:

Como:

0°(t) = sup{(t,z) — 6(x)} = sup{tz - e}

+

Y teniendo que tx — e®t! es diferenciable respecto a z e igualando la derivada a

cero para calcular sus punto critico
t—etl=0=t=¢e"t,
= In(t) =z + 1,
=z =1In(t) - 1.

e:erl

Sustituyendo z en tx — tenemos

t(In(t) — 1) — O = ¢In(¢) — 2¢.
Asi que

0*(t) = tIn(t) — 2t, (ver Figura 3.2)

0*(e) = eln(e) —2e = e — 2e = —e.
Calculando la derivada de 6*(t) tenemos

0"Y() = %t +in(t) -2,
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150 12

100

Figura 3.1: 6(t) = e(*+1), Figura 3.2: 6*(t) = tIn(t) + 2t.

3.1.2. Shift en funcién penalidad

Se usara una constante para definir una generalizacién de la funciéon penalidad la
cual sera denominado como shift de funcién penalidad, esta funcién serd usada en el

contexto del método de multiplicacién. Se elige y € R asi que 6'(y) = ¢ con ¢ € R ;.

por el corolario 1.1 se tiene:

@t = (8. (3.8)

Y asi

') =cey=(0") () (3.9)

Dado p > 0, € (0, 1], se define la funcién penalidad generalizada con shift P, como:

m

(7S Rm:ﬂ € R-‘r-i- = Pp(y7u7r7 C) = ZPp,i(yb/’Lia/n C)' (310)
i=1

p .
Donde P, ;(y;, pti,r,¢) = 'u—c’ [0 ( p:lizl + ?j) — 9(@] para i = 1,--- ,m con 6 sa-
Yy, r

2
tisfaciendo las condiciones 1a)-4a) y 6'(y) = c.

Note que:

P, (0, pi,r,c) =0 para i=1,--- ,m . (3.11)
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i Yi ~
(Ppyi)ll(yivulﬁra C) = %9 ( p—1 + y) . (312)
v, T

(Ppi) (0, iy ryc) = para i=1,--+ ,m . (3.13)

En efecto,

ub 0 _
Pp,i<07,ui7r7c):r7@ 0 ?1,,'+y —9(@ )

p
1 yi ) 1
(Ppyi)ll(yimuivr? C) = T?Z [9/ (yp_zl +y> p—1 )] ;
)

<

C yZ r
7
- ?Z [0,(37)] ’
&c, por(3.9),
c
= Hi-

Proposicion 3.1 (ver [5] Proposicion 2.2) Sea 0(t) una funcion penalidad satisfacien-
do 1a)-4a). Dadop >0, r € (0,1], y € R, c € Ry considere

m

p i _ _
ye Rmv IS R++ = Pp(y,,u,r, C) = ZT& [H < pzil + y> - e(y)] : (314)
Yi

c
i=1 r
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Cuando 0'(y) = ¢ entonces

P =3 [0 (%) oo 0y -] 6

Demostracion:

Como

p .
Pp,i(%aﬂiﬂ} C) = r% [0 ( pyjl +§> — 9(@] para 1= 17... ,m.
Y

i T

Donde 0 es diferenciable en su dominio y #'(y)=c.

Sea 7, ¢, 1 fijas y por la proposicién 1.3 se tiene que:

Mp Yi ~ "
Bpasres) = P20 | 5 47 ) —0G) |

,u
’L
. P
= M" 0" <SlCT,uZ ) - i @yi +7“M*Z9(Z7)7
iy C My c

8; P
> rul szyz—i-?”—H(Aj

—I—TMZH( v),

Por el teorema 1.4 si y € dom(#) y ¢ € dom(6*) se tiene que 6(y) + 6*(c) = cy para

cadai=1.---,m.

p
pE o ([ sic .
Phpurelsi) = 20 (52} ot s o 1 - 070

_ Mg (SC) _
c 223

_ g (H) _
¢ Hi
Asi que

P poelsi iﬂ”*(”)—ﬁm@—mﬂwW@@—m>

T *

Z267(e) — s — ),
,
C

(E0* (c) — 1~ 1r(0%) (c)(si — i) ,por (2.9).

c
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3.2. La generalizacion de la casi-distancia

De acuerdo con la definicién de 2.1 en [7], dado S C R"; d: S x S +— R es llamada

una medida divergente si y solo si:

i) d(z,y) > 0 para todo z,y € S.

ii) si {z¥} C S entonces lim d(z,z") = 0sii lim z* = z.
k—o0 k—o0

iii) El conjunto de nivel de T'y(y,v) = {x € S : d(x,y) < v} es acotada para toda

y € Sy para toda v > 0.

iv) El conjunto de nivel de I'y(y,v) = {y € S : d(z,y) < v} es acotada para toda

x € Sy paratoda v > 0.

Usando (3.15) se puede definir la casi-distancia generalizada como
morop p
P _ Hi s [ Si€ Hi —1/p*\/ ] )
e =rd o (M) - B - w0 @) G10)
Note que parap =1, c=1, 5y = 0 con 6(0) = 0 se obtiene que
pT(‘S’ T,y C) = rdy- (Sa :u) =T Z #29* <l> :
i=1 !

En efecto.

Calculando 6*(1)

0*(1) = sup{z — 0(z)}.

ISIIN

Observemos que = — () es continua, céncava y diferenciable, nos interesa de esta
funcién su maximo a si calculamos su derivada para encontrar su punto critico con lo se
obtiene que #'(x) = 1. ademds por ser 6(x) dos veces diferenciables 8*(x) es diferenciable
y como §'(x) es distinto de cero podemos aplicar inversa y obtener z = (6)~!(1) =

0*)(1) = zy) sustituyendo x por y en y — 0(x) = 0 — 6(y) asi que:

0*(1) = —6(y) =0 por que O(y) =0. (3.17)
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P
* i gx [ Si€ i — *
pilsnre) =r 300 (3]~ o) - 0 (s - )
i=1 v
mo o 1
i s sil Hi s —1/p*
=r2.q ( > -7 0@ TN (0 (51 — ),
=1 ?
- * SZ * *
=St (2] = (1) = 167 0~ )
i=1 t
- « [ Si * ~ * ~
— > b () — i (1) = Flsi — ) por que (9%)(c) =7,
i=1 v
m S.
i=1 v
= rZuiQ* <SZ> por (2.17).
i=1 v
- ,Uf « [ SiC Mf * p—1/n%\/
rdp<(s,p) =1 279 /7 ?9 (¢) =i (07)(c)(si — i) |
i=1 v
= pT(SaMﬂ“a C)

Cuando es usado en el método de punto proximal con ¢-divergencia ver [6], para

p=2,c=1,y=0 con #(0) =0 obtenemos
pT(Sa T, C) = Td@* (Sv ,LL) =r Z ”19* <l>
i=1 '
Este resultado se obtiene andlogo a el anterior.
Proposicion 3.2 (ver [5] Proposicion 5.1)
Dado 0 satisfaciendo 1b)-4b) p >0, r € [0,1] y ¢ > 0,

Borg)=rY o (26) ~ (o) - 0 s )]

C 1 C
i=1 Hi

N N n
es una medida divergente en R’} , .

Demostracion:

i)
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Como 6 es convexa para toda =,y € R y diferenciable se tiene que

0% (2) = 0%(w) + (67)(w) (2 — w).

CX;

Siw=cyz=—"parai=1,---,mconx; >0,y >0, dmd = (0,+00) tenemos
Yi
o () > 0%(c) + (67 (0 ( - ) |
Yi Yi
p , p P .
Lo (<0) - oo - Loy () 2o
c Yi c C Yi

W g (%) - B e) — 4 (0 (0) (o — ) > 0.

c i c
Asi
mor p P
Yi px [ Ci Y —1/p%
> [19 () — Do)~ 0 (0) (i — y»] > 0.
; c Yi &
i=1
Con lo que se tiene que dj. (z,y) > 0.
if)
Sea {x*} es una sucesién en (0,00) se necesita demostrar que

lim d(z,2F) =0 < lim z¥ = 2.
k—o0 k—o0

xz,; C

lim d(z,2z%) =0 < lim ZZ [(xk)pe (ﬁ) - @9*(0) — (@) () (“" - xk)]

= 07
D k\p
cx T

& lim [%9* () - ) — @10 () (- o )] o,

k—oo | C Yi c

s

< lim 6* <kl> =6%(c) paracadai=1,---,m ,

k—o0 z;
< lim <ca;z) = (¢) para cada i =1,--- ,m por ser 6 continua,

k—o0 x;
& lim <.’E;> zlparacadai::[’... ,m,

k—o0 x;
<:>kh'm a¥ =z para cadai=1,--- ,m,

—00

& lim 2F = 2.

k—o00
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i)

El conjunto de nivel I';(y,v) = {z € S : d(x,y) < v} es acotado para todo v €
(0, 00).Suponga que para algin y € (0,00) y para algin v € (0,00) I'1(y, ) no esta
acotado. Entonces existe {z¥} € (0,00) tal que 2¥ — oo. Como db. (z,y) < v por la

definicién de I'y se tiene que.

C

m.o D k p
yi * :CZ-C yi * — *
0= Y U (1) < Mo - O et - ) < v
=1

Paracadal=1,---,m.
D k D
Yi px [ L5 C —1 /% k Yi % —1 /%
0< Lo (1)~ et < vk o) - o0V O

P k p
o<%m(@ﬁ-%”wW@ﬁ<u+%W@—ﬁwW@-

P
SiM;=v+ yi@*(c) —y?(6*) (c) parai=1,--- ,m se tiene:
c

(2

p k
0< Yigr <“) — P N0 ()2 < M;,

c Yi
<xfc>
P
Yi % Yi Mz —1/%\/
0< &epgr> 222 < 20 PR )
kAR

Por otro lado

Yi ) Yi
p Ii (9*)/ Z’?C
= 1m
yl k—o0 Yi ’
= yf —+ oo.

Sic=k (6%)(c) =0 con lo que se tiene una ya que tendriamos que +o0o < 0.

iv)
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El conjunto I's(z,v) = {y € S : d(z,y) < v} es acotado. Para todo z € (0,00) y

para todo v € (0, 00).

Suponga que existe una sucesién {y*} C T'a(z,v) tal que para algin j {y;“} no

1

es acotada, sin perdida de generalidad podemos suponer que y;-“r > y* para toda k

implicando que =2 — 0 si k — oo entonces para k suficientemente grande —; < 1 con

Yj 4 Y;
lo que se tiene que % <ec.
Yj
Como{y*} € T'y(z,v) se puede calcular la distancia dg*(:cj,yf) con lo que se tiene
que:
kyp Tic kyp
v 0y (yk) P gy — (b 0 0, - kY (@
kyp Tic kyp
> W)y (M) Ui o) - ) s - )
WHr ., zjc k\p—1 e/ k Tjc
= — —(07)(¢) Py = ()" (07) () (2 —yj) T.V.M S Sese
Eyp T
> Wl gy g (y,c - ) WY@ - o)),
> (y;)P(0")'(¢) <§i - ) — PO ()@ — ),
> (y)P(0*)' (<) <xi - ) — ()P () (33,1 - ) :
Yi Yi
> (y)P [(6)(C) — () (o)] <Zj’]“ - > :
> (y)P(07)"(€) (;,i - ) TV.M (<{<e.

Como {y;} no es acotado {y;} — oo esto implica (y}“)p(G*)”(ﬁ) — (acljc - ) — 00

lo cual es una contradiccién ya que v € (0,00). Asi que I'z(z, V) es acotada.
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Ejemplo 3.2 para m =1 y 0(t) = €', (ver Figura 3.8), nosotros tenemos que 0*(t) =
sIn(s) — s, (%) (s) = In(s) y dg (s, p) = pP~* <3 In (Z) —s+ ,u,>

En efecto.

6*(s) supger{sz — 0(x)} observe que sz — 6(x) es céncava, continua y diferenciable,
como nos interesa es el maximo de esta funcién calculamos su derivada e igualamos a
cero para obtener los puntos criticos asi que s = e* como 6(t) es dos veces diferenciables
y distinta de cero podemos aplicar inversa con lo que x = In(s) sustituyendo x se obtiene

que 6*(s) = sln(s) — s

=13
5

»
o
N————
|
V)
9
N———
|
‘ =
hS]
—
o
—
=}
—
)
~
)
~—
|
=
i)
—
J—
=}
—
2
~—
—
Va)
|
=
~—

=t (st (5) = s — pnge) — 1) — n(e)(s - m) ,
=Pt —s—pln(c) + p—In(c)s + ln(c),u> ,

»
=)
e i i R
Tle m =g =18 =[8 =

e k- AN AN

—s—I—u—ln(c)s),

>—ln(c))—s+u>,

—s+ u> .(ver Figura 3.4 para p=1)

s <ln
sln<

Esta casi-distancia puede ser considerada como la generalizacion de la casi-distancia

|
=
%
L
I e e P
=

t+k

Kullback-Leiber la misma puede ser obtenida por 6(t) = e — 1 o de 6(¢t) = ™" con

keR
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150

100

Figura 3.3: 6(t) = €'. Figura 3.4: dj. (s, ) = s * In(s/t) — s + p.
3.2.1. Interpretacion geomeétrica

En esta seccién veremos la relacion que existe entre la casi-distancia presentada y
la distancia de Bregman ya estudiada, ademas de ver graficamente como es la funcién

penalidad y su respectiva distancia.

Consideremos la casi-distancia generalizada en (3.16) y dado p € R, se define la

funcién convexa.

- 1y CSj
hy : R =R como hy = (s) E —Lo* <> :
¢ 14
=1
Note que hy( E M—
— c

Vhu(s) = <uﬁ”(9*)’ (5] e miory <u:>)

Ast que Vhy(u) = (1 7160%(c), -+, b 16" (0))".

Se tiene que

dy. (s, 11) = hyu(s) = hy(p) = V() (s = ).

Esto es, para cada p, dj. (s, i) es la diferencia de hy(s) y su aproximacion lineal en

s = p.
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m o .
Podemos observar que para cada p > 0, hy(s) = g Hi g < > es una funcién
c
i=1

cS;
i
estrictamente convexa.

En efecto.

Tenemos que 6* es convexa por el teorema 1.4 y el producto de una funcién cons-

tante por una funcién convexa es convexa.

Veamos que para cada pu > 0, esto genera una distancia de Bregman

Dy, : RY x R, — R dada por:
DhM (x,y) = h,u(x) - hu(y) - th(y)t<33 - ).

Para probar que esto es una funcién Bregman se deben verificar las condiciones

Bi — Bs de la seccién 2.4, en efecto.

Para By, como 6* es diferenciable por teorema 1.4.2 y en consecuencia continua

hu(s) es diferenciable y continua ya que esta es producto de #* y una constante.

Para Bs, como 6* es extrictamente convexa, el producto de #* con una constante
sigue siendo extrictamente convexa, con lo que se obtiene que h,(s) es estrictamente

convexa.

Para Bs, como h,(s) es continua, h,(s) es semi-continua interiormente como, semi-
continuidad inferior implica conjunto de nivel acotados.
Para B, se repite las mismas pruebas que en la seccion 2.4 para estos respectivos casos.
para Bs podemos decir que esta condicional igual que By no depende de la forma de la

funcion y se satisface.
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Con esto se tiene que para cada p > 0 la casi distancia generalizada satisface
@b (5,11) = D, (s, ). (3.18)

En efecto.

_ Eji iy (=) i Hpe ) iw-lw*)’(cxs ),
= Zi ( 50* <jf:> Mf@*(c) — 17O (e)(s — M)) ;
= & (s, )

Si se considera una sucesién {z*} en (3.18) se obtiene una sucesién de distancias
de Bregman, asi que la distancia generalizada para p = p* coincide con Dhuk (z,y) en
y = p¥. Esto sugiere la posibilidad del estudio del método con una sucesién de distan-
cias de Bregman dependiendo de un pardmetro o variando la funciéon Bregman inducida

en cada iteraciéon. Esto no es considerado en esta trabajo.

En la figura 3.5 se muestra la funcién h,(s) y su aproximacién lineal para los valores

3 1 5
=2, 2 1, c= 3 P=37 0* como en el ejemplo 3.2 y en la figura 3.6 se muestra la

gréfica de dj. (s, ;1) para los mismos valores.

3.3. Meétodos y teoremas

En esta seccién presentaremos el objetivo final de esta trabajo el cual es implementar
la casi-distancia propuesta en el método de punto proximal sobre el problema dual
lagrangeano y el lagrangeano aumentado del primal y el estudio de convergencia de las

sucesiones generadas por el método.
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0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20

Figura 3.5: Figura 3.6:

3.3.1. Meétodo proximal

En esa seccién se aplica el método de punto proximal sobre el dual lagrangeano
con la casi-distancia distancia presentada y su convergencia. Consideramos la casi-
distancia aplicada directamente sobre el problema dual. El método de punto proximal

para resolver (3.2) genera una sucesién {u*1}, tal que {u} € RT, y
Pt = argmin{—d(u) + r"dg. (1", 1F)}. (3.19)

Donde 7* € [F,7] C (0,00) y #* definido como en la en la seccién(3.1.1) por condi-

ciones de optimalidad se tiene.
0 € O[—d(p) + r"dh. (uF+, k). (3.20)

O equivalentemente

c k+1 cpktl
=" ((u’f)”‘l[ﬁ*/ (’:;f) —07()] e ()P[0 (‘:ﬁ) - 6’*/(0)]) € O(—d(u")).

Proposicion 3.3 (ver [5] Proposicion 3.1)

La sucesion {—d(u*F)} es una sucesion convergente no decreciente.

Demostracion:

Debido a las condiciones de optimalidad en (3.18) se tiene que



63

pktt = argmin{—d(p) + r"dh. (u*T1, 1F)}, Asf que
— () 7. (1, i) < —d () + 7. (Y ),
—d(pg) + r"dh. (", 1),

—d(u").

IA

IN

Por el teorema de dualidad, f es acotada inferiormente para {—d(u*)}, asi que

{—d(p*)} es convergente.

Proposicion 3.4 (ver [5] Proposicion 3.2)

La sucesion {u*} generada por (3.18) es acotada.

Demostracion:
Por (H2) ya que —d es una funcién propia el conjunto de nivel
A={pecRt/—d(u) < —d(u)} es compacto y por al proposicién 3.3 u* € A para

todo k, asi que ¥ es acotado.

3.3.2. Algoritmo lagrangeano aumentado

En esta seccion se aplica el método de punto proximal sobre el lagrangeano aumen-
tado esto debido a que esta funcién tiene mejores condiciones de convergencia que el
lagrangeano estandar .

Considerando el problema (3.1) con hipétesis (H1) y (H2) y con la §—funcién satis-
faciendo las condiciones 1a)-4a). Dado p > 0, r € (0,1], y € R, ¢ € R4 con ¢'(y) = ¢,

la funcién lagrangeano aumentado es dada por

ch(%ﬂ) = f()(l’) + ZP 7i(fi($)7/1‘i7r7 C).
=1

b )
Donde P, i(fi, pis ;) = % [9 <fzp(i> + @7) - 9(37)] parai=1,---,m.

i
El método de multiplicador a un proximal es dado por:

¥ e argmin{ fo(z) + Z P, i(fi(x), pi,r,c)}. (3.21)
i=1
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k k+1
BBy fi(zxh Ty : k
= — —— + ara 1 =1,--- ,myr" €(0,1]. 3.22

Observemos que

0e Gerkyc(:):kH,,uk) &0 € dl(zF T, k. (3.23)

Donde L es la funcién lagrangeana definida en (3.3) la siguiente proposicién muestra

que la sucesion definida en (3.22) y en (3.19) son las mismas.

Proposiciéon 3.5 Sea {fi*} la sucesion generada por (8.19) el cual resuelve el problema
dual (3.2) y sea {xy} y {pF} la sucesion generada por (3.21) y (3.22) el cual resuelve
el problema primal (3.1). Si u° = [°, entonces Vk > 0 : u* = p*.

La demostracion de este teorema se obtiene al aplicar teorema 2.2 directamente

sobre este.

3.3.3. Resultados de convergencia

Esta seccién es inspirada del teorema de convergencia en, [13], y presenta la conver-
gencia del método de punto proximal en el lagrangeano aumentado utilizando la shift
en funcién penalidad.

De (3.16) podemos escribir

d(s, p) = Zd(siaﬂi)~ (3.24)

p .

Donde d(s;, p;) = Hi g (CSZ> —0"(c) — uf_l(ﬁ*)’(c)(si — ;) parai=1,--- ,my
c 203

también.

o) = P05 [y (S2) 0y 0.
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Lema 3.1 Sea s, numeros reales positivos con s > | entonces

1[d) (s, p)]?
> A\ P
dls:m) 2 57 a2

donde M = max{(0*)"(t) : t > k=06'(0)} yc=6(y).

Demostracion:

Considere la funcion cuadréatica

alt) = as) + (= )i (s, ) + (¢ — 5 M .

Asi
Z0) = 0 & dy(s, ) + (¢ — s)ehyr=2 = 0,
P —d) (s, ) scMmyP=?
cMpr—2 cMur=2 "’
7d,1(57u)
U= e T
Asi
* _d/l (37/”')
t = W + s.
Es un minimizador de ¢(-).
Ya que s > pu > 0.
G =t |0y (2) - @) >0

Entonces de (3.25) t* < s, ademds

dy(s,p) = dy (s, p) — di (p, p),

— (s — w)d}(ji, p) para algun i € [u,s] TV M,

= (s — p)uP=2(6")" (c;a) derivando,

< (s — p)pP~2eM.

(3.25)

(3.26)
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. di(s, p)
Asi m S

dy(s,pm) .

Entonces p < t* < s.

Por otro lado para cada t € [u, s)

dy(s,p) — di(t, 1) = (s — t)d{(t, p)para algun t <t <s,
t
— (s — 20" () :
I
= (s —t)uP"%cM.
Ast di(s,p) < dy(t,u)+ (s — )P 2eM = ¢ () Vp <t <sy
dy(t, 1) > diy (s, 1) + (t = )P~ 2eM = ¢/(t).
Tenemos entonces que
dy(t, 1) > ¢'(t) para todo p < t < s.
Ya que p < t* < s integrando desde t* a s con respecto a t, se tiene

d(s,pn) —d(t*, n) > q(s) — q(t").

Asi d(s, 1) > q(s — t*) + d(t*, ) > q(s) — q(t*) ¥

1
d(s, 1) 2 a(s) = a(s) = (¢ = $)dy (s, p) = 5(t" = 5) cMpl™>. (3.28)
) dy (s, 1) ,
De (3.27) y remplazando t* — s = M2 en (3.28) se tiene.

[y (s, w)]? 1 [di(s, )]

> — = .
1 d/ 2

_ 7[ 1(s )] (3.30)

2 eMpp2
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Finalmente.

Lo > LGP

>3 b2 (3.31)

Proposicion 3.6 (ver [5] Proposicion 3.5)
(Factibilidad Asintotica) Considere p > 2, la sucesion {[f;(z¥)]+} converge a 0 para

todo i =,--- ,m donde [y] = max{0,y}.

Demostracién:
Suponga se por absurdo que {[f;(z*)].} - 0 entonces existe {I;} tal que I, — 00 con

I, < g1 y e > 0 tal que fi(al*) > e para algin ig = {1,---,m}.

Se tiene que

d(p) = inf{ fo(z +Z,Ufzfz < fo(a® 1) +Z,Ufzfz ("),

=1

k+1 + Zuiﬂ-&-lf k+1 + Z k+1 k+1)’

) 4 Z Y (%) para todoi =1, m.
De (3.22)
k+1 k1
k1 _ My fi(xhthy .
Ha Zc 4 ((Hk:)p—lrk +79 | paratodoi=1,--- m.

Y usando que (#')~! = (6*) se obtiene

C k1 k+1
R (k=1 [(0*) ( 'LZ ) - (9*)’(c)] = fi(z ) paratodoi=1,--- ,m. (3.32)

Usando la notacién en (3.24)

P o [CSi P o 1 :
d(s /’I’) ’UCG (/J/ >_'u69 (C)_/er 1(9 ),(C)(S’L_M’L)pa/ra/lzl,,m
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) (56, 117) = i~ [(9*)' (f) - (9*)'(0)] paratodoi=1,--- ,m. (3.33)

fi(xl;+1) d ( k+1

e (3.32) (3.33) it pk) para 1,--- ,m ya que fijo (zlk+1) > ¢

k+1 k41

entonces r*d’ (,u,l0 ,ui’;) > & > 0 esto implica d] (Mzo b1

l l
cHin) >0y p ™ > gk y pode-

mos se puede usar la proposicién 3.3 tal que p*+1 = argmin{—d(u)+db. (u, 1*)} se tiene
k ,

—d(p" ) b, pF) < —d(pF)+df. (uF, pk) = —d(p) ast d(pri)—d() > di (L pk) >

0.

Entonces

d(ulk+1) _ d(,ulk) > d:g (Mlk+1 ,ulk) (3.34)
_ (et ple) (3.35)
d(uﬁ’g“,ui’;)- (3.36)

Por proposicién 3.4, sea p una cota superior y por el lema 3.1 se tiene

l
L[ (i um)]

let1y ey >
d(u*) —d(p™) = 5 (Mio N (3.37)
2
9
—_—, 3.38
- 20Mﬁfo 2 ( )
=90, (3.39)
=0. (3.40)

Para p > 2 entonces d(u'*+1) — d(u*) > 6 > 0 y tomamos limite cuando k — oo
nosotros tenemos que 0 es mayor que un valor positivo lo cual es una contradiccion.

Finalmente limy_, o [fi(z¥)]+ = 0.

0'(t+y
Afirmacion Para todo t, 75M >t
c
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En efecto.
Si.
t>0=t+y>y,
= 0'(t +79) > 0'(y) convezidad,
=0 (t+7y) > c(y),
0'(t
= (C_HA]) > ]_’
o' (t
A
c
Si.

t>0=>t+y<y,
= 0'(t +7) < 0'(y) converidad,

=0(t+7y) <ct(y),

0'(t
= (c—i_g) < 17
0 (t+y)

=1 >t por sert < 0.

Proposicion 3.7 (ver [5] Proposicion 3.6)
Sea {z*} 'y {u*} las suceciones generadas por (3.21) (3.22) entonces

limg o0 1f fi(2%) = 0 para cada i =1,--- ,m.
Demostracion:
Por absurdo, supongamos que existe ig € {1,--- ,m}, € > 0 y un conjunto de indices

infinito tal que.

] /,Lngrlin (%) |> € para todo j.

Ya que {u*} es acotada, existe 7i > 0 tal que:

0 < ¥ < fi para todo k. (3.41)
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Por lo tanto.

ki ;
| Ni0+1fio(xkj+1> | > e,

, €
| fio(z®H) | 2 =
Hig
Pero {[f;(z**1)]+} converge a 0 para toda i = 1,--- ,m ya que f;,(z"+1) > Ai
Hig

es verdad para un conjunto finito de indices k; se puede considerar sin perdida de

generalidad.
fi(zhitl) < —,\i para todo j.
g
Ya que (fi(zFTY), - fn(aFT1)E € 0d(1*t1) v d es una funcién céncava, entonces
< ki+1 & kj+1 k
Zfi(xkj+1)(ﬂij =) <d(p” ) — d(p”). (3.42)
i=1
k (kA1
Ya que uf“ = %9' <W + @) para ¢ =1,---,m se tiene
ki+1  k k Mkﬁl
Fil@ ) (7 = ) = i il (k B 1) | o
i
kj+1
_ b ghey (L (L@ Y 3.44
o )<c ((Mf)p—lrk v ! (3.44)
k; kj+1 kj+1
o L@V L@ N kL e
= - 0 (- Trk +y w” fi(x™T). (3.45)

Ya que 0 es una funcién estrictamente convexa, 6”(t) > 0 para toda t € (—o0,b)

entonces la funcién 6’ es decreciente y usando (3.45) y la afirmacién.

gty = P LIy (B )] bt

' c (ulkyp=tpk ™\ (uf)p—1rk

(3.46)
> i fi(@) = g fi(ah ), (3.47)

= 0. (3.48)
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Ya que {d()} es convergente entonces lim [d(p" 1) — d(ui)] = 0.

]-)OO
Y asi

G
hmzf SR )

j—)oo

kj+1

Ya que f;(z" ) (p" " — u?j) >0 paracadai=1,---,m.

Se tiene que lim fi(xk'j+1)(ﬂfj+l
j—o0

tanbien de (3.45)

Jj—00
Por otro lado
kj+1 p
Jio ( ) + y < e R
(,Uio )P r (/%'OJ )P~ i,

Ya que 6 es cresiente

Rt .
(f“)( )+§>§0’<,€_6A+§><1.
P (0 ) T (g P~ hig

e (3.50) y (3.51)

lim pf fi(z%h) = 0.

Jj—+oo

Ya que

ki1 k
m  fi(2" ) (" = p?) = 0.

Jj—+oo ¢

1 C o
Entonces 1im ,u27+ fio(z *i+1) 1o cual es una contradiccién.
j—+o0

Consecuentemente uffi(xk) —Oparatodoi=1,---,m

_ij)z()paratodoizl’... .m.

1 le' ~ .
lim ,u T fi(xki [09/ <(I€(j)p—1rk‘+y> —1} =0paratodoi=1,---

, M.

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Teorema 3.1 (ver [5] Proposicion 3.7)

La sucesion { fo(a*)} converge a f, cada pinto limite de la sucesion {z*} y {u¥} genera-
da por el método (3.21) y (3.22) (o (3.21) y (3.19) son soluciones optimal del problema
(3.2) y (3.2) respectivamente).

Demostracion:

Ya que {z*} es factible, para todo € > 0 fo(z¥) > f — € para k suficientemente grande.

Por la condicién (H2) la solucién optimal del problema (3.2) es no vacia y compacta

se tiene f: d donde

f=min{fo()zz € R", fi(x) <0,i=1,--- ,m}

~

d = sup{d(p) :€ R}

Ademas para cada 8 < d el conjunto de nivel { € R : d(u) > 0} es compacto.

Pero
[=d>d(ub), (3.52)
= inf{l(z, ")}, (3.53)
— iz, ib), (3.54)
= fo(z") + > pf fia®). (3.55)
i=1
Y acorde con la proposicion {,uZKfl(ack)} converge a 0 para todoi =1,--- ,m, asi que

para toda € > 0.



73

)
|
[}
IN
>
—~
8
=
~—

,U/szl(xk)?

IA
)
|
INgE

fo(z®) — f. (3.56)
Por proposicién para todo € > 0y para i = 1,--- ,m f;(2*) < € para k suficien-
temente grande, entonces fo(z*) < F4ey fi(zF) < eparai=1,---,my como k es

suficientemente grande, por la condicién (H1) y corolario 20 en el conjunto.

{z eR": fi(z) < a, fo(z) < B}

Es compacto para cada a, 3 entonces {z*} es acotada y por la proposicién 3.4
la secesion {u*} es también acotada. Si T es un punto limite de {z*} entonces por
proposicién 3.5 y (3.56) es una solucién primal optimal y si Z es un punto limite de

{1*} usando (3.55) y proposicién 3.7, d(u) = f: d. asf 7t es una solucién optimal dual.
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Conclusién

Si bien en este trabajo se realizo un estudio extenso del método de punto proximal,
sus ideas fundamentales y la aplicacion del método con casi-distancias como distancias
de Bregman y p—divergencia nuestro objetivo fundamental siempre fue la casi-distancia

propuesta por Campos, Castillo y Hernandez , [5].

Dicha casi-distancia generalizada definida sobre el conjugado de una familia de shift
constante de funciones penalidad establece una relacién entre la familia de penalidades
conjugadas y una especie de casi-distancia de Bregmnan. Esta distancia generalizada
tiene como casos particulares la p—divergencia y las funciones kernel homogéneos de
segundo orden. Antes de esta generalizaciéon la unica relacién que se tenia entre la dis-
tancia de Bregman y la ¢—divergencia era la casi-distancia de Kullback-Leibler, con
lo que esta generalizacion puede ser considerada como la casi-distancia generalizada de

Kullback-Leibler.

Debemos mencionar que en este trabajo se obtienen resultados de convergencia para el

método de punto proximal sobre el problema dual con la casi-distancia generalizada y
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el lagrangeano aumentado para el caso en que p > 2 que dando abierto el caso p <0y

l1<p<2
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